
Analiza 1B Maj 2012.

Zadaci
(1) Neka je

pn =
n∏

k=1

(
1 +

k2

n2

)
.

Na�i graniqnu vrednost niza xn = n
√

pn.
(2) Izraqunati

∫ 4

0

|x− 1|
|x− 2|+ |x− 3| dx.

(3) Izraqunati ∫ π

−π

cos x

1 + ex
dx.

(4) Izraqunati ∫ π

0

x sin2012 x

sin2012 x + cos2012 x
dx.

(5) Neka su a1, . . . , ak pozitivni realni brojevi. Dokazati da je

lim
n→∞

n
√

an
1 + · · ·+ an

k = max
1≤j≤k

aj .

Neka je f : [0, 1] → [0, +∞[ neprekidna funkcija. Dokazati da je

lim
n→∞

( ∫ 1

0

(
f(t)

)n
dt

) 1
n

= max
0≤t≤1

f(t).

Ispitati konvergenciju reda
∞∑

n=0

∫ 1

0

xne−nx dx.

(6) Neka je f : [0, 1] → C funkcija integrabilna po Rimanu. Dokazati da
red

∞∑
n=1

1
2n

∫ 2

1

f(2−nx) dx

konvergira i izraqunati �egov zbir.
(7) Dokazati da za x, y ∈ R va�i formula

cos(x + iy) = cosx cosh y − i sin x sinh y,

gde su sinh, cosh hiperboliqki sinus i kosinus, a i =
√−1.

(8) Neka je
∑∞

n=0 zn neapsolutno konvergentan red kompleksnih brojeva.
Dokazati da za svaki broj ζ ∈ C postoji niz µn ∈ S1 = {z ∈ C | |z| = 1}
takav da je

∞∑
n=0

µnzn = ζ.

1



2

(9) Neka je τ(n) broj delite	a prirodnog broja n. Dokazati da za |z| < 1
va�i ∞∑

n=1

zn

1− zn
=

∞∑
n=1

τ(n)zn.

Dokazati da je ukupan broj nenegativnih rexe�a nezavisnih Diofan-
tovih jednaqina1

x + 2y = n− 1,
2x + 3y = n− 3,
3x + 4y = n− 5,

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

jednak n + 2− τ(n + 2).
(10) Dokazati da su funkcije

f(x) =

{
1 za x 6= 0
0 za x = 0

, g(x) =

{
0 za x /∈ Q
1
n za x = m

n , m ∈ Z, n ∈ N, m, n neskrativi
integrabilne po Rimanu na svakom intervalu [a, b], ali da �ihova kom-
pozicija f ◦ g nije ni na jednom.

(11) Neka je
∑∞

n=0 an neapsolutno konvergentan red u R i sn = |a0|+· · ·+|an|.
Na�i graniqnu vrednost niza

bn =
sign(an)√

1 + sn
.

Da li red
∑∞

n=0 anbn konvergira?
(12) Ispitati konvergenciju reda

∞∑
n=1

(
1
n

n∑

k=1

sin
2kπ

n

)2

.

(13) Konvolucija nizova an i bn kompleksnih brojeva je niz

an ? bn :=
n∑

k=0

akbn−k.

Ako niz an konvergira ka a∞ i red
∑∞

n=0 bn apsolutno konvergira,
dokazati da je

lim
n→∞

an ? bn = a∞
∞∑

n=0

bn.

(14) Neka je an = (−1)n(n + 1)−1/2 i cn = an ? an. Dokazati da red
∑∞

n=0 an

konvergira, a red
∑∞

n=0 cn divergira. Ovaj primer pokazuje da je
mogu�e da se formalnim Koxijevim mno�e�em dva konvergentna reda
dobije divergentan red.

(15) Neka je a0 = 2, b0 = −1 i an = 2n−1, bn = 1 za n ≥ 1. Dokazati da
redovi

∑∞
n=0 an i

∑∞
n=0 bn divergiraju, a da red

∑∞
n=0(an ? bn) konver-

gira. Ovaj primer pokazuje da je mogu�e da se formalnim Koxijevim
mno�e�em dva divergentna reda dobije konvergentan red.

1tj. broj rexe�a x, y ∈ N ∪ {0} prve jednaqine + broj rexe�a x, y ∈ N ∪ {0} druge + · · · .
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(16) Neka je f : [1, +∞] → R neprekidna funkcija takva da
∫ +∞

0

f(x) dx

konvergira. Dokazati da postoji neograniqen rastu�i niz an takav da
je ∫ +∞

0

f(x) dx =
∞∑

n=1

f(an).

(17) Na�i sve neprekidne funkcije f : R→ C za koje je
∫ x

0

etf(x− t) dt = sin x

za sve x ∈ R.
(18) Na�i sve integrabilne funkcije f [0, 1] → C za koje je

f(x) =
f
(

x
3

)
+ f

(
x+1
3

)
+ f

(
x+2
3

)

3
za sve x ∈ [0, 1] i f(1/π) = 1.

(19) Neka je f : [0, +∞[→ C neprekidna funkcija, takva da niz

zn =
∫ 1

0

f(n + t) dt

konvergira ka z∞. Dokazati da niz

ζn =
∫ 1

0

f(nt) dt

konvergira i na�i �egovu graniqnu vrednost.
(20) Neka je f : [a, b] → C neprekidna funkcija. Pretpostavimo da va�i

∫ b

a

f(t)g(t) dt = 0

za svaku neprekidnu funkciju g : [a, b] → C. Dokazati da je f ≡ 0.

Pita�a
(1) Da li tvr�e�e u zadatku (20) va�i ako se pretpostavka u �emu zameni

slabijom pretpostavkom
∫ b

a

f(t)g(t) dt = 0

za svaku neprekidnu funkciju g : [a, b] → C takvu da je g(a) = g(b) = 0?
(2) Neka je an niz realnih brojeva, takav da red

∑∞
n=0 a2

n konvergira. Da
li konvergira red

∑∞
n=0 a4

n?
(3) Da li postoji niz realnih brojeva an, takav da red

∑∞
n=0 an konvergira,

a red
∑∞

n=0 a3
n divergira?

(4) Da li postoji neprekidna pozitivna funkcija f : [1,+∞[→]0, +∞[
takva da red

∑∞
n=1 f(n) konvergira, a integral

∫ +∞
1

f(x) dx divergira?
(5) Da li postoji neprekidna pozitivna funkcija f : [1,+∞[→]0, +∞[

takva da red
∑∞

n=1 f(n) divergira, a integral
∫ +∞
1

f(x) dx konvergira?
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(6) Da li postoji neprekidna pozitivna funkcija f : [1,+∞[→]0, +∞[
takva da integral

∫ +∞
1

f(x) dx konvergira, a f(x) ne te�i nuli kad
x → +∞?

(7) Da li postoji neprekidna pozitivna funkcija f : [1,+∞[→]0, +∞[
koja je neograniqena na svakom intervalu [a,+∞[, a > 0, a integral∫ +∞
0

f(x) dx konvergira?
(8) Neka

∑∞
n=0 an neapsolutno konvergentan red. Da li postoji niz bn koji

konvergira ka nuli, takav da red
∑∞

n=0 anbn divergira?
(9) Da li postoji stepeni red

∑∞
n=0 cnzn koji konvergira u samo jednoj

taqki z ∈ C?
(10) Da li postoji funkcija f : R→ R qiji Meklorenov red

∑∞
n=0

f(n)(0)
n! xn

konvergira za sve x ∈ R, ali jednakost f(x) =
∑∞

n=0
f(n)(0)

n! xn va�i
samo u taqki x = 0?

(11) Neka je xn niz pozitivnih brojeva, takav da je lim inf xn = 0. Da li
postoji niz pozitivnih brojeva an koji konvergira ka nuli, takav da∑∞

n=0 an divergira i da je lim inf an/xn = 0? Da li postoji niz poz-
itivnih realnih brojeva bn takav da red

∑∞
n=0 bn konvergira i da je

lim sup bn/xn = 0? Da li postoje nizovi pozitivnih realnih brojeva
cn i dn takvi da red

∑∞
n=0 cn konvergira, red

∑∞
n=0 dn divergira i

cn/dn = xn?
(12) Neka su

∑∞
n=0 an i

∑∞
n=0 bn konvergentni redovi sa pozitivnim qla-

novima. Da li red
∞∑

n=0

max{an, bn}

konvergira?
(13) Da li postoje opadaju�i nizovi pozitivnih realnih brojeva an i bn

takvi da redovi
∑∞

n=0 an i
∑∞

n=0 bn divergiraju, a red
∞∑

n=0

min{an, bn}

konvergira?
(14) Neka je funkcija f : [0, 1] → C integrabilna po Rimanu. Da li je

funkcija x 7→ f(|x|) integrabilna po Rimanu na intervalu [−1, 1]?
(15) Neka funkcija f : [a, b] → C ima konaqan limes u svakoj taqki. Da li

je f integrabilna po Rimanu?
(16) Neka je funkcija f : [a, b] → R ograniqena. Da li je funkcija h(x) =

inf{f(t) | t ∈ [a, x]} integrabilna po Rimanu?
(17) Neka su funkcije f, g : [a, b] → R integrabilne po Rimanu. Da li je

funkcija h(x) = max{f(x), g(x)} integrabilna po Rimanu?
(18) Neka je f : [a, b] → C neprekidna funkcija klase C1. Da li konvergira

niz
zn =

∫ b

a

f(t) sin2 (nt) dt?

(19) Neka je f(z) = ez =
∑∞

n=0
1
n!z

n. Xta je f(C)?
(20) Neka je g(z) = cos z =

∑∞
n=0

(−1)n

(2n)! z2n. Xta je g(C)?

Odgovori: Da. C \ {0}. C.


