
Analiza 1A Decembar 2011.

Pita�a

(1) Da li postoji funkcija f ∈ C∞(R) (tj. takva da postoji n{ti izvod
Dnf(x) za sve x ∈ R i sve n ∈ N) takva da je f(x) > 0 za x ∈]0, 1[ i
f(x) = 0 za x /∈]0, 1[?

(2) Da li postoji neprekidna funkcija f :]0, 1[→ R za koju je f ′−(x) = x i
f ′+(x) = 2x za sve x ∈]0, 1[?

(3) Neka je (F, +, ·, 0, 1) po	e i S ⊂ F \ {0} podskup koji je zatvoren u
odnosu na operacije po	a i za koji je S ∩ (−S) = ∅, F = (−S)∪{0}∪S.
Sa x < y ⇔ x− y ∈ S je definisana relacija totalnog poretka na S,
takva da je F ∗+ = S (dokazati!). Ako je (F, +, ·,≤, 0, 1) totalno ure�eno
po	e, da li je relacija poretka na �emu definisana nekim skupom S
na prethodno opisan naqin? Da li je taj skup jedinstven?

(4) Neka je F skup svih racionalnih funkcija na R, tj. skup funkcija
oblika p(x)/q(x) gde su p, q : R → R polinomi koji nemaju zajedniqku
nulu (u C), pri qemu q nije identiqki jednak nuli. Neka je S ⊂ F
skup svih racionalnih funkcija oblika p(x)/q(x) takvih da najstari-
ji koeficijenti (koeficijenti uz x sa najve�im stepenom) polinoma p
i q imaju isti znak (ovaj skup zadovo	ava uslove Pita�a 3). Da li je
po	e sa relacijom poretka definisanom podskupom S arhimedsko?

(5) Da li svako totalno ure�eno po	e sadr�i potpo	e racionalnih bro-
jeva (preciznije: ure�eno potpo	e izomorfno po	u racionalnih bro-
jeva)? Da li postoji totalno ure�eno po	e u kome po	e racionalnih
brojeva nije gusto?

(6) Neka su a i b racionalni brojevi i [a, b]Q := {q ∈ Q | a ≤ q ≤ b}. Da
li za proizvo	nu neprekidnu funkciju f : [a, b]Q → R va�i neko od
slede�ih tvr�e�a:
(a) f je ograniqena;
(b) f je ravnomerno neprekidna;
(v) ako je f(a)f(b) < 0 onda je f(c) = 0 za neko c ∈]a, b[;
(g) f ima minimum i maksimum?
(d) Da li (g) va�i ako je f ravnomerno neprekidna?

(7) Neka su a, b i [a, b]Q kao u Pita�u 6. Funkcija f : [a, b]Q → C je dife-
rencijabilna u taqki q0 ∈]a, b[∩Q ako postoji broj z′0 ∈ C za koji va�i
f(q0 +h)− f(q0) = z′0 ·h+ o(h) kad Q 3 h → 0. Da li za takvu funkciju
va�i neko od slede�ih tvr�e�a:
(a) ako je f ′(x) ≡ 0 onda je f ≡ const;
(b) ako je f([a, b]Q) ⊂ R i f(a) = f(b) onda je f ′(c) = 0 za neko c ∈]a, b[?

(8) Neka je S ⊂ C zatvoren skup. Da li postoji funkcija f : C → C koja
je prekidna u svim taqkama skupa S i neprekidna na C \ S?

(9) Da li za niz an iz lim
n→∞

|an+p − an| = 0 za sve p ∈ N sledi da an

konvergira?
(10) Da li postoji skup X i niz An ∈ P(X) �egovih podskupova za koji

istovremeno va�i lim inf An = lim sup An = ∅ i lim
n→∞

Card (An) = ∞?
(11) Da li postoji funkcija f : R → R qiji je izvod u nekoj taqki strogo

pozitivan, a ona nije monotona ni u jednoj okolini te taqke?
1



2

(12) Da li postoji monotona funkcija f : R → R za koju va�i f ∈ C∞(R)
i lim

x→+∞
f(x) = 0, ali ne i lim

x→+∞
f ′(x) = 0?

(13) Da li iz neprekidnosti funkcije f na [a, b] sledi neprekidnost fun-
kcije g(x) = sup{f(t) | a ≤ t ≤ x}?

(14) Da li iz diferencijabilnosti funkcije f na ]a, b[ sledi diferenci-
jabilnost funkcije g(x) = sup{f(t) | a < t ≤ x}?

(15) Da li iz diferencijabilnosti funkcije f na ]a, b[ sledi da funkcija
g(x) = sup{f(t) | a < t ≤ x} ima levi i desni izvod na ]a, b[?

(16) Da li postoji polinom tre�eg stepena qiji grafik prolazi kroz taqke
(−1, 0), (0, 0), (1, 0), takav da tangenta na grafik u (0, 0) obrazuje sa
pozitivnim delom x{ose ugao π/4? Ako postoji, da li je jedinstven?

(17) Neka je A ⊂ C, f : A → C neprekidna funkcija i zn ∈ A Koxijev niz.
Da li odatle sledi da je niz f(zn) Koxijev?

(18) Neka je B ⊂ C, f : B → C ravnomerno neprekidna funkcija i zn ∈ B
Koxijev niz. Da li odatle sledi da je niz f(zn) Koxijev?

(19) Neka su a0 < b0 < a1 < b1 < · · · < an < bn realni brojevi. Da li
polinom p(x) =

∏n
k=0(x + ak) + 2

∏n
k=0(x + bk) ima kompleksnu nulu?

(20) Da li je izvod diferencijabilne parne funkcije neparna funkcija?
Da li je izvod diferencijabilne neparne funkcije parna funkcija?

(21) Da li je izvod diferencijabilne periodiqne funkcije periodiqna
funkcija?

(22) Da li nekonstantna diferencijabilna periodiqna funkcija ima naj-
ma�i pozitivni period?

(23) Da li proizvo	na nekonstantna periodiqna funkcija ima najma�i
pozitivni period?

(24) Da li funkcija f : R → R mo�e da ima strogi lokalni ekstremum u
neprebrojivo mnogo taqaka?

(25) Da li postoji neprekidna funkcija f : R→ R takva da za svako y ∈ R
skup f−1(y) ima
(a) dva elementa;
(b) tri elementa?

(26) Da li postoji neprekidna bijekcija
(a) realne prave R na interval [0, 1];
(b) realne prave R na krug S1 = {z ∈ C | |z| = 1}?

(27) Neka je b(C) skup ograniqenih kompleksnih nizova i c0(C) skup kom-
pleksnih nizova koji konvergiraju ka 0 i neka je ∼ relacija ekviva-
lencije na b(C) definisana sa ζn ∼ ηn ⇔ ζn − ηn ∈ c0(C). Da li je
(b(C)/∼,+, ·) po	e?

(28) Ako polinom p : R → R ima samo realne korene, da li isto va�i za
polinom d

dxp?
(29) Da li nekonstantna periodiqna funkcija f : R→ R ima lim

x→+∞
f(x)?

(30) Da li iz (∀a ∈ R) lim
n→0

f(a/n) = 0 sledi lim
x→0

f(x) = 0?

Odgovori: (1) Da. (2) Ne. (3) Da. (4) Ne. (5) Da. (6) Ne. (7) Ne. (8) Da. (9)
Ne. (10) Da. (11) Da. (12) Da. (13) Da. (14) Ne. (15) Da. (16) Da. (17) Ne.
(18) Da. (19) Ne. (20) Da. (21) Da. (22) Da. (23) Ne. (24) Ne. (25) (a) Ne. (b)
Da. (26) Ne. (27) Ne. (28) Da. (29) Ne. (30) Ne.
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Zadaci

(1) Skicirati skup {z ∈ C | min{|z − 1 − i|, |z + 1 − i|, |z + i|} ≤ 2} u
kompleksnoj ravni C.

(2) Dokazati da postoji realna funkcija f realne promen	ive, takva da
je kriva z : R \ {−1, 1} → C, z(t) = t(1− t2)−1 + i(t− 2t3)(1− t2)−1 �en
grafik u R2 ∼= C. Ispitati funkciju f i nacrtati �en grafik.

(3) Balon se pe�e vertikalno brzinom 40 cm/s. U trenutku kada je balon
na visini 20 m kroz taqku ispod �ega prolazi biciklista koji se
kre�e brzinom 5 m/s. Kojom brzinom se tri sekunde kasnije pove�ava
rastoja�e izme�u bicikliste i balona?

(4) U Dekartovom x0y{koordinatnom sistemu skicirati krivu γ zadatu u
polarnim koordinatama (r, θ) jednaqinom r2 sin 2θ = 2a2, gde je a > 0.
Neka je P ∈ γ proizvo	na taqka. Dokazati da je trougao koji obrazuju
tangenta na γ u P , prava OP i x{osa jednakokraki.

(5) Skicirati grafike slede�ih funkcija:
(a) f1(x) = lim

n→∞
n
√

1 + xn + (1− x)2n, x ≥ 0;
(b) f2(x) = lim

n→∞
n
√

1 + (x/2)2n + (1/x)2n, x > 0;

(v) f3(x) = lim
n→∞

2n
√

cos2n x + sin2n x, x ∈ R;
(g) f4(x) = lim

n→∞
log (en+xn)

n , x ≥ 0

(d) f5(x) = lim
n→∞

x2enx+x
enx+1 , x ∈ R.

(6) Odrediti domene i ispitati neprekidnost slede�ih funkcija realne
promen	ive x:
(a) f(x) = lim

n→∞
xn

(b) g(x) = lim
n→∞

∑n
k=1 k−x2−k

(v) h(x) = sup{n−x2−n | n ∈ N}.
(7) Neka je A(a1, · · · , an) aritmetiqka, a G(a1, · · · , an) geometrijska sred-

ina pozitivnih brojeva a1, . . . , an. Dokazati da funkcija

f :]0, +∞[→ R, f(x) :=
A(a1, · · · , an−1, x)
G(a1, · · · , an−1, x)

ima minimum u taqki koja je aritmetiqka sredina brojeva a1, . . . , an−1.
(8) Neka je ζ = a+ ib taqka u kompleksnoj ravni i L prava kroz ζ koja seqe

realnu i imaginarnu osu u taqkama x0 i iy0. Dokazati nejednakosti
(a) |x0 + iy0| ≥ (|a|2/3 + |b|2/3)3/2

(b) |x0|+ |y0| ≥ (
√
|a|+

√
|b|)2

(v) |x0y0| ≥ 4|ab|.
(9) Neka je zn niz u C.

(a) Dokazati ili opovrgnuti tvr�e�e: niz zn konvergira ako i samo
ako konvergira svaki �egov podniz.

(v) Dokazati ili opovrgnuti tvr�e�e: niz zn ima podniz koji konver-
gira ili podniz koji je neograniqen.

(b) Neka je zn niz koji ne konvergira ka ζ ∈ C. Dokazati ili opovr-
gnuti tvr�e�e: postoji podniz zϕ(n) sa svojstvom da nijedan �egov
podniz ne konvergira ka ζ.
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(10) Na�i sve monotone funkcije f : R → R takve da za sve x, y ∈ R va�i
f(x + y) = eyf(x) + exf(y).

(11) Na�i limes superior i limes inferior niza xn ∈ R definisanog sa

x0 = 0, x2n =
x2n−1

2
, x2n+1 =

1
2

+ x2n.

(12) Neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija koja ima levi izvod f ′−(x) u
svakoj taqki x ∈]a, b[.
(a) Dokazati da ako f nije monotona onda postoji c ∈]a, b[ za koje je

f ′−(c) = 0.
(b) Dokazati da ako je f(a) = f(b), onda je

inf
a<x<b

f ′−(x) ≤ 0 ≤ sup
a<x<b

f ′−(x).

(v) Dokazati da je

inf
a<x<b

f ′−(x) ≤ f(b)− f(a)
b− a

≤ sup
a<x<b

f ′−(x).

(13) Funkcija f :]a, b[→ C ima neprekidan desni izvod f ′+(x) u svakoj taqki
x ∈]a, b[. Dokazati da je f diferencijabilna na ]a, b[.

(14) Neka je f :]0, +∞[→ R dvaput diferencijabilna funkcija i neka je
Mj := supx>0 |Djf(x)| za j ∈ {0, 1, 2}. Dokazati da je M2

1 ≤ 4M0M2.
(15) Neka je f :]0,+∞[→ R dvaput diferencijabilna funkcija sa ograni-

qenim drugim izvodom, takva da je lim
x→+∞

f(x) = 0. Dokazati da je
lim

x→+∞
f ′(x) = 0. Pokazati kontraprimerom da tvr�e�e ne va�i ako se

izostavi uslov ograniqenosti drugog izvoda.
(16) Neka su f, g : R → R diferencijabilne funkcije. Dokazati da je

funkcija h(x) = max{f(x), g(x)} diferencijabilna u taqkama x u ko-
jima je f(x) 6= g(x) i u onima u kojima je f(x) = g(x) i f ′(x) = g′(x).
Qemu je jednak izvod h′(x) u tim taqkama? Xta je sa ostalim taqkama?

(17) Neka je f : R → R neprekidna funkcija i neka je lim
x→−∞

f(x) = −∞,
lim

x→+∞
f(x) = +∞. Dokazati da je funkcija g(x) = sup{t | f(t) < x}

neprekidna ako i samo ako je f strogo rastu�a.
(18) Neka je f : [0, +∞[→ R neprekidna funkcija koja zadovo	ava asimp-

totsku relaciju f(x) = o(x) kad x → +∞. Dokazati da za funkciju
g(x) := sup0≤t≤x f(t) va�i g(x) = o(x) kad x → +∞.

(19) Dokazati da je funkcija f : [a, b] → R konveksna ako i samo ako za
x1 < x2 < x3 va�i∣∣∣∣∣∣

1 1 1
x1 x2 x3

f(x1) f(x2) f(x3)

∣∣∣∣∣∣
≥ 0

i da je strogo konveksna ako i samo ako va�i stroga nejednakost.
(20) Niz an je zadat sa a0 =

√
a za a ∈ R, an+1 =

√
a + an. Da li lim

n→∞
an

neprekidno zavisi od a?
(21) Funkcije f i g su diferencijabilne u taqki a. Izraqunati

lim
x→a

f(x)g(a)− f(a)g(x)
x− a

.

(22) Dokazati da je ograniqena konveksna funkcija f : R→ R konstantna.
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(23) Neka je E skup svih nizova a : Z→ R takvih da postoji k ∈ Z (koje mo�e
da bude razliqito za razliqite a) sa svojstvom an = 0 za sve n < k. U
skupu E definisane su operacije sabira�a i mno�e�a pomo�u

(a + b)n = an + bn, (a · b)n =
n∑

j=0

ajbn−j .

(a) Dokazati da je (E, +, ·) sa ovako definisanim operacijama po	e.
(Ovo po	e se naziva po	em formalnih redova

∑
n∈Z anTn; defin-

isane operacije uopxtavaju pravilo mno�e�a koeficijenata poli-
noma; req formalnih znaqi da ne postav	amo pita�e konvergen-
cije prethodne sume, kao ni domena promen	ive T , ve� je koristimo
samo kao drugu oznaku za niz a, radi lakxeg pam�e�a i izvo�e�a
definisanih operacija po	a.)

(b) Dokazati da leksikografski poredak
a <L b ⇔ amin{n|an 6=bn} < bmin{n|an 6=bn}

definixe relaciju poretka a ≤L b ⇔ (a = b ∨ a <L b) i da je
(E, +, ·,≤L) totalno ure�eno po	e.

(v) Dokazati da u po	u (E, +, ·,≤L) ne va�i Arhimedova aksioma.
(24) Neka je f : I → R funkcija definisana na intervalu I ⊂ R. Le�an-

drovom transformacijom funkcije f naziva se funkcija
f∗(t) = sup

x∈I
(tx− f(x)).

Neka je I∗ domen funkcije f∗, tj. I∗ = {t ∈ R | f∗(t) 6= ∞}. Dokazati:
(a) Skup I∗ je ili prazan, ili jedna taqka, ili interval.
(b) Ako je funkcija f konveksna, onda je I∗ 6= ∅ i (f∗)∗ = f (tj.

Le�androva transformacija je involutivna).
(v) Dokazati da za sve (x, t) ∈ I × I∗ va�i nejednakost

xt ≤ f(x) + f∗(t).

(g) Izvesti iz (v) dokaz nejednakosti

xt ≤ 1
p
xp +

1
q
tq za 1/p + 1/q = 1

i nejednakosti
xt ≤ ex + t log(t/e).

(d) Ako je f diferencijabilna i konveksna, dokazati da je f∗(t) =
tx(t) − f(x(t)) gde je x(t) rexe�e jednaqine t = f ′(x) po x (daju�i
pri tome argument zaxto ta jednaqina ima rexe�e). Kakva ge-
ometrijska interpretacija Le�androve transformacije se mo�e
dati na osnovu toga?

(25) Neka je f : R→ R konveksna funkcija i neka je

lim
x→−∞

f(x)
x

= 0 = lim
x→+∞

f(x)
x

.

Dokazati da je f ≡ 0.
(26) Dokazati da za svaku konveksnu funkciju f : R → R postoji (konaqan

ili beskonaqan) lim
x→±∞

f(x)
x .
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(27) Neka su f, g : R → R diferencijabilne funkcije koje zadovo	avaju
f ′(x) = g(x), f ′′(x) = −f(x) za sve x i neka je h(x) = (f(x))2 + (g(x))2.
Ako je h(0) = 5, na�i h(10).

(28) Funkcija f : A → R se naziva poluneprekidnom odozgo u taqki a ∈ A
ako je

lim sup
x→a

f(x) ≤ f(a),

a poluneprekidnom odozdo ako je
lim inf

x→a
f(x) ≥ f(a).

(a) Dokazati da je funkcija neprekidna u taqki a ako i samo ako je
poluneprekidna i odozdo i odozgo u toj taqki.

(b) Dokazati da je karakteristiqna funkcija otvorenog skupa pol-
uneprekidna odozdo, a karakteristiqna funkcija zatvorenog skupa
poluneprekidna odozgo.

(v) Ispitati poluneprekidnost funkcije

f(x) =
{

(−1)n n
n+1 , ako je x = m

n neskrativ, m ∈ Z, n ∈ N,

0, za x /∈ Q.

(g) Dokazati da je Rimanova funkcija

R(x) =
{

1
n , ako je x = m

n neskrativ, m ∈ Z, n ∈ N,
0, za x /∈ Q.

poluneprekidna odozgo u svakoj taqki, a da je skup �enih prekida
gust u R.

(d) Dokazati da je supremum familije funkcija poluneprekidnih odo-
zdo poluneprekidan odozdo. Formulisati i dokazati dualno tvr-
�e�e za infimum.

(29) Du�ine kateta pravouglog trougla su a i 1, a du�ina hipotenuze je c.
Ugao izme�u katete du�ine 1 i hipotenuze je s radijana. Izraqunati
limese slede�ih izraza kad s → π/2:
(a) c− a
(b) c2 − a2

(v) c3 − a3.
(30) Ispitati funkciju f(x) = |x + 2|e−1/x i nacrtati �en grafik.


