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Ha mm nocroju dyskuuja f € C°(R) (Tj. TakBa Jga mMOCTOjU N—TH U3BOT,
D"f(x) 3a cee x € R u cre n € N) takpa ma je f(z) > 03za x €]0,1[ n
f(z) =03az ¢]0,1[?

Ha mm nocroju menpeknana dynxmmja [ :)0,1[— R 3a kojy je [ (z) =z m
fi(x) = 2 3a cse x €]0,1[?

Heka je (F,+,-,0,1) momme m S C F \ {0} momckyn koju je 3aTBOpeH y
OJIHOCY Ha omepanyje mojba u 3a koju je SN (—S) =0, F = (=S)u{0}uUSs.
Carx <y & x—y €S je nedunncana pejaryja TOTATHOT MOPETKA HA, S,
raksa ja je F} = S (mokasaru!). Axo je (F,+,-,<,0,1) roranHo ypeheno
MIOJbE, 1A K j€ PENalyja MOPETKa Ha heMy NepUHUCAHA HEKUM CKyIoM S
Ha [IperxoaHo onucad HayuH?! [a Jjin je Taj cKyn jesuHCTBEH?

Hexka je F' ckyn cBux panmoHamanx dysknuja Ha R, Tj. ckyn dyaKImja
obmuka p(x)/q(x) roe ¢y p,q : R — R nomunoMu Koju HeMajy 3ajeIHUYIKY
uyny (y C), upu 9emy ¢ Huje wiaenTuuku jennak uynu. Heka je S C F
cKyn cBux pannonamanx dyukmmja obmuka p(z)/q(x) rakeux ma Hajcrapu-
ju xoeduimjenTn (KoeduiujenTn y3 T ca HajBeliuM CTEIIEHOM) IOJUHOMA P
u g umajy ucru 3uak (oBaj ckyi 3aj0Bo/baBa ycaose [Turawa 3). Ja su je
TTOJbE €A PEJIANM)OM TTOPETKA Me(DUHUCAHOM MOACKYIOM S apXUMEICKO?
Ja yu cBako ToTanno ypeheHo no/be CajpKu MOTIO/hE PAIMOHATIHUX 6PO-
jeBa (mperusnuje: ypeheHo normnospe u30MOpPGhHO 1M0/bY PALUOHAJIHUX OPO-
jesa)? Ha au nocroju ToraiHo ypeljeHo nosbe y KOMe [0Jbe PAIMOHATHUX
6pojeBa Huje rycro?

Heka cy a w b pannonanuu 6pojesn u [a,blg :={¢ € Q | a < ¢ < b}. Ja
JIM 33 TPOM3BOJbHY HempekuaHy dbyukumjy f : [a,blg — R Baxku weko on
cnenehnx TBphema:

(a) f je orpanuuena;

(6) f je paBHOMEDHO HEIIPEKHUJIHA;

(B) ako je f(a)f(b) < 0 onma je f(c) =0 3a meko ¢ €]a, bf;

(r) f uMa MHHEMYM W MAKCUMyM?

(n) Hda s (r) Baxku axo je [ paBHOMEPHO HENPEKUIHA?

Hexka cy a,b u [a,b]g xao y Iuramwy 6. @ynxumja f : [a,blg — C je duge-
penyujabuana y mauku go €Ja, b[NQ axo mocroju 6poj z, € C 3a koju Baxkm
flgo+h)—f(q) =2, -h+o(h) kan Q > h — 0. [a nm 3a takBy byHKUHjY
BaXK¥ HEKO of caenehux Tephema:

(a) ako je f'(xz) =0 onma je f = const;

(6) axo je f([a,blg) CRwu f(a) = f(b) onma je f'(c) = 0 3a neko ¢ €la, b[?
Hexka je S C C zaropen ckyn. Hda nu mocroju dysxuuja f : C — C koja
je IpeKuIHa y CBUM TadKaMa cKyna S u Henpekuzaaa na C\ S?7

Ja v 3a HA3 a, H3 nan;O|an+p —ap| = 03acee p € N cienm 1a a,
KOHBeprupa?

Ha s mocroju ckyn X u Huz A, € P(X) meropux Moackynopa 3a KOju
ucrospemeno axu liminf A, =limsup A, =@ u lim Card (4,) = oo?

n—oo

Ha au mocroju dyukimja f : R — R unju je u3Bom y HEKOj TavKH CTPOTO
MO3UTHBAH, & OHA HUje MOHOTOHA HU Y jeJHOj OKOJIMHU Te Tadke?
1



(12)
(13)
(14)
(15)

(16)

(29)
(30)

Ha mu nocroju monomona dyrakmuja f : R — R 3a kojy Baxku f € C°(R)
n hm f(xz) =0, amu e n lir+n f(x) =07

r—400
Ja mu u3 menpekuguoctu dyuknuje f wa [a,b] crenn menpexumnocT dhyn-
xiuje g(x) = sup{f(t) [a <t < x}?

Ha mm w3 mudepenmmjabunnoctn dbyakuuje f Ha |a, b cnemn mudepentm-
jabmmroct dynkmuje g(x) = sup{f(t) |a <t < x}?

Ja mm uz qudepennujabunnoctu dyukuuje f ua |a, b] cnemu ga Gynkuuja
g(x) =sup{f(t) | a <t < x} uma sieBu u JecHu W3BOI Ha |a, b[?

Ja nmu mocroju monmHOM Tpelier crenena unju rpaduk Mposaasu Kpo3 TauKe
(-1,0), (0,0), (1,0), Takas ma Tarrenta Ha rpadwmk y (0,0) obpasyje ca
HNO3HTUBHHUM JIEJIOM Z—0Ce yrao /47 AKo mocroju, ma n je jequHCTBeH?
Heka je A C C, f : A — C nenpekunna byHruuja u z, € A Kommujes uns.
Ja nu onarne cienu na je uus f(z,) Kommjes?

Heka je B C C, f : B — C paBnoMepHO HenpekuaHa (hyHKIMUja U 2, € B
Komujes uus. Ja au onarae caenu na je uus f(z,) Komujes?

Heka cy a9 < by < a1 < by < -+ < an < b, peannu Gpojesu. da au
nosmunom p(z) = [[i_o(z + ag) + 2[[1_o(z + by) uma kommexcuy Hysy?
Ja 1 je u3Bonm mupepentujabuane napae yHKIMje HemapHA (QyHKIHjA!
Ja nu je usBon nudepennyjabuiae Henaphe GpyHKIMje napHa GyHKIUja’?
Ha nu je w3pon andepeHnnjabuane mepuogudie (pyHKIFje TePHOAMTHA
dyukuuja’?

Ha 1m HeKOHCTaHTHA JudepeHtinjabuIHa MepruoanyHa (PyHKINja UMa Haj-
MamU TO3UTUBHU TTEPUOT!

Jla v mpow3BObHA HEKOHCTAHTHA MEPUOAWYHA, (DYHKIIN]a WMa HAJMABU
TO3UTUBHU TEPUOIT!

Ha m ¢yskomja f : R — R MoxKe 13 uMa CTPOrd JIOKAJIHU €KCTPEMYM Yy
HenpebpojuBO MHOIO Ta4aKa?

Jla nu nocroju menpekuauna dyuknuja f : R — R raksa 1a 3a ceako y € R
ckyn f1(y) uma

(a) mBa enemenTa;

(6) Tpu enementa?

Ha 5 mocroju HenmpekuaHa OMjeximja

(a) peanme npase R ua unTepsan [0, 1];

(6) peanne mpase R na kpyr St = {z € C| |z| = 1}7?

Heka je b(C) ckyn orpanuuenux KoMiiekcaux uuzosa u ¢o(C) ckym Kom-
IUTEKCHUX HU30Ba KOju KOHBeprmpajy ka 0 u Heka je ~ peJjanyja eKBUBa-
nernnje Ha b(C) medwunncana ca (, ~ Np < (G — M € ¢o(C). Ha mm je
(b(C)/w~, +, ) mome?

Ako nomuuoM p : R — R uma caMo peajime KOpeHe, 1a JIM UCTO BaXKU 34,
TIOJTUHOM %p‘?

Jla nu HekoncranTHa nepuoandna Gyukmmja f : R — R uma EEIJIrlOO flx)?

Ha m uz (Va € R) rlzli% f(a/n) =0 cnenu }11)% f(z) =07
Oxrosopu: (1) Mla. (2) He. (3) Ha. (4) He. (5) Ha. (6) He. (7) He. (8) Ha. (9)
He. (10) Ha. (11) Ha. (12) Ja. (13) Ha. ( 4) He. (15) Ja. (16) Ha. (1 )He
(18) MTa. (19) He. (20) Ha. (21) Ha. (22) Ha. (23) He. (24) He. (25) (a) He. (6)

Ha. (26

) He. (27) He. (28) Ha. (29) He. (30) He



3agarmu
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Cxurpparn ckyn {z € C | min{|z — 1 —i|,|z + 1 —i|, |z + 4|} < 2} ¥y
komttekcHoj pasan C.
Jokazaru na mocroju peanna dyHKIMja f peanHe TPOMEHJbUBE, TAKBA A
jexpupa 2z : R\ {—1,1} = C, z(t) = t(1 —t?) "L +i(t — 2t3)(1 — t3) ! men
rpaduk v R? = C. Ucmuraru Gyuxuujy f n HAUprarn meH rpaduk.
Bason ce neme Beprukanuo 6psunom 40 cm/s. ¥ TpeHyTKy Kaja je 6asoH
Ha BucuHEA 20 M KpPO3 TAYKy WCIOM FHera IMpoJia3u OWUIMKJIMCTA, KOjU Ce
kpehe 6psunom 5 m/s. Kojom Gp3unom ce Tpu ceKyHue KacHuje noseliana
pactojame u3Mmely Gunukiucre u 6anona’?
V HekaproBom 0y—KOOPAMHATHOM CHCTEMY CKHUITMPATH KPUBY 7 33/aTY ¥
nomapruM KoopanHaTama (r,6) jemmaumrom r2sin 20 = 242, rae je a > 0.
Heka je P € v mpousBosbHa Tauka. Jlokazaru ma je Tpoyrao xoju obpasyjy
TaHredTa Ha Yy P, mpaBa OP u r—0ca jeTHAKOKPAKH.
Crunimparu rpaduke crenehux dyukimja:
(a) fi(z) = lim /THam+ (1- 2, 2 >0;
(0) folz) = lim Y1+ (2/2)2 + (1/x)?, x> 0;
(B) f3(z) = nh~>nolo Veos? x +sin®" z, x € R;
(r) fa(z) = lim w, x>0

n—oo - g
(n) fs(z) = nh_)n;o mefmif, z € R.

OjpenuTu TOMEHe W WCIUTATH HEMpeKuIHOCT ciaefelinx dyHKIMja peasine
TIPOMEHJbUBE T:

(@) (@)= lim "
(6) g(z) = lim S ke
(B) h(z) =sup{n="27" |n € N}.

Hexka je A(aq,- - ,a,) apurmeruuka, a G(ai, - ,a,) TeoMeTpujcka cpe-
VHa MO3UTUBHUX OpOjeBa ay,. .., a,. Jlokazarn ma yHKIHja
A(ala T ,an71,$>

f:0,4+0[— R, f(x):=

G(ala T 7an—1az)

“Ma MMHIMYM Y Ta49KH KOja je apuTMeTHu4Ka cpejuna 6pojesa ai, ..., dp_1.

Hexka je ( = a+1b Tauka y KoMmiiekcHoj papau n L mpaBa kpo3 ( Koja cetwe

peasHy W UMAruHAPHY OCy y TadKama To U 1Yo. Jloka3aTn HejeqHaKOCTH

(a) |20 +iyol > (af/* + [b[2/3)3/2

(6) |zol + lyol = (v/]al +/[b])?

(B) |zoyo| > 4]abdl.

Heka je z, nuz y C.

(a) Jloxkaszaru ujm ONOBPrHYTH TBphEme: HU3 2, KOHBEPIUPA AKO U CaMO
aKO KOHBEPTHUDA CBAKU HEroB IOJHU3.

(B) Jdokasaru uiu onOBPruyTH TBPhEmE: HU3 Z, UMA IIOJHU3 KOjU KOHBED-
TUpa WU MOJHU3 KOjHU je HEOTPAHUYEH.

(6) Heka je z, nu3 koju ne xouseprupa ka ¢ € C. Jokazaru uiu onosp-
THYTH TBpDeme: TOCTOjU MOJHU3 2y, () C& CBOJCTBOM JIa HUjJIaH HeroB
IIO/THU3 He KOHBEprupa ka (.
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Hahu cse monorone dyunkimje f : R — R takse na 3a cse x,y € R Baxku

flx+y) =evf(x)+ e f(y)-

Hahu numec cymepuop u mumec uadepuop Husa r, € R nedunucanor ca
Ton—1 1
20 =0, x2,= — 0 Twm1=3 + Zan.

Heka je f : [a,b] — R menpexkuana ¢pyHkimja koja uma jesu ussox f (z) y

CBaKoj Tavuku T €|a, bl.

(a) Mokaszarum nma ako f HEUje MOHOTOHA OHIA TIOCTOjU ¢ €]a, b[ 3a koje je
fL(e)=0.

(6) Hokasarm ma axo je f(a) = f(b), onma je

inf £ <0< " (z).
ag;@ff (z) <0< ailigbf* (z)

(B) Jokazaru ma je

i < [0 F@
a<z<b b—a a<x<b

Oynkuuja f :|a,b[— C uma wenpekngan gecau u3Bof, f () y cBaKoj Tauku
x €la,b[. Hokazaru na je f mudepennmjabunna wa Ja, b|.

Heka je f :]0,+oo[— R gsamyr mudepennnjabuana dbyHKIMja 0 HeKa je
M;j :=sup,-, | D f(z)| 3a j € {0,1,2}. doxazatn na je M7 < 4MoMs,.
Heka je f :]0, +oo[— R mBanyr nudepennujaduana GbyHKIMja ca OrpaHu-
YeHNM JIDYTUM H3BOJOM, TaKBa, 1a, je mll)riloof(x) = 0. orazaru na je

lim f'(x) = 0. TlokazaTu KouTpanpuMepom jia TBpheme He BazKu ako ce
W3OCTARM YCJIOB OTPAHUYEHOCTH JAPYTOr U3BOJA.

Heka cy f,g : R — R mudepenrnujabunue dyuxuuje. Jlokazaru mxa je
dbyukumja h(x) = max{f(z),g(z)} mudepennnjabunua y TauxamMa & y Ko-
jmua je f(2) # g(z) u y omaa y xojmua je f(z) = g(2) u ['(z) = g (z).
Yemy je jennak mssom h'(x) y Tum taukama? IllTa je ca ocramum Tagkama?
Hexa je f : R — R neupexkuana pynkuuja u Heka je xgmoc flx) = —o0,
mEIJPoo f(z) = +oo. okazaru na je byukumja g(z) = sup{t | f(t) < =}
HENpPeKUIHA, aKO U CaMo akKo je f crporo pacryha.

Heka je f : [0, +00o[— R mempexmana dhyHKIMja KOja 3aJ0BO/BABA ACHMII-
rorcky penarujy f(z) = o(z) kam x — +oo. dokasaru ga 3a dbyHKIM]Y
9(x) == supg<,<, f(t) Bakm g(x) = o(r) Kag x — +00.

Jokazatu ma je dbyskumja [ : [a,b] — R KOHBeKCHA aKO W CaMO aKO 34
r1 < X2 < I3 Baxku

1 1 1

X1 i) I3 2 0

flzr)  flz2)  flxs)
U [1a je CTPOrO KOHBEKCHA KO M CaMO aKO BazKM CTPOTa HEjeTHAKOCT.
Hu3z a, je 3amar ca ap = va3aa € R, apy1 = Va+ta, Ham lim a,
HEMPEeKUIHO 3aBUCH Of, a7 nﬂoo
Oyukmyje f u g cy mudepennujabuiane y taukn a. Vzpauynarn

L T@)g(a) — fa)g(e)

r—a Tr—a

Jlokazaru na je orpanudena kousekcHa ¢gyukimja f : R — R koucranTHa.



(23)

(25)

Heka je E ckyn cBux Husosa a : Z — R raksux ja nocroju k € Z (koje mozxe
Ja Oyzie pas3MuuTo 33 PA3IUIUTEe a) €a CBOJCTBOM a, = 0 3a ce n < k. Y
ckyny E medwmnucane cy omeparmje cabupama U MHOXKEHA, TOMONY

(CL + b)n = ap + by, (a : b)ﬂ = Z ajb’ﬂ—j'
7=0

(a) dokasaru ga je (E,+,-) ca oBako medMHUCAHUM OIEPAIM]aMa MOJbE.
(OBo mome ce na3usa mo/beM GOPMATHIX PEIOBa ), ; anT"; nedum-
HCaHe OIepallrje YOIIITaBajy MPAaBUIO MHOKEH A KoeduImjeHaTa momn-
HOMA; ped POPMAAHUT 3HAYU JA HE [MOCTAB/HAMO IIUTAHE KOHBEPreH-
1IMje TPeTXoIHe CyMe, Kao HU foMena mpoMensbuse 1, Beh je kopuerumo
caMo Kao IPYyTy O3HAKY 3a HU3 @, PAJU JIAKIIEr nmamMhema U u3Bojema
JnedbuHICAHUX Olepalyja moJba. )

(6) Hokasaru ma aexcuroepadcku nopedar

a<pbs Amin{n|a,#bn} < bmin{n\an;ﬁbn}

neduHANIE peranujy noperka a <p b < (a = bV a <p b) nu ga je
(E,+, -, <p) Toranao ypeheno noswe.
(B) Jokazaru ma y nomy (E,+,, <p) He Baxku ApXuMenoBa aKCHOMA.
Heka je f: I — R dyukuuja nedunucana ua uarepsany I C R. Jleocan-
dposom mpanchopmayujom dyuknuje f Ha3uBa ce QPyHKIU]ja

fr@t) = s;g;(m — f(2))-

Heka je I* momen dyuximje f*, 1j. I* = {t € R| f*(t) # oo}. Jokazaru:

(a) Ckyn I* je wau npasas, WiM jeiHa TAYKa, UM UHTEPBAI.

(6) Ako je dbynknmja f xomsekcua, ouga je I* # 0 u (f*)* = f (1j.
Jlexkannposa rpancdopManmja je uneoAYmMueHa).

(B) Hokasarm na 3a cee (x,t) € I x I* Baxu HejemHAKOCT

wt < fz) + f5(1).

(r) Ussectu u3 (B) g0KA3 HEjEIHAKOCTH
1 1
xt < —aP+—t% 3a 1/p+1/qg=1
p q

1 HejeTHAKOCTH
axt < e +tlog(t/e).

(n) Ako je f mudepennmjabmiara W KOHBEKCHA, NMOKaszathm ma je f*(t) =
te(t) — f(x(t)) tme je z(t) pememe jenpaumue t = f'(x) mo = (majyhn
Opyu TOME apryMEeHT 3alliTO Ta jeJIHAYMHA MMa pemieme). Kaksa re-
OMETPHUjCKA WHTepIperarnuja Jlexxanapose TpaHcopMalije ce MOxKe
JlaTu Ha OCHOBY Tora?

Heka je f : R — R konsekcHa pyHKIMja U HEKa je

T x
lim —f( ) =0= lim —f( )
r— —00 X r——+00 xT
Jokazaru 1a je f = 0.
Hokazaru na 3a cBaky konsekchy dbyuknujy f : R — R nocroju (konauan
win GeckoHadaH) lim =),
z—4oo ¥



(27) Heka cy f,g : R — R nudepennujabuine dbysxuuje Koje 3a10B0sbaBajy
F(@) = glx), F'(2) = —f(x) 3a cre o w mexa je h(x) = ((2))? + (g(x))?.
Axko je h(0) = b5, malin h(10).
(28) ®yukuuja f : A — R ce nazuBa noaynenperudnom 0doszo y tadku a € A
aKo je
limsup f(z) < f(a),

r—a

a NoAYHENPEKUIHOM 000300 aKO je
liminf f(x) > f(a).
r—a

(a) Tdokasaru ma je yHKIMja HENMPEKUIHA y TaYKU @ aKO U CAMO aKo je
HNOIYHENPEKHIHA, U 00310 U OJ03T0 Y TOj TAYKH.

(6) dokaszaru na je KapakTepucTudHa (QyHKIMja OTBOPEHOI CKyIa IOJI-
VHEIIPEKHTHA 00310, 8 KAPAKTEPUCTHIHA (PYHKITN]a 3aTBOPEHOT CKYIIa
Oy HETIPEeKHTHA, OI03T0.

(8) Ucumraru nonynenpekunocr dbyHkuuje

@) = (=D)"4, axo jex = " meckpatus, m € Z,n € N,
10, zaz ¢ Q.

(r) Hokazaru ja je Pumanosa gynryuja

1 . _m
R(x) = { =, aKo jex = T meckparus, m € Z,n € N,

0, zaxz¢Q.
MOy HEMTPEKUTHA, OJIO3T0 Y CBAKO] TAYKH, & /A je CKYIl IeHUX MPEeKUIa
ryct y R.
(n) Mokaszaru ma je cynpemym damuanje GyHKIMja TOMYHETPEKUIHUX 00~
370 TIOJIYHENPeKnIan 070370. PopMynucaTn U JOKa3aTH JyaJJHO TBP-
hemwe 3a nndumym.
(29) y»xume karTera npaBoyrjor TPOyIJa Cy @ U 1, a Jy»KUHA XUIIOTEHY3e je C.
VYrao m3vehy karere ayxuue 1 um xunorenyse je s paaujana. 3pauynaru
mMmece caenelinx us3pasa Kazg s — m/2:

(a) c—a
(6) * —a?
(B) 3 —a’.

(30) Ucnuraru bysknujy f(z) = |z + 2|e”'/* u manprarn men rpabuk.



