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1 ¥YBonm

1. Axo je f: X — Y menpekmumHo, nokasaru ma je j: X — My xopudbpamnuja (M je o3Haka 3a MuImHIAp
npecJmkaBama f).

Pewewe: llunuanap npeciaukaBama je JepUHUCAH KO

def
M; = X x TUY/ (20)f(a), zeX

. . . . d .
ca KOJMYHMYKOM TomoJsorujoM, j : X — My je maro ca j(z) 2] [,1], am: X xIUY — My je mpupoana
npojexnuja. ITokazahemo ma je j yramame (Tj. xoMeomopdusam Ha cauKy), kao um ga map (My,j (X)) nma
CBOjCTBO MPOIIMPEHA XOMOTOIUje, OJaKIe QUPEKTHO CIeu Aa je j Kodubparyja.

e j je yTamame.

— jje ,,1-1% mTo ce ysako BuIM U3 AePUHUIM]E;

— j je 3arBOpeHo. 3aucra, Hera je A € Fx. Tana je
7 1(j(A) = A x {1} € Fxx1 € Fxxiy,
na je j(A) € Fu,.
Iakne, j je memperunuo, ,,1-1“ u 3aTBOpEHO, Ta je yTamame.

e (My,j(X)) uma CBOJCTBO HPONIIMPEHA XOMOTOINM]E.

Raxo je j(X) € Fuy,, To je nosomuo nokazatu ma je My x{0}Uj(X)x I perpakr on My x I. Konctpyummo
Ty PeTpaKIu]y.

<

My x T

Hajope meduunmmmo moMohuo npeciavkaBame

w:IxI—1x{0}uU{l}xI,

¢(87t) = t—2
1,T+2), t <

—2s5+2



N

0 1

wy

Cana MOkeMO ne(pUHUCATU PEeTPaKIU]jy

i Mpx I — Mpx{0}Uj(X)xI,

72§L 70> ’ trg —2 _%2
. ([m,s],t) d;f <[l’ 2_1;} S

([:c,l],%+2), t< —25+2

3HaMO M3 paHUjUX KypceBa, na YKOJIUKO je g : X — Z KOMUYHUYKO, [ : X — Y HempeKumHO U BaKu

(Vz1,20 € X) g(21) = g(22) = f(21) = f(22)

OHZIa IOCTOjW j€IUHCTBEHO HENPEKUIHO NpeciukaBame h : Z — Y TakBo na je f = hog, Tj. TakBo na
HapeIHU AujarpaM KOMYTHUpA.

Oso tBpbheme hemo MckOpUCTUTH A MOKAKEMO na je mpecaumkaBame r Henpekunaao. [locmarpajmo muja-
rpam

) 1x xeUly X0
—_—>

(XXITUY)X] =——= (X xIxI)U(Y xI X x (I x{0}u{l} xI)UY x {0}

X1y (X xIUY)x{0}uX x {1} xI
lﬂXﬂ[
Mp X T = » My x {0} Uj(X)x T

Moske ce npoBeputu ma oBaj aujarpam komyrtupa. Kako je m x 1; konnunmyro u komnosuimja (m X 1y) o
(Ix x U1y x 0) HEIpekngHA, MOKE Ce IPUMEHUTH ropime TBpheme m 3akmyunté ma je r: My x I —
My x {0} Uj(X) x I menperngro (padyH mIpecKadeMo).

Ilakme, r je TpakeHa peTpakiuja, na je j kopudbpamuja. [



Axo je j: X — My rodubpanuja ns nperxomsor 3anaTka u hy : My — Y XOMOTONCKa €KBUBaJICHIMja daTa

hi(l, ) f(2), () <y,

OHIA UMaMoO cienehm KOMyTaTUBHU TujarpaM.
Mf
J
hy
f

X ——Y

,HaHJIe, IIPOM3BOJLHO IIPECIMKaBaKkE f CMO 3alliCaJI KaO HOMHO3HHij KOCbH6paHHj€ 1 XOMOTOIICKEC €KBUBAJICH-

muje. Ako osmaunmo H, (Y, X) = H,(M¢, X), u3 cneneher mujarpama nobujamo nyr tadax Hu3 mapa (Y, X).

Hy(My) —— Hyp(My, X)
- —— Hp(X) (hy)e H, 1(X) — ---

H,(Y) —— H,(Y,X)

Cnuuno Baskm u 3a (pubpanuje — CBAKO HEIPEKUIHO MPECIUKABAKE jé KOMIIO3UIrja ¢ubpamnurje u XOMOTOICKE
€KBUBAJICHIIN] €.

H-upoctropu Heka je X Tomomomkwm mpoctop, ¢ € X, pu: X X X — X m 03HAUNMO UHKIY3Hje

i X < X x X, i X s X x X,
= (e,

x) x +— (z,e)
(1) Aro je poisg =poi; =1y, ouna je (X, u,e) jaku H-npocTop;
(2) Aro je poig ~poi; ~1x (rel e), ouna je (X, u,e) H-npocrop;
(3) Ako je poig~poi; ~1x, onna je (X, u,e) cnabu H-mpocTop;
Hamowmene:

e Ako Bawu (1), onna je pu(e,e) = e u HEyTpad je jeqUHCTBEH;

e Ako Bawxu (3), onna je u(e,e) = (uoiz)(e) mro He Mopa GUTH jeHAKO €, a HU HEyTPAJ HUje jeUHCTBEH.
Ha npumep, ykomuko je X ~ x, onna je [X, X| =0, na 3a cBaro e € X Baxku na je poig ~ poip ~ Ly, Tj.
CBaKa TadKa je HeyTpaJ.

e Axo Basu (2), onna p(e,e) = (poiz)(e) =e (jep je xomMoromuja pesaTUBHA), AJU HEYTpPAl HE MOpa OUTH
jemuHCTBEH. 3aucTa, HEKa je i D™ x D™ — D™ mato ca

me:§@+m.

Cpaxka Tauka xg € D" je meyrpaa opor H-umpoctopa. To moxkeMmo Bumeru Ha ciaenehu maumu. Ako je is :
D™ — D™ x D" unraysuja gara ca iz(y) = (zo,y), onIa ce Moxke nepunucatu xomoronuja H : D" x I — D"

H(y,1) = 5 (1~ o + ty + ).
Tana je
H(y,0) = 5(r0 +9) = nlzo9) = (n0ia) 1),
H(y,1) =y =1pn(y),
H(zg,t) = xo,



ma je
H:poig~T1pn (rel zp),

a CIUYHO Ce MOKE MOKa3aTu U 3a WMHKIY3ujy ¢1. Hakmae, xg je HeyTpad.

2. Axko je X cmabu H-mpocrop ca HeyTpaJyioM ¢ € X, rg € X HemereHepucaHa tauka u u : [ — X myT on
To OO0 e, MOKA3aTU Na MOCTOju CTPYKTypa cjabdor H-mpocropa Ha X TakBa ma je ro HeyTpaJ on X, Tj. Oa
[IOCTOjU HENPEeKUIHO npeciaukaBame v : X X X — X rakso nma je (X,v,x¢) cimabu H-mpocrtop.

Pewewe: VI3 ycnoBa na je xp Hemeremepucana tavka nobujamo na nap (X, xg) mMa CBOJCTBO MPOUIMPEHA XO-
MoTonuje, ma moctoju xomoromnuja H : X x I — X TakBa na je

Hlxxqoy = 1x, Hlzgixr = u.
XxI

-J]."\' Ty
. def .
Heka je f = H(-,1). Tana je
Ix > f,  f(zo) = H(zo,1) = u(l) =e.
Heka je pp: X x X — X onepanuja maror H-nmpocTopa U WHKIY3Uje
19 : X = X x X, i1 : X = X x X.
x — (e, 1) x > (z,e)
Tana je
poig~poi; ~1x.
YBenmuMoO U O3HAKe
in 1 X < X x X, i1:X < X x X.
x +— (xg, ) x — (x,x0)
Hexa je jom u mpecnuraBame v : X X X — X marto ca

de

v(x1,x2) e u (f(%)v f(372)) .

IlocmaTpajmo Hapennu oujarpam.

X ! X
iz i
Xxx I L xxx
> 12

X

W3 mujarpama mMmamo

voig=poigo f ~Tx.
~—~——

Q’]IX Z]IX
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Crnuuao ce MOke moOKasaTu aa je voip ~ lx, ma je v Tpaxkena omepanuja. [

3. Axo je X camabu H-mpoctop n X ~ Y, mokazaru ma je m Y ciaabu H-mpocTop.

Pewewe: Herka cy u, 91, 12 nepuHnCcaHU Kao u paHuje. VIMaMo m nmpecimkaBama

TakKBa 1a je
fog=Tly, gof=Ily.

I[Torpebuo HaMm je mpecnauraBame v :Y X Y — Y. ledpurumumo ra Ha cienehm mavun

v(y, ) < f <At(g(y1)79(y2))>'

Tauka f(e) € Y je norennujanau veyrpas. Heka je

J2Y =Y xY 1Y sY xY
y = (f(e),y) y — (y,f(e))

Ilocmarpajmo cienehu mujarpam.
y — 94 5 X
} .
| 2
|
l
l X xX
|
|
|
voj2 } (gof)XleﬁIlXXX

X x X

0

Y#X

W3 mujarpama mmamo

I/on:foMo((gof)X]lX)oigog
~————

~lxxx
~ fopoigog
——
:]IX
~fog

Cauuno ce Moske nobutu na je vo j; ~ 1y, na (Y,v, f(e)) jecre canabu H-npocrop. O

4. Hexka je (X, pu,e) cmabu H-mpoctop m Heka cy i1 : X — X X X mip 1 X — X x X unriay3uje nmare ca
i1(z) = (x,e) miz(z) = (e, ).

(a) Ako cy u,v: I — X myreBu TakBu ma je pois ~ lx m poi; ~ 1x, nokasaru ma mOCTOjU XOMOTOIMja
u v
H:Ix1I— X raxkBa ma je
H(s,0) = (u-v"Y)(s), s e,

H(0,¢) = H(1,t) = u(t), tel.

(6) Axo je a: I — X mersba y e mepunucana ca as) = H(s, 1), nokazatu ma je u-v~!' =~ poizoa (rel {0,1}).



(B8) Hoxazarm ma mocroju nyt w : I — X TakaB nma je poiy ~1x mu~w (rel {0,1}).
w

(r) Axo je e HenmereHepucaHa Tauyka TakBa na je {e¢} 3aTrBopeH ckyn y X, moka3aru nma je trama X jaku
H-upoctop npu uemy ce omroeapajyha omepamuja v: X x X — X mMoske omabparu Tako na je p >~ v

" Oa je e HeyTpaJ 3a U.

Pewemwe: (a) Ilap (I,0]) uma cBOjCTBO mpommpema XoMoTonuje, na mocroju xomoronuja H : I x I — I TakBa
na je
def 1
H(s,0) = (u-v")(s), sel,

le f

H(1,t) = HO,t) ® u(t), tel,

rie je - omepanuja HaJOBe3UBama IIyTeBa. lIpumMeTrMo na Cy u M v IyTeBU O Tadke p(e,e) KO Tadke e.

Xive T

(6) Heka je av: I — X mato ca «s) = H(s,1), s € I. I3 mena (a) umamo zna je

u-v_lzazuoizoa,

N——
";‘]].X

aau HaMa je moTpebHA pesaTUBHA, a He oOwuHa xomoTomuja mameby u-v~! u pois o a, ma hemo je moce6HO

Jne(pUHUCATH.
Kako je poig ~1x, To je G: 1x ~ pois. Hera je K : I x I — X maro ca KdéfGo(Oz x 17), 1j.
K(s,t) 2 G(a(s).1)

Tana je
K (s,0) = Gla(s), 0) = a(s),
K(s,1) = Gla(s), 1) = (uoiz 0 a)(s),
K(0,t) = G(a(0),t) = G(e, t) = u™'(t),
K(1,t) = G(a(1),t) = G(e,t) = u'(t)

H: JLOip 0
‘ U
Y K )
U
plese) | & o o u(ere)
u U
u H u

u-v



(B) Hemajeﬁ:XxI%X IaTo ca

Tana je
ﬁ(x70) = :U’(xve) = (M o 11)($),
ITI(J"? 1) = p(z,e) = (poir)(x),
H(e,t) = ple, a(t)) = (poig 0 a)(t).
Iakie,

un

[oi200¢

WNmamo u ma je poi; ~ 1x, ma Kag HaAZOBEKEMO OBE€ XOMOTOINMje mOOMjamMo
v

o Z.l — ]lX
(poizoa)-v

. d, . .. .
Hexka je w 2] (poigoa)-v. Ocraje jom ma nmposepumo na je u ~ w (rel {0,1}).

w~u-v v (rel {0,1})
~ (poigoa)-v (rel {0,1})
=w (rel {0,1}).

(r) Y xwusu Algebraic Topology, Spanier jenan onx 3amartaka I'JIacu:
Ako maposu (X, A) u (Y, B) nmajy cBojcTBO mpomupema xomoronuje u A € Fx, B € Fy, onna nap (X x Y, X x

BUA xY) uma CBOjCTBO NPOMUPEHa XOMOTOIH]E.
[Tpumenumo oo tBpheme na nap (X, {e}), onakne nobujamo na nap (X x X, X x{e}U{e} x X) uma cBojcrBo

MIPOIIMPEHA XOMOTOIN]E.

" o & i

A

XXX x{0u(X x{eju{e} x X)x1I

U3 nena (B) je poip ~1x mu~w (rel {0,1}), na xkako je e Hemerenepucana, to mocroju Fj : poi; ~ 1y, a
nMaMo 1 Fy @ proig ~ ]lX?UFl u F, cmo Gupanm ma ce caasky Jeno Ha npeceky, Tj. Ha {(e,e)} x I. U3 C;OjCTBa
IpOMUPEHA XOMOTounHje napa (X x X, X x {e} U{e} x X) mmamo na nocroju xomorommja H : X x X x [ - X
TaKBa Ja je

H(z1,29,0) = pu(x1,x2),
H(z,e,t) = Fi(z,t),
H(e,z,t) = Fy(z,t).

. d . .
Hexka je v e H(-,-,1). Mosxe ce mokaszartu na je v Tpa:keHa omepanuja. [



IIpumep Huck D" je jaku H-npocToOp KOju HUje TOMOJIONIKA IPyIa. 3anCTa, U3 MPEeTXOIHA IBa 3aJaTKa MOKEMO
3aKbYUnTH Ja ako je X ~ % u nocroju e € X HemereHepucana taksa na {e} € Fx, ouna je X jaku H-upoctop.
Huck D™ ucnymaBa Te ycaoBe, ma jecre jaku H-mpoctop.

Ca npyre crpane, D™ Huje TOmoJIOmIKa I'pyna jep ako 6u O6mna onma kako D" umma CBOjCTBO (UKCHE TaUKe,
cBaka Tpancmamuja f, : D" — D" mara ca f, = r + o 0m umama QUKCHY TauKy, IITO je HeMoryhe, ma
3akpyUyjeMo ma D™ Huje TOMOJIOMKA IpyIa.



2 XOMOTOIICKE TrpyIIe

1. Heka je X myrHo moBe3an npoctop u n € N. Jlokazatu ma je X n-OpoCT ako M CaMO aKO 3a CBaKe IOBE
Tauke Io,r; € X m cBaka napa myTta u,v : I — X takBa ma je u(0) = v(0) = zo m u(l) = v(l) = z; Bakm
/BU - BU : 7Tn(X, »TO) — ﬂ'n(X,ﬂf]_).

Pewewe: =—>: Kako je X n-mpocr, onna m1(X,z9) mejcrByje tpuBmjanuo Ha m,(X,x0), Tj. 3a cBaky merTsby
w: (I,0I) — (X,z0) u cBako f: (5", e1) — (X, x0) je
[flo - [w] = Bu([f]o) = [lo-

Iakie,
Bw = Lr, (X ,z0)-

1

. def _ .
Hexka je w = w-v™ ", onma je

]lﬂn(Xaxo) = 51“)—1 = /Bv—l o ﬁuv

omakje mobujamo
611 = Bv-

<=: Hera je z9p € X npowussBosmuo. ;Kemumo na moraxkemo na m1(X,xo) mejcrByje TpuBmjasno Ha m,(X,xo).
Heka je w: (I,0I) — (X, z9) metma y xg 1 x1 = z9. Taga cy w u ¢, OBa myra Ox xo OO T, Ia je

Bw = /Bczo = ]lﬂ'n(X,iEo)’

Tj. AejCTBO je TpuBUjaJHO, 1a je X n-mpoct. []

2. Heka je (X, u,e) H-npoctop. Ako cy p1,p2 : X x X — X mpojekruje Ha OpBY OQHOCHO OPYTry KOOPOVIHATY
U ca + o3HaueHa omepamnuja y m,(X), mokaszaru ma 3a cBako n € N KOMyTUpa HapeoHU oUjarpam.

(X x X) —2 1, (X)
((P1)xs(p2)5) | = +

Tn(X) ® (X))
Pewewe: Ha ocuoBy Tteopeme (2.23) 3uamo na je ((p1)«, (p2)«) m3oMopduzam u ga my je uaBeps (i1). + (i2)s, TOe
je

19 : X =& X xX 11: X =X xX
x +— (e, x) x > (z,e)

YcoBu TeopeMe Cy 3aMCTa WCIYHEHU jep mMaMo koHadaH JlekapToB mpoumssBox u cBe rpyme 7, (X x X) =
(X)) ® m(X) cy AGenose jep je m,(X) Abesnosa 3a ceako n € N (3a n > 2 je cBakarko AbesoBa, a 3a n = 1
je Abenosa jep je X H-upoctop).

IoBo/mHO je ma MOoKaKeMO Oa KOMYTHPa HADPEIHW IUjarpaM.

(X x X) —2— 71,(X)
(il)*+(i2)* +

Tn (X) @ T (X)
Hexka je (a,b) € mp(X) @ 7y (X). Tana je

e () + (12):) (@,0)) = ps (11)(@) + (12)-(8)) = (o i) (a) + (0 i2)u(b) = a+b,

9



jep je
poip ~poig =Ty (rel e). O

Hera cy X u Y nyrHo moBe3anu.
e Aro je X ~ Y, ouna je m(X) = m(Y). O6puyTo me Mopa ma Baskn. m1(S?) = (), ama S? £ x.
e Aro je X ~ Y, onna je H,(X) = H,(Y), 3a cBako n € Ng. O6pHYTO He MOpa ma BaKy, NPUMED 3a TO je
X=T?Y=5'vslvs2

e Axro je X ~ Y, ongna je m,(X) ¥ m,(Y) 3a cBako n € Ng. O6puyTO HE MOpa Aa BaskM MITO HEMO BUIETU Y
caemeheM 3amaTKy.

3. Hokasatu ma mpoctopu S° x RP3 m RP? x S% mmMmajy m3omopdHe cBe XOMOTOICKe IpyIe aJm HUCY XO-
MOTOIICKM €KBUBAJICHTHU.

Peweme: Axo je n =0, omma je jacuo mo(S? x RP3) 2 mo(RP? x S3).
3a n =1 umamo
71(5% x RP?) 22 Z, = 71 (RP? x §).
Axo je n > 2, ouna je
7 (RP?) 2 7,(S%), 7, (RP?) = ,,(5?),
jep mocroje markpuBama S — RP3, kao u S? — RP?, na je
7, (S? x RP3) 2 7,,(5%) @ m, (RP?) = 7, (5%) @ m, (S3),
7, (RP? x §3) 2 7, (RP?) ® m,,(5%) = m,(5%) @ m, (S3),
ma je U 'y OBOM CJydYajy
T (S? x RP?) 2 7, (RP? x S%).

Ilakme, oBa nBa mpocTopa mMajy u3oMop¢dHe cBe XOMOTOICKe rpyte. Jla 6ucMo moka3aian nga HUCY XOMOTOIICKU
eKBUBAJICHTHU BuAeheMo na MM HUCY CBE€ XOMOJIONMIKE T'pyIe m3oMopoHe. 3amcra, n3 Runerose dpopmyie ce
MOKe BUIETHU 1A je

H(5? x RP?%)
Hy(RP? x §%)

I

Z,
0,

1

ma 3armydyjemo ma S2 x RP3 £ RP? x §3. 0O

4. Heka cy (X, z¢) u (Y, yp) TOMOJIOmMKN IPOCTOPU ca HA3HMM TauKaMa 1 yoummo yraname j : XVY — X xY.
Jloka3aTu oA 3a CBaKO N > 2 BaKU

Ta(XVY) 2 10 (X) ® 1 (Y) @ st (X X Y, X VY.

Pewemwe: IlpecauraBame j: X VY — X XY je maro ca

[':U] = (may())v [y] = ($07y)7
na X VY unenruduryjemo ca normpocrtopom X X {yo} U{zo} xY C X x Y.
X xY

Yo

XVvY

10



[Ipenuzuuje, umamo caemehu gujarpam.

XuyYy
KOJII/ILIHI/ILI:/ an CKILITHO
XVYy /

[Tocmarpajmo cama gyru tauau Hu3 napa (X X Y, X VYY),
s T (X XY, XVY) > mp(XVY) 25 my(X xY) — 1y (X XY, XVY) — -
((p1)w>(p2)+)
Tn(X) & mp(Y)
omakje mobmjamMo HU3

s T (X XY, XVY) — (X VY) (@o)- (pzo).)

(41)=+(52) =

rme je

X
p1 J1
/ X 5 XVY

XVY <L X xY
R Yy <2, xvy
Y
[Tpumerumo ma 3a (a,b) € m,(X) & mp(Y) Bavkm
(p107)s ((J1)«(a) + (j2)«(b)) = (10 j o j1)«(a) + (p1 o j o j2)«(b) = a,

(P2 07)« ((71)x(a) + (j2)«(0)) = (p2 0 j o j1)«(a) + (p2 0 j © ja)«(b) = b,
ma je
((p1od)s, P207)x) © ((G1)5 + (J2)+) = Lr,(X)@mn(v)

OJaKJie BUAUMO Oa j€ ((p1 © 7 )« (P2 oj)*) ,HA“ (3a cBe M > 2) M ma ce KpaTak TadyaH HU3

0 — M (X XY, XVY) — 1 (X VY) (@109)- 209)-

memna, ma je
Tn(XVY)Z2m,(X)®mY)dma(X xY, X VY). O

5. Axkocy f: X - Zug:Y — W caabe XOoMOTOICKe EKBUBAJIEHITA]jE, MOKA3aTu ma jeur f xXg: X XY — ZxW
Takobe ciraba XOMOTOIICKA €KBUBAJICHI]A.

Pewemwe: Heka je n € Ng u (z9,y0) € X x Y. Keaumo na nokaskxemo na je
(f X g)s s (X XY, (20, 90)) = mn(Z X W, (f(x0),9(y0)))

11



uzomopousam. I[locmarpajmo Hapenun nujarpam

(X XY, (20,90)) — > m(Z X W, (f(20), 9(¥0)))

((pl)*7(p2)*)l l((ql)*v(‘p)*)

(X, 20) @ 1 (Y, y0) =229 1,(Z, f(20)) @ m(W, 9(30))

rme cy
X xY Zx W
p/ Nﬁ q1/ \q2
X Y Z w
Ipojexuuje.
l'opwmu mujarpam xKomyTupa jep
a: » (f X 9)«(a)

((QI)*(f X g)*(a)7 (QQ)*(f X g)*(a)))

?

((p1)«(a), (p2)+(a)) ——— (£ul(p1)+(a)), g:((p2)+(a)))

U BaXKU 14 je
qo(fxg)=fopi, qo(fxg)=gops.

W3 komyTaruBHOCTH mujarpama BuauMmo na je (f X g). mzomopduzam, na je f X g caaba XOMOTONCKA €KBU-
BaJjennuja. [J

12



3 Ilpomupeme u momu3an-€ NpecINKaBamha

1. Ako je 1 < m < n mokasaru ma ckyn [RP™ RP"| uma TauyHO nBa ejleMeHTa M TO [const] M [iy, ], TOE je
im,n CTAHOAPIOHA MHKIy3Wja (TakBa Oa HAPeOHW OujarpaM KOMYTHpa

Sm jm,n Sn

Rpm ™" , Rpn
rae je jmn ¢ S™ — S" umHKIy3uja mara ca j,n(zr) = (z,0) € S", ap:S™ - RP”™ u p: S" — RP" mosmara

JBOJICHA HATKPUBAKHA).

Pewewe: IIpso hemo mokazartu ma inm,, % const. Kako je RP™ m-crener ox RP", To je map (RP",RP™) m-
nose3ad. [ pyrum peuuma, iy, , je m-eKBUBAJICHIU]ja, TIa je

(tmn)« = m1(RP™) — w1 (RP™)

enmnmop¢duzam (ako je m > 2 6uhe u uzomopdusam), na Huje Tpusujasso jep je m (RP") = Zy. Ilakne, iy, #
const.

Cana hemo mokasaru ma ocuM [iy, ] u [const] npyrux ememenara y [RP™,RP"] mema u 10 mokasyjemo uH-
mykmujom mo m € N.

Baza unnykmuje: axko je m =1, onna

[RP',RP"] «—— [S",RP"] «—— [S",RP"]; = m(RP") = Z5

Kako je m1(RP") 2 Zy Abenosa rpymna, To je nejcrso w1 (RP™) Ha cebe TpuBmMjasHO, Onakie 3aKbydyjeMo 1a je
® bujernuja.

Muanyxkuujcku kopak: Heka je m > 2.

Wunykmujcka xunoresa: I[IpernocraBumo na tBpbheme Basku 3a m — 1 € N.

[Tokaskumo na tBpheme Baku 3a m.
Nmanmo na je [RP™!1 RP"] = {[const], [im—1,]}. Hocmarpajmo mmjarpam

Rpm—1 . ‘molm RP™
imfl,n im,n
RP™
sKemumo na moraskemo ma je
it 1.m : [RP™,RP"] — [RP" ' RP"]

bujernnja, onakie aqupexkTHo cuaenu na [RP™ RP"| uma Ttayno nsa eseMmeHnra.

ITokaskmmo, majupe, ma je ,Ha“. VI3 KOMyTATUBHOCTU TOPHEr AMjarpamMa UMaMoO Ia je

[const] = iy, 1 ,[const],
.

[imfl,n] = 1,m[im,n]>

na iy, 1, jecre ,Ha ‘.
Ocraje jom ma mokazkemo na je u ,,1-1“. Hera cy f,¢g: RP™ — RP"™ npecaukaBama TakBa na je
<k
m—l,m[f] = Zm—l,m[g]v

13



Tj. TOCTOjU XOMOTOIILja
G flrpm-1 =~ glrpm-1.

Xohemo ma moraskemo ma je f ~ g. MaMo nmpecimkaBame

F:RP™ ! x TURP™ x {0,1} — RP"

[aTO ca

Flrpm-1x; = G,

Flrpmyx oy = f,

Flrpmy {1} = 95

KOje skeauMo ma mpomupumo Ha RP™ x [.
RP™ x [
g
1 1
1 1
I I
1 1
1 1
1 G 1
I I
1 1
I I
1 1
I I
| 1
f

[pumerrvo aa je RP™~1 x TURP™ x {0, 1} ynpaso m-ckenet ox RP™ x I, ma Tpe6a nmpommpuru F #a henujy
numensuje m + 1. Ouncrpykumja 3a 0BO mpomupeme Hajua3u ce y 7w, (RP™), anmu oBa rpyna je TpuBmjasHa jep
je 2 < m < n. Iakae, HeMa OICTPYKIMja 3a MPOIIMPERmE OBOT IpecaukaBama ma nmocroju H : RP™ x I — RP”
TAKBO na je

Hlgpm-1x1urPm xf0,1} = F,
ma je
H:f~y,

Tj. g je »1-14 0

2. Heka je n € Ny. /IokazaTu ma je CBaAKO HEMPEKUIHO IMPeC/IMKaBame n3 n-auMen3umonor CW-koMIniexkca
Yy Nn-I0Be3aH TOIOJIOMIKMA MPOCTOP XOMOTOIICKMA TPUBUjAJIHO.

Pewewe: I mauun: Kaxko je X CW-rommiaerc mumensuje n, 1o je CX takohbe CW-roMIIEKC W TO AUMEH3U]je
n + 1. [Tocmarpajmo ciaenehu mujarpam.
CcX

X ——Y

Oncrpyxkmuje 3a mocrojame npomupema f cy y mo(Y), m1(Y),...,m(Y), amu cBe Te rpyme cy TpuBujaJgHe jep
je Y n-nosesan, nma nocroju f: CX — Y Tako ma ropmu aujarpam komyTtupa. Kako je CX =~ %, To je f ~ const
jep ce ¢arTopuie Kp0o3 KOHTPAKTUOMIIAH IIPOCTOP.

Il mauwmn: Kako je Y n-moBesan, To je p : * — Y n-exkBuBaJiennuja u X je QIuMeH3HUje n, Ia HA OCHOBY ITOCJIEIUIIE
3.17 mocToju f TakBO ma HapemHU MUjarpaM KOMYTUPa O HA XOMOTOIU]Y

omakJje ce Jako Buou ma je f ~ const. [J
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4 Teopeme Bajrxema, PpojneHrana u Xypesuha

1. (a) Ha su je RP? 1-mpoct mpoctop?
(6) la ;m je RP? 2-mpoct mpoctop?
(8) a ym je RP? H-mpocTop?
Peweme: (a) Kako je m(RP?) = Zy AGenosa, 1o je mejcrso 71 (RP?) Ha ceGe Tpusujanno, na RP? jecte 1-mpocr.

(6) Ilposepasamo ma mu 71 (RP?) Tpusujammo mejcryje ma m2(RP?). Hera je e; € S? Gasma tauka. Ako je
p: S? — RP? IBOMMCHO HATKpPHUBAH-€, 3HAMO 14, je

m2(RP?, [e1]) = Z{[plo)-

Hexka je [u] € m1(RP?,[e1]) & Zy. Tama umamo mse moryhuoctu 3a Bpemmoct [plo - [u] 1 To cy

o [
plo - [u] {—mo:[por]o

. d . . . .
rae je r: 8% — S? maro ca r(zx1,x2,x3) 2] (z1,29,—x3). a 6u gejcTBO OMIIO TPUBUjaAJHO, HEONXOIHO je na je
[plo - [u] = [plo 3a cBako [u]. Axo je [u] =0 € 71 (RP?, [e1]), 0BO cBakako Baskw, Ia MOCMATPAMO CIydaj Kada je u
HerpuBujaana nerha y RP?2. Tana u motuue ox myTa y S? kKoju cnaja e; u —ep. 3HaMo na je degr = —1 = degage,

rae je age : S? — S? aETMIOmATHO TpecaMEaBam-e, Ia Ha OCHOBY Dpayep-Xomdose TeopeMe 3ak/bydyjeMo ma
MMOCTOjU XOMOTOIIja
H:r~age.

Heka je v: I — S? nyt mepunucan ca
o) e H(er,t), tel.

Taﬂa je v(o) — 7’(61) = 61, U(l) = asg (61) = —e1u

H:r~age. (1)
v

Hexka je mame u d;fpo v: I — RP2 To je merpusujaman myt y RP?, 1j. [u] # 0 € 71(RP?, [e1]). U3 (1) mmamo
por=~poas, =p.
u
M3 koMyTaTUBHOCTH Iqujarpama

m(52,e1) s (52, e1) s m(RP2, [e1])

nobujamMo ma je

nma RP? muje 2-mpocr.
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(8) RP? muje H-mpocTop jep 6w oHma 6GWO MPOCT, a BUAENU CMO Aa Huje 2-pocT. [

Hamomena: Jloka3 y IpeTXOIHOM 3aIaTKy IpoJjasu 3a cBaku npocrop RPZ*| ke N.

2. Heka je n > 2. Jloka3zatu na me mocroju perpakr A C RP" takaB ma je A ~ RP"I,

Pewemwe: IIpernocTaBuMO CYIPOTHO Oa MOCTOjU PETpAaKIUja, Tj. UMAMO KOMYTATUBHU TUjarpaM

At RpP"
14 T
A

Kana mpumeHnMO QyHKTOD 7,1 Ha IPETXOIHU AMjarpaM, JOOMjaMO KOMYTAaTUBHU AUjarpaM

Z <Z—*> 0 nmu Zs
1z T
Z

mTO je HemMoryhe, ma 3ak/bydyyjeMo ma He IOCTOjU TPpaskeHa perpakiuja. [

3. Heka je n > 2 u i : RP"~! < RP" unkay3uja.
(a) Hoxraszaru ma je i, : m,(RP""!) — 7,(RP") rpuBujasan xoMmoMopdhu3sam.
(6) Onpemaru 7, (RP",RP"1).
() Axo jeq: (RP",RP"!) — (RP"/RP"! x), na mu je q. : m,(RP",RP"!) — 7, (RP"/RP"!) mzomopduzam?

Pewewe: (a) Kaga npumerumMo GpyHKTOD 7, Ha aujarpam

Sn—l c J Sn
p p
RP"! ' RP"

nMmajyhu y Buny ma je j =~ const, nobujamo ciaemehu mujarpan.

m(8"7) T Z

D Dx

T

ma(RPPL)

W3 mujarpama Buammo ma je i, = 0 mrTo je u Tpebaso mokasatu. [Ipumerumo na i % const jep mako je
i : Te(RP" 1) — 7 (RP™) TpuBumjammo 3a cBako k > 2, xoMoMopdu3zaMm y maMensuju 1

i 1 T (RP"™1) — 7 (RP™)
Hehe OuTu TpuUBHjaIaH.
(6) Tlocmarpajmo myr Tauan mHu3 mapa (RP",RP"™1) y xomoronmju.
o —— mu(RP™ 1) — 7, (RP") — m,(RP",RP" 1) —2— 7. | (RP" 1) — 1,1 (RP") —— - -

IR IR IR
Z Z 0 mnu Zy
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U3 mena (a) mmamo ma je iy : mp,(RP™™ 1) — 7, (RP™) TpuBmjaman xoMoMopdu3aM, Ta MMAMO KPATAK TAYaH HU3
0 —— Z —— m(RP",RP" ) —— imd —— 0

W3 ropmer ayror tavyHor Hu3a mMamo na je imd = keri, = Z jep iy caura Z y 0 wiau Zs. Ilakne, kparak Tavyax
HU3 IIOCTaje

0O—Z —— ﬂn(RP”,RPnfl) —sZ ——0
a Kako je Z cmobomHa, TO Ce OBaj HU3 IeMna, Ia KOHAYHO J00ujamo

T (RP",RP" Y~ Z @ Z,

(8) Kako je RP"/RP"! ~ S" to je
7 (RP"/RP" 1) = 1 (S") =2 Z % Z ® Z = 7, (RP",RP" 1),

na ¢, HEje m3oMophuzaM y muMmensuju n. [Ipumerumo jomr na je map (RP™,RP"!) (n — 1)-nosesan, a RP"! je
0-moBe3aH, ma je ¢, m3oMopduzaM y AMMEH3UjaMa MamUM O N, & y IWMEH3Uju N je enuMopduzam. [

4. Heka jen > m > 1, G AbenoBa u H rpyna (AobeJsioBa ako je m > 2). Iloka3aru na je [K(G,n), K(H,m)] = 0.

Pewewe: Kako ce kapannansoct ckyna [X,Y] He Mema yroauko X u Y 3aMEHMMO XOMOTOIICKU €KBUBAJICHTHIM
npocropuMa, 3a K(G,n) MO¥KEMO y3eTU yIpaBo IPOCTOP 324 KOJU BayKU Ia je

K(G,n)" ! =«
u koju ucnymwasa yciaos (BT) reopeme 4.9 (o CW-anpokcumarnuju). IlocmarpajmMo npeciaukaBame
© :[K(G,n), K(H,m)]o — Hom(m,(K(G,n),*),m(K(H,m),*))

nepurucano y crasy 4.32. Kako je K(G,n)"~! = %, npocrop K(G,n) ucnymasa ycuos (GT), K(H,m) je myTao
nosesan u m;(K(H,m)) =0 3a i > n, TO je HA OCHOBY TOI CTaBa IpecIuKaBame © Gujernuja,

[K(G,n), K(H,m)], +2— Hom(G,0) =0

[K(G,n), K(H,m)]

na kako je ® ,ua“, 1o je u [K(G,n), K(H,m)|=0. 0O

5. 3a n € N onucaru Xypesuhes xomomopdusam h : m,(RP") — H,(RP").
Peweme: n=1: Y oBoMm cayuajy je 7 (RP') =2 Z AGenosa, na je h msomopdusam.
m(RPY) —" H(RP!)
n > 2: Axo je n mapuo, ouga je h =0 jep je Hy(RP™) = 0. Axro je n memapHo, oHIa 13 Aujarpama

Tn(S™) —" s H,(S™)

m(RP") — 5 H, (RP")

nvajyhu y Buny na je p. : H,(S") — H,(RP™) muokeme ca 2, 3akmydyjemo na je u h : m,(RP") — H,(RP")
takobhe MHOKeme ca 2. [
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5 <Pubpanuje u pacJiojema

1. ITokazaru na je moBJiayeme opujeHTadbniHe pudpanyje takohe opujenrabuinna pudpanuja (06a 6azua
IIpPOCTOpAa Cy IIyTHO IMOBE3aHA).

Pewewe: Hera je p : E — B ¢ubpanuja ca cmojem F' u f*p meno nmosmaueme, Tj. umamo ciaenehu komyTa-

TUBHU OUjarpam

F:F

n n

f(B) ——— E

f*p p

x— 71 B

rue je
[FE={(r,e) e X xE| f(z)=ple)} CX X FE

u F = Fp) =p '(f(%0)), 38 BHEKO 70 € X.
[TocmarpajMo Hapemuu aujarpam, rue Ccy @1 U @o oarosapajyha nejcrsa (mo ma xomorTonujy) ¢yHIZaMeH-
TAJHUX Ipyna 0a3HUX IPOCTOPA HA CJIOj.

7T1(X,330) i [F,F]*
fx »1

m1(B, f(z0))

Kako je ¢ubpamnuja p opujenradbuina, TO ynpaBo 3HaUYM Ja je XOMOMOp®u3aM @1 TpuBujaiasH. Mu wenmumo
na moKaskeMo na je u f*p opujeHrabuiana, Tj. Ia je U o TPUBUjaJaH, 38 MITA j€ MOBOJHHO MOa CE€ YBEPUMO Ia
ropwu aujarpam komyrtupa. Heka je [u] € m1(X,zg). Ca jenne crpane je

902([11’]) = Ly-1,

a ca gpyre
(w10 f)([u]) = @2([f o u]) = Lfou-1.

Cerumo ce kako cy pedunucane kaace L,-—1 1 Lyg,-1.

Fx{0} — f*(E) —

q
E
o
{I/’/ I*p p
// _ f
B

Fxl 2,1 % X

Kaxko je f*p ¢ubpamuja To mocroju pememe H ropmer mujarpama. Kopuctunan cMo 0O3HAKY

ly-1(y) = H(y,1), y € F,

na je L,-1 G6una ynpaso kaaca [l,-1]. [Ipumernmo na je [,-1(y) € F 3a cBako y € F. Takobe, u3 mujarpama
nobujaMo na je
lfou*1 (y) = q(H(ya 1)) = H(Z% 1)7
——
€F
ma je

Lyt = Loy 1.

OnmaBne mupekTHO mobujaMo na je w2 = 1 0 fy, ma f*p jecte opujenrabunna pubpanuja. [
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2. lloka3aTu Oa je moBJIaUeH€ paciiojema Takobhe paciiojeme ca MCTHUM CJIOjeM KAao U IOJIA3HO.
Pewemwe: Heka je mat mujarpam
f(E) ——

E
f *p‘/ hp
X B

u Heka je xg € X. Tana je f(xg) € B na nocroju orBopena okosuna U tauke f(xg) y B u xomeomopdusam h
TakaB na ciaenehu mujarpaMm KoMyTupa.

S SN

—>U><F

RWAN

[Tokazahemo ma je f~!(U) orBopena okommma Tauke Tg Koja umHM f*p paciojemem. Kako je f mempexwmmso,
jacuo je ma je f~'(U) orBopen. Kemumo ma meuHUIIEMO mpeciaMKaBama h 1 0 TaKBa 1a je

ooh=lppig-1wy: Moo =lrwxr

1 Ja HapelIHW OujarpaM KOMYTUpa.

(Fp) () = o P [THU) X F

ITpumeTunmo na je

1 e UHUIIIMO

ﬁ(m,e) = (z,pa(h(e)), z € fHU), ecp Y (U), rarso ma je f(z) = p(e),
o(z,y) = (x, b (f(z),y)), z€f ' (U), yeF.

Kako je

TO je

Tj. IpeciIuKaBame o je 100po nepUHUCAHO.
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I[IpoBepumo jom nma cy huo jemHO mpyroM WHBED3.

o (E(x, e)) = <£L‘, ht <f($)vp2 (h(e))))
= (w07 (n)
= (z,€)

Lipepy-1-1 vy (2 €),

h(o(x,y)) = (w,pz (h (n~ (f(f’?)»y))>>
-

z,y)

= Lr-1v)xr(@,y).

Iakme, h je Tpaxkenu xomeomopouzam. [J

Hamomena: Kao m ¢ubpamnuje, paciojema MOSHTUPUKY]EMO YKOJIMUKO MOCTOJU XOMEOMOp(H3aM (¢ TaKaB Oa
HapemHU OvjarpaM KOMYTHUDPA.

Canuno kao m 3a ¢ubpanuje, MOKEMO UIEHTU(PUKOBATU HAPETHA PACIOjemha.

1) 13(E) = E;

2) (fog)"(E) =g"(f*(E));

3) *(E) =X x F, rme je ¢c: X — B KOHCTaHTHO NPECIUKABAIE;

4) i*(E) = p~Y(A), rme je i : A — B u p~'(A) pectpurnuja paciojema p.

3. Ha commu (1) mpencraBibeHa je mpsa mpojekmuja p : I2 — I, koja je jemmo paciojeme. Heka cy
npec/iMKaBama Ha ciaukama (2) u (3) pecTpuknuje mpojeknyje p HA OaTe MOTIIPOCTOPE.

(1) (2) (3)

oL b b

(a) Ilokazaru ma je mpeciaukaBame ca ciauke (2) pubpanuja, aam HUje paciojeme.

(6) Iloka3zaru ma mpeciukaBame ca ciauke (3) Huje ¢pubpanuja.

Pewemwe: (a) Osnaunmo ca E Ttpoyrao ca ciauke (2), Tj.

E={(s,t)eI*|t<1—]|1—2s]}.
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Hexra je X mpow3BomHM TOMOJIONIKM MPOCTOP U MOCMATPAjMO HAPEMHU IWjarpaM.

X x {0} E < — I?

-
-7

XxI—*2 b
Kaxko je p pubpammja, To nocroju mommsame H : X x I — I2. Hexa je r: 12 — E nato ca

r(s,t) et (s,min{t, 1 — |1 —2s]}).

Tana je ro H Tpaxkeno nomusame xomoronuje H y omHocy Ha p|g, na p|g jecre pubpaimja.
Kako je

(plz) 1 ({0}) = %,

(bl)"! ({;}) {3}t

BUAVMMO na CjojeBu HUCY MeDhycoGHO xoMeoMopQHU, Ia p|p HUje paciojeme.
(6) Aro ca g o3HAUMMO IpecianKaBame ca ciauke (3) mmamo na je

¢ ({0}) = {0} x {0,1},

({36

Ia Kako OBa OBa CJ0ja HUCY MeDhHycoOHO XOMOTOICKU €KBMBAJEHTHA, TO ¢ He MOke Outu ¢ubparuja. [

4. Ompenurn 73(S? Vv S2).

Pewemwe: Tlpumennmo 4. 3amaTtak n3 Ipyror moriaasina Ha oyker SV S2. Jlo6ujamo
m3(S? Vv 8?) =2 m3(S5?) & m3(S?) @ ma(S? x 82,82V 81 =2 Z @ Z & my(S? x §%,8% v 52),

ma octaje jom ma ompemamo rpymy mu(S? x 2,52 v S?).
Kako je map (S? x §2,58% v S?) 3-nosesan, a S?V S? je 1-mosesan, To Ha OCcHOBY mociemuare 4.15 3a cBako
i <3+ 1 =4 npupomma npojerrmja q: (S? x S?, 5%V S§%) — ((5% x §2)/(S? v §%), %) unnykyje nuzomopduzam

gs : mi(S% x 82,82V S?) — m;((S? x §%) /(5% v §%), ).

Kaxo je S? x §2 CW-kommiexc ca jemaom 0-henujom, nse 2-henuje u jemmom 4-hemujom, a S? Vv S? CW-
noTroMmiiekc ca jemuoMm (-hemujom m gBe 2-henuje, To he muxoB ronuuauk umatu jenny 0-henujy u jenny
4-hemnnjy, 1j.

(8% x §%)/(5% v §%) ~ 5%,
Konauno, mobujamo ma je
m4(S% x 52,82V §%) = 1y (S*) = Z,
ma je

m3(S? v %) =Z3. 0
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5. Ako je n > 2 nmokaszatu ma He moctoju perpakr A C CP" takas ma je A ~ CP" L,

Pewewe: IlperniocTaBumMo CynmpoTHO ma mocToju perpakmuja r : CP™ — A, 1j. komyTupa mujarpam jeso. [lpu-
MEHOM (yHKTODa To,—1 Ha JE€BU aujarpaMm nodmjaMo Ja KOMyTUPa OECHU

cp»

T2n—1

~
<
=
*
N————o
3
*

mTo je memoryhe. [

6. 3a n > 3 onpemuru rpymy ma(V,—2(R™)).
Pewemwe: IlocmaTpajMo mo3HATO paciiojeme

Viem(R?™™) —— Vi (R™)

3ak=n—1um=n—2, Tj. uMmamM0O

Vo—2(R™)

OIOHOCHO OBO j€ yIpaBO pPaciojeme
St ——— SO(n)

Vi—2(R™)
ma IOCTOjU MyTW TAYHU HU3
cor —— m(SO(n)) —— ma(Vy—2(R™)) -, 7r1(Sl) l% m(S0(n)) —— ---

1 1 1
0 y4 Zs

W3 muza mobujamo ma je
mo(Vo—2(R™)) 2 imp = keri, = Z

jep je iy miau TpUBUjaJaH XOMOMOP(U3aM MIW OCTATAK II0 MOLYJIY 2, Ia MYy je CBaKaKO je3rpo M30MOP(YHO ca
Z. 0
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