
Topologija B - doma�i zadaci 2024/2025

U svakom ispitnom roku dolazi po jedan od ovih 20 zadataka i nosi 8 poena.

1. Ako su X i Y Hauzdorfovi prostori i f : X → Y neprekidno preslikavaǌe, dokazati da su onda i cilindar
i konus preslikavaǌa f (Mf i Cf) tako�e Hauzdorfovi prostori.

2. (a) Dokazati da je koliqniqki prostor sa prve (leve) slike homeomorfan projektivnoj ravni.
(b) Dokazati da je prostor X (slika desno) homeomorfan nekoj zatvorenoj povrxi i odrediti tu povrx (odred-

iti ǌen rod i utvrditi da li je orijentabilna).

3. Dokazati da je prostor X homeomorfan nekoj zatvorenoj povrxi i odrediti tu povrx (odrediti ǌen rod i
utvrditi da li je orijentabilna).

4. Neka su f : X → Y × Z i g : X → Y × Z neprekidna preslikavaǌa i neka su p1 : Y × Z → Y i p2 : Y × Z → Z
projekcije. Dokazati da je f ≃ g ako i samo ako je p1 ◦ f ≃ p1 ◦ g i p2 ◦ f ≃ p2 ◦ g.

5. Neka je Y putno povezana topoloxka grupa (operacija grupe i inverz jesu neprekidna preslikavaǌa) i e ∈ Y
ǌen neutral. Neka je jox X topoloxki prostor i x0 ∈ X.

(a) Ako je f : X → Y neprekidno preslikavaǌe, dokazati da postoji neprekidno preslikavaǌe g : X → Y takvo
da je f ≃ g i g(x0) = e.

(b) Ako su f, g : X → Y neprekidna preslikavaǌa takva da je f(x0) = g(x0) = e, dokazati da va�i ekvivalencija

f ≃ g ⇐⇒ f ≃ g (rel{x0}).

6. Ako je n ∈ N, dokazati da je Dn × {0} ∪ Sn−1 × I jaki deformacioni retrakt od Dn × I.

7. (a) Neka je z0 ∈ C \ S1 i f0 : S1 → S1 preslikavaǌe dato sa f0(z) := z−z0
|z−z0| . Ako je |z0| > 1, dokazati da je

f0 ≃ const, a ako je |z0| < 1, dokazati da je f0 ≃ 1S1 .
(b) Neka je p polinom sa kompleksnim koeficijentima koji nema nula na kru�nici S1 i neka je f : S1 → S1

preslikavaǌe dato sa f(z) := p(z)
|p(z)| . Dokazati da je f homotopski trivijalno ako i samo ako polinom p nema nula

u disku D2.

8. Neka je X (putno povezan) prostor sa konaqnom fundamentalnom grupom i f : X → RP2 neprekidno preslika-
vaǌe koje indukuje netrivijalan homomorfizam fundamentalnih grupa (f∗ ̸= 0). Dokazati da je f ,,na”.



9. Neka je X topoloxki prostor. Dokazati da su slede�i iskazi me�usobno ekvivalentni.

(1) X je kontraktibilan.
(2) Za proizvoǉan topoloxki prostor Y va�i X × Y ≃ Y .
(3) X × S1 ≃ S1.

10. (a) Ako je A potprostor prostora X, dokazati da je (X ×Y )/(A×Y ) ≃ X/A za svaki kontraktibilan prostor
Y .

(b) Primerom pokazati da koliqniqki prostori iz dela (a) ne moraju biti homotopski ekvivalentni ako Y
nije kontraktibilan.

11. Na Klajnovoj boci K uoqene su kru�nice α, β i γ.

(a) Koje od ovih kru�nica su retrakti od K?
(b) Da li je neka od ovih kru�nica deformacioni retrakt od K?

12. Prostor X je koliqnik cilindra C = S1 × I (v. sliku).

(a) Odrediti fundamentalnu grupu prostora X.
(b) Ispitati da li je X homeomorfan nekoj zatvorenoj povrxi i, u sluqaju da jeste, odrediti tu povrx

(utvrditi da li je orijentabilna i odrediti joj rod).
(v) Ako je A ,,doǌa polovina” ovog cilindra sa nasle�enom identifikacijom, ispitati da li je A retrakt

prostora X.

13. (a) Date su tri kru�nice u euklidskom prostoru R3:

k1 :=
{
(x, y, 0) ∈ R3 | x2 + y2 = 1

}
, k2 :=

{
(x, y, 1) ∈ R3 | x2 + y2 = 1

}
, k3 :=

{
(0, y, z) ∈ R3 | (y − 1)2 + z2 = 1

}
.

Odrediti slede�e fundamentalne grupe: π1

(
R3 \k1

)
, π1

(
R3 \(k1∪k2)

)
, π1

(
R3 \(k1∪k3)

)
, π1

(
R3 \(k2∪k3)

)
i π1

(
R3/k1

)
.

(b) Ako je 0 ⩽ k < n i ako je Sk :=
{
(x1, x2, . . . , xk+1, 0, . . . , 0) ∈ Rn | x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

k+1 = 1
}
, odrediti π1

(
Rn/Sk

)
.

14. Neka je p : E → B natkrivaǌe. Dokazati narednih pet tvr�eǌa.

(a) Ako E ima svojstvo T1, onda i B ima to svojstvo.
(b) Ako E ima svojstvo T2 i ako je p−1(b) konaqan skup za sve b ∈ B, onda i B ima svojstvo T2.
(v) Ako je E kompaktan T2-prostor, onda je i B kompaktan T2-prostor.
(g) Ako je B mnogostrukost, onda je i E mnogostrukost (iste dimenzije kao i B).
(d) Ako je E zatvorena mnogostrukost, onda je i B zatvorena mnogostrukost (iste dimenzije kao i E).



15. Dat je Hauzdorfov prostor X i konaqna grupa G (sa neutralom e) koja slobodno dejstvuje na X. Neka je,
za g ∈ G, sa g̃ : X → X oznaqen odgovaraju�i homeomorfizam. Neka je jox X/G prostor orbita ovog dejstva
(X/G := X/∼, pri qemu je x ∼ y ako i samo ako je y = g̃(x) za neko g ∈ G).

(a) Dokazati da za svako x ∈ X postoji ǌegova otvorena okolina U takva da je U ∩ g̃(U) = ∅ za sve g ∈ G \ {e}.
(b) Dokazati da za okolinu U iz dela (a) va�i da je g̃1(U) ∩ g̃2(U) = ∅ za sve g1, g2 ∈ G takve da je g1 ̸= g2.
(v) Dokazati da je prirodna surjekcija π : X → X/G natkrivaju�e preslikavaǌe.
(g) Ako je X prosto povezan, dokazati da je π1(X/G) ∼= G.

16. (a) Na�i neka dva me�usobno nehomeomorfna prostora X i Y takva da je π1(X) ∼= π1(Y ) ∼= Z4.
(b) Da li je mogu�e (u delu (a)) odabrati prostore X i Y tako da postoji natkrivaǌe p : X → Y ?
(v) Na�i neki prostor Z takav da je π1(Z) ∼= Z⊕ Z2.
(g) Da li je mogu�e (u delovima (a) i (v)) odabrati prostore X i Z tako da postoji natkrivaǌe q : X → Z?

17. (a) Ispitati da li postoji natkrivaǌe p : RP2 ∨ S2 → S2 ∨ S2.
(b) Ispitati da li postoji natkrivaǌe q : S2 ∨ S2 → RP2 ∨ S2.

18. (a) Neka su g, h ∈ N0. Ako je n ∈ N takvo da je g − 1 = n(h − 1), dokazati da postoji n-lisno natkrivaǌe
Mg → Mh.

(b) Neka su g, h ∈ N. Ako je n ∈ N takvo da je g−2 = n(h−2), dokazati da postoji n-lisno natkrivaǌe Ng → Nh.
(v) Neka je g ∈ N0 i h ∈ N. Ako je n ∈ N takvo da je g − 1 = n(h− 2), dokazati da postoji 2n-lisno natkrivaǌe

Mg → Nh.

19. Za topoloxki prostor X ka�emo da je H-prostor (ili jaki H-prostor) ukoliko postoji neprekidna binarna
operacija µ : X × X → X sa obostranim neutralom e ∈ X: µ(e, x) = µ(x, e) = x za sve x ∈ X (ne zahtevamo
asocijativnost operacije µ, niti postojaǌe inverza). Kao xto je uobiqajeno, preslikavaǌe I → X ×X qije su
koordinatne funkcije f i g oznaqavamo sa (f, g) (to je tzv. su�eni proizvod preslikavaǌa f i g).

(a) Ako je X H-prostor sa operacijom µ i neutralom e, u, v : I → X dve petǉe u taqki e i ce : I → X konstantna
petǉa u taqki e, dokazati da je

µ ◦ (u · ce, ce · v) = u · v,
gde je sa · oznaqena operacija nadovezivaǌa petǉi.

(b) Ako je X H-prostor sa operacijom µ i neutralom e, µ∗ : π1

(
X ×X, (e, e)

)
→ π1

(
X, e

)
indukovani homomor-

fizam i u, v : I → X dve petǉe u taqki e, dokazati da je

µ∗[(u, v)] = [u] ∗ [v],
gde je sa ∗ oznaqena operacija fundamentalne grupe π1

(
X, e

)
.

(v) Neka je p : E → B natkrivaǌe, pri qemu je E povezan i lokalno putno povezan prostor. Ako je B H-
prostor, dokazati da je onda i E H-prostor.

20. (a) Ako su F1, F2, F3 ∈ FS2 i F1 ∪ F2 ∪ F3 = S2, dokazati da postoje i ∈ {1, 2, 3} i x ∈ S2 takvi da je {x,−x} ⊆ Fi

(drugim reqima, sfera S2 se ne mo�e pokriti trima zatvorenim skupovima tako da nijedan od ǌih ne sadr�i
par antipodalnih taqaka).

(b) Da li se sfera S2 mo�e pokriti trima otvorenim skupovima tako da nijedan od ǌih ne sadr�i par
antipodalnih taqaka?

(v) Dokazati da se sfera S2 mo�e pokriti sa qetiri otvorena skupa tako da nijedan od ǌih ne sadr�i par
antipodalnih taqaka.

(g) Da li se sfera S2 mo�e pokriti sa qetiri zatvorena skupa tako da nijedan od ǌih ne sadr�i par antipo-
dalnih taqaka?


