Tonoanoruja B - momahu 3amanm 2024 /2025

Y cBaKOM MCIOUTHOM POKY AOJIa3u IO jemaH on oBux 20 3amaTaka U HOCU 8 TOEHA.

1. Ako cy X u Y Xayszmopdosu npocropu u f: X — Y HeOpekuaHO TpecauKaBame, JOKA3aTU Ia Cy OHIOA W IWJIUHAAD
n xonyc npeciaukasama f (My n Cy) Takobe Xaysnopdosu npocropn.

2. (a) Hokaszaru na je KOIMYHUYKYA IPOCTOP ca UpBe (JeBe) Canke XOMeoMOp(haH NMPOjeKTUBHO] PABHU.
(6) Horasaru na je mpoctop X (Cimka DeCHO) XOMEOMOP(AaH HEKOj 3aTBOPEHO] MOBPIIN U OAPEIUTHU Ty TOBPII (0apen-
WUTU BEH POJ U YTBPIUTU & JIU je OpUjeHTAOUIHA).
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3. Ilokaszatu ma je npoctop X XOMeOMOP(AH HEKOj 3aTBOPEHOj HMOBPIIM U ONPENUTH Ty HOBPII (OAPEAUTH H-€H POX U
YTBPIUTU N& JIU je OpUjeHTabuIIHA).

4. Herka cy f: X 2 Y X Zug: X — Y X Z HenperugHa IpecivKaBama U HeKa ¢y p1 - Y X Z =Y ups Y X Z — 7
npojexnuje. Jloka3aru na je f ~ g ako 1 caMo ako je pyo f ~pjogupso f~pyog.

5. Hera je Y myTHO mosesana Tonosomka rpyna (omepanuja TpyNe W WHBEP3 jeCy HENPEKUIHA MPECIUKABama) n e € Y
weH HeyTpay. Heka je jomr X Tomosomku mpocTop u o € X.

(a) Axo je f: X — Y Henperumno mpeciavkaBame, JOKA3aTHU Aa MOCTOjUA HENPEKUIHO MpEeCIuKaBame ¢ : X — Y TakBO
na je f~gu g(xg) =e.

(6) Aro cy f,g: X — Y meuperkuznna npeciukaBama TakBa na je f(xg) = g(xg) = e, JOKa3aTu na BAKU €KBUBAJCHIU]A

f~g — f=g (rel{zo}).

6. Axo je n € N, nokazatu ma je D" x {0} U S" ! x I jaku mepopmammonu perpasr omx D™ x I.
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7. (a) Hera je 20 € C\ S' u fy : S — S! npecaurasame nato ca fo(z) = Ako je |z0| > 1, nokasatu ma je
fo =~ const, a ako je |z < 1, morazatu na je fo ~ lg1.
(6) Heka je p MONMHOM ca KOMIIEKCHUM KOe()WITMjeHTMMa KOju HeMa HyJda Ha kpyxkHumu S' u mera je f : St — S1

npecaukaBame 1aTo ca f(z) := plz) IoxkasaTu 1a je f XOMOTOIICKA TPUBUjaJHO aKO U CAMO aKO IIOJMHOM p HeMa HyJla
[p(2)]

y macky D2

8. Hera je X (myTHO moBe3aH) MPOCTOP Ca KOHAYHOM (yHAAMeHTATHOM rpymoM u f : X — RP? memperummamo mpeciamka-
Bame KOje MHAYKyje HeTpUBMjastaH XxoMoMopousam dysnamentanuux rpyna (f. #0). Hokazaru na je f ,ua’”.



9. Heka je X Tomomomru mpocrop. Ilokasaru na cy ciaemehwm uckaszum mehycoOHO eKBHBAJIEHTHU.

(1) X je xkoHTpakTUOUIAH.
(2) 3a mpousBossan Tomosomru npoctop Y Baku X XY ~ Y.
(3) X x St~ gL,

10. (a) Axo je A morupocrtop npocropa X, nokazatu na je (X xY)/(AxY)~ X/A 3a cBaku KOHTPAKTUOUIAH IPOCTOD
Y.

(6) IIpumepom mokazaTy Ia KOJUUHWUYKU IPOCTOPU K3 xesa (a) He Mopajy OUTH XOMOTOICKU €KBHBAJIEHTHU ako Y
HUje KOHTPAKTUOUIIAH.

11. Ha KuajuoBoj Gomu K youene cy kpyskHUIE «, 0 1 7.
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(a) Koje om oBux kpyskHUMna cy perpaxtu on K7
(6) Ila nu je HEeKa Ox OBUX KpyskHUIA AedopManuoHu perpart on K7

12. IIpocrop X je wommunmk muamunapa C = S x I (B. cauky).
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(a) Ompemntu pyHIAMEHTAJIHY T'PyIy mpocTopa X.

(6) Ncnuratn ma au je X xoMeoMop@aH HEKO] 3aTBOPEHO] HMOBPIIM W, y CIydYajy Oa jecTe, OAPENUTU Ty ITOBPII
(yTBpoMTH ma U je OpUjeHTabUIHA U OAPEAUTU jOj POL).

(B) Axro je A ,moma mosoBuHa” OBOI HUIMHIDA Ca HAclAeDEHOM UICHTU(GUKALMjOM, UCIUTATHA Oa Jau je A perparr
npocropa X.

13. (a) Harte cy Tpu Kpy’KHULE y eyKJIUICKOM mpoctopy R3:
ki = {(z,y,0) eR® | 2® +¢y* =1}, ko= {(z,y,1) ER® [2® +y*> =1}, ky:={(0,4,2) eR®|(y—1)>+2*=1}.

Onpenuru caenehe pyHmaMeHTAIHE TPYyIIE: T (R3\k1), ™ (R3\(k1 ng)), ™ (R?’\(kl Uk3)), m (R3\(k2Uk3)) u m (RS/kl).
(6) Ako je 0 <k <nmako je S¥:= {(z1,22,...,2%41,0,...,0) € R" | 2} + a3 +--- + a7, = 1}, onpemurn 71 (R"/S*).

14. Heka je p: E — B matkpuBame. Jlokazatu Hapemuux mer TBpDhHema.

(a) Ako E uma cBojctBo T, oma u B nMa TO CBOjCTBO.

(6) Axo E mma csojctso To u aro je p~1(b) komauam ckym 3a cse b € B, onna u B uma csojctso Ta.

(8) Axo je E wommakran Te-mpocTop, ona je u B komnakran Ta-mpocTop.

(r) Ako je B MHOTOCTPYEKOCT, OHZIA je u E muOorocrpykocrt (ucte muMensuje xkao u B).

(n) Axo je E 3aTBOpeHa MHOIOCTPYKOCT, OHAA je u B 3aTBopeHa MHOrOCTPYkKOCT (KMcTe mumensuje kao u F).



15. IHar je Xaysmop¢os npocrop X u konauna rpyna G (ca mHeyTpasoMm e) koja ciaoboxuo nejcrsyje na X. Hexka je,
3a. g € G, ca g: X — X osmauen omrosapajyhu xomeomopduzam. Hera je jom X/G mpocrop opbura oBor mejcTsa
(X/G := X/~, upu uemy je x ~ y aro u camo ako je y = g(z) 3a mexro g € G).

(a) Horasarm ma 3a cBako x € X mocToju merosa orsoperna okommua U taksa na je UNgG(U) =0 3a cee g € G\ {e}.

(6) Horaszaru ma 3a orkosuny U m3 mena (a) sakm ma je g1(U) Ng2(U) =0 3a cBe g1, 92 € G Takse nma je g1 # go.

(B) Iorasatu na je mpuponna cypjermuja 7 : X — X/G markpusajyhe npecnukasame.

(r) Axo je X mpocro mosesan, mokasatu na je m1(X/G) = G.

16. (a) Hahu meka msa mebycobuo mexomeomopoua npocropa X u Y rtaksa ma je mp(X) = m(Y) & Zy.
(6) Ha au je moryhe (y meny (a)) omabparu npocrope X u Y Tako ma nocroju Harkpusame p: X — Y?
() Hahwu mern npocrop Z takas na je m1(Z) X Z & Zs.
(r) Ha s je moryhe (y menosuma (a) u (B)) omabparu mpoctope X u Z Tako 1a MOCTOjU HATKpUBame ¢ : X — Z7

17. (a) Vcimraru ma au moctoju HaTkpusBame p : RP2V S2 — §2 v §2,
(6) Victmratu ma au mocToju HaTkpuBame q : SV S? — RP2 Vv §2.

18. (a) Hera cy g,h € Nyg. Axo je n € N rakso na je ¢ — 1 = n(h — 1), nokazatu ma moCTOjU N-JUCHO HATKPUBAHE
Mg — M.
(6) Hera cy g,h € N. Ako je n € N TakBo na je g —2 = n(h—2), qokasaTu na MOCTOjU N-JIUCHO HATKpuBame Ny — Nj.
(B) Hera je g € Ny m h € N. Ako je n € N takso na je g — 1 = n(h — 2), nokasarn na moCTOjU 2N-JTUCHO HATKPUBAHE
Mg — Np,.

19. 3a Tomonomru npoctop X kaxkemo na je H-npocmop (wma jaxu H-npocmop) yKOIMKO MOCTOjU HENPEKUAHA OUHADHA
omepamuja g : X x X — X ca obocrpanum HeyTpasom e € X: u(e,x) = p(xz,e) = x 3a cee z € X (He 3axTeBamMoO
ACOLUjaTUBHOCT ONepauuje (i, HUTU IOCTojame uHBep3a). Kao mTo je yobuuajeno, npecaukaBame I — X X X uuje cy
KoopauHaTHe (yHEIMje f u g o3Hauasamo ca (f,g) (To je T3B. cymcenu npouszsod mpecaukaBama [ 1 g).
(a) Axo je X H-upocTop ca omepamujom p U HeyTpajoM e, u, v : I — X nse meribe y Tauru e u ¢, : I — X KOHCTaHTHA
meT/ba y TAUKU €, JOKA3aTU Aa je
o (U-CeyCe V) =u-uv,
rae je ca - O3HAYEHA OMePalNja HAJOBE3UBAHA METJLU.
(6) Ako je X H-upocTop ca OIEePAlUjOM ft U HEYTPAJIOM €, [iy : 71 (X x X, (e,e)) — (X, e) MHAYKOBAHM XOMOMOP-
¢u3am u u,v : I — X nBe merspe y TauKU e, NOKA3ATU 1O j€

(e, 0)] = [u] * [v],
rme je ca * O3HauveHa olepanuja (yHIaMEHTAJHE I'PYIe 7] (X7 e).
(8) Heka je p : E — B maTtkpusame, npu deMmy je FE moBesan m JOKaJHO myTHO moBe3aH npoctop. Ako je B H-
npoCTOp, AOKa3aTu na je ouma u F H-mpocrop.

20. (a) Axo cy Fy, Fy, F3 € Fg: u Fy U Fo U F3 = S%, nokaszatu ma noctoje i € {1,2,3} u x € S? taksu ma je {z,—z} C F;
(mpyrum peumma, chepa S? ce He MOke TOKPUTU TPUMa 3aTBOPEHUM CKYTOBUMA TAKO Ja HUjeJaH OJ HMUX He CaIpiKu
nap aHTUNONAJHAX TAYAKA).

(6) Ha nm ce chepa S? Mome TOKPUTM TPUMa OTBODEHUM CKYTMOBUMA TaKO Ma HUjelaH ON HUX He CAIPKHA Tap
AHTUIOIAJHAX Tadaka’

(B) Hoxrazatu ma ce cdepa S? MOxe TOKPUTH Ca YeTUPU OTBOPEHA CKyIa TaKo Aa HUjeJaH O HUX He CAAPKH map
AHTUNOIAJHAX TadaKa.

(r) Ila mu ce chepa S? Moke TOKPUTH Ca YETUPH 3aTBOPEHA CKyTla TAKO A HUjeJaH O HMUX He CAAP/KHU Tap aAHTUIO-
MAJIHUX Tadara?



