
ANALIZA 1
Praktikum 1: Elementarne funkcije

1. Racionalisati izraze (tj. transformisati ih tako da se u imeniocima razlomaka

ne pojavǉuju koreni): 10
3 3√5

; 1
3√5+1

; 1
4√2− 4√3

;
√

2
√

3+
√

2+
√

2
√

3−
√

2√
2
√

3+
√

2−
√

2
√

3−
√

2
.

2. Rexiti jednaqine:

(a) |5x + 2|+ x = 19;

(b) |1 + x| − |x− 1| = 0; |x + 8|+ |x− 2| = 10;

(v) |2− x| − |x− 4| = |x− 6|;
(g)

√
x2 − 4x + 4 +

√
x2 + 2x + 1 =

√
4 + 4x + x2;

(d) |x + 2|+
√

4x2 + 8x + 4 = |x + 1|;
(�)

√
4x2 − 12x + 9 = 2x− 3; |x|+ |x− 1| = 3.

3. Rexiti nejednaqine:

(a) |x| ≤ 3; |x| ≥ 4;

(b) |x− 2| ≤ 6; |3x + 4| > 4;

(v) |2x− 3| < x; |x− 2| ≤ |x + 4|;
(g) |x + 2| > |x|; |x− 2| > |x + 1| − 1;

(d) ||x| − 3| ≤ 1; ||x + 2| − |x− 2|| < 1.

4. Nacrtati grafike funkcija:

(a) y = |2x + 1| − |x− 2|;
(b) y = |2x− 1| − |x + 2|.

5. Odrediti vrednost parametra m za koju �e oba rexeǌa jednaqine
4x2 − 2(m + 1)x + m2 − 3m− 1 = 0 biti jednaka.

6. Odrediti ekstremne vrednosti funkcija f(x, y) = x2 + 3xy + 5
2y2 − 1

2y
i g(x, y) = x4 + y4 − 4xy

7. Odrediti ekstremne vrednosti realnih funkcija ukoliko postoje: 3x+2; x2 +3x+3;
x2 + 4x +

√
3; x2 + x; −2x2 + 3x− 1. Ispitati znak i nacrtati grafike ovih funkcija.

8. Dokazati nejednakosti (a, b, x ∈ R):

(a) a2 + b2 ≥ 2ab; a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca;

(b) x2 + 2x + 1 ≥ 0; x2 + x + 1 > 0.
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ANALIZA 1
Praktikum 2: Elementarne funkcije

1. Iz definicije izvesti slede�e osobine logaritma: loga 1 = 0, loga a = 1, aloga b = b,
logb a = 1

loga b , logb a · loga c = logb c, loga bc = loga b + loga c (a, b, c > 0).

2. Izraqunati logaritme: log3 243, log5
1

125 , log 1
5

1
125 , log 1

2

√
2, log27 81 i log10

1√
1000

.

3. Uprostiti izraze ln 4

√
ab5

√
c3

(a−b)7 , ln
√

ab3c5

3
√

de2f5
.

4. Odrediti domene funkcija:

(a) f(x) =
√

log2 (x2 − 5x + 6)− 1;

(b) f(x) = ln
(
log3

√
x2+3x+2

x−1

)
.

5. Koriste�i adicione formule, dokazati slede�e identitete:

(a) cos(α + β) + cos(α− β) = 2 cos α cos β; cos γ + cos δ = 2 cos γ+δ
2 cos γ−δ

2 ;

(b) cos(α + β)− cos(α− β) = −2 sinα sinβ; cos γ − cos δ = −2 sin γ+δ
2 sin γ−δ

2 ;

(v) sin(α + β) + sin(α− β) = 2 sinα cos β; sin γ + sin δ = 2 sin γ+δ
2 cos γ−δ

2 ;

(g) sin(2α) = 2 sinα cos α; cos(2α) = cos2 α− sin2 α;

(d) sin2 α = 1−cos(2α)
2 ; cos2 α = 1+cos(2α)

2 ;

(�) tg (α + β) = tgα+tgβ

1−tgαtgβ
.

6. Napisati u obliku proizvoda slede�e izraze: sinx + cos x, 2 sinx− 3 cos x,
1−

√
2 cos α + cos 2α, 2 sin2 α +

√
3 sin 2α− 1.

7. Odrediti oblasti definisanosti slede�ih funkcija:

(a) f(x) = arcsin
√

x2 + x + 1;

(b) f(x) = arctg (arcsin(ln x+3
x+1 )).
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ANALIZA 1
Praktikum 3: Elementarne funkcije

1. Skicirati grafike funkcija:

(a) y = x2 − 4x + 3; y = − 1
3x2 − 2x− 6;

(b) y = |x2 + x|; y = | − x2 + x| − x;

(v) y = x2 − 4|x|+ 3; y = (3− x)|x + 1|;
(g) y = −|x2 + 2x− 3|+ x− 1;.

2. Odrediti domene i skicirati grafike funkcija:

(a) y = 1
x ; y = 1

1−x ; y = 1
1−x2 ;

(b) y = log 1
2
(−x); y = log2 |x|; y = | log 1

2
x|; y = | log 1

2
|x||;

(v) y = aloga x, a > 0, a 6= 1; y = log3(x+1); y = log 1
2
(x−1); y = log2 x2

| log2 x| ; y = 0, 5 log2(x−1)2.

3. Odrediti periode funkcija:

(a) f(x) = sin 2x; f(x) = tg 5x;

(b) f(x) = a sin(bx + ϕ), gde su a 6= 0, b 6= 0 i ϕ 6= 0 konstante.

(v) f(x) = sin 2x− sin 5x; f(x) = sin 3x
7 + cos x

7 + tg 2x
5 .

4. Ispitati parnost i neparnost funkcija:

(a) f(x) = tg x+sin x

ctg x
;

(b) f(x) = sin x + cosec x;

(v) f(x) = sin x− cos x;

(g) f(x) = 3| sin x|.

5. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije:

(a) f(x) = 3
2 − sinx; f(x) = − cos 2x;

(b) y = sin x
2 ; f(x) = cosec x;

(v) f(x) = 3
2 sin

(
2x− π

3

)
;

(g) f(x) = 2 cos
(

x
2 + π

3

)
;

(d) f(x) = sin
(
2x− π

4

)
+ cos

(
2x− 3π

4

)
;

(�) f(x) = sin x + cos x; f(x) = sin x +
√

3 cos x.
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ANALIZA 1
Praktikum 4: Iracionalne jednaqine i nejednaqine

1. Rexiti jednaqine:

(a)
√

y + 2−
√

y − 6 = 2;
√

22− x−
√

10− x = 2;

(b)
√

x−5
x+2 +

√
x−4
x+3 = 7

x+2

√
x+2
x+3 ;

(v)
√

x + 3− 4
√

x− 1 +
√

x + 8− 6
√

x− 1 = 1;

(g)
√

a2 − x +
√

b2 − x = a + b;

(d) 3
√

x + 3
√

2x− 3 = 3
√

12(x− 1);

(�)
√

4x2 + 9x + 5−
√

2x2 + x− 1 =
√

x2 − 1;

(e)
√

x2 + x +
√

1 + 1
x2 =

√
x + 3.

2. U zavisnosti od realnog parametra a, rexiti jednaqinu:

(a)
√

2− x = −x
2 + a;

(b)
√

a−
√

a + x = x;

(v) 3
√

(a + x)2 + 4 3
√

(a− x)2 = 5 3
√

a2 − x2.

3. Rexiti nejednaqine:

(a)
√

x > 1;
√

x < 1;
√

x > −1;
√

x < −1;

(b)
√

x2 − 55x + 250 < x− 14;
√

25− x2 +
√

x2 + 7x > 3;

(v)
√

x2 − x + 1 < (x− 1)2 + x2; 1−
√

8x−3
4x ≥ 1;

(g)
√

3x− 5−
√

x− 2 >
√

4x− 3;
√

3x2 − 2x− 1 ≥
√

2x− 2.

4. U zavisnosti od realnog parametra a rexiti nejednaqinu√
a +

√
x +

√
a−

√
x <

√
2.

5. Odrediti oblasti definisanosti funkcija:

(a) f(x) = ln
(
log6(

√
x + 78− x)

)
;

(b) f(x) =
√

1 + 2x−
√

x2 + 3x + 3.
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ANALIZA 1
Praktikum 5: Logaritamske i eksponencijalne jednaqine i nejednaqine

1. Rexiti jednaqine:

(a)
(

1
3

)2x−5 =
(

1
3

)3−x
;(
√

3)x2−x = 27;

(b) 32x − 10 · 3x−1 + 1 = 0; 6 · 9x − 13 · 6x + 6 · 4x = 0; |x + 2|x2+3x = (x + 2)x+15;

2. (a) Na�i broj qiji je logaritam za osnovu 1
2 jednak 4.

(b) Na�i x ako je logx
1
8 = 3.

3. Rexiti jednaqine:

(a) log4 log3 log2 x = 0;

(b) log3(5 + 4 log3(x− 1)) = 2; log2(3− x) + log2(1− x) = 3;

(v) log4(x− 2) + log16(x− 2) + log2(x− 2) = 7; log2(2x + 1) · log2(2x+1 + 2) = 2;

(g) (
√

x)log3 x−1 = 3; log2x x + log8x2 x = 0.

4. Rexiti nejednaqine:

(a) log 1
2

(
log3

x+1
x−1

)
≥ 0;

(b)
(

1
2

)x+2
>

(
1
4

)x
;

(v) 2x+2 >
(

1
4

) 1
x ; (1.25)1−x < (0.64)2(1+

√
x);

(g)
(

3
7

) x2−7x
2 ≥ 1; (x− 3)2x2−7x > 1;

(d) log2
x−1
x+1 < 1; log 1

2
(x2 − 4x + 3) ≥ −3; log 1

3
(log4(x2 − 5)) > 0; logx

√
x + 12 > 1.

5. Rexiti u skupu [0, 2π] nejednaqinu: logtg x sinx− logctg x cos x ≥ 3.

6. Dokazati da je a
x1+x2

2 ≤ ax1+ax2

2 za a > 0, a 6= 1 i x1, x2 ∈ R.

7. Dokazati da za a > 0, a 6= 1, x 6= 0 va�i loga x2 = 2 loga |x|.
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ANALIZA 1
Praktikum 6: Trigonometrijske jednaqine i nejednaqine

1. Izraqunati:

(a) arccos
(
sin

(
−π

7

))
; arcsin

(
cos 33π

5

)
;

(b) arctg
(
ctg 8π

3

)
; arctg

(
tg

(
− 8π

3

))
.

2. Rexiti po x jednaqine:

(a) sinx = sinα; cos x = cos α; tg x = tg α; ctg x = ctg α;

(b) sinx = cos x; cos πx =
√

3
2 ; 2 sin 2x− 1 = 0;

(v) sin
(
x− π

3

)
= 1

2 ; cos
(
2x + π

4

)
= 4

5 ; sin 3x + sin 12◦ = 0.

3. Da li jednaqina sinx = ln sinx ima rexeǌa?

4. Rexiti jednaqine:

(a) 2 sin |x| − 1 = 0; tg |x− 2| = −1;

(b) 2 sinx cos x− sinx = 0;

(v) cos 3x + cos 5x = 0;

(g) sinx + cos x = 1 + sinx cos x;

(d) 2 sin2 x + sinx− 1 = 0;

(�) sin 3x + cos 2x = 1; sin4 x + cos4 x = 7
2 sinx cos x; sinx + cos x + tg x = 1

cos x .

5. Rexiti nejednaqine:

(a) 2 cos x + 1 < 0; tgx−
√

3 ≤ 0;

(b) ctg x−
√

3 > 0; 2 sinx + 1 > 0;

(v) sinx− cos x > 0;

(g) sinx cos π
6 + cos x sin π

6 < 1
2 ;

(d) sinx + sin2 x + sin3 x > 0;

(�) cos x− sinx < 1; tg x− sinx > 0;

(e) 2 sin2 x +
√

3 sinx cos x + cos2 x ≥ 1;

(�) 2 cos2 x− 3 cos x + 1 > 0; sin2 x−
√

3−1
2 sinx−

√
3

4 < 0;

(z)
√

3
cos2 x < 4tg x; sin 4x + cos 4x · ctg 2x > 1.
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ANALIZA 1
Praktikum 7: Matematiqka indukcija

1. Metodom matematiqke indukcije dokazati jednakosti:

(a)
∑n

k=1 k = 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2 ;

(b)
∑n

k=1 k2 = 12 + 22 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 ;

(v)
∑n

k=1 k3 = 13 + 23 + · · ·+ n3 =
(

n(n+1)
2

)2

.

2. Dat je skup sa n elemenata. Dokazati da je broj podskupova sa k elemenata jednak(
n

k

)
=

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)
k · (k − 1) · · · 1

=
n!

k!(n− k)!
.

(n! = 1 · 2 · · ·n; 0! je po definiciji jednako 1)

3. Dokazati slede�e osobine binomnog koeficijenta:

(a)
(
n
k

)
=

(
n

n−k

)
;

(b)
(
n
k

)
=

(
n−1

k

)
+

(
n−1
k−1

)
za n > 1.

4. (ǋutnova binomna formula) Ako su a i b realni brojevi, a n prirodan broj, dokazati
da je

(a + b)n = an +
(

n

k

)
an−1b1 +

(
n

k

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
a1bn−1 + bn =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

(u posledǌem izrazu smatramo da je
(
n
0

)
= 1).

5. Izvesti formulu za
∑n

k=1 k4 na sledi�i naqin: Pomo�u binomne formule izraziti
(n+1)5−n5;n5− (n−1)5; . . . , 15−05 i dobijene izraze sabrati. Zatim na desnu stranu
primeniti dobijene formule iz zadatka 1.

6. Ako je n prirodan broj, dokazati nejednakosti:

(a) 2n > n2, n ≥ 5;

(b) 4n

n+1 < (2n)!
(n!)2 , n ≥ 2;

(v) (Bernulijeva nejednakost) Ako je a > −1, tada je (1 + a)n ≥ 1 + na.

7. Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i:

(a) 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2;

(b)
(
1− 1

4

)
·
(
1− 1

9

)
· · ·

(
1− 1

n2

)
= n+1

2n , n ≥ 9;
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ANALIZA 1
Praktikum 8: Rekurentno zadati nizovi

1. (a) Ako je a1 = 3, a2 = 5 i an+1 = 3an− 2an−1, n ≥ 2, dokazati da je an = 2n + 1, n ≥ 1;

(b) Ako je an+3 = −an−2 + 17an+1 − 15an, n ≥ 0 i a0 = 1, a1 = 3, a2 = 9, dokazati da je
an = 3n.

2. Dokazati da je zbir prvih n qlanova aritmetiqkog niza sa prvim qlanom a1 i raz-
likom d jednak: Sn = n

2 (a1 + an) = n
2 (2a1 + (n− 1)d).

3. Na�i prvi qlan i razliku aritmetiqkog niza (an) u kome je a2 + a5 − a3 = 10 i
a2 + a9 = 17.

4. Neka su pozitivni brojevi a1, . . . , an uzastopni qlanovi nekog aritmetiqkog niza.
Dokazati da je:

(a) 1
a1a2

+ 1
a2a3

+ · · ·+ 1
an−1an

= n−1
a1an

;

(b) 1√
a1+

√
a2

+ 1√
a2+

√
a3

+ · · ·+ 1√
an−1+

√
an

= n−1√
a1+

√
an

.

5. Dokazati da je zbir prvih n qlanova geometrijskog niza (bn) qiji je koliqnik q 6= 1
jednak Sn = b1

qn−1
q−1 .

6. Izraqunati zbirove:

(a) 1 + 3q + 5q2 + · · ·+ (2n + 1)qn;

(b) 1 + 2x + 3x2 + · · ·+ (n + 1)xn;

(v) 1
2 + 3

22 + · · ·+ 2n−1
2n .

7. Dokazati da su slede�i nizovi periodiqni:

(a) x1 = a, x2 = b, xn+2 = 1+xn+1
xn

, n ≥ 1, a, b 6= 0, a 6= −1, b 6= −1, a + b 6= −1;

(b) x0 = a, x1 = b, xn = xxn−1xn+1, n ∈ N, a 6= 0, b 6= 0, x 6= 0.
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ANALIZA 1
Praktikum 9: Diferencne jednaqine

1. Rexiti diferencne jednaqine:

(a) xn+1 = − 1
10xn, n ≥ 0, x0 = a, a ∈ R;

(b) xn+1 = xn + 8n, n ∈ N, x1 = 1;

(v) xn+1 = xn + 2n− 2, n ≥ 0, x0 = 2;

(g) xn+1 = xn + an+1, n ∈ N, x1 = 1, a 6= 1;

2. Izraqunati zbir Sn = 1
3 + 2

32 + · · ·+ n
3n , n ∈ N.

3. Odrediti eksplicitan izraz za Fibonaqijeve brojeve, tj. na�i onaj niz (fn) koji
zadovoǉava rekurentnu relaciju fn+2 = fn+1 +fn, n ∈ N i poqetne uslove f1 = f2 = 1.

4. Odrediti rexeǌe diferencne jednaqine an+2 = 5an+1 − 6an, n ∈ N koje zadovoǉava
uslove:

(a) a1 = 5, a2 = 13;

(b) a1 = 5, a2 = 19;

(v) a1 = 2, a2 = −2.

5. Rexiti diferencne jednaqine:

(a) an+2 = 2an+1 + 3an, n ≥ 0, a0 = 3, a1 = 1;

(b) an+2 = an+1 − an, a1 = 1, a2 = −1, n ∈ N;

(v) an+2 = 4an+1 − 4an, n ∈ N, a1 = 4, a2 = 12;

(g) an+1 = 2an − an−1, n ≥ 2, a1 = 5, a2 = 7;

(d) an = 1
2 (an−1 + an−2), n ≥ 2, a0 = a, a1 = b, a, b ∈ R;

(�) xn+2 = 2xn+1 − 4xn, n ≥ 0, x0 = 1, x1 = 1.

6. Rexiti sisteme diferencnih jednaqina:

(a) an+1 = 2an + 3bn, bn+1 = an + 2bn, n ∈ N, a1 = 2, b1 = 1;

(b) xn+1 = 2xn − yn, yn+1 = xn + 4yn, n ≥ 0, x0 = 2, y0 = 1.

7. Dokazati da se rexeǌe diferencne jednaqine

an+1 =
pan + q

ran + s
, n ∈ N,

za koje je a1 = a, a ∈ R, gde su p, q, r, s dati realni brojevi, mo�e predstaviti u obliku
an = xn

yn
, pri qemu nizovi (xn) i (yn) predstavǉaju rexeǌe sistema diferencnih

jednaqina:
xn+1 = pxn + qyn,
yn+1 = rxn + syn,

n ∈ N,

za koje je x1 = a, y1 = 1.

8. Koriste�i prethodni zadatak rexiti slede�e diferencne jednaqine:

(a) an+1 = 1−4an

1−6an
, n ∈ N, a1 = 3

5 ;

(b) an+1 = an−1
an+3 , n ∈ N, a1 = 0;

(v) xn+1 = 1+xn

1−xn
, n ≥ 0, x0 = 0.
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REXEǋA I UPUTSTVA

1. Elementarne funkcije

1. √
2
√

3 +
√

2 +
√

2
√

3−
√

2√
2
√

3 +
√

2−
√

2
√

3−
√

2

Pomno�imo i brojilac i imenilac sa
√

2
√

3 +
√

2+
√

2
√

3−
√

2. Dobijamo da je dati
razlomak jednak(√

2
√

3 +
√

2 +
√

2
√

3−
√

2
)2

2
√

3 +
√

2− 2
√

3 +
√

2
=

4
√

3 + 2
√

10
2
√

2
=

4
√

3 + 2
√

10
2
√

2
·
√

2√
2

=
√

5 +
√

6.

5. Oba rexeǌa �e biti jednaka ako i samo ako je diskriminanta jednaka nuli, odnosno
(posle skra�ivaǌa sa 2) ako je (m + 1)2 = 4(m2 − 3m− 1). Sledi da je m ∈ {− 1

3 , 5}.

6. Funkcija g(x) nema maksimum, jer za y = 0, pogodnim izborom vrednosti za x, mo�emo
posti�i da funkcija uzima proizvoǉno velike realne vrednosti. Me�utim, funkcija
ima minimum, xto se vidi iz slede�eg predstavǉaǌa:

f(x, y) = x4 + y4 − 2x2y2 + 2x2y2 − 4xy + 2− 2 = (x2 − y2)2 + 2(xy − 1)2 − 2 ≥ −2,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je x2 − y2 = 0 i xy = 1, tj. za (x, y) ∈
{(1, 1), (−1,−1)}.

2. Elementarne funkcije

4. (a) Potkorena veliqina mora biti pozitivna, pa mora biti: log2

(
x2 − 5x + 6

)
−1 > 0.

To znaqi da je x2− 5x + 6 > 2. U tom sluqaju je i logaritam definisan. Rexeǌe
ove kvadratne nejednaqine je x ∈ (−∞, 1) ∪ (4,+∞).

(b) Da bi izraz ln
(
log3

√
x2+3x+2

x−1

)
bio definisan, mora biti log3

√
x2+3x+2

x−1 > 0, a

to �e biti ispuǌeno ako i samo ako je
√

x2+3x+2
x−1 > 1. Kao prvo, zakǉuqujemo da

potkorena veliqina mora biti pozitivna, i odatle sledi da je i x > 1 (da bi ceo
razlomak bio pozitivan, brojilac i imenilac moraju biti istog znaka). Rexa-
vaǌem jednaqine x2 +3x+2 > 0 dobijamo da je x ∈ (−∞,−2)∪ (−1,∞), xto zajedno
sa uslovom x > 1, daje x > 1. Sada je potrebno da bude

√
x2+3x+2

x−1 > 1. Poxto je
x− 1 > 0 i levu i desnu stranu nejednakosti smemo pomno�iti tim brojem a da
se znak nejednakosti ne promeni. Dobijamo nejednaqinu

√
x2 + 3x + 2 > x−1 koju

smemo i da kvadriramo jer su obe strane pozitivne. Dolazimo do nejednaqine
3x + 2 > −2x + 1, qije je rexeǌe x > − 1

5 . Dakle, domen funkcije f je (1,+∞).

6. sinx + cos x =
√

2
(

1√
2

sinx + 1√
2

cos x
)

=
√

2
(
cos π

4 sinx + sin π
4 cos x

)
=
√

2 sin
(

π
4 + x

)
;

1−
√

2 cos α + cos 2α = (sin2 α + cos2 α)−
√

2 cos α + cos2 α− sin2 α =
√

2 cos α(
√

2 cos α− 1);
2 sin2 α +

√
3 sin 2α− 1 = 2 sin2 α +

√
3 sin 2α− sin2 α− cos2 α =

√
3 sin 2α− cos 2α =

= 2(
√

3
2 sin 2α− 1

2 cos 2α) = 2 sin
(
2α− π

6

)
.

7. (a) Funkcija arcsin t je definisana za t ∈ [−1, 1]. Poxto je koren uvek poziti-
van, zakǉuqujemo da je

√
x2 + x + 1 ≤ 1. Potkorena veliqina je uvek pozitivna

(diskriminanta je maǌa od 0), pa ovu nejednaqinu mo�emo da kvadriramo bez
promene znaka. Dobijamo ǌoj ekvivalentnu x2 + x ≤ 0 qije je rexeǌe x ∈ [−1, 0].
Dakle, D = [−1, 0].
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(b) Domen funkcije arctg je ceo skup realnih brojeva, pa je domen funkcije f jednak

domenu funkcije arcsin
(
ln x+3

x+1

)
. Mora biti ln x+3

x+1 ∈ [−1, 1], odnosno x+3
x+1 ∈ [ 1e , e].

Sada je jednaqina domena postala: 1
e ≤

x+3
x+1 ≤ e. Ako bismo hteli da ovu ne-

jednaqinu pomno�imo sa x + 1, morali bismo da vodimo raquna o tome da li je
taj izraz pozitivan, ili negativan. Na taj naqin bi trebalo razmatrati dva
sluqaja. Maǌe posla �emo imati, ako jednaqinu pomno�imo pozitivnim brojem
(x + 1)2. Tu samo moramo voditi raquna da ovaj broj bude 6= 0. Prema tome,
mora biti x 6= −1 (dakle −1 nije iz domena funkcije). Nejednaqina postaje
1
e (x + 1)2 ≤ (x + 3)(x + 1) ≤ e(x + 1)2. Desna nejednaqina se ekvivalentno trans-
formixe u (e− 1)x2 + 2(e− 2)x + (e− 3) ≥ 0, tj.

((e− 1)x + e− 3)(x + 1) ≥ 0. (1)

Leva nejednaqina se transformixe, na sliqan naqin u
((

1
e − 1

)
x + 1

e − 3
)
(x+1) ≤

0. Ako posledǌu nejednaqinu pomno�imo sa −e, dobijamo

((e− 1)x + 3e− 1)(x + 1) ≥ 0. (2)

Rexeǌe prve jednaqine je x ∈ (−∞,−1]∪
[

3−e
e−1 ,+∞

)
, a druge je x ∈

(
−∞,− 3e−1

e−1

]
∪

[−1,+∞). Domen funkcije f je kad se od preseka ova dva skupa oduzme {−1}:

D =
(
−∞,

1− 3e

e− 1

]
∪

[
3− e

e− 1
,+∞

)
.

3. Elementarne funkcije

3. (v) Treba da na�emo najmaǌi pozitivan realan broj T tako da bude f(x + T ) = f(x),
odnosno sin(2x + 2T ) − sin(5x + 5T ) = sin 2x − sin 5x. To mora da va�i za svako x.
Stavǉaǌem x = 2π, dobijamo: sin 2T − sin 5T = 0, a stavǉaǌem x = π, dobijamo
sin 2T + sin 5T = 0, odakle zakǉuqujemo da je sin 5T = 0 i sin 2T = 0. Odavde sledi
da je T = kπ, za neko k ∈ N. Zameǌivaǌem u polaznu jednaqinu dobijamo da je
sin(2x + 2kπ)− sin(5x + 5kπ) = sin 2x− sin 5x ekvivalentno sa sin 2x− (−1)k sin 5x =
sin 2x − sin 5x. Da bi ovo va�ilo za svako x, k mora biti paran broj. Najmaǌe
takvo k je 2. Lako se proverava da je T = 2π zaista period ove funkcije f ;
U drugom zadatku funkcija nije definisana za 2x

5 ∈
{

π
2 + kπ

}
, donosno za x ∈{

5π
4 + 5

2kπ
}
. Zbog toga T mora biti celobrojni umno�ak broja 5

2π. Ali, tada je
funkcija tg 2x

5 periodiqna, pa je jox potrebno prona�i ono T koje pored uslova
da je T = 5

2 lπ za neko l ∈ N zadovoǉava i uslov

sin
(

3x

7
+

3T

7

)
+ cos

(
x

7
+

T

7
x

)
= sin

3x

7
+ cos

x

7
.

Zameǌivaǌem x = 14π i x = 14π
3 dobijamo jednaqine

sin
3T

7
+ cos

T

7
= 1 (1)

sin
3T

7
+ cos

2π

3
cos

T

7
− sin

2π

3
sin

T

7
= cos

2π

3
(2)

Zameǌivaǌem jednaqine (1) u jednaqinu (2) dobijamo 3
2 = 3

2 cos T
7 +

√
3

2 sin T
7 , odnosno

√
3

2 = sin
(

T
7 + π

3

)
. Rexeǌa ove jednaqine u (0, 2π] su T

7 = π
3 i T

7 = 2π. Ako je T
7 = π

3 ,
onda je sin

(
3x
7 + π

)
+ cos

(
x
7 + π

3

)
= sin 3x

7 + cos x
7 za svako x. Me�utim, ve� za x = 0

to ne va�i. Prema tome, T
7 = 2mπ. Za svako m ∈ N ovo jeste period funkcije

sin 3x
7 +cos x

7 , pa jox samo treba izabrati m tako da bude i T = 5
2 lπ za neko l ∈ N.

To znaqi da je 14m = 5
2 l. Najmaǌe m koje ovo zadovoǉava je m = 5. Zakǉuqujemo

da je T = 70.
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5. (d) Iskoristiti da je cos
(

π
2 − α

)
= sinα.

4. Iracionalne jednaqine i nejednaqine

1. (a) y = 7; x = 6.

(b) Da bi koreni bili definisani, mora biti x ∈ [−3, 5)C = (−∞,−3) ∪ [5,+∞).
Poxto je leva strana pozitivna, mora biti i desna, pa je x ≥ −2. Zbog toga
je x ≥ 5. Sada i leva i desna strana mogu da se pomno�e sa

√
(x− 4)(x + 2) i

kvadriraju. Dobija se√
(x− 5)(x + 3) +

√
(x− 4)(x + 2) = 7.

Uvedimo smenu z =
√

(x + 2)(x− 4). Tada jednaqina postaje
√

z2 − 7 + z = 7.
Rexeǌe ove jednaqine je z = 4. Iz (x− 4)(x + 2) = 16 dobijamo x = 6 ili x = −4,
ali samo x = 6 zadovoǉava uslov x ≥ 5 → x = 6.

(v) x ∈ [5, 10].

(g) Mora biti x ≤ a2, x ≤ b2 i a + b ≥ 0. Pod tim uslovima mo�emo kvadrirati i
levu i desnu stranu. Dobijamo da je jednaqina ekvivalentna sa: a2 + b2 − 2x +
2
√

a2b2 − (a2 + b2)x + x2 = a2 + b2 + 2ab. Sre�ivaǌe posledǌe jednaqine dovodi
do: √

a2b2 − x(a2 + b2) + x2 = ab + x.

Leva strana je pozitivna, pa mora biti x ≥ −ab. Pod tom pretpostavkom mo�emo
kvadrirati i levu i desnu stranu. Dobijamo: x(a + b)2 = 0. Ako je a + b = 0,
tada je a = −b, xto uz uslov x ≥ −ab daje x ≥ a2. Kako je i x ≤ a2, dobijamo
da je x = a2. U tom sluqaju se lako proverava da ovo zaista jeste rexeǌe date
jednaqine. Ako je a+b 6= 0, jedino x = 0 mo�e da bude rexeǌe polazne jednaqine.
Zameǌivaǌem x = 0 u polaznu jednaqinu, dobijamo

√
a2 +

√
b2 = a + b, odnosno

|a|+ |b| = a + b, xto jeste taqno samo u sluqaju a, b ≥ 0. Dakle rexeǌe jednaqine
je:

x =

 0, a, b ≥ 0
a2, a = −b
nema rexeǌa, inaqe.

Jednaqina
√

x− a+
√

b + x =
√

a + b mo�e imati rexeǌa samo pri uslovu a+b ≥ 0.
Lako se dobija da su, u tom sluqaju, jedina rexeǌa x = a i x = −b.

(d) I levu i desnu stranu stepenujemo sa 3. Dobijamo 3x − 3 + 3 3
√

x(2x− 3)( 3
√

x +
3
√

2x− 3) = 12(x − 1). Kada ovu jednaqinu podelimo sa 3 i iskoristimo da je
3
√

x + 3
√

2x− 3 = 3
√

12x− 1, dobijamo da je polazna jednaqina ekvivalentna sa:
3
√

12x(2x− 3)(x− 1) = 3(x − 1). Stepenovaǌem sa 3 dobijamo 12x(2x − 3)(x − 1) =
27(x−1)3, odnosno (x−1)(9x2−18x+9−8x2 +12x) = 0 ⇔ (x−1)(x−3)2 = 0. Rexeǌa
su x = 1 i x = 3.
Druga jednaqina se rexava na sliqan naqin i dobija se da je skup ǌenih rexeǌa
jednak

{
8, 8− 12

√
21

7 , 8 + 12
√

21
7

}
.

(�) Potkoreni izrazi mogu da se lepo rastave na qinioce. Pod uslovom da su oni
definisani (a taj uslov se lako odre�uje), jednaqina mo�e da se kvadrira...
Rexeǌa su x = −1 i x = 5.
Druga jednaqina se sliqno rexava: x = 2 i x = 4

(e) Kvadriraǌem (pod uslovom da su korenovi definisani) dobijamo:(
x− 1

x

)2

+ 2

√
(x2 + x)

(
1 +

1
x2

)
= 0 ⇒ x− 1

x
= 0 i (x2 + x)

(
1 +

1
x2

)
= 0.

Zakǉuqujemo da je x = −1, i to jeste rexeǌe.
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2. (a) Kao prvo mora biti x ≤ 2 i x ≤ 2a. Polazna jednaqina je ekvivalentna sa√
2− x = 2−x

2 + a − 1 ⇔ (
√

2− x − 1)2 = 3 − 2a. Sada dobijamo i uslov 3 − 2a ≥ 0,
odnosno a ≤ 3

2 . Rexeǌa posledǌe jednaqine su x = 2a − 2 ± 2
√

3− 2a. Treba
jox da proverimo da li ova rexeǌa zadovoǉavaju dobijene uslove. Prvi uslov
x ≤ 2 zadovoǉava i ve�e rexeǌe 2a − 2 + 2

√
3− 2a, jer se pri uslovu a ≤ 3

2

nejednakost
√

3− 2a ≤ 2 − a mo�e kvadrirati i dobiti da je ona ekvivalentna
sa (a − 1)2 ≥ 0. Treba da ispitamo da li ova rexeǌa zadovoǉavaju x ≤ 2a.
Rexeǌe 2a − 2 − 2

√
3− 2a, oqigledno zadovoǉava ovaj uslov. Razmotrimo sada

relaciju 2a − 2 + 2
√

3− 2a ≤ 2a. Ona je ekvivalentna sa
√

3− 2a ≤ 1, odnosno,
posle dozvoǉenog kvadriraǌa, 3− 2a ≤ 1 ⇔ a ≥ 1. Dakle:

x =

 2a− 2− 2
√

3− 2a, za a < 1
2a− 2±

√
3− 2a, za 1 ≤ a ≤ 3

2
nema rexeǌa, a > 3

2

(b) Zakǉuqujemo da je x ≥ 0, a ≥
√

a + x ⇒ a2 − a ≥ x ≥ 0 ⇒ a = 0 ili a ≥ 1. Za
a = 0, x mora biti 0, i proverom se utvr�uje da x = 0 pri ovom uslovu zaista
jeste rexeǌe. Pretpostavimo da je a ≥ 1. U tom sluqaju polazna jednaqina
mo�e da se kvadrira. Dobija se: a −

√
a + x = x2 ⇔ a + x − x2 = x +

√
a + x ⇔

(
√

a + x + x)(
√

a + x−x) = x +
√

a + x. Poxto je x +
√

a + x > 0 mo�emo skratiti i
levu i desnu stranu. Dobijamo:

√
a + x = x+1 ⇒ x2+2x+1 = a+x ⇔ x2+x+1−a =

0 ⇒ x1,2 = −1±
√

4a−3
2 . Poxto mora biti x > 0, dobijamo x =

√
4a−3−1

2 za a ≥ 1.

(v) Jednaqina se jednostavno rexava stepenovaǌem sa 3. Rexeǌa su x = 0 i x = 63
65a.

3. (a) (1,+∞); [0, 1); [0,+∞); ∅.
(b) x ≥ 50; [0, 5].

(v) Nejednaqinaje ekvivalentna sa
√

x2 − x + 1 < 2(x2 − x) + 1. Neka je t = x2 − x.
Poxto su obe strane ve�e od 1, mo�emo kvadrirati nejednaqinu. Dobijamo:
t + 1 < 4t2 + 4t + 1 ⇔ t(4t + 3) > 0. Odavde zakǉuqujemo da je t > 0 ili t < − 3

4 .
Sluqaj t < − 3

4 je nemogu�, a za t > 0 je x < 0 ili x > 1. Dakle, rexeǌe je
(−∞, 0) ∪ (1,+∞);
Druga jednaqina nema rexeǌa: Iz 8x > 3 zakǉuqujemo da je i x > 0, pa mozemo
i levu i desnu stranu da pomno�imo sa 4x. Jednaqina postaje: 1− 4x ≥

√
8x− 3.

Dobijamo da je 3
8 ≤ x ≤ 1

4 , xto je nemogu�e.

(g) Prva jednaqina nema rexeǌa jer je 4x− 3 > 3x− 5 za one x-eve za koje su defin-
isane potkorene veliqine; Rexeǌe druge nejednaqine je [1,+∞).

4. Mora biti a > 0, x > 0 i
√

x > a. Kvadriraǌem se dobija: 2a + 2
√

a2 − x < 2 ⇔√
a2 − x < 1− a ⇒ a < 1 ⇒ a2 − x < a2 − 2a + 1 ⇒ x > 2a− 1. To znaqi da je 0 ≤ x ≤ a2

za 0 ≤ a ≤ 1
2 , a 2a− 1 < x ≤ a2 za 1

2 < a < 1

5. (a) D = [−78, 3);

(b) x2 + 3x + 3 > 0 za svako x ∈ R. Treba jox da bude 1 + 2x ≥
√

x2 + 3x + 3. To znaqi
da je 1 + 2x ≥ 0 i 1 + 4x + 4x2 > x2 + 3x + 3. Rexeǌe druge nejednaqine je skup
(−∞,−1]∪ [ 23 ,+∞). Presek sa skupom [− 1

2 ,+∞) qini tra�eni domen D = [23 ,+∞).

5. Logaritamske i eksponencijalne jednaqine i nejednaqine

1. (v) Poxto je domen funkcije (x + 2)x+15 jednak (−2,+∞), zakǉuqujemo da se uz ovu
pretpostavku mo�e obrisati apsolutna zagrada. Dobijamo
(x + 2)x2+3x = (x + 2)x+15, pa je x2 + 3x = x + 15. Rexeǌa ove jednaqine su x = −5
i x = 3, me�utim samo ovo drugo zadovoǉava uslov x > −2, pa je jedino rexeǌe
x = 3.

2. (a) 1
16 .
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6. Trigonometrijske jednaqine i nejednaqine

5. (�) Svi kvadratni trinomi se lepo rastavǉaju.

(z) U prvoj nejednakosti za x 6= kπ, mo�emo i levu i desnu stranu pomno�iti sa
cos2 x. Dobijamo sin 2x >

√
3

2 , odnosno 2x ∈
(

π
3 , 2π

3

)
+ 2kπ ⇔ x ∈

(
π
6 , π

3

)
+ kπ.

Kao prvo, mora biti sin 2x 6= 0, odnosno x 6= π
4 + kπ

2 . Pod tim uslovima je
sin 4x+cos 4x cos 2x

sin 2x = 1
sin 2x (sin 2x sin 4x+cos 2x cos 4x) = 1

sin 2x cos(4x−2x) = ctg 2x > 1.
To znaqi da 2x ∈

(
0, π

4

)
+ kπ, odnosno x ∈

(
0, π

8

)
+ kπ

2 .

8. Rekurentno zadati nizovi

6. (a) Oznaqimo
S = 1 + 3q + 5q2 + · · ·+ (2n + 1)qn. (1)

Tada je
qS = q + 3q2 + 5q3 + · · ·+ (2n + 1)qn+1. (2)

Iz (1) i (2) dobijamo da je S− qS = (1− q)S = 1+2q +2q2 + · · ·+2qn− (2n+1)qn+1,
odnosno (1− q)S = 1 + 2q 1−qn

1−q + (2n + 1)qn+1.

9. Diferencne jednaqine

1. (a) xn = c ·
(
− 1

10

)n
. Za n = 0 mora biti x0 = a, odakle dobijamo c = a. Prema tome,

xn = a ·
(
− 1

10

)n
.

(b) Rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine je Xn = c. Partikularno rexeǌe neho-
mogene jednaqine potra�imo u obliku: pn = αn2 +βn. Zameǌivaǌem ovog izraza
u jednaqinu pn+1 = pn + 8n, zakǉuqujemo da je α = 4 i β = −4. To znaqi da je
rexeǌe oblika xn = c + 4n2 − 4n. Kako je x1 = 1, dobijamo da je c = 1, xto znaqi
da je xn = (2n− 1)2

(v) Postupamo kao u prethodnom zadatku. Rexeǌe homogene jednaqine je Xn = c, a
partikularno rexeǌe se tra�i u obliku pn = αn2 + βn. Kada to uvrstimo u
jednaqinu pn+1 = pn + 2n − 2, dobijamo da je α = 1 i β = −3. Opxte rexeǌe je
xn = c + n2 − 3n. Koeficijent c odre�ujemo iz uslova x0 = 2. Dobijamo c = 2, i
konaqno, xn = n2 − 3n + 2 = (n− 1)(n− 2).

(g) Rexeǌe homogene jednaqine je xn = c. Partikularno rexeǌe nehomogene jedna-
qine potra�imo u obliku pn = αan. Zameǌivaǌem u polaznu jednaqinu dobi-
jamo: αan+1 = αan + an, odnosno (αa − α − 1)an = 0. Izaberimo α tako da bude
αa − α − a = 0, odnosno α = a

a−1 . Rexeǌe polazne jednaqine je xn = c + an+1

a−1 .

Zamenom poqetnog uslova dobijamo 1 = c + a2

a−1 i c = a2−a+1
1−a . Rexeǌe jednaqine

je xn = a2−a+1−an+1

1−a .

2. Sn+1 = Sn + n+1
3n+1 . Rexeǌe homogene jednaqine Sn+1 = Sn je Sn = c, za neku realnu kon-

stantu c. Partikularno rexeǌe �emo potra�iti u obliku Pn = an+b
3n . Iz jednaqine

a(n+1)+b
3n+1 == 3an+3b+n+1

3n+1 izjednaqimo koeficijente uz n i slobodne qlanove i dobijamo
sistem jednaqina

a = 3a + 1
a + b = 3b + 1

iz koga odre�ujemo a = − 1
2 i b = − 3

4 . Odavde je Sn = c − 2n+3
4·3n . Iz uslova S1 = 1

3 ,
dobijamo da je c = 3

4 . Odavde sledi Sn = 3
4 −

2n+3
4·3n .
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