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L Uvod

Tri aspekta logi¢kog sistema

m Opisuje jezik kojim zapisujemo logi¢ka tvrdenja.

m Odgovara na pitanje 3ta je ispravno zapisano?

m Precizno definisana sintaksa je neophodna za formalnu manipulaciju termovima
i formulama kao objektima

m Opisuje znagenje termova i formula u konkretnim matemati¢kim strukturama
m Odgovara na pitanje 3ta je logi¢ki tacno?
m Semanti¢ki pojmovi: zadovoljivost, valjanost, logi¢ka posledica

m Bavi se konstrukcijom dokaza nekog tvrdjenja koji potvrduje njegovu ta&nost
m Odgovara na pitanje §ta je dokazivo u datom deduktivnom sistemu?
m Deduktivni pojmovi: teorema, deduktivna posledica
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L Uvod

Dedukcija

Semanti¢ke i deduktivhe metode

m U iskaznoj logici, univerzalna tadnost (tautologi€nost) nekog tvrdenja se moZe
utvrditi semanti¢kim metodama:
m utvrdi se da je formula ta¢na u svakoj valuaciji, ili

m utvrdi se da njena negacija nije ta¢na ni u jednoj valuaciji
m tablice istinitosti, DPLL, CDCL, ...

U logici prvog reda, tako nesto nije moguce, zbog beskona&nosti domena
m Alternativa: konstruisati konaan objekat koji predstavlja dokaz da je formula
valjana:

m dokaz se konstruie pomocu precizno zadatog skupa pravila (deduktivni sistem)
m teorema: dokazivo tvrdenje

m saglasnost: svaka teorema je valjana formula

B potpunost: svaka valjana formula je teorema

m saglasnost je obavezna, potpunost poZeljna

Dodatna pouzdanost: ispravnost dokaza se moZe nezavisno proveriti
Dokazivadi teorema: procedure za pretragu dokaza
Proveravati dokaza: procedure za proveru ispravnosti dokaza
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LPojam deduktivnog sistema

Dedukcija

Deduktivni sistem

m Pravila izvodenja oblika: Pl"(‘?"P" (P1,..., Py su premise, a Q je

zakljutak pravila)

m Aksiome: tvrdenja za koja pretpostavljamo da vaze uvek

m Pretpostavke: dodatna tvrdenja za koje pretpostavljamo da vaZe u
nekom kontekstu

m Dokaz: izvodenje iz aksioma i pretpostavki primenom pravila

m Dokaz je kona&na diskretna struktura (obi&no niz, stablo ili DAG)

m [ F F: F je deduktivna posledica skupa I', tj. F je dokaziva iz skupa
pretpostavki I (i aksioma)

m | F: F je teorema, tj. dokaziva bez dodatnih pretpostavki (samo iz
aksioma)

m Saglasnost: ako - F, onda E F

m Potpunost: ako F F, onda - F
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LF'«:)jam deduktivnog sistema

Deduktivni sistemi

Refutacioni sistemi

m Dokazuju nezadovoljivost formule F tako $to dokazuju F - L
m Sistem zasnovan na pravilu rezolucije

® primenjiv samo na formule u klauzalnoj formi
m metod rezolucije pronalazi dokaze u ovom sistemu

m Sistem zasnovan na pravilima tabloa
m metod tabloa konstruiSe dokaze u ovom sistemu

Opsti deduktivni sistemi

Dokazuju opsta tvrdenja oblika [ = F
Hilbertov sistem: minimalisti¢ki sistem
Prirodna dedukcija: razumljiv za ¢oveka

|
|
|
m Racun sekvenata: pogodan za automatizaciju
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Prirodna dedukcija

Prirodna dedukcija

m Deduktivni sistem koji je najblizi nadinu rezonovanja ¢oveka
prilikom dokazivanja matematickih tvrdenja

m U iskaznoj varijanti, postoje pravila uvodenja i pravila
eliminacije iskaznih veznika

m U sistemu prirodne dedukcije za logiku prvog reda dodatno
postoje i pravila za uvodenje i eliminaciju kvantifikatora

m U prirodnoj dedukciji razlikujemo klasi¢nu i intuicionisti¢ku
logiku
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Pravila prirodne dedukcije za iskazne veznike

Negacija
[A'
A _ A,
L“II
—A
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Pravila prirodne dedukcije za iskazne veznike

Implikacija

[A]'
A A=B
: A A25 f
: B
Af;B =1

Logicke konstante

1 _
aLE T !
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L Prirodna dedukcija

Dokaz

Dokaz u prirodnoj dedukciji je stablo u &ijim se évorovima nalaze
formule. U korenom &voru se nalazi formula koja se dokazuje, u
listovima se nalaze aksiome (tj. formule koje se mogu izvesti
pravilima bez premisa) ili pretpostavke (od kojih neke mogu biti
oslobodene primenom odredenih pravila), a svaki &vor v koji nije
list sadrzi formulu koja se dobija od formula u &vorovima koji su
deca ¢vora v, primenom nekog od pravila. Formula je teorema ako
za nju postoji dokaz bez neoslobodenih pretpostavki.

m PiSemo: Hi, ..., Hix F A ako postoji dokaz formule A sa
neoslobodjenim pretpostavkama Hy, ..., Hy

m PiSemo: - A ako postoji dokaz formule A bez neoslobodjenih
pretpostavki
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Prirodna dedukcija — primer

Primer

L £
[~(AVB)]. “AVB VE [~(AvB) AvB Y2
i /2 B L I3 E
—A B

~(AV B) = -AA-B
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Klasi¢na naspram intuicionisti¢ke logike

Klasi¢na pravila

[~AT*

—v =z ExcludedMiddle ;X‘ DoubleNegation

1L ..
A Contradiction®



Automatsko rezonovanje — bele$ke sa predavanja Deduktivni sistemi
L Prirodna dedukcija

Prirodna dedukcija — primer

Primer

AP [-B]*
[(-AV-B)? AV -B VL_l [(-AV-B)2 —AvV-B V?
= Contr3 -~ Contr*
A B
[~(AAB)* ANB
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—AvV -B Contr i
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L Prirodna dedukcija

Pravila za kvantifikatore

Univerzalni kvantifikator

Vx.A

Alx = y] ———— VE
s 4 A t
V! [x —1]
Egzistencijalni kvantifikator
[Alx = yII'
Alx — t] :
_ HI .
Ix.A Ix.A B

3E!
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Uvodenje univerzalnog kvantifikatora

Uvodenje univerzalnog kvantifikatora

Pravilo za uvodenje univerzalnog kvantifikatora glasi:

Alx = y]
Vx.A
uz dodatni uslov da se promenljiva y ne nalazi kao slobodna ni u Vx.A ni u bilo kojoj
neoslobodenoj pretpostavci u stablu dokaza formule A[x — y]. Intuitivno, ovo zna&i
sledece: ako formula A vaZi za neki element y o kome nemamo nikakvih pretpostavki
(tj. potpuno je proizvoljan), tada A vaZi za svaki element x. Specijalno, ako uzmemo da
je x =y, tada dobijamo oblik:

Wi

_A

Vx.A
uz uslov da se promenljiva x ne nalazi slobodna u neoslobodenim pretpostavkama u
dokazu formule A (tj. A vaZi za proizvoljan element x). Sledeéi primer ilustruje
neophodnost ovog dodatnog uslova.

W
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L Prirodna dedukcija

Primer

Setimo se formule p(x) = Vx.p(x). Ova formula nije valjana, pa ne bi
trebalo da bude ni dokaziva (ako Zelimo da nas deduktivni sistem bude
saglasan). Ipak, kada ne bismo imali dodatni uslov u pravilu za
uvodenje univerzalnog kvantifikatora, tada bismo mogli da iz
pretpostavke p(x) izvedemo Vx.p(x), a da zatim pravilom uvodenja
implikacije izvedemo formulu p(x) = Vx.p(x) (uz oslobadanje
pretpostavke p(x)), Sto bi znacilo da je p(x) = Vx.p(x) teorema
prirodne dedukcije.

Dodatni uslov u pravilu uvodenja univerzalnog kvantifikatora spre¢ava
kreiranje ovakvog dokaza, zato Sto zabranjuje izvodenje univerzalno
kvantifikovane formule ¥x.p(x) iz pretpostavke p(x) koja sadrZi
kvantifikovanu promenljivu x kao slobodnu.
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Eliminacija univerzalnog kvantifikatora

Pravilo za eliminaciju univerzalnog kvantifikatora glasi:

Vx.A

Alx— 1 E

Ovo pravilo je prili€no intuitivno: ako A vaZi za svako x, tada to x
moZemo zameniti bilo kojim termom t (tj. vaZi proizvoljna instanca
(po x) formule A). Ogranienje za primenu ovog pravila je da term
t ne sme sadrzati promenljive koje bi zamenom x sa t u A postale
vezane.
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Primer

Podimo od pretpostavke Vx.3y.p(x,y). Ako ne bi bilo ogranienja
u primeni pravila eliminacije univerzalnog kvantifikatora, tada
bismo mogli da njegovom primenom iz ove pretpostavke izvedemo
formulu 3y .p(y, y). Dalje bismo mogli primenom pravila uvodenja
implikacije da izvedemo formulu (Vx.3y.p(x,y)) = 3y.p(y,y) (uz
oslobadanje pretpostavke). Za ovu formulu smo ranije konstatovali
da nije valjana. Ovaj primer ilustruje neophodnost uvedenog
ograni¢enja prilikom primene pravila eliminacije univerzalnog
kvantifikatora.
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Uvodenje egzistencijalnog kvantifikatora

Pravilo za uvodenje egzistencijalnog kvantifikatora glasi:

Alx — t]
dx.A

Ovo pravilo je takode prili¢no intuitivno: ako vaZi neka instanca (po
x) formule A, tj. vazi A[x — t] za neko t, tada znati da postoji
neka vrednost promenljive x za koju je formula A ta¢na. Otuda,
vazi dx.A. Ogranicenje za primenu ovog pravila je da term t ne sme
sadrzati promenljive koje bi postale vezane zamenom x sa t u A.

31
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Primer

Podimo od pretpostavke Vy.p(y,y). Kada ne bi bilo dodatnog
uslova u primeni pravila za uvodenje egzistencijalnog
kvantifikatora, mogli bismo da njegovom primenom izvedemo

npr. formulu 3x.Yy.p(x,y). Sada bismo primenom pravila uvodenja
implikacije, uz eliminaciju pretpostavke, dobili formulu
(Yy.p(y,y)) = IxVy.p(x, y). Ova formula nije valjana (uzmimo
proizvoljnu strukturu sa bar dva elementa i interpretirajmo p(x, y)
kao ,,x je jednako y" ).
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Eliminacija egzistencijalnog

Pravilo eliminacije egzistencijalnog kvantifikatora glasi:

[Alx — yII*

Ix.A B
B

uz dodatni uslov da se promenljiva y ne pojavljuje kao slobodna ni u
formuli B, ni u formuli Ix.A, ni u neoslobodenim pretpostavkama u
dokazu formule B, osim moZda u samoj formulu A[x — y]. Intuitivno, ovo
znadi sledece: ako pretpostavimo da formula A vaZi za neki proizvoljan
element y (tj. za element za koji nema nikakvih dodatnih pretpostavki), i
ako iz te pretpostavke mozemo da dokaZemo formulu B, to znad&i da iz
dx.A moZemo da dokaZzemo B.

JE!
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Primer

Sledeci primer ilustruje neophodnost uvodenja dodatnih uslova u
pravilo eliminacije egzistencijalnog kvantifikatora: pretpostavimo da
imamo pretpostavku 3x.p(x). Kada ne bi bilo dodatnih uslova u
pravilu za eliminaciju egzistencijalnog kvantifikatora, tada bismo
mogli da (stavljanjem A= B = p(x) i y = x) ovim pravilom
izvedemo p(x). Dalje bismo mogli da, primenom pravila uvodenja
univerzalnog kvantifikatora, izvedemo formulu Vx.p(x) (jer jedina
neoslobodena pretpostavka u dokazu formule p(x), tj. formula
dx.p(x) ne sadrZi slobodna pojavljivanja promenljive x ). Dalje se
primenom pravila uvodenja implikacije oslobada pretpostavka
Ix.p(x) i izvodi se formula (3x.p(x)) = (Vx.p(x)), koja naravno
ne bi trebalo da bude dokaziva, jer nije valjana. Dodatni uslov u
pravilu eliminacije egzistencijalnog kvantifikatora spreava ovakva
izvodenja.
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Meta-tvrdenja o prirodnoj dedukciji

Teorema

Sistem prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku prvog reda je saglasan,
tj. u njemu je moguée dokazati samo valjane formule prvog reda.

Teorema

Sistem prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku prvog reda je potpun,
tj. u njemu je moguce dokazati svaku valjanu formulu prvog reda.

Teorema

U sistemu prirodne dedukcije za klasi¢nu logiku vazi A = F akko
A E F (¢ak i ako nisu sve formule iz A reCenice).
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DokaZimo da vazi b (Ix.Vy.p(x,y)) = (Vy.3x.p(x,y)). Dokaz se moZe predstaviti
sledecim stablom:

/ 1
[Vy.p(im{)] VE
T
Ix.p(x,y")
Bx¥yp(,y)]? Yy 3xplxy) oo
EM ’
Vy.3x.p(x, ) ~ 12

(3x.Vy.p(x,y)) = (Vy-Ix.p(x,y))

Intuitivno, dokaz tece na sledeli nalin: da bismo dokazali tvrdenje, treba da
dokaZemo da se formula Vy.3x.p(x,y) moZe dokazati iz Ix.Vy.p(x, y) (nakon toga
Je dovoljno primeniti pravilo uvodenja implikacije). Da bismo ovo dokazali, treba da
dokaZemo formulu Yy .3x.p(x, y) polazeéi od formule Vy.p(x',y) (tj. polazimo od
toga da Vy.p(x',y) vaZi za neko proizvoljno x' o kome nista drugo ne znamo). Zbog
univerzalnog kvantifikatora vaZi p(x', y') za to izabrano x' i za proizvoljno y’, odakle

vaZi Ix.p(x, y') za proizvoljno y'. Zbog proizvoljnosti y' sada vaZi Vy.3x.p(x, y),
Sto je i trebalo dokazati.
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Primer

DokazZimo slede¢u formulu: (—3x.p(x)) = (Yy.—p(y)). Dokaz se moZe
predstaviti slede¢im stablom:

@)
Ix.p(x) = [_'EIX-P(X)]2 _

E
I -/, 1
-p(2)
Vy.—p(y) [ 2

(=3x.p(x)) = (Yy.=p(y))

Intuitivno: potrebno je dokazati formulu Yy.—p(y) iz pretpostavke —3x.p(x).
Neka p(z) vaZi za neko proizvoljno z. Tada vaZi tvrdenje Ix.p(x), Sto je u
kontradikciji sa pretpostavkom —3x.p(x). Ovo zna&i da nije p(z), tj. da vaZi
—p(z). Kako je z proizvoljno, tj. za njega ne vaZe nikakve dodatne
pretpostavke, moZemo da zaklju¢imo da vaZi Vy.—p(y). Otuda sledi tvrdenje.
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Eksplicitni konteksti

Izvodenje dokaza u prirodnoj dedukciji

m Dokazi u prirodnoj dedukciji se obi¢no konstruiSu primenom pravila
unazad, polaze¢i od formule koju dokazujemo:
m drugim re¢ima: da bih dokazao zaklju€ak pravila Q, dovoljno je da
dokaZem sve njegove premise Py, ..., P
m Problem predstavljaju pravila koja oslobadaju pretpostavke:
m primenom ovakvih pravila unazad dodajemo novu pretpostavku u skup
pretpostavki koje moZemo koristiti u dokazivanju premisa
m sada je potrebno u svakoj grani dokaza pamtiti pretpostavke koje su
nam na raspolaganju
m Ovaj problem se reSava eksplicitnim navodenjem konteksta:
® u svakom &voru stabla sada nije formula, ve¢ kontekst oblika ' = A &ije
je intuitivno znaéenje: ,,dokazujem A pod pretpostavkama [
m u korenu stabla je tvrdenje I = A koje dokazujemo (I' moZe biti i
prazno)

m Neophodno je najpre i sama pravila formulisati na takav na&in
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Pravila sa kontekstima

LAl [FA  TF-A

Konjunkcija

r-A r-B
— 5 Al rFAAB rEFAAB
Fr'-AANB A AE1 =B ANE2

-E

Disjunkcija

A reB r-AvB T,AFC T,BFC
rrave V' Trave VP2 rEcC Vi3
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Pravila sa kontekstima

Implikacija

NAEB ; r=A r’HA=18B = F
r-A=B r-s

r=1

rra +E rFT
Pravila klasi¢ne logike

. - ——A r-AF_L
TEAVA ExclMiddle —E A DoubleNeg - Contr
ass

TLAFA
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Pravila sa kontekstima

Univerzalni kvantifikator

[FVx.A
r-A — XA
lxﬁllv, FFMx%t]VE
M Vx.A

Egzistencijalni kvantifikator

M= Alx — t] I 3x.A IAx—y]lFB

FFaxA - rFB IE
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Primer
AEA BEB
“(AVB)F ~(AvB) AFAVE '~ ~(AVB)l~(AVB) BFAVB
~(AVB)AFL - ~(AVB),BF L B
~(AVB)F-A ~(AV B)F-B

-(AVB)F-AA-B
F-=(AVB)=-AA-B

Napomena

Zbog kompaktnosti zapisa, mi smo na pojedinim mestima iz skupa pretpostavki
uklanjali pretpostavke koje nisu potrebne u nastavku te grane dokaza:

=1

m formalno, trebalo bi uvesti i strukturna pravila kojima se briSu nepotrebne
pretpostavke, zamenjuje redosled pretpostavki, uklanjaju duplikati iz skupa
pretpostavki i sl.
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Primer

Vy.p(x',y) F Vy.p(x', y)
Vy.p(x',y) - p(x',y')
Vy.p(x',y) F 3x.p(x,y’)
Ix.Vy.p(x,y) F IxVy.p(x,y) Vy.p(x', y) F Vy.3x.p(x,y) .
IxVy.p(x,y) F Vy.3x.p(x,y)
E (@x.Vy.p(x,y)) = (Vy.3x.p(x,y))

VE

E

=/
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