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Lambda racun

= Funkcije u matematici imaju imena.

Neka je f: R = R definisana sa:
f(x) =0, akojex=20
f(x) = x* sin(1/x%), akojex = 0

= Funkcije u programskim jezicima imaju imena.

int suc(int n)
{ return n + 1;

}



Lambda racun

» Lambda ra¢un moZemo da shvatimo kao ra¢un anonimnih (neimenovanih)
funkcija.

T t[r] A\z. t]z]

= Metod za predstavljanje funkcija;
= Skup pravila za sintaksnu transformaciju;

= |storijat lambda racuna:
= Alonzo Cer¢ (Alonzo Church), po¢etkom 1930-ih;
= 1932/1933. - prva verzija (deo logi¢kog sistema; pokazalo se da je protivre¢na);

= 1936. - lambda ra¢un kao model izra¢unavanja; 1941. - knjiga ,,The Calculi of Lambda-
Conversion™;



Zadaci

1. U lambda notaciji zapisati funkciju identiteta.

2. U lambda notaciji napisati funkciju koja vrac¢a dvostruku vrednost svog argumenta.



ReSenje zadataka 11 2

= Funkcija identiteta:

AX. X

= Dvostruka vrednost argumenta:

AX. * 2 X (ili Ax. + x x)

= Primena = zamena parametra argumentom:

(Ax.x)5 = 5

Ax.%2%)7 = %27 = 14

= Formalno pravilo (B-redukcija) sledi u delu ,,Izra¢unavanje vrednosti”



Prednosti upotrebe lambda racuna

* f(x) zapisujemo Kkao f x;

» fxyznaci (fx)y,tj. (f(x))(y) - primena je levo asocijativna;

" AX.Ay. t[x,y] skraceno pisSemo Ax y. t[x,y];

* AX. X y znaci Ax. (X y) - telo apstrakcije se proteze Sto dalje udesno;
ANy rz+y)l2=Ny.1+y)2=1+2

= Vezane promenljive: m u prvom, y u drugom i n u tre¢em izrazu; slobodne: n u
prvom, X i a u drugom izrazu;

- n+1) z o, int suc(int n)
Zm— /ﬁQngad.y_era:ﬁ { return n + 1;

¥



Primer: funkcija sa dva argumenta

(Axy.x+y)1l2

= ((AxAy.x+y) 1) 2 [skraCenica Ax y; primena je levo asocijativna]
- (Ay.1+y) 2 [x:=1]

-5 1+ 2 [y:=2]

—s 3 [ugradeno sabiranje]

= —,: primena funkcije na argument (detaljno kasnije)

= .. racunanje ugradene operacije (npr. sabiranja)

= U tri primera sa prethodnog slajda:

=> modm=1don: mjevezana, n slobodna

= [,* (2y + a) dy: y je vezana, x i a su slobodne

= int suc(int n) { return n + 1; }: n je vezana (parametar)



Prednosti upotrebe lambda racuna

= Promena imena vezane promenljive (alfa konverzija);

/é 2y +a dy = 2° + ax /o +adz=21" +ar
\x. x| \y. Ely|

/ 20 + a da # z° + ax
0

= |sta imena slobodnih i vezanih promenljivih; N
/ 2 +a dr = 2° + ax
0



Primer: preimenovanje vezane promenljive

AX. +xa =, Ay. + ya [Xx preimenovano uy;y se ne javlja u telu]
Ax. + xa #, Aa. + aa [ajeslobodna u telu - bila bi ,uhvacena”]
= Isto kao kod integrala: [o* 2y + a) dy = [,* (2z + a) dz,

= ali [,* (2a + a) da = 3x3/2 # x2 + ax

= Pravilo: novo ime ne sme da se javlja slobodno u telu apstrakcije



Lambda racun kao formalni sistem

= Lambda izrazi (termovi):
= Promenljive;
= Konstante;

= Aplikacije (primene) - primena funkcije s na argument t; s i t mogu biti proizvoljni lambda izrazi. Zapis: s t.
= Apstrakcija - lambda izraza s po promenljivoj X, u oznaci Ax. s.

» Induktivna definicija lambda izraza.
= Funkcije nad lambda izrazima se definisu rekurzivno.

= Sintaksa lambda izraza u BNF (Backus-Naurovoj formi):

Exp ::= Var | Const | Exp Exp | AVar. Exp



Primer: kako se ¢ita lambda izraz

= Konvencije zapisa:

fxy = (fx)y [primena je levo asocijativna]

AX. Xy = AX. (xy) [telo ide Sto dalje udesno]

AXy.M = Ax.Ay. M [skraclenica za viSe argumenata]

= Primeri:

AXy.xyz = AXAy.((xy) 2))

Ax.x)yz = (Ax.xX)y) z

= Ax. xy (apstrakcija) i (\x. x) y (primena) su razli¢iti izrazi



Zadaci

3. Dali su sleded¢iizrazi lambda izrazi ili ne? Obrazloziti odgovor.

a) 42

b) (+6)

c) lyx2y

d) \v.vxy

e) (Af.Aa.Ab. f a b)(Ax. (Ay.x))



ReSenje zadatka 3

= Svi su lambda izrazi (primenjeni lambda ra¢un, sa konstantama):
= a) 42 - konstanta

= b) (+ 6) - primena konstante + na konstantu 6

= ¢) \y. * 2y - apstrakcija; telo je primena (+ 2)y

= d) A\v. vxy - apstrakcija; telo je (v x) y; x i y su slobodne

= ¢) primena apstrakcije AfAa.Ab. f a b na apstrakciju Ax.(Ay. x)
= Vrednost izraza e) (B-redukcija se uvodi kasnije):

(AfAa.Ab. fa b) (AxAy. x)

—¢ AaAb. (AxAy. x) ab [f:= AxAy. x]

—5 AaAb. (Ay.a) b [x:=a]

—¢ AaAb.a [y:=b]



Slobodne 1 vezane promenljive

Pojavljivanje promenljive v u izrazu E je vezano ako se nalazi unutar nekog podizraza od E
oblika Av. E1.

Pojavljivanje koje nije vezano je slobodno (ista promenljiva moZe imati i slobodna i
vezana pojavljivanja).

Lambda radun se naziva cist ako ne uklju¢uje konstante.

Ako lambda rac¢un ukljuc¢uje konstante, onda se naziva primenjen.



Primer: slobodna i vezana pojavljivanja

(AX. X y) X

= X U telu Ax. Xy je vezano (za Ax)

= y je slobodno - nijedno Ay ga ne vezuje

= poslednje x (argument) je slobodno - ista promenljiva, drugo pojavljivanje
AXAY. XY Z

= pojavljivanja x i y su vezana, z je slobodno

AX.y 1 Ay.y

= u prvom je y slobodno, u drugom vezano



Slobodne 1 vezane promenljive

= Skup slobodnih promenljivih u izrazu s oznacavamo sa FV(s) i definiSemo rekurzivno na
sledeci nacCin:

V@) = o)
FV(e) = 0
FV(st) = FV(s)UFV(t)
FV(Ar.s) = FV(s)—{z}



Primer: racunanje FV

FV((Ax.xy) X)

= FV(Ax.xy) U FV(x) [pravilo za primenu]

= (FV(xy) — {x}) U {x} [pravilo za apstrakciju; FV(x) = {x}]
= ((FV(x) UFV(y)) — {x}) U {x} [pravilo za primenul]

= ({x,y} — {x}) U {x} [FV promenljive]

= yuix; = Xy}

= x € FV: poslednje pojavljivanje x je slobodno, iako je x u telu vezano



Slobodne 1 vezane promenljive

= Skup vezanih promenljivih u izrazu s oznacavamo sa BV(s) i definiSemo rekurzivno na
sledeci nacCin:

= =

)
)

BV(st) = BV(s)UBV(t)
) = BV(s)U{x}



Zadaci

4. Zalambda izraz
s=Axy. x)(A1x.z x)
odrediti FV(s) i BV (s).



ReSenje zadatka 4

s = (AXAY. X) (AX. Z X)

FV(s) = FV(Ax.Ay. x) U FV(AX. z X) [pravilo za primenu]

= (FV(Ay. x) — {x}) U (FV(z x) — {x}) [pravilo za apstrakciju]
= (({x} = {yh —{&xH Uz x} = {x})

= QU {z} = {z}

BV(s) = BV(Ax.Ay. x) U BV(Ax. z X) [pravilo za primenu]
(BV(Ay. x) U {x}) U (BV(z x) U {x}) [pravilo za apstrakciju]
(@uiyhuf{xhu((@Uod)u{x})

= {xy}



/Zamena

= Lambda apstrakcija i primena;
Ay xz+y)l2=ANy.1+y)2=1+2

= Sa s[t/x] oznaCavamo zamenu svih slobodnih pojavljivanja promenljive x u izrazu s
1Zzrazom t.

X[t/x] =t
y[t/x] =y, akojex #y
clt/x]=c

(s1s2)[t/x] =s1[t/x] s2[t/X]

(Ax. s)[t/x] = Ax. s

(Ay. s)[t/x] = Ay. (s[t/x]), akojex #yi (x € FV(s)iliy € FV(t))

(Ay. s)[t/x] = Az. (s[z/y][t/x]), inaCe; z je novo ime: z &€ FV(s) U FV(t)




Primeri zamene

(xy)[N/x] = Ny [x]jeslobodno - menja se]|

(Ax.xy)[N/x] = Ax.xy [Xje vezano - ne dira se€]

(Ay.xy)|z/x] = Ay.zy |[x#yiy & FV(z) - bez preimenovanja]

Ay xY[y/x] = Aw. (xw)[y/x] [y € FV(y): prvo Ay =, Aw]

= Aw.yw

= Bez preimenovanja: Ay. y y - slobodno y bi postalo vezano (hvatanje)
= Zasto je bitan uslov sa FV:

(Ay. x +y)|y/x] (,dodaj x argumentu”)

pogresno: Ay.y +y [y uhvaceno - sada ,dupliraj argument”]
ispravno: Az.y + z [prvo Ay =, Az, pa zamena x :=y]|



Izracunavanje vrednosti lambda izraza

d-pravila
= Primena ugradenih funkcija na konstante, npr. + 34 —; 7/.

B-redukcija (najvaznija: izraCunava vrednost funkcije Av. E1 za dati argument E2)

(AV.Eq) Eo—p5 Eq1[E3/V]
» (-redeks - izraz oblika: (7\V-E1) E2
" n-redukcija: Ax. E x =, E, ako x € FV(E) (za programiranje manje vazna).
* a-konverzija

= Preimenovanje vezanih promenljivih - potrebno da bi se izbeglo hvatanje promenljivih (primeri posle
zadataka 5 i 6).



Primeri: -redukcija i 0-pravila

(Ax. +x1)4

-5 +41 [redeks (Ax. +x 1) 4; x:= 4]

—s 5 [ugradeno sabiranje]|

» |zraz moze da sadrzi vise B-redeksa:

(Ax. x) ((Ay.y) z)

= Redeksi: ceo izraz i (\y. y) z

—5 (Ay.y) z [spoljasnji redeks; x:= (Ay. y) z]

-5 Z [y :=7]

= AX. X Yy nije redeks (nema argumenta); x y nije redeks (x nije apstrakcija)



Zadaci

5. lzradunati vrednost sledeéih lambda izraza:

(AV.V) C

(Avx (Vo) v) (ay)
(Av.c) (X V)
(Av.ve) (Ax.x a)

(Ax.plus x 1) ((Ay.timesyy) 3)



ReSenje zadatka 5 (a-d)

" 3)

(Av.v) ¢ =4 ¢ [v:=c]

= b)

(Av.x(ve)v) (ay) = x((ay)c) (ay) [v:=ay]
= C)

(Av.c) (xv) =5 ¢ [v:=xV;Vvsenejavljauteluc]
= d)

(Av.vc) (Ax.x a)

-5 (Ax.xa) ¢ [v:=Ax.x 3]

—g ca [x:=(]



ReSenje zadatka 5 (e)

(AX. plusx 1) ((Ay. times y y) 3)

—35 plus ((Ay. times y y) 3) 1 [spoljasnji redeks; x := (Ay. times y y) 3]
=g plus (times 33) 1 [y := 3]

—s plus9 1 [times 3 3 = 9]

-5 10 [plus 91 =10]

= Drugi redosled, isti rezultat:

—5 (Ax. plus x 1) (times 3 3) [prvo argument; y := 3]

—s (Ax. plusx1)9

=g plus91 [x:=9]

-5 10



Zadaci

6. lzradunati vrednost lambda izraza:

(MAxf4x) (A\v.Ax. + xy) 3



ReSenje zadatka 6

(MfAx. f4 x) (AyAX. +Xy) 3

= ((MAx.f4x) (Ay.Ax. + xy)) 3 [primena je levo asocijativna]
=g (AX. (AyAx. +xy) 4%) 3 [f:= AyAx. + xy - zatvoren izraz]
-5 (AyAx. +xy) 4 3 [x:= 3; unutrasnje Ax ima svoje x|

—p (Ax. +x4) 3 |y:=4]

-5 +34 [x:=3]

—s 7/



Primer: a-konverzija pre -redukcije

(AX.Ay. X) y

pogresSno: Ay.y [x:=y bez preimenovanja - slobodno y je uhvaceno]
= |spravno: prvo preimenujemo vezano y (a), pa tek onda B:
AxAy.x)y =, (AxXAZ.X)y [Ay. x = Az X]

-5 Az.y [x:=Y]

= Rezultat: konstantna funkcija koja uvek vraé¢a (slobodno) y



Primer sa preimenovanjem: AX.((Ay.AX. + X y) X)

Ax. ((AyAX. + X ¥) X)

= Redeks: (\yAX. + X y) X

= y 1= X U AX. + X y: unutrasnje Ax bi uhvatilo slobodno x!

=, AX. ((AyAz. + zy) X) [unutrasnje AX preimenovano u AZ]

-5 XAz +zX [y:=x]

= Bez a: AXAX. + x X — pogresno (drugi sabirak postaje unutrasnje x)

= a-ekvivalentni izrazi: razlikuju se samo po imenima vezanih promenljivih
= a-ekvivalentne izraze smatramo jednakim



Primeri: n-redukcija

Ax. fx = f [x&FV(D]

.+ 1x - +1 [x€FV(+1)]

= |ste funkcije = na primer na argumentu 5:
M. +1x)5 = +15 [x:=5]

—5 6

(+1)5 =+15 -5 6

= AX. X X nije n-redeks: x je slobodno u x

= AX. + X 1 nije n-redeks: telo nije oblika E x



Jednakost lambda izraza

* Dvalambda izraza su jednaka (s = t) ako se jedan moze dobiti iz drugog konacnim nizom
a-, B- i n-koraka, u bilo kom smeru i na bilo kom podizrazu.

Akos—>at,s—>Btilis—>nt, ondas=t
t=t

Akos=t,ondat=s
Akos=tit=u,ondas=u
Akos=t,ondasu=tu, us=uti AXx.s=Axt




Primeri: jednakost i redukcija

Ax.x)y =, Ay.y)y [ x=Ay.y;y € FV(x)]
Ax.X)y =g ¥y [x:=Y]
Ay.y)y =2p ¥ ly:=y
= Redukcija s — t:isto kao jednakost, ali samo u smeru izraéunavanja
(Ax.x) a =4 a [zato (Ax.x) a=3a,aia = (Ax.X) a]

= ali NEvaZia —» (\x. x) a

= (\x. x) a =(\y. a) b: oba se redukuju u a, pa su jednaki




Normalne forme

= Definicija:

Za izraz E kaZzemo da je u normalnoj formi ako ne moZe dalje da se redukuje, tj. ako viSe ne
sadrzi nijedan redeks.

= Definicija:

[zraz E ima normalnu formu ako postoji konacan niz redukcija

E—->E1—->E2—-..->En

takav da je En u normalnoj formi; piSemo E =+ En.



Primeri: normalna forma

= AX. X — veé je u normalnoj formi (nema redeksa)

(Ax.X) y =4 ¥ [x:=y;yje unormalnoj formi]

(Ax. X X) (Ax. xX) =5 (AX.xX) (AX. XX) [X:=AX. X X]

= ... i tako zauvek: ovaj izraz (Q) nema normalnu formu

(Ax.y) Q =4 y [x:=(); x se ne javlja u telu]

= ima normalnu formu y, ali do nje ne vodi svaki redosled (sledeé¢i slajdovi)



Polozaj redeksa

= Spoljasnji redeks: nije sadrzan ni u jednom drugom redeksu
= Unutrasnji redeks: ne sadrzi nijedan drugi redeks

= Najlevlji: redeks ¢ije je A najvise levo u zapisu

= Primer:

(Ax. (Ay. y) x) ((Az.z) a)

= R1 = ceo izraz - spoljasnji

= R2 = (Ay. y) x - unutrasnji, najlevlji medu unutrasnjim

= R3 = (A\z. 2) a - unutrasnji

= Normalni redosled bira R1, aplikativni bira R2



Strategije redukcije

= Teorijska razmatranja i funkcionalno programiranje?

= |zbor narednog redeksa na dva najéesc¢a nacina:

mora da se zavrsi.

(Az.y) (Ae.xxz2) (Ar.x x x))
— (A y) (Ae.xxx)(Ae.xxz) (A\e.z o))
— (A y) (Ar.xxzz) (Ae.zzx) (Ae.zxx) (A\r.xxx))

B —

= Najlevlji-najspoljasnji redeks (normalni redosled; srodno: prenos po imenu, lenjo izraéunavanje u
Haskell-u) - sigurno pronalazi normalnu formu ako ona postoji.

Az.y) (AMr.zxx) (Ae.xxx) — vy



Primer sa prethodnog slajda, korak po korak

= Neka je W= AX. X XX

= Aplikativni redosled:

(Ax.y) (WW)

-5 (Ax.y) (WW W) [unutrasnji redeks WW; x:= W]

-5 (Ax.y) (WW W W) [ponovo najlevlji unutrasnji W W]
=g ... [izraz raste - nikad se ne zavrsava]

= Normalni redosled:

(Ax.y) (WW)

—g ¥ [spoljasnji redeks; x := W W; x se ne javlja u telu]



Primer: dva redosleda, ista normalna forma

(Ax. (Ay. y) x) ((Az.z) a)

= Normalni:

=g (Ay.y) ((Az.z) @) [R1; x:= (Az.z) a]

-5 (Az.z) a [y:= (Az.z) a]

—g a [z:=a]

= Aplikativni:

-5 (Ax.X) ((Az.z) a) [R2Z;y :=x]

-5 (Ax.x) a [R3; z:=a]

—g a [x:=a]

= Ako se do normalne forme stigne, ona je ista bez obzira na redosled



Primer: isti rezultat, razliCit broj koraka

Ax. +xx) (+12)

= Normalni:

>3 +(+12) (+12) [x:=+12]

—-s +3(+12)

—s +33

—s 6 [4 koraka; + 1 2 racunato dva puta]

= Aplikativni:

-5 (Ax. + xx) 3 [prvo argument]

-5 +33 [x:=3]

—s 6 [3 koraka]

= | enjo izraéunavanje (Haskell) = normalni redosled + deljenje:
= svaki argument se ra¢una najvise jednom



Zadaci

/. lzracunati vrednost lambda izraza
(Ax.+ x x)((Ay.xy y)(+55))

a) normalnim redosledom redukcije;

b) aplikativnim redosledom redukcije.

8. lzra¢unati vrednost lambda izraza
(29- g+ (g * (g +5)NQAf Ax.f x x)

a) normalnim redosledom redukcije;

b) aplikativnim redosledom redukcije.



ReSenje zadatka 7a — normalni redosled

(Ax. +xx) ((Ay. *yy) (+55))

=g + (A *yy) (+55)) (Ay. *yy) (+55)) [x:=Ay. *yy) (+55)]
g + (*x(+55)(+55)) ((Ay. *yy) (+55)) [prviargument; y:=+ 5 5]
=5 + (*10 (+55)) ((Ay. *yy) (+55))

—s +(*1010) ((Ay.*yy) (+55))
—s + 100 ((Ay. *yy) (+55))

-5 +100 (x (+55) (+55)) [y:=+55]

—s +100 (x 10 (+55))

—s + 100 (* 10 10)

-5 + 100 100

—s 200 [10 koraka; + 5 5 racunato Cetiri puta]



Resenje zadatka 7b — aplikativni redosled

(Ax. +xx) ((Ay. *yy) (+55))

-5 (AX. +xX%) (*1010) [y:=10]

-5 (Ax. +xx) 100

—g + 100 100 [x:=100]

—s 200 [5 koraka]

= |sti rezultat kao normalnim redosledom, ali u 5 umesto 10 koraka



Zadatak 8 — priprema

(Ag.g+ (g*(g+5))) (AMfAx. fxx)
= Ovde su + i * argumenti funkcije g: g+ 5 znagi (g+)5

= Neka je D = AMAx. fxx (,primeni f na dupliran argument”)
Dha

-5 (Ax.hxx)a [f:=h]

—g haa [x:=a]

» Dakle: D+5—g*+55 i Dxa—g**aa



ReSenje zadatka 8a — normalni redosled (1/2)

(Ag.g+(g*(g+5))D

-3 D+ (D*(D+5)) [g:=D]
- (AX. +x%x) (D*(D+5)) [redeks D +; f:= +]

=3 +(D*(D+5))(D*x(D+5)) [x:=D*(D+5)]

—g + ((Ax. xxx) (D+5)) (D * (D +5)) [redeks D ; f:= x]

- +(*(D+5)(D+5)) (D*(D+5)) [x:=D+5]

-5 + (* (Ax. +xx) 5) (D+5)) (D * (D + 5)) [redeks D +; f:= +]
=g +(*(+55) (D +5)) (D*(D+5)) [x:=5
- +(*10(D+5) (D*(D+5)) [+55=10
—g + (* 10 ((Ax. +xx) 5)) (D * (D + 5)) [redeks D +; f:= +]
=g + (10 (+55)) (D* (D +5)) [x:=5]
—-s +(x1010) (D*(D+5)) [+55=10




ReSenje zadatka 8a — normalni redosled (2/2)

+ (*1010) (D (D +5))

—-s +100(D*(D+5)) [*1010=100]

=5 + 100 ((Ax. *xx) (D +5)) [redeks D *; f:= x]

-5 +100 (x (D+5) (D+5)) [x:=D+ 5]

—g + 100 (* ((Ax. + xx) 5) (D +5)) [redeks D +; f:= +]
-5 +100 (* (+55) (D+5)) [x:=5]

-5 + 100 (x 10 (D +5))

—g + 100 (* 10 ((Ax. + xx) 5)) [redeks D +; f:= +]

-5 +100 (10 (+55)) [x:=5]

-5 + 100 (x 10 10)

-5 + 100 100

—s 200 [ukupno 22 koraka; isti posao je uraden dva puta]



Resenje zadatka 8b — aplikativni redosled

(Ag.g +(g*(g+>5))D

-3 D+ (D * (D +5)) [jediniredeks; g:= D]

-5 (Ax. +xx) (D * (D +5)) [najlevlji unutrasnji: D +; f:= +]
=5 (X +xX) (Ax. *xX) (D +5)) [D *; f:= *]

=g (Ax. +xx) (AX. * X X) (AX. +x%) 5)) [D +; f:= +]
=g (AX. +xX) ((Ax. *xX) (+55)) [x:= 5]

—s (Ax. + xx) (Ax. * xx) 10)

—g (Ax. +xx) (x1010) [x:=10]

-5 (Ax. +xx) 100

—g + 100 100 [x:=100]

—s 200 [10 koraka (normalnim: 22)]



De Bruijnovi indeksi

= |deja: izrazi koji se razlikuju samo po imenima vezanih promenljivih treba da imaju
IStl zapis;

* Imena vezanih promenljivih se uklanjaju: svako pojavljivanje zamenjuje se brojem A-ova
izmedu njega i A koje ga vezuje (brojimo od 0).

* Primeri:
Standard de Bruijn
Ax.x A0
Az.z A0
Ax.Ay.x AAd
Ax.Ay.AsAzxs(ysz) | AAAA3L(210)
(Ax.x x) (Ax.x x) (A.00)(A.00)
(Ax.Ax.x) (Ay.y) (A.A.0) (A.0)




Primer: kako se racuna indeks

AXAYASAZ. XS (Y SZ)

= X: izmedu njega i AX SUAY,AS, Az — 3
»s:izmedujeAz — 1; y:Aas,hz — 2, z — O
= AAAA31(210)

= a-ekvivalentni izrazi imaju isti zapis:

AXAy.xy i AaAb.ab = obasu AA 10



Zadaci

9. Zapisati funkciju An. + n 1 u de Bruijnovom zapisu.

10. Zapisati slede¢i lambda izraz u de Bruijnovom zapisu.

AXAVALL (AX.X) (+ X V)
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= 0,

An.+nl = A+ 01 [njevezano najbliZim A: indeks 0]

= PaZnja: 1 je ovde konstanta (broj jedan), a ne indeks

= (Cercov sledbenik A\nAfAx. nf(fx) = AAA 21(10))
= 10.

AXAYAL f (AX. X) (+ X y)

= f — 0 (vezano najbliZzim Af)

= unutrasnje Ax. x — A. 0 (vezano svojim Ax)

= x U (+xy)izmedusudyiAf— 2; y:izmedujef — 1
= AMAL0A0) (+21)



LAMBDA RACUN KAO PROGRAMSKI
JEZIK




Predstavljanje podataka u lambda racunu

= Notacija:

1>

S S =gef S’
jednaki po definiciji;

" Uslovniizraz;  ifE then E1 else E2 zapisujemo i kao COND E E1 E2

= Promenljive sa leve strane definicije apstrahujemo: fst p £ p true znadifst 2 Ap. p
true.

fst p = p true fst = Ap. p true



Logicke vrednosti i operatori

= Logic¢ke vrednosti:

true AT Y. T

e e

AT Y. Y
= Uslovni izraz (drugi zapis: COND E E1 E2):

false

if £ then E, else B, 2 E F, F,



Logicke vrednosti i operatori

if true then F; else Es

if false then E; else Es

true £, Es
(A y.x) By Es
Fy

false £y Es
(A\z y.y) By Ey
Ly



Isto, korak po korak

if true then E1 else E2

= true E1 E2 [def. if-then-else]

= (AxAy. x) E1 E2 [def. true]

-5 (Ay. E1) E2 [x:=E1 (ako je y € FV(E1), prvo Ay =, Az)]
—g E1 [y := E2; y nije slobodno u E1]

if false then E1 else E2

= false E1 E2 [def. if-then-else]

= (AxAy.y) E1 E2 [def. false]

-5 (Ay.y) E2 [x:=EL; x se ne javlja u telu, E1 se odbacuje]
—g E2 [y := E2Z]



Logicke vrednosti i operatori

Ao
not p = 1if p then false else true
AN
pand g = 1if p then g else false
A
por g = 1if p then true else g



not, and, or kao lambda izrazi

notp £ if p then false else true = p false true [def. if]

= not £ Ap. p false true

p and q £ if p then qelse false = p q false [def. if]

= and £ Ap.Aq. p q false

porq £ if pthentrueelse q = ptrue q [def. if]

= or £ Ap.Aq. p true q

= Sa ovim izrazima reSavamo zadatke 11-13 (slede¢i slajdovi)



Zadaci

11.

12.

13.

Izracunati:
a) nottrue
b) notfalse

|lzraéunati:

a) and true true
b) and false true

|lzraéunati:

a) ortruetrue
b) or false true
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not true = (Ap. p false true) true [def. not]
—4 true false true [p := true]

= (Ax.Ay. x) false true [def. true]

-5 (Ay. false) true [x:= false]

—g false [y := true]

not false = (Ap. p false true) false [def. not]
—; false false true [p := false]

= (Ax.Ay. y) false true [def. false]

=5 (Ay.y) true [x:= false; x se ne javlja u telu]
-3 true [y := true]
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and true true = (Ap.Aq. p q false) true true [def. and]
—3 (Ag. true q false) true [p:= true]

-3 true true false [q:=true]

= (AX.Ay. x) true false [def. true]

—5 (Ay. true) false [x:= true]

—g true [y := false]

and false true = (Ap.Aq. p q false) false true [def. and]
—3 (Ag. false q false) true [p := false]

-, false true false [q := true]

= (AX.Ay. y) true false [def. false]

-5 (Ay.y) false [x:=true]

-, false [y := false]
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or true true = (Ap.Aq. p true q) true true [def. or]
—3 (Ag. true true q) true [p := true]

-3 true true true [q:= true]

= (AX.Ay. X) true true [def. true]

-5 (Ay. true) true [x:= true]

-3 true [y := true]

or false true = (Ap.Aq. p true q) false true [def. or]
-3 (Ag. false true q) true [p := false]

-, false true true [q := true]

= (AX.Ay.y) true true [def. false]

-5 (Ay.y) true [x:=true]

-3 true [y := true]



Parovi 1 torke

= Uredeni par

(Ey, Ey) £ Nf. f By By

= Prvi, drugi element para:

fst p p true

> 1>

snd p p false

= Pokazati da je definicija ispravna: fst (E1, E2) =E1 i snd (E1, E2) = E2 (dokaz na
sledec¢a dva slajda).



Dokaz (1/2): fst (E1, E2) = E1

fst (E1, E2)

= (Ap.ptrue) (Af. fE1 E2) [def. fst (fst £ Ap. p true) i def. para]

-5 (AL fE1E2) true [p:=Af.fE1 E2]

—g true E1 E2 [f:= true]

= (Ax.Ay. x) E1 E2 [def. true]

-5 (Ay. E1) E2 [x:=E1 (ako jey € FV(E1), prvo Ay =, Az)]

—g E1 [y:= E2; y nije slobodno u E1]

= Pretpostavka: f nije slobodno u E1 i E2 (inage bi ga par ,,uhvatio”)



Dokaz (2/2): snd (E1, E2) = E2

snd (E1, E2)

= (Ap.p false) (Af.fE1 E2) [def. snd (snd £ Ap. p false) i def. para]
-5 (AL fE1E2) false [p:=Af fE1 E2]

-4 false E1 E2 [f:= false]

= (AxAy.y) E1 E2 [def. false]

-5 (Ay.y) E2 [x:=EL; x se ne javlja u telu, E1 se odbacuje]

-5 E2 [y := E2Z]



Parovi 1 torke

= n-torka

(E1,E2, .., En) 2

» Uredena ¢etvorka

(p:l q.T, S)

(E1, (E2, .., En))

(p, (g, (r,5)))

AT p (g, (r

VN ACYE ft?( s))

Ao fa(Affrs))
(

AN Tp(Ag.gq(Ah.hors))



Cetvorka, korak po korak

(p, g, 1, 5)

= (p,(q, (1,5))) [def. n-torke]

M. fp (q, (,s)) |def. para za spoljasnji par]
M. fp (Af.fq(r,s)) [def. para (q, (1, s))]

M. fp (Af.fq (M. frs)) [def. para (1, s)]

=, AL.fp (Ag.gq (Ah. hrs)) [dva unutrasnja f preimenovana u g i h]
= Preimenovanje nije neophodno - samo olakSava ¢itanje



Primer: trec¢i element cetvorke

t=(P ar5s)=( (q (5s)))
fst (snd (snd t))

= fst (snd (q, (;s))) [snd (E1, E2) = E2; E1 := p]
= fst (r,s) [snd (E1, E2) = E2; E1:=q]

= r [fst (E1, E2) = E1]

= svaki snd odbacuje prvi element, fst uzima prvi



Prirodni brojevi (Cercovi brojevi)

Nula, sledbenik nule, sledbenik sledbenika nule...

0 £ AMfAx. X

12 AfAx. fx A
n=ANx f"x

2 2 Mx. f (Fx)

3 2 AMAx. f (f (fX))

" 6£7

Zasto ovakav nacin definisanja brojeva?



Odgovor: 6 i ideja Cercovih brojeva

6 2 MAxf(f(f(F(f(fX)))) (= AfAx f6x)

= Broj n zna¢i ,,primeni fnputa”> nfx =1 x =f (.. (fx)..)
= Primer: broj 2 primenjen na ,,dodaj 1" i na O:
2(Ay.+y1)0

= (MfAx f(fx)) Ay. +y 1) 0 [def. 2]

- (X (Ay. +y1) (Ay. +y1)x)) 0 [f:=Ay. +y 1]

- Ay +y 1) (QAy. +y 1) 0) [x:= 0]

- +((Ay.+y10)1 [y:=Qy.+y1) 0]

=g +(+01) 1 [y:=0]

s +11

—s 2

= Zato se sabiranje, mnozenje i ISZERO lako definisu



Funkcija sledbenik

* Funkcija sledbenik

SUCE N fanf(fa)

* Odredimo sledbenik broja n

SUCn = (Mmfxnf(fz)Afz "2
= Moo (Mo fra)f (f o)
= AN x.(Ax. f"x)(f x)
= Mo (f )
= Nz "o
= n-+1



SUC n, korak po korak

SUCn

= (An.AMfAx. n f (fx)) (AMfAx. f" x) [def. SUC i broja n]

—g AMAx. (AfAx. 7 %) £ (fx) [n:= AfAx. " x (zatvoren izraz)]
-5 AMAx. (Ax. {7 x) (fx) [unutrasnje f:= f]

—g MAX " (%) [x:=fX]

= MAx. ™! x [f" (fx) = f primenjeno n + 1 puta]

= n+ 1 [def. brojan + 1]



Zadaci

14. Izra¢unati sledbenik broja 0 (SUC 0).
15. Izra¢unati sledbenik broja 1 (SUC 1).
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SUCO = (An.AfAx. n f(fx)) (AfAx. x) [def. SUCi 0]

—g MAx. (AMfAx. %) f (fX) [n:=AfAx. X]

-5 AMfAX. (AX. x) (fx) [unutrasnje f:={; f se ne javlja u telu]

—p MAx. fx = 1 [x:=1X]

SUC1 = (AnAfAx n f(fx)) (AfAx. fx) [def. SUCi 1]

—g AMfAx. (AfAx. £x) f (Fx) [n:=AfAx. fx]

-5 MAx. (Ax. fx) (fx) [unutrasnje f:= f]

—g MAx. f(fX) = 2 [x:=fx]

= |sta imena f, x u SUC i u broju ne smetaju - to su razli¢ite promenljive



Funkcija koja proverava da li je broj jednak nuli

[SZERO n & n (Ax. false) true

ISZERO 0 = (Af x. x)(Ax. false) true = true

I[SZERO (n+1) = (Af x. f™a)(Ax. false)true
— (\w. false)" ™ true
(Az. false)((Ax. false)™ true)

false



ISZERO 01 ISZERO 1, korak po korak

ISZERO £ An. n (Ay. false) true (Ax. false = Ay. false)
ISZERO 0 = (An.n (Ay. false) true) (Af.Ax. x) [def. ISZERO i O]
-5 (ALAX. x) (Ay. false) true [n := AfAx. X]

-5 (Ax. X) true [f:= Ay. false; f se ne javlja u telu]

-3 true [x:=truej

ISZERO 1 = (An.n (Ay. false) true) (Af.Ax. fx) [def. ISZERO i 1]
-5 (MfAx. £ x) (Ay. false) true [n:= Af.Ax. fx]

-5 (Ax. (Ay. false) x) true [f:= Ay. false]

- (Ay. false) true [x:=true]

-4 false [y :=true; y se ne javlja u telu]



Sabiranje, mnozenje

m—+n

=Tl

m-+n =

AMzxz.mf(nfzx)
AMfz.m(nf)zx

> 1

Afz.m f(n f o)
Afx.(Afax. f"x) f(nfx)
Afx. (A, f™ ) (n fx)

A ™ ((/\fT fmz) f o)
A @ ™ (A o) )

A @ f7 (" )

Az, [T



m + n, korak po korak

m + n

= MAx. mf (nfx) [def. +]

= MAx. (MAx. 7 x) f (n fx) [def. broja m]

—g AMAx. (Ax. 7 X) (n fx) [unutrasnje f:= f]

—g MAx " (nfx) [x:=nfx]

= MAx. " ((MfAx. {7 xX) fxX) [def. broja n]

—g AMAx 7 (A% 7 x) x) [f:=f]

—g MAX 7 (" x) = MAx 7 x [x:=X]

= Ovde + i * nisu ugradene konstante, ve¢ lambda izrazi:
PLUS £ AmAnAfAX. mf(nfx) MULT £ Am.AnAfAX. m (nf) x



Zadaci

16. Izra¢unati zbir brojeva 2 i 3 u lambda notaciji.
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2+ 3

= MAx.2f(3fx) [def. +; m:=2,n:= 3]

= MAx. (MfAx. f (fx)) f (3 fx) [def. 2]

-5 MAx. (Ax. f (fx)) (3 fx) [unutrasnje f:= f]
—g MAx. f(f(3fx)) [x:=3fx]

= MAx. f(f (MfAx. £ (f (fx))) fx)) [def. 3]

—g MAx £ (F((Ax. £ (f(fx))) X)) [f:=1]

—g MAx £ (F(f(f(fx)))) [x:=X]

=5



Sabiranje, mnozenje

AMzxz.mf(nfzx)
AMfz.m(nf)zx

m—+n

> 1

=Tl

mxn = ANfx.m(nf)x
= ANz (ANfzx. f"x)(nf)z

= A z. (\z. (nf T) T

= AN x. (nf)

= Az kai‘f”’)fj
= A x. ((A\z. f” T

= Afa ()"

— Moz f™y



m * n, korak po korak

m * n

= MAx.m (nf) x [def. ]

= MAx. (MAx. " x) (nf) x [def. broja m]

—g MAx. (Ax. (n )™ x) x [f:=n{]

—g MAx. (n )™ x [x:=X]

= MAx. ((MfAx. £ x) )™ x [def. broja n]

—g* MAx. (Ax. " x)™ x [f:={, u svakoj od m kopija]

—g* AMfAx "7 x [m puta: svaka primena dodaje n primena f]
= m * n (broj)



Zadaci

17. Izraéunati proizvod brojeva 4 i 3 u lambda notaciji.
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4 * 3

= AMAx. 4 (3 ) x [def. ]

= MAx. (MfAx. £ (F (F (£%)))) (3 ) x [def. 4]

=g MAx. (. 3 F BB F(3FX)))) x [f:=3 ]

=g MAX.3F(3F(3F(3FX))) [x:=x]

= 3f=(MgMy. g(g(gy) f—g Ay. f(f(fy)=F
= (u broju 3 su f, x preimenovani u g, y; f3 y znadi f (f (f y)))
-5 MAX.F (3f(3f(3fx))) [prvo3 f g:=f]

—g MAx. F (F (3f(3fx))) [drugo 3 f]

-5 MAx. F (F (F (3fx))) [trece 3 {]

—g MAX F (F (F (Fx))) [Cetvrto 3 ]
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MAx. F (F (F (Fx))) F=MAy.fPy

-5 MAX F (F (F (f3 x))) [najunutrasnjije F x: y := x]
—g MAXF (F (f°x)) [y:=fx]

—g MAX F (f7x) [y :=f°x]

—g MAx. 2 x [y:=f"x]

= 12 [def. broja 12]



Stepenovanje

= a° =ba (a, b su Cercovi brojevi: broj b se primenjuje na broj a)

= Primer: 32 = 2 3 (sleded¢i slajd).



Primer: 32 =23

23

— (MAx. f(FX)) 3 [def. 2]

g Ax. 3 (3%) [f:=3]

= AX. 3 ((AgAy.g (g (gy))) x) [def. 3, a-preimenovano]
=g .3 Ay.xy) [gi=xx>y =x (X (xy))]

= Ax. (AgAz. g (g (g2))) (Ay. x> y) [def. 3, a-preimenovano]
—g AxAz. Ay. X’ y) (Ay-x°y) (Ay- x* y) 2)) [g:=Ay. X ]
—g AxAz. Ay. X°y) (Ay- X’ y) (x* 2)) [y :=1z]

—g AxAz. (Ay. x*y) (x°2z) [y:=x°7]

—g AXAZ. Xz [y :=x°7]

=, AMAx. fx = 9 [x preimenovano u f, z u x]



KOMBINATORI




Kombinatori

= Kombinator je lambda izraz bez slobodnih promenljivih (zatvoren izraz) - samostalan
program’;

= Zasto su vazni: S i K su dovoljni da se izrazi svaki lambda izraz, pa se vezane
promenljive i A mogu eliminisati (Senfinkel 1924, Kari);

= Na tome se zasnivaju neke tehnike prevodenja funkcionalnih jezika (Terner: prevodenje u S, K, 1);
kombinator Y daje rekurziju bez imena (deo o rekurziji);

I = Ar.x
K = lruy.x
S = Mgw(fo)(ga)

I - funkcija identiteta;
K - K x je konstantna funkcija koja
uvek vraca x;

S - prosleduje isti argument dvema

funkcijama: Sfgx = (fx) (g x);

?‘.K.y *— Ovo nije kombinator jer je y slobodna
promenljiva.



Primeri: I, K 1 S na argumentima

[a = (A&x.x)a =4 a [x:=4]

Kab = (AxAy.x) ab [def. K]

—g (Ayv.a) b [x:=a]

—g a [y:=Db; y senejavlja u telu]

Spga = (MfAgAx. (fx) (gx)) pqa [def. S]

- (AgAx. (px) (8x)) qa [f:=p]

- (Ax. (px) (9x))a [g:=(q]

- (pa) (qa) [x:=a]

= K odbacuje drugi argument; S prosleduje a i funkciji p i funkciji g



Primer: S K K a —:a

SKKa

= (MfAgAx. (fx) (gx)) KKa [def. S]

-5 (AgAx. (Kx) (gx)) Ka [f:=K]

-5 (Ax. (Kx) (Kx))a [g:=K]

-5 (Ka) (Ka) [x:=a]

= (AxAy.x) a (Ka) [def. K (prvo K)]

-5 (Ay.a) (Ka) [x:=a]

—g a [y:=Ka; yse nejavlja u telu]

= Za svaki argumentavaziSKKa=a=1Ia



Primer: S K K — I (bez argumenta)

SKK

= (MfAgAx. (fx) (gx)) KK [def. S]

-5 (AgAx. (Kx) (gx)) K [f:=K]

-5 Ax. (Kx) (Kx) [g:=K]

= AX. ((AxAy. x) x) (Kx) [def. K (prvo K)]
=5 Ax. (Ay. x) (Kx) [x:=x]

-5 Ax.x = I [y:=Kx;yse nejavlja u telu]



Primer: kombinator B kao lambda izraz

= B je kompozicija funkcija: B f g x = f (g x)
B £ AMfAgAx. f (g x)

Bpqga

= (MfAgAx.f(gx)) pqa [def. B]

- (AgAx.p (gx)) qa [f:=p]

- (Ax.p(qx))a [g:=(q]

- p(qa) [x:=a]

= Primer:;

B(+1)(x2)5

—g* (+1)((x2)5) = +1(x25) [kaogore:p:=+1,q:=+*2,a:=5]
—s +110

-5 11



LAMBDA RACUN KAO PROGRAMSKI
JEZIK

REKURZIVNE FUNKCIJE




Rekurzivne funkcije

Definicija rekurzivne funkcije;

Predstavljanje rekurzivnih funkcija u lambda ra¢unu?

Rekurzivna definicija funkcije sum (koja sabira brojeve od 0 do n);

sumn =ifn=0then 0 elsen + sum (n — 1)

Funkcija sum kao lambda apstrakcija sa dodatnim parametrom;

SUM £ As.An. if (eqn 0) 0 (+n (s (— n 1)))



Zasto ,dodatni parametar” s?

= Llambda izraz nema ime, pa ne moze da pozove sam sebe

= Zato rekurzivni poziv postaje parametar s: SUM s n koristi s umesto ,,sum’
= Trazimo funkciju sum takvu da je sum = SUM sum: fiksnu ta¢ku od SUM

= Takvu fiksnu ta¢ku daje kombinator Y (sledeé¢i slajdovi)

= §-pravila za konstante u primerima: iftrueab — a, iffalseab— b
»eq00— true, eq20— false, - 211, +21— 3, ..



Rekurzivne funkcije

= Y - kombinator fiksne tacke;

Y = f(F)

= Primena na lambda definiciju funkcije sum;

YSUM=Y (As.An. if (eqn 0) 0 (+ n (s (- n 1))))
(A s.An. if (eqn 0) 0 (+ n (s (- n 1)))) (Y sUM

(A n. if (eqn 0) 0 (+ n ((Y SUM) (- n 1))))

= An.if (eqn 0)
0
(+n((An.if (eqn0)0 (+n ((YSUM) (—n1)))) (—n1)))



Y SUM, korak po korak

Y SUM

= SUM (Y SUM) [Y =1 (Y () - dokaz posle definicije Y]

= (As.An.if (eqn0)0(+n(s(—n1)))) (YSUM) [def. SUM]

-5 An.if (eqn 0) 0 (+n ((Y SUM) (—n1))) [s:=Y SUM]

= Y SUM se ponada kao sum: zan # O vraéan + (Y SUM) (n — 1)



Definicija Y

= Y kao lambda izraz:

Ah.(Ax.h (x %)) (Ax.h (x X))

= Pokazati da je Y h = h (Y h) za proizvoljnu funkciju h (dokaz na sledeé¢em slajdu).



Dokaz: Y h =h (Y h)

Yh

= (Ah. Ax. h (xx)) (Ax. h (xx))) h [def. Y]

-5 (Ax.h (xx)) (Ax. h (xx)) [h:=h]

-5 h ((Ax. h (xx)) (Ax. h (xx))) [x: =A% h (xx)]

h(Yh) = h ((Ah. (Ax. h (xx)) (A% h (xx))) h) [def. Y]

=g h ((Ax. h (xx)) (Ax. h (xx))) [h:=h, unutar h (...)]

= Oba izraza se svode na istiizraz, paje Y h =h (Y h)

= Dakle Y h je fiksna tacka funkcije h - za svaku funkciju h

= Aplikativnim redosledom: h (h (h ..)) - raéunanje se ne zavrsava



Primer: (Y SUM) 2 (1/3)

G=Mn.if(eqn0)0 (+n ((YSUM) (—n1))) (SUM (Y SUM) —; G)
(Y SUM) 2

= SUM (YSUM) 2 [Yf=f(Y ()]

-5 G2 [s:=YSUM]

—g if (eq20) 0 (+ 2 ((YSUM) (=2 1))) [n:=2]

—; iffalse 0 (+ 2 ((YSUM) (= 21))) [eq 2 0 — false]

-5 + 2 ((YSUM) (—21)) [iffalseab — b]

- +2(YSUM) 1) [-21->1]



Primer: (Y SUM) 2 (2/3)

+2 ((YSUM) 1)

= +2 (SUM (Y SUM) 1) [Yf=f(Yf)]

>3 +2(G1) [s:=YSUM]

—g +2(if(eq10) 0 (+ 1 ((YSUM) (—11)))) [n:=1]

-5 + 2 (iffalse 0 (+ 1 ((Y SUM) (= 11)))) [eq 10 - false]
—-s +2(+1((YSUM) (—11))) [iffalseab — b]

-5 + 2 (+ 1 ((YSUM) 0)) [-11- 0]



Primer: (Y SUM) 2 (3/3)

+ 2 (+ 1 ((YSUM) 0))

= +2(+ 1 (SUM (Y SUM) 0)) [Yf=f(YD)]

+2(+1(G0)) [s:=YSUM]

—s +2 (+1(if (eq00) 0 (+ 0 ((YSUM) (= 01))))) [n:=0]

s +2(+1(ftrue0 (+0 ((YSUM) (—=01))))) [eq 00 — true]

—s + 2 (+ 10) [if true a b — a: rekurzija se zaustavlja]

= +21[+10-1]

-5 3 [+21- 3]

= Grana sa (- 0 1) se nikad ne ra¢una - zato se rekurzija zaustavlja
= Aplikativnim redosledom razvijanje Y SUM se nikad ne bi zavrsilo

d



KARIJEVE FUNKCIJE




Karijjeve funkcije

= Funkcije sa vise argumenata moguce je definisati koristec¢i funkciju kao povratnu
vrednost:

add’ uzima kao argument ceo broj x i vraca
kao rezultat funkciju add’ x. Ta funkcija
uzima ceo broj y i vraa rezultat x + y.




add’ kao lambda izraz

add’ £ AxAy. + xy

add’ 3 4

= ((AxAy. +xvy) 3) 4 [def. add’; primena je levo asocijativna]

-5 (Ay. +3y) 4 [x:= 3 - ovo je funkcija add’ 3]

-5 +34 [y:=4]

—s 7

= Parcijalna primena: add’ 1 —; Ay. + 1y - funkcija ,,dodaj 1



Karijjeve funkcije

= add i add’ imaju isti konaé¢an rezultat, ali add uzima oba argumenta istovremeno,
dok add’ uzima jedan po jedan argument.

= Funkcije koje uzimaju jedan po jedan argument zovu se Karijeve funkcije, po Haskelu
Kariju (Haskell Curry).



Karijjeve funkcije

= Funkcije sa vise od dva argumenta mogu se definisati kao Karijeve koriSéenjem
ugnezdenih funkcija kao povratnih vrednosti:

mult uzima argument x |
vraca funkciju mult x, koja
slicno uzima argument y |
vraéa funkciju mult x y, koja
na kraju uzima argument z |
vraca rezultat x x y * z.




mult kao lambda izraz

mult £ AXAYAZ. * (xXy) Z

mult 2 3 4

= ((AXAyAz. * (*xy) z) 2) 34 |[def. mult; primena je levo asocijativna]
=g (AyAz. * (x2y)z) 34 [x:=2-mult2:: Int - (Int - Int)]

-5 (Az.x (*23)z) 4 [y:=3-mult2 3:: Int - Int]

—g *x (x23)4 [z:=4]

5 * 6 4

—s 24



Karijjeve funkcije

= Zasto su Karijeve funkcije korisne?

= Karijeve funkcije su fleksibilnije od funkcija nad torkama jer se parcijalnom primenom Karijevih
funkcija dobijaju nove korisne funkcije (npr. add’ 1, mult 2).

= Konvencije u zapisu Karijevih funkcija
= Strelica —» je desno asocijativna.

= Primena funkcija je levo asocijativna. '







Tipovi

= Tipovi — razli¢ite vrste podataka (prirodni brojevi, logi¢ke vrednosti, funkcije);

= Svrha?

= Zasto dodati tipove i u lambda ra¢un?

= Logicki aspekt: spre¢avanje besmislenih izraza (npr. samoprimene x x); primena funkcija samo na
podatke iz domena;

= Programerski aspekt: Generisanje efikasnijeg koda; LakSe otkrivanje greSaka; netipizirani jezici; slabo
tipizirani jezici; dinamicki tipizirani jezici; staticki tipizirani jezici;
= Staticki tipiziran jezik i fleksibilnost koda?
= Polimorfizam;
» Qdredivanje tipa izraza;



Odgovori na pitanja sa prethodnog slajda

= Svrha tipova: greSke se otkrivaju pre izvrSavanja programa

= npr. primena broja kao funkcije (3 5) otkriva se pri prevodenju

= Tip je i dokumentacija, a prevodilac pravi efikasniji kod

= Staticki tipiziran jezik moze biti fleksibilan — polimorfizam:

= jedna definicija radi za mnogo tipova, npr.

AX.x:a— a (radiikao int— intikao bool — bool)

= Zaklju¢ivanje tipa: tip ne mora da se pise, izvodi se (Haskell, ML)



Tipizirani lambda racun

U tipiziranom lambda racunu svaki ispravno formiran izraz ima tip.

Izraz s moze da se primeni naizrazt ako je stipaoc — t,attipaoc;tadajesttipart.
= Primer: slededi slajd.

Strogo tipiziran jezik;
= Da li je C strogo tipiziran?

Notacija
= t:g uznadenju dajet tipa o;
" fro-oT

= Tipovi su skupovi kojima pripada odreden objekat; t:o tj. t € o .



Primer: tipovi 1 primena

suc:int—>int, 3:int = suc 3:int

= suc true nema tip: true : bool, a suc oéekuje int

= Da li je C strogo tipiziran? Ne sasvim:

= konverzije (int «—» double), kastovanje i void* propustaju neke greske tipa
= Haskell je strogo i staticki tipiziran: not 3 je greska pri prevodenju



Vrste tipova

= Sta su taéno tipovi?
= Prosti tipovi (bool, int);

= SloZeni tipovi (composite type) formiramo na osnovu konstruktora tipova (type
constructor);

= C - skup prostih tipova; skup svih tipova Ty gradi se nad C pravilima:
= Primer: slededi slajd.

oecC
o€ Tyc

oeTye 7€ Tyeo
o— 1€ Ty




Primer: izvodenje tipova iz Ty

C = {int, bool}

int € C = int € Ty, [prvo pravilo]

bool € C = bool € Ty, [prvo pravilo]

int € Ty, bool € Ty, = int — bool € Ty [drugo pravilo]

int = bool € Ty, int € Ty, = (int — bool) — int € Ty, [drugo pravilo]

= Strelica je desno asocijativna: int — int — int = int — (int — int)



Vrste tipova

= Tipske promenljive (a, B, ..) - stoje umesto proizvoljnog tipa;
= Konstruktori tipova (ne samo —);

= Npr.

oeTye 7€ Tyo
oxT1elye

= Proizvoljan skup konstruktora proizvoljne arnosti, npr. (int)list - u Haskell-u [Int];

(1, ..., )con

= Tip nikada nije jednak svom pravom delu: ne postoji o takavdajeoc =0 — t (zato
X X nema tip).



Primer: proizvod tipova i samoprimena

int € Ty, bool € Ty, = int X bool € Ty, [pravilo za X]

= npr. par (3, true) je tipa int x bool

= Zasto x x nema tip:

= U X X promenljiva x mora biti funkcija tipa ¢ — t, aiargument tipa o

= X Ima jedan tip, pa bi bilo 6 =0 — Tt tip jednak svom delu - nemogude
= Zato ni O = (Ax. x x) (Ax. x x) (beskonaéno raéunanje) nema tip



Cercovo 1 Karijevo tipiziranje

= Cer¢ovo tipiziranje - eksplicitno

= Svaki izraz ima ta¢no jedan tip (tip promenljive je zadat uz nju).

v:0o (promenljiva nosi svoj tip)
Konstantacjetipaoc = c: o
S:0—T,t:0 @>st:T

V:o, t:T 2 Avit:o—-T



Cercovo 1 Karijevo tipiziranje

= Karijevo tipiziranje — implicitno

= |zraz ne mora da ima tip; ako ga ima, moZe da ima viSe tipova (npr. Ax. x :int — intiAx. x : bool —
bool).

= Polimorfizam;
= Notacija: u kontekstu I (pretpostavke o tipovima promenljivih, npr. T = {x : int}) izraz t ima tip o:

I'-t:0o



Formalna pravila tipiziranosti

vicel =2 TkFv:o
Konstantacjetipao = I'kc: o
'Fs:o—->1, I'HFt:o=>TFst:t
T'u{v:olrt:t=>TFAvt:o-T



Formalna pravila tipiziranosti

= |zraz je datog tipa ako se to moze izvesti iz prethodnih pravila.

Na osnovu
pravila za
promenljive

= Na primer, funkcija identiteta

{r:o}lbx:0

Na osnovu
pravila za
apstrakcije

DFXNr.x:0— 0O

= Zasto je potreban kontekst u Karijevom tipiziranju?



Primer: tip izraza Ax.Ay. X (kombinator K)

1. {x:0,y:t} Fx:0 [praviloza promenljive]

2. {X:0}FAy.x:T—> 0 |[pravilo za apstrakciju, iz 1]

3. D - AXAy.X:0 = T— 0 [pravilo za apstrakciju, iz 2]

= Kontekst je potreban jer promenljive nemaju unapred zadat tip:

= tip slobodne promenljive dolazi iz pretpostavki (iz T)

*@® - +x1:int ne moZe da se izvede, ali {x:int} + + x 1 :int moze



Primer: tip Certovog broja 2

» Nekajel ={f:a — a, x: a}

'Hf:a—-a [promenljiva]

['Fx:a [promenljiva]

'Hfx:a [primena,l1i?2]

'Hf(fx):a [primena,1i3]
{ffra—->a}FAx.f(fx): a—= a [apstrakcija, 4]
OFMAf(fX):(a=>a) > a—a [apstrakcija, 5]

ARG



Polimorfizam

= Polimorfizam vs. preoptereéivanje (overloading) vs. podtipovi (subtyping)?

if (Ax. x) true then (Ax. z) 1 else 0

Lo bool} = x : bool {oint} b int
= (Az.x) : bool — bool F true:bool F (Ax.x):int— int =1 :int
— (Ax. x) true : bool = (Azr.x) 1 int —0:nt

—if (Az. z) true then (Az. z) 1 else 0 : int



Isto izvodenje, red po red

{x:bool} +x:bool [promenljiva]

- Ax. X : bool — bool [apstrakcija, 1]

 (Ax. X) true : bool [primena, 2 i true : bool]

{x:int} Fx:int [promenljiva]

FAX. x:int — int [apstrakcija, 4]

F(AX.x) 1:int [primena,5i1:int]
Konstanta COND (if-then-else) je ovde tipa bool — int — int — int
7. Fif (Ax. X) true then (Ax. x) 1 else 0 : int [COND; 3,610 : int]
= Funkcija Ax. x dobila je dva tipa — polimorfizam; najopstiji je a — «
= Preopterecivanje: isto ime za razli¢ite funkcije (+ za int i za double)
= Podtipovi: vrednost podtipa moze da se koristi gde se ocekuje nadtip

oUW R



Opstiji tipovi

= |zraz mozZe imati mnogo tipova: Ax. x ima tipove int — int, bool — bool, (int — int)
— (int — int), ...; svi se dobijaju zamenom a U a — a - to je njegov najopstiji tip.

= Tipovi se grade primenom konstruktora tipova na tipske promenljive (a, B, ...) i tipske
konstante (int, bool).

= Zamene - npr. (0 — bool)|(0 — 7)/0| = (6 — 7) — bool.

= Formalno

ai[tl/al, .., tk/ak] =1i, zal <i<Kk
Bltl/al,.., tk/ak] =, akoje#aizasvel <i<Kk
(o1, ..,on)con|[B] = (01[0], .., on|[B])con



Primer: najopstiji tip izraza AfAx. f x

» Nekajel ={f:a — B, x:a}

1. THf:a— B [promenljiva]

2. 'x:a |[promenljival

3. 'Hfx:[ [primena, 1i2]

4, {f:a-> B} Ax.fx:a— [ [apstrakcija, 3]

5 0 - MAx.fx: (a— ) 2> a— [ [apstrakcija, 4]

= To je najopstiji tip; ostali tipovi su njegove instance:

((a = B) = a—- B)[int/a, bool/B] = (int = bool) — int — bool
((a=B) = a—=P)la/f] = (a=a) > a—a

= Zamena se primenjuje istovremeno na sva pojavljivanja promenljive



Opstiji tipovi

* ¢ je opStiji tip od o', u oznaci 6 < ¢', ako postoji zamena 6 takva da je ¢’ = o[0].
= Relacija je refleksivna i tranzitivna;

= Na primer:
a = 0o
a—a =X [F—=[
a — bool = (B — ) — bool

fg—a = a—[

a—a A (B—=p0)—p



Zamene za primere sa prethodnog slajda

axo [B=0/q]

a-asfB->fF [0=0/af

a— bool< (B— ) = bool [6=(B-p)/d]

Boa<a—-B [0=a/B, B/a-istovremena zamena]
a—->aX(B—=pP)—B [abimoralobitiif3 = i - nemoguce]



	Slide 1: Funkcionalno programiranje (materijali preuzeti od doc. dr Milane Grbić)
	Slide 2: Lambda račun
	Slide 3: Lambda račun
	Slide 4: Lambda račun
	Slide 5: Zadaci
	Slide 6: Rešenje zadataka 1 i 2
	Slide 7: Prednosti upotrebe lambda računa
	Slide 8: Primer: funkcija sa dva argumenta
	Slide 9: Prednosti upotrebe lambda računa
	Slide 10: Primer: preimenovanje vezane promenljive
	Slide 11: Lambda račun kao formalni sistem
	Slide 12: Primer: kako se čita lambda izraz
	Slide 13: Zadaci
	Slide 14: Rešenje zadatka 3
	Slide 15: Slobodne i vezane promenljive
	Slide 16: Primer: slobodna i vezana pojavljivanja
	Slide 17: Slobodne i vezane promenljive
	Slide 18: Primer: računanje FV
	Slide 19: Slobodne i vezane promenljive
	Slide 20: Zadaci
	Slide 21: Rešenje zadatka 4
	Slide 22: Zamena
	Slide 23: Primeri zamene
	Slide 24: Izračunavanje vrednosti lambda izraza
	Slide 25: Primeri: β-redukcija i δ-pravila
	Slide 26: Zadaci
	Slide 27: Rešenje zadatka 5 (a–d)
	Slide 28: Rešenje zadatka 5 (e)
	Slide 29: Zadaci
	Slide 30: Rešenje zadatka 6
	Slide 31: Primer: α-konverzija pre β-redukcije
	Slide 32: Primer sa preimenovanjem: λx.((λy.λx. + x y) x)
	Slide 33: Primeri: η-redukcija
	Slide 34: Jednakost lambda izraza
	Slide 35: Primeri: jednakost i redukcija
	Slide 36: Normalne forme
	Slide 37: Primeri: normalna forma
	Slide 38: Položaj redeksa
	Slide 39: Strategije redukcije
	Slide 40: Primer sa prethodnog slajda, korak po korak
	Slide 41: Primer: dva redosleda, ista normalna forma
	Slide 42: Primer: isti rezultat, različit broj koraka
	Slide 43: Zadaci
	Slide 44: Rešenje zadatka 7a – normalni redosled
	Slide 45: Rešenje zadatka 7b – aplikativni redosled
	Slide 46: Zadatak 8 – priprema
	Slide 47: Rešenje zadatka 8a – normalni redosled (1/2)
	Slide 48: Rešenje zadatka 8a – normalni redosled (2/2)
	Slide 49: Rešenje zadatka 8b – aplikativni redosled
	Slide 50: De Bruijnovi indeksi
	Slide 51: Primer: kako se računa indeks
	Slide 52: Zadaci
	Slide 53: Rešenje zadataka 9 i 10
	Slide 54: Lambda račun kao programski jezik
	Slide 55: Predstavljanje podataka u lambda računu
	Slide 56: Logičke vrednosti i operatori
	Slide 57: Logičke vrednosti i operatori
	Slide 58: Isto, korak po korak
	Slide 59: Logičke vrednosti i operatori
	Slide 60: not, and, or kao lambda izrazi
	Slide 61: Zadaci
	Slide 62: Rešenje zadatka 11
	Slide 63: Rešenje zadatka 12
	Slide 64: Rešenje zadatka 13
	Slide 65: Parovi i torke
	Slide 66: Dokaz (1/2): fst (E1, E2) = E1
	Slide 67: Dokaz (2/2): snd (E1, E2) = E2
	Slide 68: Parovi i torke
	Slide 69: Četvorka, korak po korak
	Slide 70: Primer: treći element četvorke
	Slide 71: Prirodni brojevi (Čerčovi brojevi)
	Slide 72: Odgovor: 6 i ideja Čerčovih brojeva
	Slide 73: Funkcija sledbenik
	Slide 74: SUC n, korak po korak
	Slide 75: Zadaci
	Slide 76: Rešenje zadataka 14 i 15
	Slide 77: Funkcija koja proverava da li je broj jednak nuli
	Slide 78: ISZERO 0 i ISZERO 1, korak po korak
	Slide 79: Sabiranje, množenje
	Slide 80: m + n, korak po korak
	Slide 81: Zadaci
	Slide 82: Rešenje zadatka 16
	Slide 83: Sabiranje, množenje
	Slide 84: m ∗ n, korak po korak
	Slide 85: Zadaci
	Slide 86: Rešenje zadatka 17 (1/2)
	Slide 87: Rešenje zadatka 17 (2/2)
	Slide 88: Stepenovanje
	Slide 89: Primer: 3² = 2 3
	Slide 90: KOMBINATORI
	Slide 91: Kombinatori
	Slide 92: Primeri: I, K i S na argumentima
	Slide 93: Primer: S K K a →* a
	Slide 94: Primer: S K K →* I (bez argumenta)
	Slide 95: Primer: kombinator B kao lambda izraz
	Slide 96: LAMBDA RAČUN KAO PROGRAMSKI JEZIK
	Slide 97: Rekurzivne funkcije
	Slide 98: Zašto „dodatni parametar” s?
	Slide 99: Rekurzivne funkcije
	Slide 100: Y SUM, korak po korak
	Slide 101: Definicija Y
	Slide 102: Dokaz: Y h = h (Y h)
	Slide 103: Primer: (Y SUM) 2 (1/3)
	Slide 104: Primer: (Y SUM) 2 (2/3)
	Slide 105: Primer: (Y SUM) 2 (3/3)
	Slide 106: KARIJEVE FUNKCIJE
	Slide 107: Karijeve funkcije
	Slide 108: add’ kao lambda izraz
	Slide 109: Karijeve funkcije
	Slide 110: Karijeve funkcije
	Slide 111: mult kao lambda izraz
	Slide 112: Karijeve funkcije
	Slide 113: TIPOVI
	Slide 114: Tipovi
	Slide 115: Odgovori na pitanja sa prethodnog slajda
	Slide 116: Tipizirani lambda račun
	Slide 117: Primer: tipovi i primena
	Slide 118: Vrste tipova
	Slide 119: Primer: izvođenje tipova iz TyC
	Slide 120: Vrste tipova
	Slide 121: Primer: proizvod tipova i samoprimena
	Slide 122: Čerčovo i Karijevo tipiziranje
	Slide 123: Čerčovo i Karijevo tipiziranje
	Slide 124: Formalna pravila tipiziranosti
	Slide 125: Formalna pravila tipiziranosti
	Slide 126: Primer: tip izraza λx.λy. x (kombinator K)
	Slide 127: Primer: tip Čerčovog broja 2
	Slide 128: Polimorfizam
	Slide 129: Isto izvođenje, red po red
	Slide 130: Opštiji tipovi 
	Slide 131: Primer: najopštiji tip izraza λf.λx. f x
	Slide 132: Opštiji tipovi
	Slide 133: Zamene za primere sa prethodnog slajda


  42


  𝜆 y .   ∗ 2   y


  𝜆 v .   v   x   y


   ( 𝜆 f .   𝜆 a . 𝜆 b .   f   a   b ) ( 𝜆 x .   ( 𝜆 y .   x ) )


  s = ( 𝜆 x   y .     x ) ( 𝜆 x .   z   x )


  F V ( s )


  B V  ( s ) .


  ( 𝜆 x .   +   x   x ) (  ( 𝜆 y .   ∗ y   y ) ( + 5   5 ) )


  ( 𝜆 g .     g +  ( g   ∗  ( g + 5 ) ) ) ( 𝜆 f .   𝜆 x .   f   x   x )


  I  


  n


  Y   f     =   f   ( Y   f )


  x


    x


  y


  x   y


  z


  x ∗ y ∗ z


  →


  →


  →  


  →


  t : 𝜎


  t


  𝜎 ;


  f : 𝜎 → 𝜏


  t : 𝜎


  t ∈ 𝜎

