1. EXKBUBAJIEHTHU TOKOBU. TEOPEMA O MCITPABJ/JIJUBOCTH BEKTOPCKOTL TTOJIJA

Teopema 0 UCHPAB/LUBOCTH BEKTOPCKOL 110Jba HaM z1aje onuc ¢dhasuor Toka (10 Ha audeomop-
dbuszam) y 6uiu3unu HEKpUTUYHE TauKe (OILHOCHO TAYKe y KOjOj C& BEKTOPCKO II0J/be HE aHYJIUpPa).
Bunehiemo ma mam oHa rapaHrtyje ma je y JUHAMUYKOM CMUCJIY, Taj TOK BEOMA jeJHOCTABAH Y
ONM3WHY HEKPUTHYHE TAYKe, Tj. Ja je OH eKBUBAJIEHTAH TPAHCIANWjH. 3aTO je Y AUHAMUIKOM
CMUCJTy 3aHUMJbUBH]E TIOHAITAHE TOKA Y OJU3UHN KPUTUIHE TAYKE, OJTHOCHO TaAYKe eKBUINODPH-
jyma cucrema.

YBeauMo IPBO HEKE [10jMOBE.

edunnanja 1. Kaxemo na c a3HU TOKOBU @ U nepUHUCAHU jeTHAYNHAMA,
ja 1. K y bt j

%:F((bt)a ¢0:Id

& =G, v =1d
dudepenyujarto KoHjy206any WK OUBGEPEHUUIIANO EKEUSAACHMHY AKO HOCTOjU 1udeoMop-
duzam

p:U =W
TaKaB J1a BazKH
poo' =yl ogp.
O

Hedunnummja 2. 3a audepennujabujao npecaukaBame ¢ : U — R™, u BekTopcko mnosme F' :
U — R™, p.(F) je BeKTOPCKO 110/b€ JIeDUHUCAHO HA CIULM IIPECIUKABABA (© KAO:

P« (F)(p(x)) = dp(x)(F(x)),
7 Ha3mBa ce push forward BEKTOPCKOT Mosba F' mpecinKaBameM . O
Bagarak 3. Jokasaru na Bazku (90 @), = ¥, 0 ¢, u, 3a audeomopdusam @, (p.) "t = p;1.v

Tsepheme 4. ®asnu Toxou ¢' 1 1, remepucann BekTopckuM nobuMa F u G pemom, mudep-
EHINjaJIHO Cy eKBUBaJIeHTHU oMmohy mudeomopdusma ¢ ako u camo Baxku G = ¢, F.

Hokas. =: Heka F renepume ¢’ u nexa je ' = po ¢l o p!
Yt = o ¢t o p~! mo t mobujamo:

G () = () = dp(0'e™ () (F('0 ™ (x)) =

do(™ " () (F (o™ "' (x))) = puF (0~ "' (x)) = 0. F (¥ (x))
na je G = g, F.

. dudepennupamem n3pasa

(1)

<: Heka je G = ¢, F u BexTopcka nomba F u G remepumty Tokose ¢' m 9! pemom. O3Haummo
ca x' = po¢lopl. Obuunum mudepennupamem, ucro kao y (1), 3aksbydyjemo aa je
d t
—x'(x) =G X)),
40 = G (0)
a kaxo je x? = Id, u3 ITuxapose Teopeme cienu 13 Mopa 6utu X! = Y. O

Teopema 5. Hexa je eexmopcko nome F : U — R™ 2aamxo u nexa je F(x°) # 0 sa x° € U.
Tada nocmoju oxoruna V mauxe x°, x° € V C U u dupeomopdusam ¢ : U — o(U) maxae da

je pu(F) = aizl

Hamomena 6. O3znaka % je o3HaKa 3a KOHCTaHTHO BEKTOPCKO 1osbe (1,0,...,0). o
1



2

Hoxka3z. Be3 rybspema onmrocTr MOXKEMO 13, IPEMOCTABUMO 4 je Xg = ol
ITpenocrasumo 3a nouerak na je F(xq) = F(0) = 8%1' Heka je B okonuna Tauke Xg = 0 u
09 > 0 TakBO 114 je cUCTeM 3a CHCTEM:
d¢' ¢ 0
@) &= F(¢), ¢ =1d.

nedbunncan 3ax € But € [—dp, dp]. O3naunmo ca By := BN{z1 = 0}. Bay € By nedunummnmo
¥ (=00,00) X B = R", ¥ :(x1,...,25) — &7 (0,22,...,25).

JokaxkmMo Ja je 1 JoKaarn mudgeomopdusaMm I 1a je ! IpecauKaBame Koje HCIpaBiba BeK-
TOPCKO ToJbe X. Mmamo:

oY 0 0
—_— =F =F = —
81’1 (07x27 7xﬂ) ((Jb (O)) (0) 81’1’
a Kako je
’(/J(O,ZEQ,...,.’En) :¢0(0,$2,...,$n) = (053:27"'71;77,)7 Tj' ¢|{m1:0} =1Id
TO je
d(¥|z,=0y) = d(1d |2, =0}) = Id [ {4, =0}
3aro je
* 0 *
dip(0, 2o, ..., xn) = | F(O - |- ,
ISR [ ( )‘ Id {2, =0} ] {@wl Id |{z,=0) ]
rie je x Bpcra Hekux n — 1 dyukiumja (0o z1,...,z,). Onasge je det dy(0, s, ..., x,) = 1, na

o Teopemu o nnBep3HOj dyHKIMju TOCTOju OKosmHA, V) Tadke 0 HA K0jOj je ¢ mudeomopduzam.
Heka je ¢ := ¢~ nebunucano na ¥ (V). Kako je

¢*<8)(w(xl,...,xn)):di/)(ml,...,xn)(a) O (a1, am) =

oy dx1) ~ Omy

O™
gt (0,z2,...,2,) = F(¢™(0,22,...,2,) = F(¥(x1,...,2n)),
Tj.
3]
- (5m) =
TO je
0
P (F) = 87301

Axo F(x¢) # 8%1, OH/IA MOXKEMO JIMHEAPHOM CMEHOM OBO JIaKO na nocrurHemo. Heka je
V = R"~! pekTopcku moTHpocTop AuMensuje n — 1 opToronasan na F(xg) (Kpo3 Xg) U Heka je
Vg, ...V, oproHopmupana 6a3a mpocropa V. Heka je L smneapau uzomopduszam npocropa R”
nedbunncan wva 6asu {F(xg),va,...,va} ca

o
L. F = — L:vi—~—, 6 j=
(XO) 8901’ Vi aij’

<o

|
\.l\')
K

BekTopcko mospe

LAxko xg # 0, mocmaTpajmo Tparcaanujy T—x, : X — X — Xg H BeKTOPCKO mosbe G := (T_x, )+ F mamo:
Gx) = (Txg)+ F(x) = dTsey (x + x0)(F(x + x0)) = F(x + x0),

na je G(0) = F(xq). Jdakne axo mCIpaBuMO BEKTOPCKO nosse Gy oxommen tauxe 0, nomohy mudeomopdusma
(, BEKTOPCKO IoJbe F' heMo ucnpaBuTH y OKOJUHH X noMohy mudeomopdusma @ o T x .



WCIIyHaBa MPETIOCTaBKe U3 MPBOT JIeJIa 10Ka3a, 1Ma, ako je p.F1 = 8%1, Taja je p o L TpaxkeHo
[IPECTNKABAIHE. O

3agarak 7. [okasaru na u3 Teopeme O HMCIIPaB/HUBOCTH BEKTOPCKHUX IMOJba cieae Teopema
0 jemnomapamerapckoj davunuju mudeomopduzama u IIlukapoBa TeopemMa O €r3UCTEHIUjU U
jeTMHCTBEHOCTH PEITerha. v

2. TIEAHOBA TEOPEMA

Ha xpajy oBor mena, mokazahemo jenmy cmabujy Bepsujy Ilukapose Teopeme, KOja HAM, Y
CITy9ajy Jia je BEKTOPCKO Mojbe F' caMo HEeMpeKuIHO alau He U JIUIImuIoBo, TapaHTyje er3ucTeH-
IIAjy ajad He W jeJUMHCTBEHOCT PETTErha.

IIpumep 8. Kommjes 3amarak ' = /|z|, 2(0) = 0 uma GeckoHauHO MHOTO pemema: o1 (t) =

0, t< A,
:E)\(t) = (t—/\)2
4

sgnt - %, x9(t) =0, kao n

, t>A
3a cBako A > 0 urm,
Oso nuje y kourpaaukuuju ca IlukapoBoM TeopeMoM jep BEKTOPCKO 10sbe (y OBOM Ciydajy
byuxmuja) F(z) = /|z| vuje JInmmimoso mu y jemoj okomuan Hyste (3amTo?). v

Teopema 9. (IleanoBa Teopema) Hexka je U C R¥ omeopen u eexmopcro nowe F = U X [t —
a,to + a] — R¥ nenpexudno. Tada sa ceaxo xg € U nocmoju § > 0 u (ne nyosicro jeduncmeeno)
pewere Kowujesoz npobrema

(3) X/(t) = F‘(X7 t), X(to) = X0

dedpunucaro na unmepsany [to — 0,to + d].

Hoxkas. ¥ osom nokasy uckopucruhemo Apuena—AckosnujeBy teopemy (KOjy CMO DaJuiiud Ha
Ananusu 2).

Teopema 10. (Apresa—AckoaujeBa Treopema) Hus nenpexudnur npeciukasarva fp, : [a,b] —
R* uma nodnus xoju pasromepno xoneepaupa na [a,b] axo u camo axo je pasHocmeneno nenpexu-
dan’® u pasromepno ozpanuen’. O

Koncrpyucahemo HU3 npeciukaBamba Ha Koju fiemo fa mpumenuMo Aprena—AckosujeBy Teo-
pemy. Te dyukuuje he Guru meo-no-neo auneapue yuju he waru6 (0JHOCHO U3BOJ) GUTH Bpe.-
HOCT BEKTOPCKOT mosba F' y omropapajyhum tadkama.

[Ipernocrasuhemo ua je top = 0 paau 1H0jeAHOCTaB/bUBABA 3ALKUCA (I0KA3 je UCTU y OLLLTEM
cIIydajy).

Heka je, kao u y nokasy ITukapose Teopeme, r > 0 u B[xq, ] C U,

M = max £l
Blxo,r]x[~a,a]
u o« :=min{r/M,a}.

Hedunucahemo uus x,, : [0, ] — U 1OIUrOHATHUX ANPOKCUMALM]A TPAKEHO Pellletba, MH-

nykunujom 1o j € {0,...,n}. Hexka je:
x,(0) :=xq

Xn(t) = F(xn(ja/n), ja/n)(t = jo/n) + xu(ja/n), sat € [ja/n, (j + 1)a/n),

234, cpako & > 0 mocroju & > 0 Taxso ma Baxm: Vn € N, |s — t| < 6 = || fn(s) — fn(t)|| < .
3 fn(@®)|| £ M < +o0 3a cBaxo n u cBako t € [a, b].



a'y raukama t = j/n geduHuUIeMo X, Tako jga Oy/y HEeIPEeKuHa IpeciuKaBama. 13 KOHCTPYK-
@je BUAMMO JIa Cy OHA M JIEO-IIO-Ie0 IJIATKA, ¢4 €BEHTYATHO HAPYIIEHOM TaaTKomhy y Tadkama
t = ja/n. Ipeuusnuje, Bugumo na je

xp,(t) = F(x((j — Da/n), (j — Na/n), sat € ((j — Da/n, jo/n).
(Ha ncrn HaunH nedwHWUITEMO HU3 W HA WHTEpBaJy [—a, 0] U npoBepaBaMo CBa CBOjCTBA Ha
meMmy. Pajan nojesHocraB/biBamka JJOKa3a, 10 Kpaja cse paaumMo Ha [0, al.)
IToroBo hemo momenuTn ocTaTak J0Ka3a HA HEKOJIMKO KOPAaKa.
I: Huz x,, je mob6po medunmncan. Jla OucMmo oBo mposBepuiu, rpeba /1a IOKaxKeMO Ja je
xn(ja/n) € U (na 6u uspas F(x,(ja/n),ja/n) koju ce uojasmyje y JeduHulmjn HU3a UMAO
cvucaa). Jokasahiemo nma je 3ampaso X, (ja/n) € Blxg,r]. Jloka3 W3BOANMO WHIYKIMJOM IO
j. 3a j = 0 umamo x,(0) = xo € B[xp,r]. IIpernocrasumo na je x,(ia/n) € Blxo,r|, 3a
1=0,...,7u1j+1<n. Nmamo
j+1 .
I (G + Der/m) = x| < 3 I iee/n) = (i = Dar/m)]| @
i=1
AR , , ©) o 21 M+ 1o ©)
—||F(x,((1 — Da/n), (1 — 1)a/n)|| < — M=—"——<Ma<r,
> HIF (= o). (= Dy < 53 -
Jennakocr (#) Bazkw 360r HaYMHA HA KOjH CMO JedmHECAIN Tadke Xy, (ia/n), HejenHakocT ()
Baxku 300r uHayKuujcke xunorese, a (O) saxu jep je o < r/M. Bakipyuyjemo

(4) xp(ja/n) € Blxg,T].
IT: Hus x,, je paBHOMepHO orpaHuveH. 3a t € [(j — 1)a/n, ja/n], Bpennocr X, (t) je kon-
BEKCHA KOMOUHAIMja BpeJHOCTH Xy, ((j — 1)a/n) u x,(ja/n). Kaxo je xyrna B[xo, ] KOHBeKcaH
ckyt, u3 (4) crenn na je

X, (t) € Bxg, 7]
3a ceako n € N, t € [0, af.

II1: Hu3 x,, je paBHOCTEII€HO HeIpeKnIaH.
Oznaunmo ca A,, dyukimje:

Ay (t) = {B‘W)—ﬂxn(t),t), z: ﬁ

Hokaxknmo ma A, (t) Texun HyIn Kajg n — 00 PABHOMEDHO TIO t.
Nwmamo ma je
AR ()| < |1F(xn(ja/n), ja/n) — F(xn(t), 1),
3at € [ja/n,(j+ 1)a/n]. Bat € [ja/n,(j +1)a/n) Baxn:
(5) [xn(t) = xn(ja/n)|| = |F(xn(ja/n), ja/n)|[(t — jo/n) < Ma/n.
Kaxko je F HempekuaHO, TO jeé OHO M PABHOMEPHO HENPEKHIHO Ha [—a, ] X B[xp,r]. 3a maro
€ > 0 m3abepumo § > (0 TaKBO 1A BaXKU
t=sl <6 -yl <5 = [FGxt) - Flys)l <e

Hexka je np TakBO ma 3a BaxK#

« Mo
— <46, — <.
o no

Kaxo je,3a n >no ut € [ja/n,(j + 1)a/n)

It — ja/n| < = <4,
no



a omarie, u3 (5) u
[%n (jo/n) —xn ()] <0,
cienm 1a
An(t) < [[F(xn(jo/n), jo/n) — F(xn(t), )] <
1j. Ap(t) = 0.
Baxu

% (5)—xn(t)]]

/:[F(xn(u), u) + Ay, (u)]du

< /ts 1E (xn (), u)+An (u)||du < [t—s| (M+c),

rae je ¢ Heko (yuudopMHO) ropibe orpanuuene nusa A,. Jemnakocr (V) cienn u3 HempekuI-
HOCTH TIPECINKABAMBA, X, , HEIMIPEKUIHOCTH WHTETPAJIa 110 TOPH0j rpanuny u HbyrH-Jlajorumnose
dopmyiie npumermsene wa unrepBasiuma ((j — 1)a/n, ja/n).

3 Apuena-AckonujeBe Teopeme cajia 3aK/bydyjeMO a HU3 X, UMa HOAHU3 (O3HAYEH MCTO
€a Xj,) KOju DABHOMEPHO KOHBEPIUPA KA HEKOM IIPECIUKABAbY X.
IV: x je pereme jeanauuHe.

Nwmamo

x,(t) =x0 + /0 [F(xp(u),u) + Ay (u)] du.

Kako cmo Beh pokazamu ma A, (t) = 0, X, = X u Kako je F Henpeku HO, KaJ rnpohemo
JIIMECOM KPO3 TOPIY jeTHAKOCT M00HjaMo:

x(t) = %0 + / F(x(u), u)du,

LITO YIPABO 3HAYM Ja je X pelneme jeanadunne (3).

2.1. Beza ca jemHmaumHOM BHIIEr peda. AKO UMaMO jeJHAYNHY BUIIET PEIA:

(6) 2 (1) = f (ol 2,
TaJa By MOXKEMO J1a, CBEJEMO Ha CUCTEM O N jeTHAUNHA, TTPBOT PeJa CMEHOM:

. x1(t) := xz(t)

Sl I
(7 prremx=| . |,
o 2 (t) = 2V (1).
Cucrem Ta1a mocraje
2y (t) = wa(t)
xh(t) = z3(t)

WJId, Y BEKTOPCKOM OOJIUKY



r7e je
(1)
z3(1)
F(X,t):F($1,...7£L’n,t): :
ft,x1(t), ..., zn(t))
IIpecnukasamwe ¢ u3z (7) je bujekuuja uz ckyua peuewe jennauuue (6) u (8). 3aucra, weros
WHBEp3 je MPOojeKInja Ha MPBY KOOPAWHATY,
€
Z2

Tn

Kako cy permema cucrema (8) obimmka

X(t) = : ?
f(nfl)(t)
TO je moueTHU yCJIoB X(tg) = X CHCTEMa KOju CMO J00HIU ofpeljeH moueTHuM yCjIoBoM

o (to)
) w=| T
2D (to)

BagaBame BekTopa (9) ce HABUBA MOUETIHUM YCAOB0M Y CAYUAJY jedHavuHe suwee peoa.
13 nperxonme auckycuje mupekTHo ciene [Tukaposa n [Teanosa Teopema 3a jeHAYUHY peaa
n.

Teopema 11. (ITuxaposa Teopema) Hexa je U C R* omeopen u nexa je dywyuga f U< I —
R nenpexudna u aokarno ynugopmuo (no t) JIunwuyosa no X, mj. nexa cearxa maywka us U
uma oxoauny Uy C U maxey da savsrcu || f(x,t) — f(y,t)|| < L||lx—y||, 3a nexo L > 0, x,y € Uy,
t € I. Tada 3a ceaxo xg € U u tyg € I nocmoju § > 0 u jeduncmeeno pewerve

X [tofd,toﬂ’(s] —U
Kowugjesoz npobaema (6) ca nowemmnum ycaosom (9). O

Teopema 12. (IleanoBa Teopema) Hexa je U C RF omeopen u dynwyuje F : U X [tg —a, to+
a] = R nenpexudna. Tada 3a cearo xg € U nocmoju 6 > 0 u (he nyoscho jeduncmeeno) pewerve
Kowugjesoz npobaema (6) ca nowemmnum yeaosom (9). O

3. CTABUJIHOCT EKBUJIMBPUJYMA, OVHKIINIA JHATIYHOBA

VY mperxomHOj TIaBM CMO BUAENIM 1A CE y OKOJIMHE HecwHrystapHe Tadke (F(xg) # 0) cuc-
rem x' = F(X) moHaima mpeaBuI/bUBO, TPEIU3HUjE 1a je OH y HeKUM KOOpAWHATAMa O0WYHA
TpaHcaanuja. 3aucra, oBO je cazapzkaj Teopeme o ucmpaB/bUBOCTH BekTOpCKOr mojba (Teo-
pema 5). 360r Tora HaM je MHTEPECAHTHUje JIa U3y4aBAMO MOHAINEHE CUCTEMA Y OKOJIMHU CUH-
2yAapHE MauKe, OIHOCHO TAYKe X, 3a KOjy je F'(X.) = 0, KOjy 30BEMO U CMaUUHAPHOM, Ma¥KOM



pasHomedce, WIn ekeusubpujymom cucrema. lIpumernmo 1a je KOHCTAHTHA TPAJEKTOPHU)a, jeI-
MHA TPajeKTopuja Koja MpoJia3u KpPo3 eKBUIHOPHjyM, ako je mosbe F' kao y IlukapoBoj Teopemu
(wro y 1esnoj oBoj riasu npernocrasbamo). [Ipumerumo u na je, uz Tejuoposor passoja

F(x) = F(x«) + dF(x:) (X — X4) + 0(x — Xx) = dF (%) (X — Xs) + 0(x — X4),
K je X Ou3y X,, U 113 je jeTHAYNHA,
x' = (x —x,) = dF(x,)(x — x4)
JIMHEApHA 0 X — X, TAKO Ja MOXKEMO Ja OdeKyjemo na he ce m HenmHeapHm cucrem X =

F(x) y 6ausunu ekBuiubpujyMa IMOHAIIATH CJMYHO HeroBoj auneapusanuju X' = dF (x,)(x), a
JIMHEAPHE CHCTEME CMO JeTajbHO M3y YIHIIH.

Hedununuja 13. Heka je x, ekuiubpujym cucrema x' = F(x), F : U — R™. Kaxkemo ja je
X

® CMabuAHY eKBUAUOPUIYM AKO 33 CBAKY OKoJmHY U; C U Tadke X, TOCTOjU OKOJIMHA,
Uy C Uy, Uy D X4, TaKBa Ja BaXKHU

x€U0:>¢t(x)€u1, t>0,

e je ¢t perueme cucrema

dg'
— =F(¢"), ¢ =1d;
o = F@). o
® GCUMNMOMCKY CMADUAHY eK8UAUOPUJYM AKO je CTAOMJIHM €KBUJIMOPUjYM W aKO jOII

BaXKu:
0 ‘ ( ) )

® HECTAOUAUNHY eK6UAUOPUJYM aKO HHUje CTAOMIHMI.

¢

IIpuvep 14. KoopamHATHH TIOYETAaK jeé YBEK €KBUIMODHjyM JIMHEApHOr cucTema X = AX.
3HaMo J1a je peluere OBOr cucTeMa ca nodernom speanomhy x gaTo ca ¢f(x) = eAtx, kao u na
y marpuny e burypuiy uneapue kombunanuje dbyukimja e, thert | et cos(Bt), et sin(Bt),
tFet cos(Bt), the sin(Bt) rme cy A, a + i3 comcrrene BpeanocTH Matpune A. Axo cy cme com-
CTBEHE BPEJHOCTH TAKBE Ja UM j€ PEAJIHH €0 CTPOrO HEraTWBAH, EKBUIUOPHUjyM je aCHMIITOT-
cku crabusad. Ako Marpuna A uMa HEKy CONCTBEHY BPEIHOCT Ca CTPOTO TO3UTHBHUM PEaTHUM
JIeJIOM, KOODJIMHATHU IIOYeTak je Hecrabuianu ekBuiaubpujym (3amro?). A ako cy cBe cor-
CTBEHE BPEIHOCTHU Ca PEATHUM eJIOM MAmUM WM jeJHAKUM HYJIU, TaJa [IOCTOjH JUCKYCHja IO
BHILIECTPYKOCTH COIICTBEHE BPEJIHOCTU YHju je peasnu jeo Hyjaa. Huop. menrap y miaHapaom
CIyd9ajy je CTAOWJIHU AU HE W aCHMIITOTCKU CTAOWIHN €KBUJIUODPU]YM, TOK, Y BUIIUM JTUMEH3-
ujamMa, ako je BUIIECTPYKOCT COIMCTBeHe BpemuocTu i3 Beha of jemaH, MOXKEMO MMATH W HECTA-
OWTHYM eKBUIMOPHUjyM. Y TPUMEPY MaTPHUIE

0 8 1 0
|- 0 0 1
A=19 0 0 3

0 0 -8 0

MMAMO HeCTAOUJIHU €KBUIUOPHUjyM Yy KOODJMHATHOM [IOYETKY .

VY caydajy TIaHAPHOT CUCTEMa, KOju (ha3HU MOPTPETH MMy KOODAUHATHU MOYETAK 3& CTa-
OwsTHYM, HECTAOWJIHU, OJHOCHO ACHUMIITOTCKHU CTabujiHK eKBuauOpujym? Paszmorpuru u ciryuaj
A =0, Ay #0.

v



3amarak 15. /lokazaru ga Cy aCUMITOTCKHU CTAOW/IHM €KBUJIMOPHjyMu nW30JI0BaHe Tadke. /la
JIM UCTO BaxKu 3a crabusinu (HecTabuiinu) ekBUIUOpUjym? v

4. CTABUJHOCT EKBUJIUBPUIVMA - METO/] ®YHKIIUIE JBATIVHOBA
Buso xoja dyukimja V' koja 3amoBo/baBa yciiose cienehe reopeme ce 30Be gynryuja /banyrosa.

Teopema 16. (Teopema Jbanyuosa.) Heka je U C R™ omseopen ckyn, F : U — R™ xaace
C! ux, €U maxeo da je F(x,) = 0. Osnawumo ca ¢* pewere jednavune

d
L) = F(' (), ¢ =Td.
IIpemnocmasumo da nocmoju pynxyuja V : U — R maxea da easicu
o V je xaace C ma U \ {x.}
o V(x)>0saxelU\{x.}, V(x.)=0.
Tada sascu

(a) axo V onada dyotc pewera ¢, mada nocmoju oxoruna Uy mauke X, maxea da je 3a
cearo x € Uy, pewerse ¢'(x) depunucano sa cearo t > 0; ocum moza, X, je cmabuiny
eKBUNUOPUTYM;

(6) axo V' cmpoeo onada dyorc pewerva cucmema, mada nocmoju oxosuna Uy mawke X,
maxea da je 3a ceéaxo X € Uy, pewere ¢'(x) dedpunucano sa ceéaxo t > 0; ocum moza,
Xy je ACUMNMOMCKY CMAOUAHY eKBUAUOPUTYM;

(B) axo V cmpozo pacme dyoic pewersa cucmema, mada je X, HeCTNabuAnU eKeuUsUOPUIYM.

Hamomena 17. Axo yBeieMo 03HaKy

V(%) = L V()]

u3

BUINMO JIa je

e ycios (a) u3 Teopeme 16 exBuBasientan ycioBy V'(x) < 0, 3a x € U;

e ycsios (6) u3 Teopeme 16 exBuBasientan yciosy V'(x) < 0, 3a x € U;

e ycnos (B) u3 Teopeme 16 ekBuBanenTan ycnosy V/(x) > 0, 3a x € U;.
Kako je

V'(x) = dV(¢' (%)) (F(¢' (x))]t=0 = (VV(x), F(x)),

3aKJbYUyjEMO JIa IPOBEPa J1a JiM HeKa ryiarka MyHKIKja UCILyHhaBa HeKH o1 Tpu ycaosa (a), (6)
nmu (B) u3 Teopeme 16 He 3axTeBa EKCILIMIMTHO PENIABAE j€IHAYMHE. o

Hdokas rauke (a) Teopeme 16. [Jokazahemo camo mpBy Tauky. 3aMHTEPECOBAHU CTYIEHTH
Mory Hahwm Jj0Ka3 ocrajie JBe TadKe y MOjoj CKPHIITH.

Heka Baxe npermnocraske u3 tauke (a). Heka je Uy C U npousBo/bHA OKOJIMHA TAYKe X, U
r > 0 rakBo na B[x,,r] C U;. Heka je

m:= min V(x)>0
OB[x,T]

Uy == {x € B(xs,7) | V(x) < m}.
IIpumerumo na je Uy OTBOpEH CKYT U 113 X, € Up.

Iokazaliemo j1a je 3a cBako x € Uy, ¢t (x) nedunncano 3a ceako ¢ > 0, kao u ja je U Tpaxkena
OKOJTMHA TAYKE X, U3 JepuHUINNje cTabIIHOT ekBuanOpujyma. Heka je x € Uy. JJokaxkumo mpBo
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na je ¢t(x) € B(x,r) 3a cako t > 0 (011aB/ie, Ha OCHOBY TEOPEME O TIPOJIYKEetby pellietba, CJIeIH
na je ¢f(x) pedunucano 3a cse t > 0, sugeru Hocaequuy ?7). IlpernocraBuMo CynpoTHO, Ja
je o' (x) ¢ B(xx,7) 32 nexo t; > 0. W3 nenpekuHocTu npeciukasamba ¢f(x) 1o t ciaemu ja je
2 (x) € OB [x4,7] 3a HeKO to € (0,t1). Amm, kako dbynkumuja V omaga ayx TpajekTopuja ¢t
J06ujaMo

m < V(¢"(x)) < V(¢°(x) = V(x) <m,
IITO je KOHTPAIUKIIHja.

"3
V(¢'(x0)) < V(6°(x0)) = V(x0) <m
sakmydyjemo ma je V(¢! (xo)) < m, xaarox je t > 0 u xg € Uy. Onasme nmamo

t>0, xo € Uy = ¢'(x0) € Uy C U,
IIITO 3aBPIIaBa, JOKA3. (|

IIpumep 18. (IlnanapHu auHeapHu cucTeM.) 3HAMO Ja je KOOPIHHATHA MOYETaK eKBUINO-
pujyM JHHEApHOT CHCTeMa, W TO: ACHMITOTCKH CTAOWIHHA y CIy9ajy CTAOMIHUX YOBOPOBA M
crmpaste 33 « < 0, crabuiiHu aju He W ACUMITOTCKA CTAOWJIHK y CJIy4ajy [EeHTPa U HeCTaOuIHU
y Ciay4ajy ceija, HecraOuIHUX 4OBOPOBA u crnupaJe 3a « > (. Y cBaKOM 0O/ OBUX CJy4ajeBa,
ocuM y Cayd4ajy cemia, kao dyrkiuja Jbanyunosa w3 Teopeme 16 mMoxke MOCTYyKUTH KBAIpaT
nopwme, V(z,y) := 2% + 3%

Ipumep 19. Iorpaxumo dbynxuujy Jbamynosa y obmuxy V(z,y,z) = ax? + by? + c2? 3a
cucrem

8

"=+ 12y -2
=-G4 )@ +y)

!

SIS

U JoKaxkuMo z1a je tadka (0,0,0) acuMuTOTCKY CTabUIHU €KBUIMOPUjyM.
Kako je VV({L‘7y, Z) = 2(0,(,67 by7 CZ)) a F(.’IJ, y7Z) = ((Z + 1)(2y - LU), _(Z + 1)((E +y)7 _23)7 TO
je
<VV($, yaz)a F(.’Il,y, Z)> = 2[(2 + 1)(—0,1,'2 + (2a - b).’L‘y - by2) - 024]5

3aKJbyIyjeMo 1a 3a m300p:

a=1, b=2, c=1
BazKu
V(0,0,0) =0, V(z,y,2)>0,(x,y,2)#(0,0,0), V'(x)<0,
oxuocHo 1a (0,0,0) jecTe aCHMITOTCKY CTAOUIIHU €KBHINOPH]YM. v

IIpumep 20. (Jlarpanx—/Iupuxsieosa reopema.) /Ipyru EbyTrnos saxon F = may R3, 3a
konsepsatushu cucrem (F(x) = —VU(x)) je eksupasnenran cucremy y RS (v je Bekrop Gp3ume

x'):
{ x' =v
v =-L1VU(x).
Jennna Tauka eKBUIMOPHjyMa TOPHHEr CHCTEMA je TauKa (X, Vi) 32 KOjy BayKu
VU(x.) =0, v,=0.

Iorpaxkumo dbyuknujy JbamyHoBa y 00auky (dyHKIHje eHEPTHje

1
E(x,v) = U(x) + gmllv]*.
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Kako je E(x.,0) = U(x.), u3menunmo majio (norennujanny) Gbyukuujy Jbamnynosa y

V(x,v):=E(x,v) - U(x.) =U(x) + %mHVH2 —U(xy).

Caga speanocr dynkuuje y rauku (X, 0) jecre jenqnaka nyiu, a u3 3aKOHA O4yBatba €HEPLUje
MMaMO:

d ‘ _
SE(6'(x) =0 <0.

OBume cMo Jokazanu Jlaepanotc—/upuxieosy meopemy: axo je X, CmMpo2u A0KGAHU MUHUMYM
nomenyujaane enepeuje U, mada je maura (X, 0) cmabuinu exeusubpujym KoH3epeamueHo2
cucmema. 3amucTa, yCIOB Ja je X, CTPOrW JIOKAJHU MUHUMYM TOTeHIHjajaHe eHepruje U Ham
006e30eljyje nosurusaocT dyukuuje Jbamynosa y okosuuu tauke (X.,0) kao u V(x,v) > 0 3a
(x,v) # (x.,0).

O ¢ysknuju JbamyHoBa MOXKEMO PAa3MUILBATH KAO O YOIINTEHY €HEpPruje, Kao IITO je TO
oBaj mpuMep mokazao. Kacuuje hemo Bumern na je dywnkinja JbanyHoBa jeaHo yommTeme u
HOpMe (Kao 1mTo je To 6uo caydaj y [Ipumepy 21 u 22). v

IIpumep 21. (IInanapHu JMHEAPHU CUCTEM.) 3HAMO /A j€ KOODIMHATHYU LOYETaK eKBUIub-
PUjyM JIMHEAPHOT CHCTEMAa, W TO: ACUMITOTCKYM CTaOWJIHU y CJIy4ajy CTaOMIHUX YOBOPOBA U
crimpasie 3a « < 0, cTabu/IHA ajIu HE W ACUMITOTCKY CTAOWJIHK y CJIy4ajy [EHTPa U HeCTAOUTHU
y CAydajy ceijia, HecTaOUIHUX YOBOPOBA u crnwmpaJe 33 « > (. Y CBaKOM O OBHX CJIydYajeBa,
ocuM y ciydajy cemia, kao dynkmuja Jbanynosa m3 Teopeme 16 mMoxke mOCTyKUTH KBaIpaT
nopme, V(z,y) = 22 + y%.
Ipumep 22. Iorpaxumo dbyuxuujy Jbanynosa y obmuxy V(z,y,z) = ax? + by? + c2? 3a
cucreM

o' =(z2+1)(2y —x)

Yy =—(+1)=+y)
2 = -z
u JoKaxkuMo z1a je tadka (0,0,0) acuMITOTCKY CTaOUIHU €KBUIUOPUYM.

Kako je VV (z,y, 2) = 2(az, by, cz), a F(x,y,2) = ((z +1)(2y — x), — (2 + 1)(z +y), —22), 10
je
<VV(.’,E, Y, Z)a F(Qj, Y, Z)> = 2[(2 + 1)(—(11‘2 + (QCL - b)Iy - byQ) - 024]3

3aKJbydyjemMo 1a 3a m30op:

BaxKu
V(Ov 01 0) = 07 V(Ivya Z) > 07 (.’E, Y, Z) # (07070)7 V/(X) < 07

onuocuo ma (0,0,0) jecte acUMITOTCKY CTAOUITHU €KBUJIUOPUjYM. v

IIpumep 23. (Jlarpanx—/Iupuxseosa Treopema.) [Ipyru EbyTtnos 3axon F = may R?, 3a
konsepsaTushu cucrem (F(x) = —VU(x)) je eksupasenran cucremy y RS (v je Bekrop Gpaune
x'):
{ x' =v
1
vi=—=VU(x).
Jeauna rauka ekBusubpujymMa ropmwer cucreMa je Tadka (X, Vi) 3a KOjy BaxKu
VU(x.) =0, v,=0.

Ilorpaxumo byuknujy Jbamnynosa y obnuky dbyHKIuje eHepruje

1
E(x,v) = U(x) + gmllv]*.



11

Kako je E(x.,0) = U(x.), u3menunmo majio (norennujanny) Gbyukuujy Jbamnynosa y
1
V(x,v) = Ex,v) —U(x.) =U(x) + §m||v\|2 —U(xy).

Caga Bpennocr dynkuuje y Tauku (X, 0) jecre jenqnaka Hysu, a u3 3aKOHA O4yBatba EHEPruje
(IIpumep ?7?) umamo:

d ¢ B
B (x) =0 <0.

Osume cvo joxkazann Jlaepanoc—/upuxieosy meopemy: ako je X, CMpo2u A0KGAHU MUHUMYM
nomenyujaane enepeuje U, mada je maura (X, 0) cmabuinu exeusubpujym KoH3epeamueHoe
cucmema. 3amcTa, yCJIOB [1a jé X, CTPOrU JIOKAJTHU MUHMMYM TOTeHImjaine enepruje U Ham
06e36elyje nosurusaoct dyukuuje Jbamynosa y okonunu tauke (X.,0) kao u V(x,v) > 0 3a
(x,v) # (x.,0).

O dyukmuju JbamyHoBa MOXKEMO Pa3MUILBATA KAO O YOMIITEHY eHepruje, Kao IITO je TO
oBaj mpuMep mokazao. Kacuuje hemo Bumern na je dynkiuja JbanyHoBa jeHO yomiiTeme u
HopMe (Kao 1mTo je To 6uo cayuaj y [Ipumepy 21 u 22). v

5. CTABUWJIHOCT EKBUJIUBPUJYMA - METO/ COIICTBEHUX BPEJHOCTHN

3a mouerak hemo maBecTtu 6e3 mokasa moMohHO TBpherme, Koje HaM TapaHTyje TOCTOjarhe
jeare mocebHE HOpMe, MpUIpYyKeHe MaTpuiy A, HOpMe Koja he mam OUTH BeoMa 3rofHa Ha
mekuM MmectuMma. Cama oBa HOpMa ce IOHEKaJ Ha3uBa U (QyHKIHUja JbamyHoBa mpuapy:KeHa
marpuiu A. 3a joka3 (Kora 3aHUMa) LOIJIEIATH CKPHIITY.

Jlema 24. Hexa je A : R" — R"™ mampuuya 3a xoje sasicu Re X > 0 3a ceaxy concmeeny
epednocm A mampuye A. Tada nocmoju cxanapru npoussod (-, -) na R™ u xoncmanma ¢ > 0
maxeu 06 6axHCU

(Ax,x) > ¢(x,x)

3a cearxo x € R™. O

Hanomena 25. Kopucruhiemo u oBaj obauk Jleme 24: meka je Re A < 0 3a cBaky CONCTBEeHY
BpegrocT A Marpuiie A. Tazna nocroju ckasmapau mpousBo/, (-, -) #Ha R™ u KoHCcTaHTa ¢ > 0 TAKBH
Ia BaxKn

(Ax,x) < —c(x,X)

3a cBako X € R™. OBo tepheme craenu qupektHo u3 Jleme 24, npumMersere Ha mMarpuily —A. ©
Beh cmo criomenynu ma je MpupOSHO OYEKWUBATH Ja C€ Y OJM3UHU €KBUIHOPHUjyMa CHUCTEM

MOHAINA CIMYHO MPUAPYKEHOM JnHeapHOM cucreMmy (X' = dF(x.)x). Cnemeha Teopema je
jeTHa MIIyCTpalnja Tora.

Teopema 26. Hexa je A := dF(x.) mampuya useoda npecauxasrwa F y mauxu X, u nexa je
Re(A) <0, 3a ceaxy concmeeny apednocm A mampuye A. Jledunvwumo

V(x) =[x — x|,
2de je || - || nopma Jbanynosa npudpyocena mampuyu A xao y Hanomenu 25. Tada je V cmpoea
dynxyuja /banynosa us mauke (8) Teopeme 16, na je X, aACUMNMOMCKY CMAOUAKY eKEUAUO-

pujym cucmema X' = F(x), wmasuwe, sadxcu u caedehia anpuopha oyena: nocmoje c1,ce > 0
u okoauna Uy mauke X, maxeu da 6aicu

19" (x) — x| < cae™"[lx — %],

3a ceaxot >0, x € Uy.



12

Hoxkaz. Ouursenno je na je V riarka u crporo no3utuBHa GyHKIMja (OCUM Y X = X, ), Ka0 U
maje V(x,) =0.
Hokaxkumo ga V' cTporo onaja ayxK pelemna:

d ‘ d, . 2 d, t
Lyt = L1060 w12 = L6 ., 0) )
(10) d(bt
=2 (60,600~ x. ) =200, () - x.)
Kako je
F(x) = F(x) + A(x — %) + o(x — x4) = A(x — x.) + 0o(x — x,),
HMaMo:
(11)

(Px),x— %) = (AGx— %)+ 0(x—x.),x— %) < —lx— 3, [+ () [x =% < et [x—x. %
3a ||x — Xx|| < §, u ¢1 := ¢/2. I3 nocaeamwe nejennaxocru u (10) nobujamo:
d
—V(¢" 0
%y (¢'(x)) <
3a cBako X € B(x,,d) \ {x.}. Onasne cnenujanuo cnemu na je, ako je x € B(xy,d), ouna je u
¢t (x) € B(x4,0),3at > 0.

[pernocrasumo ja je x € B(x«,d) (= ¢'(x) € B(x,9), 3a t > 0). U3 (10) u (11) gobujamo
(F(¢'(x)) — %4, 0" (x) — X4)
6" (%) — x|
glle'(x) —x _ d

660 ]~ a PN mxl < e

d
a1 — %l = < —arll6' () .l

IIa TMaMO

Opnasze je

¢

d

In [|¢*(x) — x.|| = In ||x — x| +/ CTIH l0°x — x4 ||ds < In||x — x| — 1,
0 S

mna je
[6°(x) = x| < [Ix = xu[le™".
Topmwa HOpMa je crermjaana Hopma JbamyHnosa, anmu cBe HopMe y R™ cy eKBUBaIEHTHE, TITO
3HAYU Ja je
al-lI<1-lle <ol -1
3a HEeKe TO3WTUBHE KOHCTAHTE a | b, T1e cMo ca || - || g 03HaYmIm cTanmapaHy eyKInacKy HOPMY.
Opmasae cienn TBpheme. O
Baxu u cienehu oopar Teopeme 26.

Teopema 27. Axo je X, cmabuisnu exkeusubpujym, mada ne nocmoju concmeena 8pedHocm
mampuye dF (X,) wuju je peaanu deo cmpozo no3umueaH.

Jloka3 mperxoiHe TeopemMe je candaH Jo0Kady Teopeme 26, aju TEXHUYKH MHOTO CJIOKEHUjH.
3aTo0 ra oBJlie M30CTABHAMO.



