
Kolokvijum iz Geometrije 3, 2.6.2015.

1. Data je kriva polarnom jednaqinom ρ = 1− cos θ.

(a) Odrediti neku parametrizaciju date krive, ispitati regularnost i skicirati je.

Rexe�e. Parametrizacija date krive je x = (1− cos θ) cos θ, y = (1− cos θ) sin θ, odnosno

α(θ) = ((1− cos θ) cos θ, (1− cos θ) sin θ).

U pita�u je kardioida, qiji trag opisuje taqka sa kruga polupreqnika 1
2 koji kotr	a po fiksiranom krugu

(x+ 1
2 )

2 + y2 = 1
4 , poqevxi od (0, 0).

Parametar θ predstav	a polarni ugao date krive qija je parametrizacija 2π−periodiqna, pa je dovo	no
posmatrati vrednosti parametra θ ∈ [0, 2π]. Naravno, mogu�e je uzeti i θ ∈ R u onim delovima zadatka gde
nije bitno da parametrizacija bude 1− 1. Kako je

α′(θ) = (− sin θ + sin 2θ, cos θ − cos 2θ),

v(θ) = ‖α′(θ)‖ =
√
2(1− cos θ) = 2

∣∣∣∣ sin θ2
∣∣∣∣,

kriva nije regularna za sin θ
2 = 0, odnosno θ = 2kπ, k ∈ Z. Ukoliko smatramo da θ ∈ [0, 2π], kriva nije

regularna za θ = 0 i θ = 2π, tj. u taqki (0, 0).

(b) Odrediti du�inu krive i neku prirodnu parametrizaciju.

Rexe�e. Du�ina krive iznosi

L =

2π∫
0

2

∣∣∣∣ sin θ2
∣∣∣∣dθ = 4

π∫
0

sin
θ

2
dθ = −8 cos θ

2

∣∣∣∣π
0

= 8.

Funkcija du�ine luka date krive, raqunata od taqke (0, 0) do taqke α(θ), je

s(θ) =

θ∫
0

2

∣∣∣∣ sin t2
∣∣∣∣dt = 4

(
1− cos

θ

2

)
= 8 sin2

θ

4
, θ ∈ [0, 2π],

pa va�i

θ = 4arcsin

√
s

8
, s ∈ [0, 8].

Prirodna parametrizacija krive glasi

α(s) =
s(8− s)

8

(
cos

(
4 arcsin

√
s

8

)
, sin

(
4 arcsin

√
s

8

))
, s ∈ [0, 8].

Posled�i izraz je mogu�e jox srediti, ali ga ne�emo koristiti u nastavku zadatka.

Mogu�e je raqunati funkciju du�ine luka i poqevxi od neke druge taqke, recimo od taqke (−2, 0) koja odgovara
vrednosti parametra θ = π.

(v) Odrediti Freneov reper i krivinu krive.

Rexe�e. S obzirom da je data kriva ravanska, dovo	no je odrediti tangentno i normalno vektorsko po	e.
Koristi�emo datu parametrizaciju umesto prirodne, zbog lakxeg raquna.

T (θ) =
α′(θ)

‖α′(θ)‖
=

1

2 sin θ
2

(− sin θ + sin 2θ, cos θ − cos 2θ) =

(
cos

3θ

2
, sin

3θ

2

)
Rotacijom za +π

2 dobijamo

Nz(θ) =

(
− sin

3θ

2
, cos

3θ

2

)
.

Krivina date krive je

κz(θ) =
x′y′′ − x′′y′

(
√
x′2 + y′2)3

=
3

4 sin θ
2

.

Primetimo da je κz > 0, pa se oznaqena i neoznaqena krivina krive u odabranoj parametrizaciji poklapaju.

Mogu�e je tra�iti Freneov reper i krivinu krive kao da je u pita�u prostorna kriva, smextaju�i je npr. u
ravan z = 0. U tom sluqaju se jox dobija i konstantno binormalno vektorsko po	e du� krive B = (0, 0, 1).



(g) Odrediti oskulatorni krug krive u taqki (−2, 0).
Rexe�e. Oskulatorni krug krive ima dodir reda bar 2 sa krivom, xto znaqi da ima istu tangentu, normalu
i krivinu kao data kriva. Ukoliko je taqka dodira α(θ0), centar kruga nalazi se u taqki α(θ0) +

1
κz
Nz i ima

polupreqnik
∣∣ 1
κz

∣∣. U naxem konkretnom sluqaju je u pita�u taqka (−2, 0) za koju va�i θ0 = π, pa je κz = 3
4 ,

T = (0,−1), Nz = (1, 0). Jednaqina tra�enog oskulatornog kruga je(
x+

2

3

)2

+ y2 =
16

9
.

(d) Odrediti ugao izme�u tangente krive i x−ose.
Rexe�e. Za vektor pravca x−ose mo�e se uzeti vektor (1, 0), pa je zapravo dovo	no na�i ugao izme�u tog
vektora i vektora T (θ) = (cos 3θ

2 , sin
3θ
2 ). Ako je ϕ tra�eni ugao, va�i

cosϕ =
〈(1, 0), (cos 3θ

2 , sin
3θ
2 )〉

‖(1, 0)‖ · ‖(cos 3θ
2 , sin

3θ
2 )‖

= cos
3θ

2
,

odnosno ϕ = 3θ
2 (nismo vodili raquna o tome da ϕ ∈ [0, π]).

2. Dat je hiperboliqki cilindar jednaqinom u Dekartovim koordinatama x2 − y2 = 1.

(a) Skicirati dati cilindar, parametrizovati deo cilindra u poluprostoru x > 0 i ispitati regularnost.

Rexe�e. Jedna od mogu�ih parametrizacija dela hiperboliqkog cilindra x2 − y2 = 1, x > 0, je

x = chu, y = shu, z = v,

odnosno
r(u, v) = (chu, shu, v), (u, v) ∈ R2.

Dati cilindar je pravolinijska povrx, sa izvodnicama paralelnim z−osi i koji seqe xOy ravan po hiperboli
(chu, shu, 0):

r(u, v) = (chu, shu, 0) + v(0, 0, 1).

Kako je
ru = (shu, chu, 0), rv = (0, 0, 1),

ru × rv = (chu,−shu, 0), ‖ru × rv‖ =
√
ch 2u 6= 0,

povrx je regularna.

(b) Odrediti geodezijsku i normalnu krivinu krive α(t) = (ch t, sh t, t), t ∈ R, na datom cilindru. Da li je to
asimptotska ili geodezijska linija?

Rexe�e. Data krive oqigledno le�i na datom cilindru zbog ch 2t− sh 2t = 1 i �ena jednaqina u karti je

u = v (tj. u = t, v = t).

Kako je
α′(t) = (sh t, ch t, 1), ‖α′(t)‖ =

√
2ch t,

s(t) =

∫ t

0

√
2ch z dz =

√
2sh t,

t = arsh
s
√
2

2
= ln(s+

√
s2 + 2)− ln

√
2,

prirodna parametrizacija krive α glasi

α(s) =

(√
s2 + 2

2
,
s
√
2

2
, arsh

s
√
2

2

)
, s ∈ R.

Jediniqna normala povrxi n(u, v) = 1√
ch 2u

(chu,−shu, 0) du� krive α iznosi n(t) = 1√
ch 2t

(ch t,−sh t, 0),
odnosno

n(s) =
1√

s2 + 1

(√
s2 + 2

2
,−s
√
2

2
, 0

)
.



Kako je

T (s) = α′(s) =

(
s√

2(s2 + 2)
,
1√
2
,

1√
s2 + 2

)
,

T ′(s) = α′′(s) =

( √
2√

(s2 + 2)3
, 0,

−s√
(s2 + 2)3

)
,

dobijamo geodezijsku i normalnu krivinu krive α na datom cilindru

κg = [n, α′, α′′] =
−s

(s2 + 2)
√
s2 + 1

,

κn = 〈n, α′′〉 = 1

(s2 + 2)
√
s2 + 1

.

Mogu�e je koristiti i parametrizaciju krive α datu u zadatku, umesto prirodne parametrizacije, ali su tada
i formule za geodezijsku i normalnu krivinu drugaqije:

κg =
[n, α′, α′′]

‖α′‖3
=

−sh t
ch 2t
√
2ch 2t

,

κn =
II(α′, α′)

I(α′, α′)
=

1

2ch 2t
√
ch 2t

,

gde je α′ = ru + rv = (1, 1) (zbog t = u = v), a matrice prve i druge forme date su u narednom delu zadatka.
Kako je κn 6= 0 i κg 6= 0, data kriva nije ni geodezijska, ni asimptotska linija na datom cilindru.

(v) Odrediti glavne krivine, Gausovu i sred�u krivinu datog cilindra. Koji je tip taqaka na cilindru?

Rexe�e. Kako je
ruu = (chu, shu, 0), ruv = rvv = (0, 0, 0),

matrice prve i druge fundamentalne forme su

[I] =

(
ch 2u 0
0 1

)
, [II] =

( 1√
ch 2u

0

0 0

)
.

Matrica operatora oblika je

[S] = [I]
−1 · [II] =

(
1

(
√
ch 2u)3

0

0 0

)
,

pa su glavne, Gausova i sred�a krivina datog cilindra

κ1 =
1

(
√
ch 2u)3

, κ2 = 0,

K = κ1 · κ2 = 0, H =
κ1 + κ2

2
=

1

2(
√
ch 2u)3

.

Sve taqke na datom cilindru su paraboliqke jer je taqno jedna glavna krivina jednaka 0.

(g) Odrediti normalnu krivinu datog cilindra du� pravaca tangentne ravni koji polove uglove izme�u glavnih
pravaca.

Rexe�e. Kako je matrica operatora oblika dijagonalna zbog F = f = 0, glavni pravci su upravo ru i rv i
normalni su me�usobno. Jediniqni glavni pravci su

e1 =
ru
‖ru‖

=
ru√
E

=
ru√
ch 2u

,

e2 =
rv
‖rv‖

=
rv√
G

= rv.

Pravci koji u tangentnoj ravni polove uglove izme�u vektora e1, e2 su w1 = e1 + e2, w2 = e1 − e2, a tra�ena
normalna krivina

κn(w1) =
II(w1, w1)

I(w1, w1)
=

1

2(
√
ch 2u)3

,

κn(w2) =
II(w2, w2)

I(w2, w2)
=

1

2(
√
ch 2u)3

.



Isti rezultat dobija se i korix�e�em Ojlerove teoreme. Zaista, jediniqni pravci w̃1 i w̃2 koji polove uglove
izme�u glavnih pravaca zaklapaju sa pravcem e1 redom uglove ±π4 (ili π

4 i 3π
4 ) i iznose

w̃1 = cos
π

4
e1 + sin

π

4
e2 =

√
2

2
√
ch 2u

ru +

√
2

2
rv =

√
2

2

(
shu√
2ch 2u

,
chu√
2ch 2u

, 1

)
,

w̃2 = cos
π

4
e1 − sin

π

4
e2 =

√
2

2
√
ch 2u

ru −
√
2

2
rv =

√
2

2

(
shu√
2ch 2u

,
chu√
2ch 2u

,−1
)
.

pa je normalna krivina du� ovih pravaca

κn(w̃1) = κn(w̃2) = cos2
π

4
· κ1 + sin2

π

4
· κ2 =

1

2
κ1 =

1

2(
√
ch 2u)3

.

(d) Odrediti asimptotske i glavne linije (linije krivine) na datom cilindru.

Rexe�e. Glavne linije r(u(t), v(t)) se dobijaju kao rexe�a diferencijalne jednaqine∣∣∣∣∣∣
−v′2 u′v′ −u′2
ch 2u 0 1

1√
ch 2u

0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Kako je F = f = 0, ova jednaqina se svodi na u′v′ = 0, odnosno u′ = 0 ili v′ = 0, pa su rexe�a krive u = const,
v = const, tj. sve koordinatne linije (grane hiperbole i izvodnice cilindra).
Asimptotske linije r(u(t), v(t)) su rexe�a diferencijalne jednaqine

1√
ch 2u

u′2 = 0,

zbog f = g = 0, odakle dobijamo krive u = const (izvodnice cilindra). Posled�i rezultat je oqekivan jer
su prave na povrxi uvek asimptotske linije, a na datom cilindru i jedine jer su sve taqke paraboliqke i
postoji samo jedan asimptotski pravac u svakoj taqki cilindra.


