1. POVRSI

Definicija 1.1. Parametrizovana regularna elementarna povrs klase C*, k > 1, u R? je

1 — 1 preslikavanje r : U — R3, klase C*, gde je U otvoren podskup od R? ? 1 g—
u v

su linearno
nezavisni za (u,v) € R?.

r(U) nazivamo "trag”, "slika” od r.

Oznake: r(u,v) = (ri(u,v),r2(u,v),rs(u,v) tj. r(u,v) = ri(u,v)e; + ra(u,v)es + ra(u,v)es,
parcijalni izvod po u i v oznacavamo skrac¢eno sa r,,7,, pri cemu je
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Jakobijeva matrica preslikavanja r je:
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Slededéi uslovi su ekvivalentni:

(1) r4(ug,v0) 1 74 (ug,vo) su linearno zavisni;

(2) ru(uo,vo) X ry(uo,v0) = 0;

(3) Jakobijeva matrica ima rang manji od 2 u (ug, vp).

Primeri:
(1) r(u,v) = (u,v, f(u,v)), f: U — R, klase C¥Fi1—1
(2) U = {(u,v) € R?*[u? +v* < 1}; r(u,v) = (u,v,V1 —u® —v?2)
(3) V= {(u,v) € R?|u?® +v* < 1}; r(u,v) = (u, —V1 — u? — v2,v)
(4) U = {(u1,v1) € Uy < 0}; V = {(uz,v2) € V]vg > 0};
(b:i;_)ﬁa ¢(U27’U2):(UQ,— 1-1,6%—’1)%)
¢ UV, ¢ Huy,v1) = (ug, /1 — 02— v2)
1 0

det(J (¢)(uz,v2)) = Y2 Y2
id g Vida

ri(ur,v1) = (ur,v1, /1 —uf —v7),  raug,v2) = (ug, —y/1 —u3 —v3,v2), 7T100=r9

Definicija 1.2. Koordinatna transformacija klase C* je C* difeomorfizam ¢ :V — U, gde su
U, V otvoreni skupovi u R?.
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Lema 1.1. Neka je ri : U — R3 parametrizovana reqularna elementarna povrs klase C* i ¢ : YV —
U koordinatna transformacija klase C*. Tada je ro =110 ¢ : V — R3 parametrizovana reqularna
elementarna povrs klase C* i ima istu sliku kao .

Definicija 1.3. Poursi ri i ro su ekvivalentne (r1 ~ r9) ukoliko zadovoljavaju uslove Leme 1.1.
Relacija ~ navedena u Definiciji 1.3 je relacija ekvivalencije.

Definicija 1.4. Klasa ekvivalencije relacije ~ je regularna (neparametrizovana) elemen-
tarna povrs.

Moze se pokazati da je klasa ekvivalencije parametrizovane regularne elementarne povrsi r :
U — R3 u sustini odredjena skupom slika r(i), naime vazi:

Teorema 1.1. Neka sury :U — R3 iry : V — R3 parametrizovane elementarne povrsi, takve da
je ri(U) = ro(V). Tada za sve p € U i q € V takve da je r1(p) = ra(q) postoje njihove okoline
Uy CU iV, CV takve da su r1|y, @ re|y ekvivalentne povsi, tj. postoji koordinana transformacija
¢ Vi — Uy tako da je ro =110 ¢.

Termini: regularna elementarna povrs, lokalna povrs, zakrpa.
Uocimo dve prirodno definisane krive na lokalnoj povrsi.

Definicija 1.5. Neka je r : U — R? reqularna elementarna povrs i fiksiragmo (ug,vo) € U. Krive
u — 7(u, Vo), v +— r(ug,v)
su u-parametarska kriva ¢ v-parametarska kriva od r.

Termini: koordinatne krive, parametarske krive, koje sadrze tacku P(ug,vg) su krive a(u) =
r(u,vo) 1 B(v) = r(up,v). Odrediti vektore brzine ovih kivih.

Postoji pogodan nac¢in kako mozemo predstaviti proizvoljnu krivu ¢iji je trag sadrzan u tragu
lokalne povrsi.

Lema 1.2. Neka je o : (a,b) — R? kriva ¢iji trag pripada tragu v(U) regularne elementarne povrsi
r:U — R3, takve da je r : U — r(U) homeomorfizam. Tada postoje jedinstvene diferencijabilne
funkcije aq, as : (a,b) — R takve da

a(t) =r(ai(t), as(t)), a<t<b.
Sada mozZemo definisati pojam tangentnog vektora na regularnu elementarnu povrs.

Definicija 1.6. Neka je r : U — R? reqularna elementarna povrs i P € r(U). Tangentni vektor
nar u P je vektor X € R® za koji postoji kriva o : (a,b) — R® takva da je

a(t) =r(u(t),v(t), (a<t<b),
pri cemu su u(t) i v(t) diferencijabilne funkcije i a(0) = P, o/(0) = X.
Koristeéi Lemu 1.2 to znaci da je X vektor brzine za neku krivu koja ”pripada povrsi”.

Lema 1.3. Skup svih tangentnih vektora na regularnu elementarnu povrs v : U — R u tacki
P =r(ug,vo) € r(Ud) je vektorski prostor éija je baza [ry(uo,vo), rv(uo, vo)].

Skup svih tangentih vektora na r u P oznacavatemo sa Tp(r) i nazivaéemo ga tangentni
prostor.

Posledica 1. Neka je o : (a,b) — R3 kriva ¢iji trag pripada tragu r(U) reqularne elementarne
povrsi v : U — R3, takve da je r : U — r(U) homeomorfizam. Tada postoje jedinstvene diferenci-
jabilne funkcije u,v : (a,b) — R takve da

/ ! !
A =UTy +VTy.



Ova posledica sledi direktno iz dokaza Leme 1.3.

Definicija 1.7. Neka jer : U — R? regularna elementarna povrs. Za vektor Z € R® kaZemo da je
normalan na r w P € r(U) ukoliko je Z o X =0 za sve vektore X tangentne na r u P.

Definicija 1.8. Vektorsko polje V na regularnoj elementarnoj povrsi r : U — R3 je difer-
encijabilno preslikavanje koje svakoj tacki ¢ € U dodeljuje vektor V(q) € R3. Kazemo da je V
tangentno vektorsko polje na r ukoliko V(q) € T,(4)(r) i normalno vekorsko polje ukoliko
je V(g) o X =0 za sve X € Ty(q)(r) i sve ¢ € U. Vektorska polja ry i r, nazivamo koordinatna
vektorska polja.

Stav 1. Svako tangentno vektorsko polje na regularnoj elementarnoj povrsi r : U — R3 moze se
predstaviti u obliku

X(q) = Xa(@)ru(q) + Xo(a)ro(a), a€U.
Funkcije X1, Xo su jedinstvene i diferencijabilne. Takodje, par diferencijabilnih funkcija X, Xo :
U — R odredjuje jedinstveno tangentno vektorsko polje.

Definicija 1.9. Tangentna ravan na regularnu elementarnu povrs r : U — R3 u tacki P =

r(uo,vo) je ravan koja sadrZi tacku P i paralelna je vektorima ry,(ug,vo) @ 74(ug,vo). Vektor
Ty X Ty

normale na povrs r u tacki P je n(ug,vo) = (u0,v0). Normala na povrs u taki P je

) ‘ |7 X 70|
prava odredjena tackom P i vektorom n.

Da li su tangentna ravan i normala geometrijski pojmovi?

Definicija 1.10. Regularna elementarna povrs v : U — R? je svojstvena ukoliko je inverzna
funkcija r=t : r(U) — U neprekidna u svim tackama iz r(U).

Definicija 1.11. Povrs klase C* u R3 je podskup P C R? koji je unija slika svojstvenih regularnih
elementarnih povrsi klase C*, takvih da je za proizvoline regularne elementarne povrsiry : U — R3
irg: YV — R3 iz unije, preslikavanje

rotor iU NV = U NV
koordinatna transformacija klase C*, pri cemu je U' = ri(U), V' = r2(V).
Teorema 1.2. Neka je F : R® — R diferencijabilna funkcija i (Fy, Fy, F,) # 0 u svim tackama
P ={(x,y,2)|F(x,y,z) = 0}. Tada je P povrs.
Specijalno, ukoliko je F, # 0 u tacki P € P, tada postoji elementarna regularna povrs r : U —
R3, 7(u,v) = (u,v, f(u,v)) tako da P € r(U).
Dokaz: teorema o implicitnoj funkciji.
Definicija 1.12. Neka je r : U — R? reqularna elementarna povrs. Kvadratnu formu
Ip(w) =< w,w >p=|w|? >0, w € Tp(r)
nazivamo prva osnovna (fundamentalna) forma povrsi r u tacki P € r(U).
Kako je tangentni vektor w € Tp(r) (po definiciji) tangetni vektor neke krive a(t) = r(u(t), v(t)),
t € (a,b), sa P = a(0) = r(ug,vp), to je
Ip(a/(0)) < a’(0),0/(0) >p
= <ury+vr,,ur, +0'r, >p
= (U)? <ryuyry >p +200 <1y, >p +) <1y, >p
E(W)? + 2Fu'v' + G(v')?,
pri ¢emu je E(ug,vg) =< Ty, 7y >p, F(ug,v0) =< ry,my >p, G(ug,v9) =< 14,7, >p, (koefici-
jenti prve osnovne forme) i v/, v’ su izra¢unati u t = 0.



U okolini tacke P mozemo definisati funkcije E(u,v), F(u,v), G(u,v), koje su tu i diferencija-
bilne. Da li su F, F, G geometrijski pojmovi?

Cesto se koriste i oznake gij(u,v) =< ri(u,v),rj(u,v) >, 11 = ry, ro = r,. Ove funkcije
definiSu simetriénu matricu u svakoj tacki r(U). Nekada se nazivaju metricki koeficijenti, koefici-
jenti metrickog tenzora, koeficijenti Riemann-ove metrike.

Neka je a(t) kriva ¢ija slika pripada r(U), tj. a(t) = r(u(t),v(t)). Tada je duzina luka krive a:
t t
s) = [ Nlellar = [ Vi@
0 0

¢
= /\/E(u’)2+2Fu’v’+G(v’)2dT.
0

Zbog ovoga, mnogi matematicari govore o "elementu” duzine luka, ds od P, i pisu
ds* = Edu® + 2F dudv + G dv*.
Takodje, za ugao 6 izmedju dve krive « i g ¢ije slike pripadaju r(Uf) i koje se seku u tacki
a(t()) = ﬁ(to) vazi
< o (tg), B (to) >
e’ (to)II118" (o)l

Specijalno, za ugao ¢ izmedju koordinatnih krivih vazi cos ¢ =

cosf =

F

VEG
Definicija 1.13. Neka je r : U — R3 reqularna elementarna povrs i neka je S kompaktan podskup
od r(U). Tada je povrsina od S

P(S) = //1(5) VEG — F? dudv.

Moze se pokazati da je ova definicija geometrijska (ne zavisi od parametrizacije, od izbora 7).

Neka je a regularna prirodno parametrizovana kriva ¢ija slika pripada tragu regularne elemen-
tarne povrsi r. Neka je {T, N, B} Frenet-Serret-ov reper krive «, s njena krivina i n vektorsko
polje normala na 7.

Definicija 1.14. Normalna krivina regularne prirodno parametrizovane krive o je normalna
komponenta od o”. Geodezijska krivina reqularne prirodno parametrizovane krive a je kompo-
nenta od o u pravcu vektora unutrasnje normale (S =n xT).

K(s) = T'(s) = a(s) = kn(s) n(s) + rig(s) S(s).

Definicija 1.15. Koeficijenti druge osnovne (fundamentalne) forme regularne elementarne
povrsi v : U — R3 su funkcije definisane na U sa:

e(u,v) =< ryy,n >, f(u,0) =< ryp,n >, glu,v) =< ryp,n > .



