Matematka 1

Zadaci za vezbe
Oktobar 2016

1 Uvod
1.1. Uprostiti izraze:

1 6b . b(2a+b)
a) (a—3b a—§—3b+a2 962> * a?-9b?

1. 1) 1
b) <m+y1z : x+;> W et )

C) a=24b6=2 [ a?+b? -t R
a=T4b-1 ab T a?-b?

o (5o~ 5) " (G - £3)”

1.2. Ispitati ta¢nost jednakosti:
a) (4V/1+2/5- {’/13+4\/§) NEE I
b) \/7+5 \/19 83 /3=

1.3. Ispitati kada su obe strane izraza definisane, a potom dokazati da u tim slucajevima vaze iden-
titeti:

222 —2x+41 x —1 1
a) z2—x + -z — 1 T

b) g — - (e — ) = e
(i)
) (M nyrr)(f f) _1

1.4. Rastaviti na proste ¢inioce (faktore) polinome:

a) P(x) =23 +52%+32z -9
b) Pz)=(z+1)(x+3)(z+5)(x+7)+15
c) Plz)=x2*+4

1.5. Za koje vrednosti parametara a i b je polinom P(z) = % + ax® — 922 + 11z + b deljiv:

a) binomom 22+ 1

b) trinomom 2 — 2z + 1

1.6. Resiti sisteme linearnih jednacina:

5z — 8y = —1
) WEHEL=0 2By rl=0 o —wasy=1 ;C+ yy: )
3r— y—4=0 —4dxr+6y—2=0 20 — 6y = —1 v — Gy = 14



1.7. Resiti jednacine:

a) 202 —Tx—4=0

b) 32 -2y —24=0

¢) 202 —5x —3|z -2/ =0
)

d) |2%+2z| - |3 — 2| = 2?

1.8. Uprostiti izraze:

a 62x+6 3356+3 2x+9

)
b) 6-9Y/% —13.6Y/% 6.4/

¢) In(x +2) — 2In(z — 3) + In(3z — 5)
d) logy(x —5) + log,, 64

17w 57 s (11w s ;o 167
1.9. Izracunati: sin {5, cos &%, cos (7m + 2f) , sin(4F — ), sin 157 + 4 cos 6

2

2

Matematicka indukcija

2.1. Dokazati da za sve prirodne brojeve n vaze sledeéi iskazi

(a) 1424 ... +n="0H0 (c) 148+...+nd =200
n(n+1)(2n+1 n
(b) 144+ +n? = 2ot (@) 12+ 23+ wr =

2.2. Koristeé¢i matematicku indukciju dokazati da je

(a) 7[2nH! 4 3207t (b) 3|5" + 2nt! (c) 64]3%"+3 4 40n — 27

3 Kompleksni brojevi

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

Predstaviti kompleksan broj u algebarskom zapisu:

(a) 2= (2—i)(2+0)%— (3-2i)+7 (c)z:%
i° 2 i
(b) = = ({#22) (@) = = 254

Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog broja:

-1 1,,v3
R © == 155
2 2
(b) 2= 77 (d) z=(1+74)"
Predstaviti kompleksan broj u trigonometrijskom zapisu
(a) z= -3 (c) z=1+1
(b) z=—i (d) 2=—-1+iV3

Odrediti moduo i argument kompleksnog broja:

(a) (—4+ 3i)3
(b) 1+cosT +isin %

Predstaviti kompleksan broj u algebarskom zapisu:



(a) 2= (B + b0
(b) == (V2 —iv2)®
(@ == ()"
(@) 2= (—v3— i)

3.7. Resiti jednacine

(a) 2t =1-14V3

3.8. Predstaviti kompleksan broj u Ojlerovom zapisu:

1454
(a) 17

2—i3
(b) ==

4 Funkcije

(b) 2> =1+cosE +isinf

N 12
9 == ()
(f) z= eV2HEE

(8) 2 ="
(h) z=¢ 1T

(d) vV-1+1i

(e) v/—64

(c) V3+i
(d) vV2+iv2

4.1. Nekaje f: R = R, f(zr) =2 +3ig:R — R, g(z) = 22. Odrediti funkcije f o g(z), g o f(z),

f @) i fo f(a).

4.2. Neka je f:R =R, f(z) =2x+5i¢g: R —= R, g(x) = cosz. Odrediti fog(z), go f(z), gog(3).

4.3. Neka je f: R = R, f(zr) = -3rxig:R = R, g(x) = sin(x + §). Odrediti funkcije f o g(z),

go f(x).

5 Krive drugog reda

5.1. Nadi poluose, zize i ekscentricitet elipse

2 2

5.2. Naci poluose, zize, ekscentricitet i asimptote hiperbole

—~
5]
N—
H‘H
[=2] I N]
[N}
\
—_

(b) (z—3)* (9-52)2 -1

5

5.3. Odrediti tangentu na krivu iz date tacke

:L‘2 2
(b) 22 + 4y*® = 20, A(—6, 1)
:B2 y2

se v

5.4. Nadi zizu, teme i prametar p parabole.

() G +1z=1
(d) 22 +10(y —1)2=10
(c) y?—a?=1
r—1)2 _1)2
(d) @ D g

(d) 32 + 4y® = 48, A(6,1).

N

(€) 22— 2 —1, A(=3,1).



5.5.

5.6.

5.7.

(a) y? =22 (c) y? = —l4z
(b) y? = 6z — 12 (d) y? = —b5x+4
Naéi jednacine tangenti na parabolu 32 = 4z u preseénim tackama sa pravom p : 2z —3y+4 = 0.

Odrediti hiperbolu ako je prava t : 5r — 6y — 8 = 0 njena tangenta, a prave a;2 : y = £3 su
njene asimptote.

Formulisati i dokazati opticka svojstva elipse, hiperbole i parabole. Nacrtati sliku.

6 Analiticka geometrija u prostoru

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

Izracunati intenzitet vektora @ — & ako je |d| =

b‘:191‘7+?(:24.

— — — —
Akoj_e>(7+3 b)YL(Td —5b)i(d—4b)L(7Td—2b), odrediti ugao koji zaklapaju vektori
— .
aib.

— T T e
Dati su vektori @ = p i +q j — kib =14+ k. Odrediti realne parametre p i ¢ tako da

%
vektori @ i b budu ortogonalni, a vektor a zaklapa ugao 7 sa pozitivnim delom x-ose.

- = —
Odrediti pagametar pE R takav da vektor ‘@ =2pi + j + (1 —p)k zaklapa jednake uglove sa
ﬁ
vektorima b = — i +3] 17—51—j+8
— — = = - = —>
Odrediti parametarg € R takav da vektori =31 +45 +5k, b =pi +25 +2k i
= 92 + 14] + 16k budu koplanarni.

- = = - =
Ispitati da li su vektori 7 = ’L +3] —3k b =i4+7 —k 1?5 1 +27 —2k koplanarni.
Ako jesu, izraziti vektor ¢ kao linearnu komblnacuu vektora @i b.

_>
Neka su dati vektori @ = (—1, 0, 5), b = (2, =8, —4) i ¢ = (=3, —2, 3). Izracunati:

_>
() 136 =32
b) @ xb
(c) <dx7?,d
N
(d) <@ x b ?>
(e) prp(d —72)
Dati su vektori @ = ? + ? — 2/€, ? = 7 —%7 2? i E; + 7 + k: Odrediti realne
paramete o, 31~ takodavazi @ =ad + 8 b +7(7X b).

Date su tacke A(2, 1, 0), B(—1, 3, 3) i D(1, 0, —5). Odrediti koordinate tacke C' tako da
cetvorougao ABC D bude paralelogram, a zatim izracunati njegovu povrsinu.

Da li su tacke A(0, 1, —2), B(3, —1, —1), C(4, 0, =5) i D(—2, —4, 0) koplanarne? Kolika je
zapremina tetraedra ABCD?

Odrediti tacku prodora prave p: #3= = 5= = = krozravan a: 3r +y —42+5=0.

(a) p: z=—-142t,y=3—t, 2=-5+4+3t, q: t=2+s, y=—-3+4s, 2=3—-2s, t,s€R
3 — -1 _
(b) p: It =12 =212, g B =V = 2
. ZL'+5y+Z:0 . 43 _ y _ 2—1
(c) p: z—z+4=0 1" 5 T2TE

Odrediti rastojanje izmedju mimoilaznih pravih
p: :”T_‘l:yT_lz_il ig: 2=-24+t,y=4—-3t, z=2, teR.



6.14. Odrediti jednacinu zajednicke normale mimoilaznih pravih a : %5 = yT_‘L = 261 ib: Isz =
y+r2 _ 2—4
T = =3
6.15. Odrediti jednac¢inu ravni koja sadrzi tacku P(5, —2, 1) i normalna je na pravu gq : zTH = % =
z—4
5

6.16. Odrediti jednac¢inu prave koja sadrzi tacku P(5, —2, 1) i paralelna je pravoj ¢ : w_—";l = yo;s = #

6.17. Odrediti jednac¢inu ravni koja sadrzi pravu [ : %31 = y—J{z = 223 i normalna je na ravan

2 3
a: 2x—4y+2+5=0.

6.18. Odrediti jednacinu ravni koja sa ravni o : x — 4y — 8z + 12 = 0 obrazuje ugao 7§ i sadrzi pravu
p:rrz+y+2=0,2xr—224+3=0.

7 Nizovi

7.1. Dokazati po definiciji

_ 3m-2 3 o1,
(@) Jim o T =3 (c) Jim (=)

1 (=D . T
R @)t ot ) =0

7.2. ispitati koji od sledec¢ih nizova su ograniceni.

(a) an = Z—ié (¢) ¢, = max{n,5}
(b) b = T (@) dn =3

7.3. Ispitati koji od navedenih nizova su monotoni

() an = 77

(b) b, =n? —8n + 12
7.4. Izracunati

(a) 2n? @ 1 2n? N 1—3n3

a im ——— im
n——+oo n2 + 1 n—4oo 2n + 3 3n2+1
nd —n . 3" — 2"

LR N s o (€) Jm s
() i n?—4n+5
¢ n—1>I-iI-1t>o nt4+nd—1

7.5. Odrediti grani¢ne vrednosti

. 1\"
(a)  lim <1 + 2n>

n2 4+ 3n + 4\
n2+42n+2

. n?+3 3n
(c)  Jim <na+1>

7.6. Dokazati da vaze sledeée jednakosti

(b) lim

n—-4o00

(a) lim ng¢"=0,|q <1

n—-+oo

(b) lim nF¢" =0, lgf <1, keN

n—-+o0o

(c) lim {Ya=1,a>0

n—-+oo



(d) lim Yn=1

n—-+o0o

. 1
(e) nll)rfoon(en —1) =1,

7.7. Izrac¢unati primenom teoreme o policajcima

(@) I nsinn!
2 n—1>1-i1-100 n?+1
2n 3
(b) lim cos(2™(n + 3))
n—-+oo an
1 1 1
c) lim + + .t
(©) n—>+00(\/n2+1 Vn2 +2 \/nQ—i—n)

7.8. Izracunati primenom Stolcove teoreme

1P 4+2P + ... +nP

(a) lim ) ,pEN
1 24 V34+...+
) lim +V2+ VB4
n—-+oo n

8 Limesi funkcija i neprekidnost

8.1. Dokazati po definiciji

. 2z +1 3 . 1
() Im == =3 (c) lim o=y =+
r—1 .
(b) S (d) xkr_noo In(—z) = 400

8.2. Odrediti levi i desni limes funkcije u datoj tacki

(a) f(x) =sgnzx, =0 (d) f(x)=2%2+5,2=3
(b) g(a) = 715, z =3 () gla) =32, 2=
(¢) h(z) = [z], z =4 (f) h(z) = [2%], =

8.3. Vazni limesi

sin x
=1

1
lim (1+ -)7 =
lim (1+—-)*=e

T—r—00 X

(¢) im(l+2)r =e
z—0

X
-1
(d) lim &
z—0 x
et -1
lim =
z—0 €T
(I+z)*-1

(&) limg ———— =«

®

=Ina

1

(f) lim 281 T)
z—0 x
lim In(1+ x)

z—0 xT

=log,e
=1

8.4. Izracunati sledeée limese



lim VI —ya++vzr—a
:plﬁa ‘/x2_a2

(b) lim VI+2x -5
z—8 V—2
T4+ \r+ T

vVoe+1

©) I

sin ax

(d) x1—>H10 sin bz

8.5. IzraCunati grani¢ne vrednosti

(a) lim (\3/:53 4322 — /22 — 23;)

T—+00
a __ T
(b) lim —— %
rT—a T — Q
2¢ _ —2x
(¢) lim c c
z—0 x
(d) lim (x/x(x +2)— a:)
T—+00
8.6. Izracunati grani¢ne vrednosti
1 142
lim —1
(a) $1—>H6 x . 1—2z
1 _ T
(b) lim — ¢
z—0 Ssinx
cos Zx
li 2
<) lm iz

2sin?z +sinx — 1

(d) lim —— T2
z—% 2sin“z — 3sinz + 1

8.7. Ispitati neprekidnost funkcije u tacki x = 0

(b) f(z) = sgnz

sin x

@A

1 —cosx

(f) lim 5

z—0 T
. tgx
lim -2~
(&) lim =
a2 T
sin“ £
z—0 tg* 2z

(i) lim

z—0 xsinx

cos2x —1

. 2?2 —2r 43 2
() Jim (55,29

. tgx —sinz
f) lim —u——
() I =

s
lim (1 — ) tg &
(g) lim(1l—2)tg o

1
i 2
(h) ili%(cos x)

o142 -1
(e) lim ———
20 /16 + 22 — 4
(f) lim <\/ﬂ:2+2x—2\/x2+x+x>

T—r—+00

V1 =3z + 23 + 324
(2:1:—1—%)(1—35)

T—r—+00

8.8. Ispitati neprekidnost i odrediti tip prekida funkcije

@ fa= | o 2# L0y
0, r€{-1,0,1}

1_
T

3_9.,.2__
x° —2x 3:13’ ZL‘#B

(b) f(x) :{ e

10, =3
712_;8”, x <0

(¢) flx) =9 5, 0<z<2
V2 +5-3, z>2

8.9. Odrediti A € R tako da je funkcija g(z) = {

(a) fla) =

x
x

(b) f(z) = <5

@ s ={ 7 T2

@ sw={ 7 70

(0 f<x>={ ot AN

() f<x>={ 0 ig
f@), @70 rekidna

A, =0



(C) f(x) — 1n(1+x)fln(lfz)

x

8.10. Odrediti konstante a i b tako da funkcije budu neprekidne

|} r+a, x <0
(a) f(x){ 342z —22, 2>=0

o= {5k 12!
9 Izvod funkcije

9.1. Izracunati izvod funkcije (tabliéni izvodi)
(a) f(x)=a°—42% +22 -3
(b) f(x)=Z+1n2
(c) flx)= 325 — 223 + 273

—2sinx,
(¢) f(x) =< asinz+b,
cos x,

() f(z) =a>VaT
(e) f(z) =>5sinz + 3cosw
(f) f(t) = arcsint + 2

9.2. Izracunati izvod funkcije (izvod proizvoda i koli¢nika)

(a) fz) =zctge

(b) f(z)=e"cosz

(¢) f(z) =sinzlnz2”
(d) f(z)= m22_9654;;;_5
(e) f(t)=12Y}

(£) flx) = Htens

9.3. Izracunati izvod funkcije (izvod slozene funkcije)

9.5. IzraCunati izvod parametarske funkcije
(a) x =2(t —sint), y = 3(1 — cost)
(b) x =44 2cost, y =—1+2sint
(c) z=5(e' +et), y=3(e —et)

8

(AVASERVAN
TERVAN

(2) f(2) =t (o +VI+a2)
(h) f(z) = ctgarcsin 22

(i) f@) = 2%

() f(a)=a""

(k) f(z) = (sinz)”

D) f(z) =2

9.6. Izracunati drugi izvod (po x) parametarske funkcije

(a) o =Int,y =13

ISEE

ol



(b) z = arctgt, y = In(1 + t?)

(c) z=5(et +et), y=3(e —et)
9.7. Izracunati sledeé¢i limes i objasniti zasto ne moze da se izracuna primenom Lopitalovog pravila
T +sinx

lim -
r—+o0 r — SINXT

9.8. IzraCunati primenom Lopitalovog pravila

| .1 1
(a) lim —— (¢) Tim (2 — )
z—0 ctg x =0 e —1
. 1
. In(sinax ; r L
(b) th () il—>ml(:1:—1 lnx)

2—0 In(sinz) ]
e — 1+ 25

. xr—sinx 1
(c) ili}I(l)T () 730 zirctgxli
li 1 h) i - —
(d) limzlnz (h) lim (s = —5)

9.9. Razviti u Tejlorov polinom sledec¢e funkcije

(a) f(z)=sinz (c) f(z)=¢"
(b) f(x)=cosx (d) f(z)=(z+a)"

9.10. Izracunati primenom razvoja u Tejlorov polinom

. sinx —tanzx 1— sinz
(a) :lli% 3 (c) lir% (Coix) ,
T— X
1 1
b) li e ——— ; 3/ 3 2 _ 2 _

10 Ispitvanje toka grafik funkcije
10.1. Odrediti minimum i maksimum funkcije f(x) na datom intervalu

(a) f(x) =223 +32%2 - 122+ 1, v € [-1,5] (c) f(x) =23 2z €[-1,3]
(b) f(z) =223 +322 - 120+ 1, 2 € [-10,12] (d) f(x) =2* +2, v € [-5,5]

10.2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije

(a) J(@) =olnz (0) fla) = (=20
(b) f(z) =x — arctgx (d) f(x)=2sin2z + sin4x

10.3. Nadi intervale zakrivljenosti i prevojne tacke funkcije

(2) 7@) = (4 1)° (@) f(z) = (14 a?)er
(b) f(x) = 22lnx
(€) f(z) == - arctga (©) f) = 5

10.4. Nacéi asimptote grafika funkcije

(a) f(x)=z+Inz (d) f(z) =11
(b) flz) =€ +2 (e) f(z) = =3
() flz) =% (f) flz)=er



10.5. Skicirati grafik funkcije

(a) fz) =182

(b) f(x)=V8+z—+V8—=
(¢) f(z) =sin2x + cos2x
(d) f(z) =22 —6x

(e) f(z)=(z—a?)e®

(f) f(x) = 52—

(8) f(z)= 1+:’%

11 Neodredeni integral

11.1. Izracunati integrale

(a) /(\/E—l—l)(z—\/f—l—l)dm

(b) / (622 + 8z + 3) dx

(©) /(sin:c— Ly

sin“ x

11.2. Izracunati integrale (smena promenljive)

(a) / xd—xa

© |

11.3. Izracunati integrale (smena promenljive)

(2) /1+djin:v
(b) / cos? 2z dx
(c) /\/ﬂd:n

11.4. Izracunati integrale (parcijalna integracija)

zlnx dx

2

In® x dx

@ [
(b) / 2’Inzx dx
© |

(d) /ln(a;+ 1+ 22) dx

(e) /%d;ﬁ

11.5. Izracunati integrale (parcijalna integracija)

(h) flz)='nz

(i) f(z) = V2L

22

(G) flx)= arcsinW
k) f(z)=( +x)ln%

1) fla)=1- 2

2

x?’
@ [ ot
( dx

V) ey

() / xsinz dx
(g) [ xcos3x dx
(h) [ e*cosz dx
()

()

arcsin x dx

zarctan r dx

—— — —



xz
22e73 dx

<a>/ T g
SIin- x

(b) / 3% cosz dx

sin(In x)

: 3
(c) / xsinx cos x dz sin 2ze>* dx

©
o/
®
© [ @ ay

(d) /(332 —2x+5)e “dr

SL‘2+CL2

11.6. Izracunati integrale (racionalne funkcije)

dzx

(a) fﬂdm
zt+1

x3—522+62

x
b —d
()/1:3—3:B+2 v

dx
O | et e

@ [

11.7. Izracunati integrale (trigonometrijske funkcije)

x—i—l

x6+1

x® — 224 4 323 22—z
(x —1)2 ;172+1)

dx

© [ a5
/xm
®
v/

1+t
(a) /sinlox cos® x dx (d) /1jt§z da
v [t oo ds © [t
sin* z

C
14 sinxz 4 cosx

11.8. Izracunati integrale (neke iracionalne funkcije)

/ \/ﬁdx © \/Qx—ld—x\‘*/Qz—1

\f+\f

(b)

12 Odredeni integral i primene integrala

12.1. Izracunati vrednost odredjenih integrala

1 3
(a) / (2z +1)% dz (g) / vz +1ldz
0 1
5 otdt 5 dr
b — -
(>/0t2—|—1 (h)/i 1+ 22
! 1d 1 1= 2
c)/\/1+§ (i)/ VI-2
4 rx 2 x2
8
d)/yx2—6x+8dx G) /1 dx
0 —1 (1 +2?%)?
3 x
2 —x 2
(e) /0 ze”" dx (k) /Qaccosa:dx
e Oe
(f)/ sinln ¢ dt 1) / Inzx dz
1 1

12.2. Izracunati povrsinu lika u ravni, ogranicenog krivama,

11



(a) y=sinz, y =cosz, c=0, x =5 (g) dz+y* =0, y=2x+4
b)) y=x—1, y>* =22 +6 (h) y=x, y=2a>
(c) y* =z, 2 —2y=3 () y =22 y= 2
(d) y=cosz, y=sin2zx, =5, x=m Yy=e" y=e¥ 2z=1
(€ y=lz], y=(2+1)* -7, z=—4 (k) $2+492=4,$2—y2=i
) y=al, y=2"2 2=1, 2=2 D) 2?2 +y?=1,y=2>-1, y=—x
12.3. Izracunati zapreminu tela dobijenog rotacijom krive
(a) y = f z € [0, 1] oko z-ose (f) y=22% y?> =z oko z-ose
b =23, y=8, £ =0 oko y-ose
()y_ y_z ’ (g) y=22—2% y=0,2=0, x =1, oko
(¢) y==z, y=2x° oko z-ose J-ose
(d) y ==, y = 2? oko prave y = 2
(e) y=a* y =1 oko prave y =2 (h) y =z, y = 2> oko y-ose
13 Nesvojstveni integral
13.1. Ispitati konvergenciju nesvojstvenih integrala
+ood 0
a a c ze® dx
(a)
x
1 —0
+ood +oo d
x x
— d
o [ @ [
1 —00
13.2. Izracunati vrednost nesvojstvenih integrala
+oo dx +oo
b — x|
@ [ ey e

12



