Matematka 1

Z.adaci za vezbe
Oktobar 2015

1 Uvod

1.1. Izracunati vrednost izraza (bez upotrebe pomo¢nih sredstava):

35 ) U
a) (M 06) : |:( (4236+3'3'0'03)'15

53

33 :0.625—0.84:0.8) : 0.03
33 :74-5.25:10%
3 .2) .11
(239710 3) : 15—

1.2. Uprostiti izraze:
1 6b . b(2a+b)
a) <a—3b T 9b2) T

R N N 1

-1
—2p-2 242 —1_p-1
C) a"?+b"% (a +b ) . a b

‘mmw

b) —

M\»—A

a—1+4+b-1 ab a?—b?

o (5o~ 5) " (G - £3)

1.3. Ispitati ta¢nost jednakosti:

a) (4 €/1+2\f—€/13+4\/§) Yaba 3
) \/7+5 \/19 83 f

1.4. Ispitati kada su obe strane izraza definisane, a potom dokazati da u tim slucajevima vaze iden-

titeti:
222 —2z+1 r —1_ 1
a) z2—x + -z — 1 T
b) 1 _ a‘+a . 1 _a - 4a
a?+2a+1 a3—1 a’—a 1—a?2 ) — a%—2a2+1

o (VAT E) (s 1) = v
) (o/2-0/2) : L= @+y)(Va+ )
) () (57) =

1.5. Rastaviti na proste ¢inioce (faktore) polinome:

a) P(x) =23 +52%+3z -9
b) P(z)=(z+1)(x+3)(z+5)(x+7)+ 15
c) Plz)=x2*+4
1.6. Za koje vrednosti parametara a i b je polinom P(z) = 2% + ax® — 922 + 11z + b deljiv:

a) binomom z?%+1

b) trinomom x? — 2z + 1



1.7. Resiti sisteme linearnih jednacina:

) 20 +3y+1=0 ) 20 —3y+1=0 o) —rx+3y=1
3r— y—4=0 —4r+6y—2=0 2z — 6y = —1

1.8. Resiti jednacine:

a) 202 —Tx —4=0

b) y? -2y —24=0
) 222 — 52 —3|x -2/ =0
)

d) |2%+2z| - |3 — 2| = 22

C

1.9. Uprostiti izraze:

a 62:(3+6 331‘-&-3 2x+9

)
b) 6-9/7 —13.6Y7 + 6.4/

¢) In(z +2) —2In(z — 3) + In(3z — 5)
d) logy(z —5) + log, 64

17w 5T s (11w s s 167
1.10. Izratunati: sin 75, cos 177, cos (77 + 2F), sin(4 — T), sin 157 + 4 cos 67

o
2 Kompleksni brojevi

2.1. Predstaviti kompleksan broj u algebarskom zapisu:

(a) z=(2—)(2+4)2 - (3—20)+7 (c) ==,
b _ (422 2+44i
(b) 2= (¢15+1) (d) z= —3+5i

2.2. Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog broja:

_ 1 - 1 1,,v3
(&) 2= 5~ (c) 2=+ %
2 2
(b) 2= 9 (d) z=(1+1)*
2.3. Predstaviti kompleksan broj u trigonometrijskom zapisu
(a) z= -3 (c) z=1+1
(b) z=—i (d) z=—-1+iV3
2.4. QOdrediti moduo i argument kompleksnog broja:
(a) (—4+ 3i)3
(b) 1+cosT +isin %
2.5. Predstaviti kompleksan broj u algebarskom zapisu:
— (V3 i )12
(a) 2= (2 +1)5 (e)z:(i—ﬂ-)
(b) == (V2 —iv2)? (f) z = eVZHE"
© == (%) (8) == /5%
(d) 2= (—V3—i) (h) z =5

2.6. Izracunati:

d)

5T — 8y = —
z+ y=1
r—6y =14



(a) V1 (d) V=1+1

(c) Vi (e) v/—64
2.7. resiti jednacine
(a) 22 =1-14V3 (b) 2> =1+cosZ +sink (c) 2+ £ =0

2.8. Predstaviti kompleksan broj u Ojlerovom zapisu:

(a) 175 (c) V3+i
() 2w (d) V2 +iV2

3 Matematicka indukcija

3.1. Dokazati da za sve prirodne brojeve n vaze sledeéi iskazi

(a) 1+24+...+n= 771(”;1) () 1+8+...+n3=" (”4+1)2
3.2. Koristeé¢i matematicku indukciju dokazati da je

(a) 7|27t 4 3201 (b) 3|5™ 4 27+l (c) 64]3%"+3 4+ 40n — 27
4 Krive drugog reda
4.1. Nadi poluose, zize i ekscentricitet elipse

a2 oy a2 v

(a) §+F =1 (C)6+12 1

(b) &2 4 9y (d) 2% +10(y — 1)2 = 10
4.2. Nacdi poluose, zize, ekscentricitet i asimptote hiperbole

2
(@) & —v* =1 (© v~ =1
3 2 2 2 —1 2 —1 2

(b) (x=3)% (yg) -1 (d) (116) _(yg) -1
4.3. Odrediti tangentu na krivu iz date tacke

(a) &5+ % =1, A(2,7). (d) 322 + 4y® = 48, A(6,1).

(b) 2?4+ 4y? = 20, A(—6,—1)

2 2 2 2

(c) T +4%5 =1,A(12,-1). () 35— 4 =1, A(=3,1).
4.4. Nadi zizu, teme i prametar p parabole.

(a) y? =22 (c) y? = —l4x

(b) y? =6z — 12 (d) y?> = —5x +4

4.5. Nadi jednacine tangenti na parabolu y? = 42 u preseénim tackama sa pravom p : 2z —3y+4 = 0.

4.6. Odrediti hiperbolu ako je prava t : 5x — 6y — 8 = 0 njena tangenta, a prave ajp : y = £5 su

njene asimptote.

N8

4.7. Formulisati i dokazati opticka svojstva elipse, hiperbole i parabole. Nacrtati sliku.



5 Analiticka geometrija u prostoru

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10

5.11
5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

%
Izracunati intenzitet vektora @ — b ako je | @| = 13,

?’:191‘?+?(:24.

— — — —
Akoje (@ +3b)L(7Td —5b)i(d—4b)L(7Td —20b), odrediti ugao koji zaklapaju vektori

%
Tib.
Dati su Vektgi q = pi+qj—kib =14+ k. Odrediti realne parametre p i ¢ tako da
vektori @ i b budu ortogonalni, a vektor a zaklapa ugao § sa pozitivnim delom x-ose.

- = —
Odrediti parametar p € R takav da vektor a 2pi + j + (1 —p)k zaklapa jednake uglove sa

=

— - = - =
vektorima b = —1i +3j i =5i — j +8 k.
— = —>
Odredii)i para_)metarg € R takav da vektori @ = 37 + 47 + 5k, b = p? + 27) + 2k i
7 =94 +144 + 16k budu koplanarni.
e e S T - =
Ispitati da li su vektori @ = 4 +37 -3k, b =i +j —k i ¢ =14 +24 —2k koplanarni.

1 =
Ako jesu, izraziti vektor @ kao linearnu kombinaciju vektora @ i b .

_>
Neka su dati vektori @ = (=1, 0, 5), b = (2, =8, —4) i ¢ = (=3, —2, 3). Izracunati:

%
(@) ll3 ¥ - 32|
b) @ xb
(c) <dx7?¢,d>
d) <@ x 0,7 >
() prop(d@ —7)
Dati su vektori @ = ? + ? — 2?, ? = _z> —_j — 2? iz = ? + 7 + ? Odrediti realne
paramete o, Biv takodavazi ¢ =ad +8 b +’y(7>< b).

Date su tacke A(2, 1, 0), B(—1, 3, 3) i D(1, 0, —5). Odrediti koordinate tacke C' tako da
cetvorougao ABC D bude paralelogram, a zatim izracunati njegovu povrsinu.

Da li su tacke A(0, 1, —2), B(3, —1, —1), C(4, 0, =5) i D(—2, —4, 0) koplanarne? Kolika je
zapremina tetraedra ABC D?

L“:y+3:zj45 kroz ravan a: 3z 4+y —42+5=0.

Odrediti tacku prodora prave p : #3 ==

U kakvom polozaju stoje prave p i q?

(a) p:r a=—-142t, y=3—t, 2=-5+3t, q: v=2+s, y=-3+4s, 2=3—-2s, t,seR

_ 3 _ _ 1 _
(b) p: %5 :%22—127 g 5 =17 =
r+5y+2=0 _

Odrediti rastojanje izmedju mimoilaznih pravih
p: Lf:yT_l:_il ig: x=-24t,y=4—-3t, z2=2, teR.

Odrediti jednacinu zajednicke normale mimoilaznih pravih a : %5 = yT_ZL = 261 ib: %72 =
y+2 _ 24
T~ =3
Odrediti jedna¢inu ravni koja sadrzi tacku P(5, —2, 1) i normalna je na pravu g : a:T+1 = % =
—4
22 .
Odrediti jednacinu prave koja sadrzi tacku P(5, —2, 1) i paralelna je pravoj q : “3%24 = yO;S = #

Odrediti jednaé¢inu ravni koja sadrzi pravu [ : 51 = y*2 — 223§ pormalna je na ravan

2 1 3
a: 2z —4y+24+5=0.

Odrediti jednacinu ravni koja sa ravni o : = — 4y — 8z + 12 = 0 obrazuje ugao 7 i sadrzi pravu
p:rrz+y+2=0,2xr—224+3=0.



6 Nizovi

6.1. Dokazati po definiciji
3n—2 3 -1

(@) Hm o =773 ©, i (57)
L1+ . T

6.2. ispitati koji od slede¢ih nizova su ograniceni.

(a) ap = % (¢) ¢, = max{n,5}
(b) b = St (d) do =2

6.3. Ispitati koji od navedenih nizova su monotoni

() an = 77

(b) b, =n% —8n + 12

6.4. Izracunati

(a) 2n? @ 1 2n? N 1—3n?
a m -———-— 11m
n——+oo N2 +1 n—+oo 2n + 3 3n? +1
3 n n
. n° —n . 3" —2
L N B () I s gnes
n?—4dn+5

(C) ngr-il-loo nt4+nd—-1

6.5. Odrediti grani¢ne vrednosti

1 n
(2) lim <1 + 2n>

2 2n
3 4
(b) lim nTtdnta
n—+oo \ n2 4+ 2n + 2

2 3 3n
() lim <”2+>
n—+oo \ n¢ + 1

6.6. Dokazati da vaze sledeée jednakosti

lim ng" =0, ¢l <1

n——+oo

lim n*¢" =0, ¢/ <1, keN

n—-+o0o

)
)

(c) lim {Ya=1,a>0
)

n——+oo

lim ¢Yn=1

n—-4o00

() lim n(em —1) =1,

n—-+0o
6.7. IzraCunati primenom teoreme o policajcima

(@) lim nsinn!
n=+oo n2 41

(b) lim cos(2™(n + 3))
n—-+oo 2n

(¢) lim ( = + ! —i—...—l-#
n—too \/n2+1 /n2+2 vn?4+n

6.8. Izracunati primenom Stolcove teoreme

)




1P+ 2P 4 ... +nP

(a> ngl—lr-loo npt1 PEN
1 2+ ¥ R
b) lim LT V2+ V34 4+ n
n—-+oo n

7 Limesi funkcija i neprekidnost

7.1. Dokazati po definiciji

2 1 1
a) lim t1_3 (c¢) lim = +o0
=1 3—x 2 z—1 (ac — 1)2
.o —1 .
(b) xggloo porne 1 (d) xgrzloo In(—z) = 400

7.2. Odrediti levi i desni limes funkcije u datoj tacki

(a) f(z) =sgnz, x =0 (d) flz) =22 +5, 2=
(b> g(x)—z_g,x—3 (e) (l‘):%,l‘:5
(¢) h(z) =z], x = (f) h(z)=[2%, =3

7.3. Vazni limesi

(a) lim ST 1
z—0 X
. 1.,
) i (=
1
lim (1+—-)*=e
T——00 T

(¢) lim(l+2) =e
z—0

x
-1
(d) lim 2
z—0 €T
I et —1
im =
z—0 T
1 @“—1
(c) lim A+2)*-1_
r— X

=Ina

1

() Tim log,(1+ x)

=log e
z—0 xT Ea

|
lim 7n(1 +2)
z—0 T

=1
7.4. Izracunati sledece limese

VI—Vatvr—a () lim ¥

(a) };132 T2 — g2 r—+o00 I
(f) . 1—cosx
vVI+2x -5 m ————
(b) lim vot+2r—=o a0 a2
r—8 V -2 tg €T
(g) lim =~
T—> €T
o 1 x+\1+ G
C im : 3
z—+Foo Vr+1 (h) ili% e 2r
i 2x — 1
(d) lim 2 (i) lim 2221
z—0 sin bx z—0 xsinx

7.5. IzraCunati grani¢ne vrednosti



(a) lim (\3/x3 + 322 — \/5132 - 2:D> (e) lim w)xz

F—++00 z=>+oo 22 — 31 + 2

a x
(b lim ——¢ tgx —sinx

r—a 2.’E— a , (f) il_r% 1,3
. e —e " . T
() lim ——— (g) lim(1-z)tg S
1
d) 1 <\/ 2) — ) i =
@ tim (vValet2) -2 (h) Tim(cos )
7.6. Izracunati grani¢ne vrednosti
(a) 1 11 1+z (o) Ti V1i+zx2 -1
a) lim —In e) lim —
a0 T 1—z =0 1/16 + 22 — 4
_
(b) lim1 ¢ (f) lim <\/x2+2x—2\/x2+x+x>
z—0 SInx T—>+00
s
(c) lim 227 o)l YBT3
z—11 — \/.E g T—+00 (2;5 + %)(1 — I‘)
(d) lim 2sin?x +sinx — 1

e—7T 2sin®z — 3sinz + 1

7.7. Ispitati neprekidnost funkcije u tacki x =0

(a) fa)= sz () fla)=%
(b) f(z) = sgnz (d) f(x) =sin’

7.8. Ispitati neprekidnost i odrediti tip prekida funkcije

1 1 e’—1
11 0
r  xz+1 _1 1 _ z X #
@ f = 2 ee -0 @ s ={ 7 1)
0, x € {_1707 1} In(14-x) x40
CECE e
32223z 0, T =
() fla)={ =3 I73
10, z=3 ) £() cosx ++2, <0
€Tr) =
l—cosz <0 (1+1‘)z\/§—17 x 2 0
l-css T
— z%—4 < 9 0, z <0
) 7@ =1 = V=< (8) f@)=4 ‘3
V2 +5-3, z>2 e 22, >0
7.9. Odrediti A € R tako da je funkcija g(x) = { ;I;(x)’ v f neprekidna
() fla) = 2=
(b) flz) = ==
(C) f(x) — 1n(1+x);ln(1fz)
7.10. Odrediti konstante a i b tako da funkcije budu neprekidne
| z+a, z <0 —2sinx, r< -5
(2) f(:z:)—{ 3+2z—22, 2>=0 (¢) f(x) =4 asinz+b, -T<z<3
41, r<1 COoS I, :rzg

o) s ={ 5T, 12

8 Izvod funkcije

8.1. Izracunati izvod funkcije (tabliéni izvodi)



(a) f(z)=2" — 423 4+ 22 — 3 (d) f(z) =22V
(b) f(z)=7+In2 (e) f(z) =>5sinz+ 3cosz
(c) f(z) = 323 — 228 + 273 (f) f(t) = arcsint + 2

(a) f(x) =zctgx (g) f(t) =2tsint — (12 — 2)cost
(b) f(z) =e®cosz (h) f(t) =

(¢) f(x) =sinzlnz2® (i) f(z)=2"' +2lnz — 2
(d) fl2) = 22 (j) f(z) = zarctg 2

(e) f(t) =14 (k) f() = 527 — 2

(F) f(z) = Shetes (1) f(z)=a"e”

8.3. Izracunati izvod funkcije (izvod slozene funkcije)

(a) f(z) = Vae® T (@) f(z) =In <x FVIT x2)
(b) f(z) = V2" = 2"+ 1+ (Inz)® (h) f(x) = ctgarcsin z?
(©) f(2) = seigs (i) fz) = L
(d) f(z) =In®z —Inlnz G) f(z) = 2
(e) flz) =tgvx (k) f(x) = (sinz)co=®
(f) f(z) =e ™ +sin3z 1) f(z) =2
8.4. Izrac¢unati izvod implicitno zadate funkcije y = y(z)
(a) 22 +9y? =1
(b) 2% + 22y — y? = 4x
(c) 25 +y5 =
(d) e¥sinz + Inycosx = arctgx
8.5. IzraCunati izvod parametarske funkcije
(a) = =2(t —sint), y = 3(1 — cost)
(b) x =44 2cost, y=—1+ 2sint
(c) z=5(el +et), y=3(e" —e7?)
8.6. Izracunati drugi izvod (po x) parametarske funkcije
(a) x =Int, y =13
(b) = = arctgt, y = In(1 + t?)
(c) z=5(e! +et), y=3(e —e™)
8.7. Razviti u Tejlorov red sledeé¢e funkcije
(a) f(z)=sinz (c) flz)=e"
(b) f(z) =cosx (d) flx)=(x+a)"

8.8. IzraCunati slededi limes i objasniti zasto ne moze da se izracuna primenom Lopitalovog pravila
. z +sinx
lim ————
T—+oo T — SINT

8.9. Izracunati primenom Lopitalovog pravila



Inx . 1 1

lim (= —
(2) 250 ctgx “ 250 T ev— 1)
. 1
. In(sinax) (f) lim ( T —)
b) l,_>0 m =1 —6]_ Inz
. x—sinx (g) lim M
(c) ii%T z—0  arctgxz!?
. . 1 1
() lim zlna () (o — =)

8.10. Izracunati primenom razvoja u Tejlorov red

8.11. Odrediti minimum i maksimum funkcije f(z) na datom intervalu

(a) f(x) =223 +32%2 - 122+ 1, v € [-1,5] (c) f(x) =23 2z €[-1,3]
(b) f(x) =223 +32%2 — 120+ 1, x € [-10,12] (d) f(z) =2*+2, 2 € [-5,5]

8.12. Odrediti lokalne ekstremume funkcije

(®) fl@) =iz (©) fla) = =)
(b) f(z) =x — arctgx (d) f(x)=2sin2z + sin4x

8.13. Nadi intervale zakrivljenosti i prevojne tacke funkcije

(@) 7@ =+ 1)° (@) f(z) = (14 a2)er
(b) f(zx) = 22lnx
(€) f(z) == —arctga (©) f@) = 5

8.14. Nadi asimptote grafika funkcije

(a) f(z) =z +Inz (d) f(z) ===
(b) f(z) = +2 (6) f(a) = o2y
() flz) =% (f) flz)=er

8.15. Skicirati grafik funkcije

(a) fz) =132 (h) f(z) =22

(b) f(x)=V8+z—+V8—1 ]

(c) f(z) =sin2z + cos 2z (i) f(z) =1In @

(d) f(x) =2 — 62 (J) f(.CC) — arcsin\/ﬁw
(e) f(z) = (x —2?)e™™

() fla) = 5= (k) f(z) = (1+2)n g
(g) flz) = H:,% 1) flz) =1— 22’

9 Neodredeni integral

9.1. Izracunati integrale

(a) /<ﬁ+ (e - V& +1) da ()

/
(b) /(6x2+8x+3)d:c (e) /(1+1+ ! ) dz
/

(c) /(sinaﬁ— 12 ) dx (f)

sin“ x



9.2. Izracunati integrale (smena promenljive)
dz
@ [
dx
b _
v [ et

© |

[ Zra

9.3. Izracunati integrale (smena promenljive)

@ [
(b) / cos® 2z dx
(c) /\/ﬂd:p

9.4. Izracunati integrale (parcijalna integracija)

(a) / slng dz

(b) / 22nx dx

(c) / In? z dx

(d) /ln(x + V1 +22) do
() 1\%” d

9.5. Izracunati integrale (parcijalna integracija)

<a>/ LA
Sin~ xr

(b) /3“ cosz dx

(c) /azsinxcosx dz

(d) /(x2 — 2z +5)e “dx

9.6. Izracunati integrale (racionalne funkcije)

3
(a) [ e do

(b) /333—:?fa:+2dx
dx
(c) /(x+1)(:v+2)2(x+3)3

9.7. Izracunati integrale (trigonometrijske funkcije)

10

() /a;—lfatg
O —
() /aQixQ du
(h) / xf; dw

33‘3
@ [ e
dx
AV R

(f) [ zsinzdx

(g) [ xcos3x dx
(h) [ e“cosx dx
(i) [ arcsinz dx

zarctanx dx

— e — — — S S —

(e) [ 2375 da

(f) [ sin(lnz)dx

(g) [ sin2ze®® dx
dx

h e

(h) (22 + a?)"

SN
0 | @
(&) /x2+1d1:

0 +1

x® — 2% + 323 — 422 —
o [



a sin' z cos® z dx d 1t+tge dx
(a)
1—-tgx

(b) /sin4:c cos? x dx (e) /coix dr

sin* x
dzx
(c) /1—|—s'
NI + Ccosx

9.8. Izracunati integrale (neke iracionalne funkcije)

@ [of it O [ v

10 Odredeni integral i primene integrala

10.1. Izracunati vrednost odredjenih integrala

(a) /01(2:c+1)50 dx (2) /13de
o [ at ) /fia:

3 T
© [ et 0 [ reosear

27

(f)/ sinln ¢ dt 1) / Inz dz
1 1

10.2. Izracunati povrsinu lika u ravni, ograni¢enog krivama

a) y=sinz, y=cosz, =0, x =175 4o 4+1y> =0, y=2x+4
(a) y . : 5 g y y
(b) y=z—1, y>=22+6 (h) y =2, y=2?
(c) ==, —2y=3 () y =22 y= =
(d) y=cosz, y=sin2z, =7, z =7 (Yy=e® y=e3 =1
_ _ 2 _ 2 2 _ 2,2 _ 1
() y=lel, y=(@+1)?—7, 2 =4 (k) 22+ 47 =4, % —? = 1
) y=at, y=2"2 =1, 2=2 D) 2?2 +y?=1,y=2>-1, y=—x

10.3. Izracunati zapreminu tela dobijenog rotacijom krive

(a) y=+/z, x €10, 1] oko z-ose (f) y =22, y?> =2 oko z-ose

(b) y=23, y=8, x =0 oko y-ose

(c) y==x y =22 oko z-ose (8) y=2r—-2% y=0, =0, z=1, oko
’ -0se

(d) y =, y =2? oko prave y = 2 Y

(e) y=a* y =1 oko prave y =2 (h) y ==, y = 2? oko y-ose

11 Nesvojstveni integral

11.1. Ispitati konvergenciju nesvojstvenih integrala
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11.2. Izracunati vrednost nesvojstvenih integrala

(a) / o x(lffx)g (b) /_:Oe—u

12 Redovi

12.1. Odrediti sumu reda

n=0
- 3
(b) ot n(n+1)

= Vnn+1) —
b)Y (@) ( )
—t vn i \2n—1
12.3. Ispitati konvergenciju redova sa pozitivnim ¢lanovima
s n! o0
(a>22n_|‘_1 (d) anqn,0<q<1,keN
n=1 n=1

(© val

G
12
M8

n=1 n:1(2+ﬁ)(2+ﬁ)---(2+ﬁ)

X -1\ e 1-4-9-...-n2
(C)Z<n+1> (®) 1-3-5-...-(4n —3)

n=1

i
L

12.4. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju alternirajuc¢ih redova

— (=t o~ gy 201
) (c) ;(_1) n(n+ 1)
o~ (=1)

3
—

(@) S0
—1)ntl > on+1\"
> @ > (-55)

n=

H

S
I
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