Matematka 1

Z.adaci za vezbe
September 25, 2014

1 Uvod

1.1. Izracunati vrednost izraza (bez upotrebe pomo¢nih sredstava):

928:10"2 ) (42-35+3.3:0.03) : =
2) ( 08 0'6) : [(33 0.625-0.84: 0.8) : 0.
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1.2. Uprostiti izraze:

1 1
5—9.25:10

5.
b) 1:2):1

M\H‘\"

1_1.
I-1.2

-

1 6b . b(2a+b)
a) (af?)b B a+3b + a?— 9b2> * a?-9b?

1 L1 _ 1
b) <’”+yiz : w+;> y(Z ot D)

C) a=24b=2 [ a?+b? -1 .oa”t-pt
a=T4b-1 ab T a?-b?

0 (5 - 75) - (o)

1.3. Ispitati tacnost jednakosti:

a) (4 %/1+2\f—{"/13+4\/§) Yubol g

b) \/7+5 \/19 83 32

1.4. Pokazati da vaze identiteti:

a) skl | e _
b) gty — et (o — ) = e

o (Vat=a+ /&) « (a+ ) =va-a
) (a2 -t) - LR = @+ (Va+ VD)

o) (B 4 o) (L)

1.5. Rastaviti na proste ¢inioce (faktore) polinome:

|~ 8=

1

a) P(x) =23 +52%+3z—9
b) P(x) = (z+1)(x+3)(x +5)(x+7)+ 15
c) P(z) =2 +4
1.6. Za koje vrednosti parametara a i b je polinom P(z) = x* + az® — 922 + 112 + b deljiv:

a) binomom 22+ 1

b) trinomom 2?2 — 2z + 1



1.7. Resiti sisteme linearnih jednacina:

) 20 +3y+1=0 ) 20 —3y+1=0 o) —rx+3y=1
3r— y—4=0 —4r+6y—2=0 2z — 6y = —1

1.8. Resiti jednacine:

a) 202 —Tx —4=0

b) y? -2y —24=0
) 222 — 52 —3|x -2/ =0
)

d) |2%+2z| - |3 — 2| = 22

C

1.9. Uprostiti izraze:

a 62:(3+6 331‘-&-3 2x+9

)
b) 6-9/7 —13.6Y7 + 6.4/

¢) In(z +2) —2In(z — 3) + In(3z — 5)
d) logy(z —5) + log, 64

17w 5T s (11w s s 167
1.10. Izratunati: sin 75, cos 177, cos (77 + 2F), sin(4 — T), sin 157 + 4 cos 67

o
2 Kompleksni brojevi

2.1. Predstaviti kompleksni broj u algebarskom zapisu:

(a) z=(2—)(2+4)2 - (3—20)+7 (c) ==,
b _ (422 2+44i
(b) 2= (¢15+1) (d) z= —3+5i

2.2. Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog broja:

_ 1 - 1 1,,v3
(&) 2= 5~ (c) 2=+ %
2 2
(b) 2= 9 (d) z=(1+1)*
2.3. Predstaviti kompleksni broj u trigonometrijskom zapisu
(a) z= -3 (c) z=1+1
(b) z=—i (d) z=—-1+iV3
2.4. QOdrediti moduo i argument kompleksnog broja:
(a) (—4+ 3i)3
(b) 1+cosT +isin %
2.5. Predstaviti kompleksni broj u algebarskom zapisu:
— (V3 i )12
(a) 2= (2 +1)5 (e)z:(i—ﬂ-)
(b) == (V2 —iv2)? (f) z = eVZHE"
© == (%) (8) == /5%
(d) 2= (—V3—i) (h) z =5

2.6. Izracunati:

d)

5T — 8y = —
z+ y=1
r—6y =14



(a) V1 (d) V=1+1

(c) Vi (e) v/—64
2.7. resiti jednacine
(a) A=1-i/3 (b) z3:1+cos%+sin% (c) z4+1%i:0

2.8. Predstaviti kompleksni broj u Ojlerovom zapisu:

(a) 5 (c) V3+i
(b) &l (d) V2 +iv2

5—i+44i

3 Matematicka indukcija

3.1. Dokazati da za sve prirodne brojeve n vaze sledeéi iskazi

(a) 14+24...+n="0000 (c) 148+...+n3 ="l
1)(2n+1

(b) 144+ ...+n? = tigEnt) (d) 13+ 25+ gD = it
3.2. Koriste¢i matematicku indukciju dokazati da je

(a) 7[2nFL 4 3207t (b) 3|5" + 2ntt (c) 64]3%"+3 4+ 40n — 27
4 Analiticka geometrija u prostoru

— —

4.1. Izracunati intenzitet vektora @ — b ako je |d'| = 13, i ‘7 + b ‘ =24

— — — —
Akoj_e>(7+3 b)L(Td —5b)i(d—4b)L(7Td—2b), odrediti ugao koji zaklapaju vektori
— .
aib.

4.2,

T T T S S
4.3. Datisuvektori @ =p i +q j — ki b = i + k. Odrediti realne parametre p i ¢ tako da

— —

%
d i b budu ortogonalni, a vektor d z

vektori zaklapa ugao § sa pozitivnim delom x-ose.

- = —
4.4. Odrediti parametar p € R takav da vektor 2pi + 7 + (1 —p)k zaklapa jednake uglove sa

- =
vektorima b =—1 43y 1?—51 — ] +8

k

T T — o
4.5. Odrediti paurametaur_p> € R takav da vektori @ = 3i +45 +5k, b = pi + 27 + 2k i
7= 92 + 14] + 16k budu koplanarni.

i I
4.6. Ispitati da li su vektori @ = z +3] —Sk b=17+3 -k ?: it +25 — 2k koplanarni.
b.

i
Ako jesu, izraziti vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a

1

%
4.7. Neka su dati vektori @ = (=1,0,5), b =(2, =8, —4) i ¢ = (=3, —2, 3). Izracunati:

T T
4.8. Dati su vektori @ = i + j — 2k, b i+ k Odrediti realne
o'

paramete «, 81y tako da va 77 =



4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

5

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

Date su tacke A(2, 1, 0), B(—1, 3, 3) i D(1, 0, —5). Odrediti koordinate tacke C' tako da
¢etvorougao ABC'D bude paralelogram, a zatim izra¢unati njegovu povrsinu.

Da li su tacke A(0, 1, —2), B(3, —1, —1), C(4, 0, =5) i D(—2, —4, 0) koplanarne? Kolika je
zapremina tetraedra ABCD?
z+1 y+3 _ 2—5

Odrediti tacku prodora prave p: 3= = %5= = 22 kroz ravan a: 3z +y —4z+5=0.

U kakvom polozaju stoje prave p i g?

(a) p: z=—-142t,y=3—t, 2=-5+4+3t, q: t=2+s, y=—-3+4s, 2=3—-2s, t,s€R

(b) p: =17 =22, ¢ = Vr = =
. x+5y+Z:O . 43 oy _ 2—1
@ p: G4 0 F TR

Odrediti rastojanje izmedju mimoilaznih pravih
pr zA_vl— 2§ g g =24t y=4-3t 2=2, teR.

1 0 -1
Odrediti jednacinu zajednicke normale mimoilaznih pravih a : %5 = yT_ZL = Zal ib %72 =
y+2 _ z—4
T~ =3

Odrediti jednac¢inu ravni koja sadrzi tacku P(5, —2, 1) i normalna je na pravu g : xTH =42 =

z—4
5 -

o . o - . . . . +4 _ y—3 _ z42
Odrediti jednacinu prave koja sadrzi tacku P(5, —2, 1) i paralelna je pravoj ¢ : 5 = 5% = 3=,

Odrediti jednac¢inu ravni koja sadrzi pravu [ : % = yTH = Zg?’ i normalna je na ravan

a: 2z —4y+24+5=0.

Odrediti jednacinu ravni koja sa ravni o : z — 4y — 8z + 12 = 0 obrazuje ugao 7 i sadrzi pravu
p:x+y+2=0,2x—224+3=0.

Krive drugog reda

Naéi poluose, zize i ekscentricitet elipse

z2 22 2
(a);%—%zl (C)@‘FZ&:I
2
(b) &=22 4 Wiy (d) 22 +10(y — 1)2 =10
Nadi poluose, zize, ekscentricitet i asimptote hiperbole
2
(a) = —y2=1 (c) ¥ —a?=1
z—3)2 2)2 z—1)2 —1)2
(b)( ) (yg):l (d)(16)_(y9):1
Odrediti tangentu na krivu iz date tacke
(a) &5+ % =1, A(2,7). (d) 3z%+4y* = 48, A(6,1).
(b) z*+ 4y* = 20, A(—6,—1).
() &+% =1, 42, -1). (&) & — % = L A(=3,1).
Naéi zizu, teme i prametar p parabole.
(a) y* =2z (c) 42 = —14w
(b) y? = 62 — 12 (d) y? = —5x+4

Naéi jednacine tangenti na parabolu y? = 42 u preseénim tackama sa pravom p : 2z —3y+4 = 0.



5.6. Odrediti hiperbolu ako je prava t : 5z — 6y — 8 = 0 njena tangenta, a prave aj2 : y =

njene asimptote.

5.7. Formulisati i dokazati opticka svojstva elipse, hiperbole i parabole. Nacrtati sliku.

6 Nizovi

6.1. Dokazati po definiciji

( ) I 3n—2 3
im ==
Yoo —1 2
1 —1)"
(b) lim LZQ
n—-+oo n

6.2. ispitati koji od sledeéih nizova su ograniceni.

_ n+l

(a) an = 274_2
2_
(b) bn = 37?2“1

6.3. Ispitati koji od navedenih nizova su monotoni

(a) a, = nL.H

(b) b, =n? —8n + 12

6.4. Izracunati

. o2
(a) ngr—l{loo n2+1
3
n- —n
(b) n—1>r-ir-loon2+2n+3

© 1 n2—4n+5
L W

6.5. Odrediti grani¢ne vrednosti

1 n
li 1+ —

n®+3n+4 2n
b) 1 —_
(b)  Jim (n2—|—2n+2>

@ lim <n2 + 3)3”

n——+oo \ n2 + 1

6.6. Dokazati da vaze sledeée jednakosti

lim ng" =0, ¢l <1

n—-4o00

(a)

(b) lim nfg"=0, ¢/ <1, keN
)
)

n——+o00
(c

(d

lim Ya=1,a>0

n——+o00
lim ¥n=1

n——+o00

(e) lim n(e% -1)=1,

n——+00
6.7. Izracunati primenom teoreme o policajcima

nsinn!

(a) ngr—ir-loo nZ+1

li —)"
(C nﬁufoo 2 )
(d) i log, (1 + L)—0
n—1>I—|I-100 82 +1 o
(¢) ¢, = max{n,5}
2n? 1—3n3
d) I
()n—l>r—lr-1002n+3 3n2 41

3" -2
<e) nll}r_’r_loo 3n+l 4 on+3



(b) lim cos(2"(n + 3))

n—+oo 2n

1 1 1
C lim =+ + ...+ —
(©) nﬁ+00(\/n2+ 1 Vn2+2 \/n2+n)

6.8. Izracunati primenom Stolcove teoreme

P42+ ...+ 0P

(2) ngl—ll-loo nptl peN
1 2+ 3 D
b) lim LT V2+ V34 4+ 0
n—-+oo n
7 Redovi

7.1. Odrediti sumu reda

n=1 n(n + 1) n=1

e e} 1 o0 n 3n
(b) (d)

> EE

o0

(a) 7;27::!_1 (d) ;nkq",0<q<1, keN
= n! - Vil
o) > © 2 Ve v v

(c)i(Zﬁ)n(H) D SR Ll

! Z41-3-5-... (4n—3)

7.4. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju alternirajué¢ih redova

(=1t > 2n + 1
(=) 21(271)—1 © 2
X (—1)nHl > 2n+1\"
b A M B d —
(b) nz:l n2 (d) ;( 3n+1>

8 Limesi funkcija i neprekidnost

8.1. Dokazati po definiciji
2e+1 3 1

(a) == =35 (c) I oy = o0
1

8.2. Odrediti levi i desni limes funkcije u datoj tacki



(a) f(z)=sgnz, z=0
(b) g(x) = ﬁ, =3
(c) h(z)=[z],z=4

8.3. Vazni limesi

sinx
=1

o tiy
) 1
(b) lim (14+—-)*=e

r——+00 x
1

lim (1+-)"=e
T—r—00 T

() lim(1+2)

1
T

=€

lim
z—0 €T

8.4. Izracunati sledeée limese

() lim VIV VT 0

T—a x2 — a2

(b) lim VvVI+2z -5
z—8 \3/—2

T+ T+ T

i
(C) x—1>I-Poo vo+1
sin ax

d) I
(d) xlg%) sin bx

8.5. Izracunati grani¢ne vrednosti

(a) lim (\3/x3 + 322 — /22 — 2:)6)

T—+00
a __ T
(b) lim = —¢
Toa T —a
2 ,—2x
(¢) lim ¢ ¢
z—0 x

(d) lim ( z(z+2)— ZL')

T—r—+00

8.6. IzraCunati grani¢ne vrednosti

1 1
(a) lim —In Rk
z—0 I 1—=z
1 _ x
(b) lim — ¢
z—0 SInx
cos Tx
(¢) lim 2

x%ll—\/i
(d) lim 2?i1;2$+si?$—1
z—% 2sin“xz — 3sinz + 1

sinz

lim
r—+o00 T

. 1 —cosx
lim —
z—0 i
. tgx
lim ——
z—0 X
_ sin?%
lim 5
z—0 tg 2x

. cos2x —1
lim ———

z—0 xsinx

2
x°—2x+3 .2
li -
:v—l>g-loo(:c2 —3x + 2)
. tgx —sinzx
lurni3
z—0 x
lim (1 — 2) tg —
a1 e

1
lim (cos ) =2
z—0

y V1i+z2 -1
m —-
20 \/16 + 22 — 4
lim <\/x2+2x—2\/x2+x+m>

T——+00

. V1 =3z + 23 + 324
lim i
r=too (21 4+ 5)(1 — )




8.7. Ispitati neprekidnost funkcije u tacki x =0

(b) f(z) = sgnz (d) f(z) =sin L

8.8. Ispitati neprekidnost i odrediti tip prekida funkcije

1 1
T _z+1 _ y X #O
(a) f(l‘){ xll_%; .’E¢{ 17071} {1’ =0
0, re{-1,0,1
{ } _ { ]n )’ 2 # 0
32223z 0; x=0
O) f@)=q o0 1T
10, r=3 cosm+\f z <0
) - (1+:Jc . 2>0
7‘33”, x<0
_ T —4 07 <0
(¢) flz) =9 %= O0<z<2 @ fl)=4 . =
\/1’2 —3 x> 2 6907, x>0
8.9. Odrediti A € R tako da je funkcija g(z) = f@), =#0 neprekidna
A =0
(a) fla) = HT=
(b) flz) =5~
(C) f(:L‘) — ln(1+:r:)fln(1fx)
8.10. Odrediti konstante a i b tako da funkcije budu neprekidne
(a) f(x)* T+ a, r <0 —2sinz, r < —
Tl 3+20—2% 2>=0 (c) f(x)=4q asinz+b, -5 <
(x4l z<1 cos T, T2y
(b) f(=) { 3—aw2, z>1
9 Izvod funkcije
9.1. Izracunati izvod funkcije (tabli¢ni izvodi)
(a) f(x) =25 — 423+ 22 — 3 (d) f(x) = a2VaT
(b) f(z)=2+1n2 (e) f(z)=>5sinz+ 3cosz
(¢) f(z) =3z5 — 223 + 23 (f) f(t) = arcsint + 2

xT

Inz

(a) f(x) =zctgx (g) f(t)=2tsint — (t* —2)cost
(b) f(x)=e"cosx (h) f(t) = %

(c) f(z)=sinzlnz2” (i) flz)=2"'+2Inz —

(d) f(z) = x22f5t;3+5 () f(z) = zarctgz

(¢) f(t) =14} (k) f(t) = 527 — }

() flo) = Shtecss ) f(z) = 2Te”

9.3. Izracunati izvod funkcije (izvod slozene funkcije)

8 ol

SIE



(a) f(z)=vwe® +u (g) f(x)zln(x—i—\/l—i-xz)
(b) f(z)= V2" =27+ 1+ (Inz)® (h) f(z) = ctgarcsin 22
— 1 . T
(C> f(x) arctgw (1) f(x) prg cc}g;ac
(d) f(z) =In’z —Inlnz G) flz) =a*
(e) f(z) =tgx (k) f(z) = (sinz)cs*
(f) f(z)=e ™ +sin3z 0 flz) =a*"
9.4. Izracunati izvod implicitno zadate funkcije y = y(z)
(a) 22 +9y? =1
(b) 2% + 22y — y? = 4x
(c) 25+ yg =
(d) e¥sinz + Inycosx = arctg
9.5. IzraCunati izvod parametarske funkcije
(a) x =2(t —sint), y = 3(1 — cost)
(b) x =44 2cost,y=—1+2sint
(c) z=5(e' +et), y=3(e" —e7?)
9.6. Izracunati drugi izvod (po x) parametarske funkcije
(a) x =Int, y =3
(b) z = arctgt, y = In(1 + t?)
(c) z=5(e! +et), y=3(e —e™t)
9.7. Razviti u Tejlorov red sledeée funkcije
(a) f(z)=sinz (c) flz)=e"
(b) f(z)=cosx (d) flx)=(x+a)"

9.8. IzraCunati slededi limes i objasniti zasto ne moze da se izracuna primenom Lopitalovog pravila
. T +sinz
lim ————
r—+o0o r — SINT

9.9. Izracunati primenom Lopitalovog pravila

Inz 1 1
. lm (L —
(2) i«lg(l) ctgx (¢) P90 T e — 1)
In(sin auz) (f) lim ( T L)

2—0 In(sinz)

. x—sinx lim ——— 1
(C) ili)l%) T (g) :Egl%) E;-I'Ctg ﬂfli
(d) ilg%a:lna: (h) il_f}})(m - ﬁ)

9.10. Izracunati primenom razvoja u Tejlorov red
9.11. Odrediti minimum i maksimum funkcije f(z) na datom intervalu

(a) f(x) =223 +32%2 - 122+ 1, v € [-1,5] (c) f(x) =23 2z €[-1,3]
(b) f(z) =223 +322 - 120+ 1, 2 € [-10,12] (d) f(x) =2* +2, v € [-5,5]



9.12. Odrediti lokalne ekstremume funkcije

(a) f(z)=zlnzx
(b) f(x) =x —arctgx

(c) f(z) = (z—2)(8—x)

2

(d) f(x) = 2sin2z + sindx

9.13. Nadi intervale zakrivljenosti i prevojne tacke funkcije

(a) f(@)=(z+1)!
(b) f(z)=2%Inz
(¢) f(z) =z —arctgx

9.14. Nadi asimptote grafika funkcije

(a) f(x)=z+1nz

(a) f(z) =132

(b) f() = V8Tz-vE—x
(¢) f(x) =sin2x + cos2x
(d) f(z) = Va? =6z

() f(z) = (z —a?)e™

(6) fla) = i

(@) f) = —=

10 Neodredeni integral

10.1. Izracunati integrale
(a) /(\/E—l— (z—vx+1)dx

(b) / (622 + 8z 4 3) dx

(c) /(sin:c— 12 ) dz

sin® x
10.2. Izracunati integrale (smena promenljive)
dx
@ [
dx
b o
o [ o

|

10.3. Izracunati integrale (smena promenljive)

10

(d) f(z) = (1+2)e"

(j) f(z) = arcsin NoTasoreant
(k) f(z)=(1+x) ln%

0) fla)=1- 2

2

@ [6+a%)da

© [Grot )
0 [(=+ e
© [t

0 [ 7

© [ aia

oy —



dx 333
(a) / 1+sinx (d) V2 — 22 dx
(b) /cos2 2x dx (e) dzx
/ $2 + Cl2
) / Va2 —x?dx

10.4. Izracunati integrale (parcijalna integracija)
(a) / znz da (f)
(b) / 2?Inz dx (8)
(c) / In? 2 da (h)
(d) /ln(w +V1+2a2)dz (i)
(e)

zsin x dx
zcos 3x dx
ecosx dx

arcsin x dx

ln:c

\f (i)

zarctanx dx

— S S —

10.5. Izracunati integrale (parcijalna integracija)

(a) / 562 dx
sin” x
(b) /3$coszdaz

(c) / xsinx cosx dz / sin 2237 da

(d) /(fv2 —2z+5)e “dx

x
22e7 3 dx

sm ln x

562 + a2
10.6. Izracunati integrale (racionalne funkcije)

a? d
(@) J e o © [+

zt+1
e 0 [ @
dx 241
@ | ey ® [ iy
dx z® — 2% 4+ 32% —4a? —
@ [ 5t o ey

10.7. Izracunati integrale (trigonometrijske funkcije)

1+t
(a) /sin10 z cos® x dx (d) / i i_ tiz dz

(b) /sin4a: cos® z dz (e) /C'Oix dx

sin” x
dzx
(c) /1+s'
NI+ Ccosx

10.8. Izracunati integrale (neke iracionalne funkcije)

/ \/de © \/Qx—ld—m{‘/Qx—l

f+f

(b)

11



11 Odredeni integral i primene integrala

11.1. Izracunati vrednost odredjenih integrala
1
(a) / (22 + 1) dx
0
3
tdt
o [ ety
o t*+1
1
/ 1dx
1 -
c) /4 + T 12
8
(d) / 2% — 6z + 8| dx
0

3
(e) / z2e™ dx
0

27

(f) / sinln ¢ dt
1

(a) y=sinz, y=cosz, 1=0, v =72
b)) y=xz—-1, y*=22+6

() Y=z, x—2y=3

(d) y=cosz, y=sin2z, s =73, =7
e y=lz|, y=(@+1)2 -7, =4
(f)y:x_l,yzx_2,35:1,x:2

0 /3¢mdx

w

0 [ 11 i
w [

ol

dx

1+ 22

72

dz

1) /jlnx dz

11.2. Izracunati povrsinu lika u ravni, ograni¢enog krivama

V1—22

+ 22)2

T cosx dr

(g) dz+y* =0, y=2x+4
(h)y:xuy_xs
(1) y:x2ay:w22+1
() y=e" y=e" =1
2 2 _ 2 2 __ 1
(k)$+4y —4,-1’_:1/—1
) @

11.3. Izracunati zapreminu tela dobijenog rotacijom krive

(a) y =z, x €0, 1] oko z-ose
(b) y=a3, y=8, x =0 oko y-ose
(c) y=m, y =2 oko x-ose
(d) y =, y =2 oko prave y = 2
(e) y=a* y =1 oko prave y =2

12 Nesvojstveni integral

12.1. Ispitati konvergenciju nesvojstvenih integrala

@ [Z

1

“+00
dx
1‘2
1

(b)

12.2. Izracunati vrednost nesvojstvenih integrala

(a) /:OO x(lixxﬁ

12

(f) y =22,
(8) vy =2z — a2,
y-0se

(h)y y=z, y==x

0

y?> =z oko z-ose

(c) / we® dz

+ood

T
d -
(d) /1+x2

—00

o[

—lz|

2

2

y=0,, =0, z =1,

oko y-ose

oko



