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GLAVA 1

Uvod

Ova glava sadrzi potrebna predznanja za uspesno savladavanje gradiva koje je izlozeno
u nastavku ove knjige. Velika vec¢ina ovih predznanja trebalo bi da je ¢itaocima poznata,
iz srednje Skole. Veéina ostalog gradiva predstavlja nesto sto je vazno, a tome se
ne pridaje toliki znacaj u srednjim skolama, a manji deo su neke generalizacije ili
informacije o nekim objektima o kojima viSe detalja ¢itaoci mogu naci u literaturi.

1. Skupovi

1.1. U ovoj knjizi netemo uvoditi pojam skupa formalnom definicijom niti ¢emo
izlaganja zasnivati na aksiomatskoj teoriji skupova, ve¢ ¢emo koristiti intuitivan i op-
erativan pristup skupu kao kolekciji datih objekata. Za one koji su skloniji formalnom
i apstraktnom jeziku mozemo tretirati skup kao osnovni pojam koji ne definisemo.
Uz pojam skupa javlja se i pojam elementa skupa (ili pripadanja skupu) koji takode ne
definiSemo. Za dati element a skupa A, pisatemo a € A. Negaciju ovog iskaza, tj.
a ne pripada (nije element) A zapisujemo a ¢ A.

Primer. Najvazniji skupovi brojeva koji su nam poznati iz srednje Skole su N-skup
prirodnih brojeva, Z-skup celih brojeva, Q-skup racionalnih brojeva, R—skup realnih
brojeva i C—skup kompleksnih brojeva.

Skup koji nema elemenata nazivamo praznim skupom i obelezavamo ga sa (). Skup A
je konadan, ako A ima konacan broj elemenata. Sa || A | ili sa card A obelezavamo
broj elemenata skupa A.

Kako se skupovi sastoje od elemenata skupovi se obi¢no zadaju na dva nacina:
(i1) popisivanjem svih elemenata, npr. A ={1,2,3,7},
(i2) zadavanjem zajedni¢kom osobinom, tj. A = {x € X | P(x)} je skup svih
onih elemenata datog skupa X koji zadovoljavaju osobinu P. Tako skup svih
realnih brojeva ve¢ih od 3 obelezavamo sa A = {a € R | a > 3}.

Drugi nacin zadavanja skupova je mnogo prikladniji i uglavnom se koristi u matema-
tici.

1.2. Podskup. Skup B je podskup skupa A, ako je svaki element skupa B ujedno
i element skupa A, tj. ako iz x € B sledi da je x € A. To zapisujemo kao B C A
ili ponekad kao A O B, i ¢itamo A je nadskup od B (ili A sadrzi B). Skupovi A
i B su jednaki ako sadrze iste elemente, preciznije oni su jednaki ako je A C B i
B C A, i zapisujemo A = B. Skup B je pravi podskup skupa A ako je B C A i
A # B. Za pravi podskup koristimo oznaku B C A (ili B & A). Jasno, prazan skup
je jedinstven i on je podskup svakog skupa. Ocigledno vaze tvrdnje,

1



2 1. Uvod
(i1) A C A,
(i2) ACBi BCC = ACC.
Primer. Kao 8to znamo: NGZ S QGRS C,jer Z>0¢N; Q> 1/2 ¢ 7Z;
R>v2¢Q;iC>:1¢R.
U vecini primena skupovi sa kojima radimo su podskupovi nekog datog skupa X, koji

se ponekad naziva univerzalnim skupom (ili krade univerzumom). Skup svih podskupova
datog skupa X, obelezavamo sa P(X) i zovemo ga partitivnim skupom skupa X.

1.3. Operacije sa skupovima. Neka je dat skup X. Na skupu svih podskupova
skupa X defininisane su sledeée (prirodne) operacije,

komplement skupa A C X jeskup A°={zx e X | = ¢ A}

unija skupova AiBCX jeskup AUB={zre X |z€ A iliz e B}.

presek skupova A1 BC X jeskup ANB={zxe X |z€ A iz e B}.

razlika skupova A1 BC X jeskup A\B={re X |z€ A iz ¢ B}.
Primetimo, daje A UA“=X 1 ANA°=10), kaoito daje A\ B = AN B°. Dakle,
razlika skupova nije osnovna operacije jer se moze izraziti preko drugih. Za skupove
A 1 B kazemo da su disjunktni ako je AN B = (). Simetri¢na razlika skupova A i B
jeskup AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B).

1.4. Osnovna svojstva unije i preseka. Za proizvoljne skupove A, B, C' C X
vaze sledeca svojstva:

(asocijativnost) AUu(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(AnB)NnC,
(komutativnost) AUB=BUA, ANB=BNA,
(distributivnost 1) AUBNC)=(AUuB)N(AUQ),

(distributivnost II) AN(BUC)=(ANB)U(ANC(C),

(neutral) AUD=0UA=A, ANX=XNA=A,
(idempotentnost) AUA=A, ANA=A,

(de Morganovi ! zakoni) (AU B)¢ = A°N B¢, (ANB) =AU B°.

Dokaz. Dokazaéemo osobinu distributivnost Il. Ostale osobine dokazuju se analogno. Potrebno dokazati jed-
nakost dva skupa, a to je ekvivalento (vidi 1.2) sa pokazivanjem dve inkluzije: AN(BUC) C (ANB)U(ANC)
i (ANB)U(ANC)C AN (BUCQO).

Pokazimo prvu: neka je x € AN (BUC) odakle je z € A i x€ BUC. Kako je x € BUC tada je x € B ili
x € C ikakoje z € A sledidaje z € ANB ili x € ANC. Dakle, z € (ANB)U(ANC). Drugu inkluziju mozemo
dokazati na isti nacin, ali dajemo kradi dokaz u kojem smo iskoristili o¢iglednu osobinu inkluzije skupova.

Kako je B C BUC, odmah sledi daje ANB C AN(BUC). Slicnovazii ANC C AN(CUB)=AN(BUC).
Dakle,

(ANB)U(ANC)C (AN(BUC)U(AN(BUC)) =(AN(BUQ)). O

1.5. Prosirenje osnovnih skupovnih operacija. Neka je dat neki neprazni skup
X 1 neka je F familija podskupova skupa X tada definiSemo uniju skupova iz F
kao skup svih onih elemenata koji pripadaju barem jednom od skupova familije F.
Analogno, presek skupova iz F je skup koji se sastoji od onih elemenata koji pripadaju

L Augustus de Morgan, 1806 — 1871, engleski matematicar i logicar.
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svim skupovima familije F. Operativnija realizacija ove konstrukcije sastoji se u tome
da elemente familije F indeksiramo elementima nekog skupa S, tj. F = {A, C
X | a € S}. Ispostavlja se da mnoga od gore pomenutih svojstava vaze i za familije
skupova. Preciznije, neka je data familija F i neki B C X

1, <@(LL%NWB=U(%HB)

-
5=
||
D)
.

aesS aesS aesS a€esS
i2) ) Aa=| | 40 (i) ( N Aa) U= (Aa U B)
a€esS aesS aesS aesS

1.6. Dekartov ? proizvod. Dekartov proizvod dva skupa A i B, je skup
Ax B={(a,b) | a € A,be B},

pri ¢emu su uredeni parovi (ay,b1) i (a9,be) jednaki ako i samo ako je a; = as i
by = by. Iz same definicije jasno je da Dekartov proizvod nije komutativan, npr. ¢im
A # B, sledi da A x B # B x A. Dekartov proizvod direktno se uopstava na konacan
broj faktora, tj.

Al XA2 X o xAk:{(al,aQ,...,ak) ‘ aj EAl, CLQEAQ, ceey Ak EAk}
i uredene k—torke (ai,as,...,ar) = (b1,ba,...,br) se podudaraju ako i samo ako
(=akko)® je a; = b; (j = 1,...,k). Direktan proizvod moZe se generalisati na proiz-

voljnu familiju skupova F = {4, | o € I}, to ¢emo zapisivati kao [],.; Aa-

Ako su skupovi A i B konaé¢ni tada je i skup A x B konacan. Specijalno, ako skup
A ima n elemenata a skup B m elemenata, skup A x B imace n-m elemenata. Na
ovoj jednostavnoj ¢injenici zasnivaju se osnovne tehnike prebrojavanja skupova.

Skup elemenata,
{(a.a) | a€ A} CAx A,

zove se dijagonala Dekartovog proizvoda A x A.

1.7. Dekartov proizvod i osnovne skupovne operacije. Za svaka tri skupa
A, B, i C vazi:
(i1) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C), (i2) (Ax B)U(C x D)
(i3) (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC), (i4) (AxB)Nn(C x D)
(i5) (A\B)xC=(AxC)\ (Bx().
Dokaz. Pokazimo (il). Ova tvrdnja posledica je slede¢eg niza ekvivalencija:
(a,) e (AUB)xC <= 2zc AUBiyeC<«<= (rcAdiyecC)ili (reBiyel)
— ((z,y) e AxC) ili ((z,y) e BxC) <= (z,y) € (AxC)U (B xC).

(AUC) x (BUD),
(ANC) x (BUD),

N

Ostala tvrdenja dokazuju se analogno. d

2 Descartes Rene, 1596-1650.
3 U buduée éemo frazu "ako i samo ako” krace zapisivati ”akko”.



4 1. Uvod
2. Funkcije

1.8. Definicija. Neka su A i B neprazni skupovi tada je funkcija (preslikavanje)
uredena trojka (A, B, f) ¢ije prve dve komponente su dati skupovi A i B, a treca je
'zakon’ f kojem se svakom elementu skupa A dodeljuje taéno jedan element skupa B.
Obi¢no se uredena trojka (A, B, f) poistovecuje sa f, i zapisuje kao f: A — B.
Postoje razne ekvivalentne definicije pojma funkcije (koja je bez sumnje jedan od
najvaznijih objekata u matematici). Tako npr. funkciju sa A u B mozemo definisati
kao skup My C A x B takav da za svaki a € A postoji jedinstven b € B takav da je
uredeni par (a,b) € M. Za element b(zbog njegove jedinstvenosti) koristi se oznaka
b= f(a). Skup A zove se domen funkcije f, a B njen kodomen.

Napomenimo da su funkcije (A, B, f) i (C,D, f) jednake akko je A=C, B=D i
f=g9(=VoeA=C, f(z)=yg())

1.9. Injekcija. Surjekcija. Bijekcija. Za funkciju f : A — B, kazemo da je
injekcija ili '1-1" ako za bilo koja dva razlicita elementa x1, xo € A i njihove slike su
razlicite, tj. f(z1) # f(x2). Formalnije, ovaj uslov zapisujemo:

(Vay, 20 € A) (21 # 22) = (f(21) # f(22)).
Cesto se u dokazima koristi obrat po kontrapoziciji* gornje implikacije, tj. sledeéa
implikacija,

(Fa1, 22 € A)(f(21) = f(22)) = (21 = 22).

Za funkciju f : A — B, kazemo da je surjekcija ili 'na’ ako za svaki b € B postoji
r € A takav da je b= f(a). Formalnije,

(Vbe B)(da € A) takavdaje b= f(a).

Funkcija koja je istovremeno '1-1" i 'na’ naziva se bijekcija.

1.10. Slika i praslika. Inverzna funkcija. Neka je data funkcija f: A — B, i
neka je X C A tada skup

fX)={yeBly=f(x).2€ X} ={fa) | x€ X} C B,

nazivamo slikom skupa X. Specijalno, ako je X = A tada za f(A) koristimo oznaku
ImA i nazivamo ga slikom funkcije f. Jasno, funkcija f je 'na’ akko je ImA = B.
Analogno, za Y C B skup

'Y ={ycAlfly)eY}CA,

nazivamo praslikom skupa Y.

Primetimo® da za neki b € B moze postojati vise elemenata iz A koje f preslika u
b. Tada nije moguée na jedinstven nac¢in definisati funkciju f~!: B — A, o¢iglednom
formulom f~1(b) =a, za b= f(a). Da bismo mogli definisati f~! potrebno je da se
praslika svakog elementa iz B sastoji od ta¢no jednog elementa, sto je ekvivalentno
sa ¢injenicom da je funkcija f bijekcija. Ispostavlja se da je '1-1’ sustinska osobina za

4 Akosu a i b iskazi tada je iskaz a = b ekvivalentan sa b =-]a. ]a je negacija od a.
oIz definicije funkcije.
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egzistenciju inverznog preslikavanja, jer ako f nije 'na’ onda mozemo suziti kodomen
na ImA i tako dobiti bijekciju f: A — ImA.

Dakle, ako je f bijekcija onda je dobro definisano preslikavanje f~! : B — A,
na slede¢i na¢in: f~1(b) = a, za b = f(a). Preslikavanje f~! naziva se inverznom
funkcijom od f.

1.11. Kompozicija funkcija. Nekasu f: A — B i g: B — C, dve funkcije.
Tada na prirodan nac¢in definisemo funkciju go f: A — C' formulom (Vx € A)

def
(go f)lz) = g(f(x)).
Funkcija go f zove se kompozicija funkcija f i g. Za kompoziciju funkcija vazi svojstvo
(ho(go f)) = (hog)o f), koja se naziva asocijativnost. Preciznije, vazi sledec¢a

jednostavna teorema:

Teorema. Kompozicija funkcija je asocijativna kad ima smisla.

Dokaz. Dokaz ove éinjenice posledica je sledeéeg niza jednakosti (Va € A),
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) =h((go f)(z)) = (ho(go f))(z),
Sto krace zapisujemo: ((hog)of)=(ho(gof)).
I dokaz je gotov 0

Na svakom nepraznom skupu A definiSemo funkciju id4(x) = = koju nazivamo iden-
titetom na A. Nekaje f: A — B, funkcija, tada je egzistenciju inverzne funkcije f~!
moguc¢e opisati  preko  kompozicije funkcija: ako za datu funkciju
f:A— B postoje funkcije g: B— A i h: B — A takve da je

fog=idg i hof=idy tadaje h=g=f"'.

Primer. Navedimo sada nekoliko vaznih primera inverznih funkcija, koji su nam
poznati iz ranijeg skolovanja.

(i1) Za linearnu funkciju f: R — R, f(x) = 22 + 3 odredimo inverznu funkciju. Koristimo relaciju
fof~l=idg inalazimo

(i2) Za stepene funkcije, font1(z) : R — R, fopt1(x) ==
fotir (@) : R — R, fans1(z) = > (n € N).

(i3) Za stepene funkcije, fon(z): Ry — Ry, fon(2) = 2°™ (n € N) inverzne funkcije su
far(@) :RE — RE, fan(z) = 2z (n €N).

(i4) Eksponencijalna funkcija® f(z): R — R¥, f(z) = e® ima inverznu funkciju - logaritamsku funkciju
L RY — R, f7(z) = In(x).

(n € N) inverzne funkcije su

(i5) Inverzne funkcije osnovnih trigonometrijskih funkcija, f : [-7/2,7/2] — [—1,1], f(z) = sin(x)
ig:[0,7] — [-1,1], g(x) = cos(x) su f~':[-1,1] — [-7/2,7/2], f~1(z) = arcsin(z) i
g ':[-1,1] — [0,7], g~ () = arccos(x), redom.

6 Eksponencijalna funkcija je jedna od najvaznijih funkeija u matematici.
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(i6) Za funkcije, f( ): (—=7w/2,7/2) — R, f(z) = tg(x) = sin(z)/cos(z) 1 g(x) : (0,7) — R, g(x) =
ctg(x) = cos(z)/sin(z) inverzne funkcge su f4z) : R — (—7/2,7/2), f~(x) = arctg(z), i
g Yx) : R — (0,7), g~ () = arcctg(x) redom.

Napomenimo da smo u primerima (i3), (i5) i (i6), morali da smanjimo domen funkcija
f koje nisu '1-1" na ¢itavom domenu.

1.12. Neka svojstva kompozicije. Nekasu f: A — B, i g: B — C, dve
funkcije. Tada ako
(i1) je go f '1-1" onda je f ’1-1’, (i2) je go f 'ma’ onda je g 'ma’,
(i3) su f i g '1-1"onda je go f 1-1’, (i4) su f i g 'mna’ onda je go f 'na’,
(i5) su f i g bijekcije onda je i
g o f bijekcija.

Dokaz. (i5) je posledica (i3) i (i4). Dokazimo prvo (i2). Neka je g o f 'na’ tada za svaki y € C postoji
neki z € A takav da je (go f)(z) =y. Sada iz definicije kompozicije sledi da je g(f(x)) = y i ako stavimo
z = f(z) € B vidimo da je g(z) =y, tj. g je 'nma’.

Dokazimo jos (i3). Nekasu f i g '1-1’. Tadaza z,y € A i  # y imamo redom,

v#y= f(zx) # f(y) = 9(f(x)) # 9(f(y)) <= (g0 [)(@) # (g0 [) (),
odakle odmah sledi da je funkcija g o f injekcija. O

1.13. Funkcije i osnovne skupovne oparacije. Neka je f : A — B funkcija,
neka su X, X1 C A inekasu Y, Y; C B, tada

(il) za X C X; = f(X) C f(X1), (i2) f(XUXy) = f(X)U f(Xy),
(13) F(X N X1) C F(X) N F(X), (4) 78 Y C Vi = f1Y) C £1(X0),
(5) YUY = FUY)UFIX), (6) FUY NY) = FAY) N F(v),
(7) FH AV = SO\ Y), 8) X S HAX) A .

Dokaz. Iz same definicije slike i praslike o¢igledno vazi (i1), (i4) i (i8). (i3) sledi iz

ze f(XNX))=3JyeXNX; takavda z=f(y) = Jye Xiye Xy
takavda z = f(y) =z € f(X)iz € f(X1) =z € f(X)N f(X1).

Obratna inkluzija ne mora da vazi jer npr. za neki x € f(X)N f(X1) mogu postojati y € X\ X1 i y1 € X7\ X
takvi da je z = f(y) = f(y1) i ne mora da postoji z € X N X; takav da je f(z) = z.
(i5) je posledica sledeéeg niza ekvivalencija

zefl(YUY) <= f(@)eYUY < f@)eYif@eYi+< zef'(Y)ize (V)
= ze fIY)UfI(N).
(i2), (i6) i (i7) analogno kao (i5) a.

3. Relacije
1.14. Relacija. n-arna relacija p na skupu A je svaki podskup Dekartovog proizvoda

A"=AXxAx---xA.

~-
n primeraka skupa A




Relacije 7

Od svih relacija na skupu A najvaznije su binarne relacije, tj. podskupovi skupa
A X A. Za (a,b) € p koristi se i oznaka a p b. Kako su relacije p, 0 na A podskupovi
jasno je sto znace iskazi p C o, pU o, pNa, p°

1.15. Operacije na skupu relacija. Neka je dat skup A na njemu postoji specijalna
relacija: dijagonala j4 = {(a,a) | @ € A}. Za proizvoljnu binarnu relaciju p na A
definisemo i relaciju p~t = {(b,a) | (a,b) € p}. Takode za binarne relacije p, o na
A definisemo njihov proizvod, tj. relaciju po, na sledeéi nacin: x(po)y akko postoji
z € A takav da je zpz i zoy.

1.16. Svojstva relacija. Najvaznije osobine koju neka binarna relacija p na skupu
A moze imati su:

(r) refleksivnost: (a,a) € pza svakia € A <= 34 C p;

(ar) antirefleksivnost: (a,a) ¢ pzasvakia € A < jaNp=10;

(s) simetri¢nost: iz (a,b) € psledi (b,a) €p <= p=p L

(a) antisimetri¢nost: iz (a,b) € pi (b,a) Epsledia=b < pNp ' =74;
(t) tranzitivnost: iz (a,b), (b,c) € p sledi (a,c) € p <= p* Cp.

1.17. Relacija ekvivalencije. Relaciju p na A koja je refleksivna (r), simetri¢na (s)
i tranzitivna (t) zovemo relacijom ekvivalencije. Svaka relacija ekvivalencije na skupu
A razbija taj skup na medusobno disjunktne i neprazne klase (podskupove),

(1) A={JAs  AanA;=0 za (a#pP),

acl

pri ¢emu je I skup kojim su indeksirane klase. Dakle, A, = [a.] = {x € A | zpa,}
je klasa svih onih elemenata iz A koji su u relaciji p sa elementom a,,.

Obratno, svako razbijanje (1) nepraznog skupa A na disjunktnu uniju nepraznih
skupova definiSe relaciju ekvivalencije p (na A) na sledeéi na¢in: xpy akko z,y
pripadaju istoj klasi.

Primer. Relacije ekvivalencije su npr.

(i1) one relacije u ¢ijoj osnovi je neka jednakost (medu nekim objektima) kao Sto je
npr. jednakost skupova; podudarnost trouglova u ravni(dva trougla se podu-
daraju ako postoji translacija i rotacija u ravni kojom jedan prelazi u drugi);
jednakost razlomaka m/n =mi/ny <= m-ny =n-my,isl,

(i2) 'biti paralelan’ na skupu svih pravih u ravni ili prostoru;

(i3) za fiksni prirodan broj n > 1 na skupu N (ili Z) relacija xpy akko z i y
daju isti ostatak pri delenju sa n.

1.18. Relacija parcijalnog poretka. Refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna bi-
narna relacija p na skupu A zove se relacija parcijalnog poretka. Obic¢no se relacija
poretka oznacava sa < .

Antirefleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna binarna relacija p na skupu A zove se
relacijom strogog poretka. Obicno se relacija strogog poretka oznacava sa < .
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Primer. Relacije parcijalnog (strogog) poretka su npr.
(i1) < (<) na skupu realnih brojeva;
(i2) € (C) na skupu svih podskupova datog nepraznog skupa X ;
(i3) relacija deljivosti (aLb a je deljiv sa b) na skupu N.
1.19. Funkcija binarne realcije. Neka je p neka binarna relacija na skupu A.
Tada na prirodan nacin definiSemo funkciju
1, ako (a,b) €p),
0, ako (a,b) ¢ p.
Jasno je da je zadavanje relacije p na skupu A ekvivalentno sa zadavanjem funkcije

f, na Ax A. Ako je A = {ay,as,...,a,} konatan skup onda funkciju relacije f,
mozemo predstaviti u obliku sledece tablice:

friAxA—{0,1}, formulom f(a,b) = {

i a CHRE ap o
ar | folar,ar) folar,a2) -+ folar,ar) -+ folar,am)
a fp(a27 ap) fp(a% az) - f,o(a2a ak) - fp(aZ, Um)

a.j fﬂ(a‘;aal) fﬂ(a;'va?) fﬂ(a‘;vak) fﬂ(aj.7am)

am | folam,a1) folam,az2) - folam,ar) - folam,anm).
Primetimo da se iz gornje tablice odmah mogu prepoznati neke osobine relacija. Ako
je relacija p

- refleksivna, svi elementi glavne dijagonale su 1,

- antirefleksivna, svi elementi glavne dijagonale su 0,

- simetri¢na, tada je tablica simetri¢na s obzirom na glavnu dijagonalu, tj. f,(ax,a;) =

folag, ax),

- antisimetri¢na onda su na glavnoj dijagonali 1 i tablica je antisimetri¢na s
obzirom na glavnu dijagonalu, tj. ako je za k # j, f,(ar,a;) = 0 tada je
fo(aj,ar) =1 i obratno.

4. Brojevi: celi, racionalni i realni

1.20. Prirodni brojevi. Skup N = {1,2, ...}, nazivamo skupom prirodnih brojeva.
U ovom skupu dobro su definisane dve uobicajene binarne operacije (N x N — N):
sabiranje i mnozenje prirodnih brojeva, koje imaju sledeca svojstva (Y a, b, c € N):

(Al) a+(b+c¢)=(a+0b)+ec, (A5) a-(b-c)=(a-b)-c
(Ad) a+b=0b+a, (A8) a-b=b-a.
Primetimo da za mnozenje postoji istaknuti broj 1, koji ima osobinu (Va € N),

(A6) a-1=1-a=a.
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Ako skup N prosirimo brojem 0, dobijamo skup Ny = N U {0} u kojem vazi analogon
svojstva (A6) za operaciju sabiranja prirodnih brojeva,

(A2) a+0=0+a=a.
Operacije sabiranja i mnozenja povezane distributivnim zakonom (V a, b, ¢ € N):

(A9) a-(b+c)=a-b+a-c.

1.21. Matematiéka indukcija. Skup prirodnih brojeva moze se opisati i Peanovim

aksiomama:

(i1) 1 je prirodan broj (tj. skup prirodnih brojeva nije prazan),
i2) dobro je definisano preslikavanje £ : N — N, formulom &(n) =n + 1,
i4) preslikavanje & je '1-1’,

(i2)
(i3) 1 nije u slici preslikavanja £, tj. ne postoji prirodan = takav da je &(z) = 1,
(i4)
(i5) (aksioma matematicke indukcije) za M C N takav da vazi

(bi) 1 € M,
(ki) ako iz n € M sledi da jei &(n) € M,
tada je M = N.

Primetimo da aksioma matematicke indukcije funkcionise na slede¢i nacin: 1 € M,
zbog (bi), zatim (ki) primenimo na n =1 i dobijamo da je £(1) =2 € M, zatim (ki)
primenimo na n = 2 i dobijamo da je £(2) =3 € M, itd.

Napomenimo da se provera (bi) iz gornje definicije zove baza indukcije, implikacija
(ki) zove se korak indukcije, a n € M iz (ki) zove se pretpostavka indukcije koju ¢emo
obelezavati sa (pi). Aksiomu matematicke indukcije koristimo onda kada neku tvrdnju
treba pokazati za svaki prirodan broj, a to ¢emo raditi u mnogim glavama ove knjige.

Primer 1. Pokazite da za svaki prirodan broj n vazi slede¢a formula

- n(n+1)
2 1424+ .- = p—=—"" "/
(2) +24+-4n ;1 5

Dokaz. Neka je M = {n € N | (2) vazi za n}. Tada je ocigledno 1 € M jer je 1 =(1(1+1))/2. Pretpostavimo
da je neki prirodan broj n € M, tada redom imamo,

i 1
1424 4+n+n+1)=(1+24 - +n)+ (n+1) (2)n(n2+ ) bnt
_ n42—1 (n+2) = (n+1)((r;+1)+1)7

tj. i n+1 € M. Sada AMI (aksioma matematicke indukcije) implicira da je M = N, tj. (2) vazi za sve prirodne
brojeve. 0

Primer 2. Dokazite da za svaki n € N i V3 > —1 vazi Bernoullijeva nejednakost:
1+8)">1+np,

7 Peano Giuseppe, 1858-1932.
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Dokaz. Baza indukcije je trivijalna, jer je (14 8)! >1+1-3.
Korak indukcije. Pretpostavimo da je nejednakost ta¢na za neki prirodan broj n, sada imamo redom

(1+6)”+1:(1+5)(1+6)”(? 1+8)1+nB)=1+n+1)p+n3>1+n+1)3. O

1.22. Fibonaccijev (Fibonaci) niz°. Niz definisan rekurzivnom formulom,
VneN, apo=a,+ap1, Uz a=a=1,

zove se Fibonaccijev niz. Nekoliko prvih ¢lanova niza su: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ..
Pokazite da

(i1) su svaka dva uzastopne ¢lana niza uzajamno prosta.

(i2) da je svaki cetvrti ¢lan niza deljiv sa 3.

Dokaz. (i2) Baza indukcije. n =1 a41 =3, ijasno 3 ‘ a1

Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N 3 ‘ Q4n, tj. a4n = 3@, tada imamo redom

Ag(nt+1) = Odntd = Qapy3 + Qant2 = 204n42 + Qant1 = 3 Gant1 + 2 a4n E 341 +2-3a
=3 (a4n+1 +2 Ot) = 3 ‘ a4 (n+1) - O
~—_———
€N

1.23. Celi brojevi. U skupu prirodnih brojeva nije mogucée resiti jednacinu x+a = b,
za proizvoljni izbor a,b € N (npr. a = 5,b = 2) zbog toga se pitamo da li je moguée
prosiriti skup Ny tako da u tom prosirenom skupu svojstva sabiranja (A1), (A2) 1 (A4)
ostanu sacuvana i da mozemo resiti jednacinu z + a = b, za svaki izbor a,b iz tog
novog skupa. Odgovor na ovo pitanje je pozitivan i najmanji takav skup je skup celih
brojeva Z = {...,—2,—-1,0,1,2,...} = —NUNj. Primetimo da u skupu Z vazi i
svojstvo: Va € 7Z postoji jedinstveni broj —a € Z takav da je,

(A3) a+(—a)=(—a)+a=0.
Broj —a zove se suprotni element od a ili inverzni element od a s obzirom na sabiranje.
Na skupu Z (ali veé¢ i na N) postoji relacija poretka < (’biti manji ili jednak’). Ako

uvedemo uobicajenu oznaku a < b, koja znaci a < b i a # b, vidimo da na skupu 7Z
vazi,

(A10) VaeZ a < a,

(A1) Va,beZ a<b i b<a —a=Db

(A12) a<b i b<c¢ = a<c.

(A13) Va,b € Z tacna je barem jedna od relacija a <b ili b<a.
(A14) a<b i c€eZ = a+c<b+c,

(A15) a>0 1 b>0 = a-b>0.

8 Fibonacci Leonardo, 1170-1240 ( ?), poznat i kao Leonardo iz Pise.
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Primetimo da svojstva (A10)-(A13) znaci da je relacija < relacija totalnog poretka na
Z; (Al4) i (A15) znaci da se relacija poretka slaze sa sabiranjem i mnozenjem celih
brojeva.

Iz dosada evidentnih svojstava vidimo da su ona podeljena na tri dela: svojstva (Al)-
(A9)? su algebarska svojstva, (A10)-(A13) su svojstva relacije "<’ i (A14)-(A15) pred-
stavljaju kompatibilnost relacije ’<’ i operacija sabiranja i mnozenja celih brojeva. 1

1.24. Deljivost i prosti brojevi. Pretpostavljamo da oznake a < b, a < b, |a|
imaju uobic¢ajeno znacenje. Kazemo da a deli b sto zapisujemo kao a | b, ili da je b
deljiv sa a akko postoji t € Z takav da je b = at. Prirodan broj p > 1 koji je deljiv
samo sa 1 i sa samim sobom zove se prost broj.

Skup svih prostih brojeva Pr = {2,3,5,7,11,13,...} je beskonacan.

1.25. Teorema o delenju. Za svaki m € Z i n € N postoje jedinstveni brojevi
teZ i 0<r<n takvida je

m=n-t-+r.

Dokaz. Egzistencija. Pretpostavimo da je m € N, i posmatrajmo niz
Qo=m, q=m-n,@=q—n=m=2n, ..., @y = qg—1 —n=m—kn,

Kako je ovaj niz strogo opadajuéi postoji najmanji indeks ¢ takav da je qiy1 < 0. Tada je 0 < r = ¢ =
m — tn < n odakle sledi tvrdnja za m > 0. Ako je m < 0 onda je —m > 0, i na osnovu upravo dokazanog
imamo

—m=n-t+r;, 0<rm<n = m=n-(—t)—rm+n—-n=n-(—t—1)+(n—ry)
=n-(-t—-1)+m, 0<r=n-ry<n.

Jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje dva para takvih brojeva (t1,71) i (t2,7r2), tj. m = n-t1+r; = n-ta+ro.
Ako ih oduzmemo odmah dobijamo

7’2—7’1:71‘(151—152) — ‘7’2—7”1 |:n-\tg—t1|zn>\r2—r1\‘n

— |7"2—’I”1 |:0 == r9=171 1 tg =11.

Time je dokaz zavrSen. O

1.26. Svojstva deljivosti. 1z definicije odmah sledi da za relaciju deljivosti vazi:
(i1) tranzitivnost, tj. a|b i b|c = ac,
(i2) albialec = alb=xec,
(i3)
(i4) ako a | by, a| by, ...,a | by onda za sve ¢y, ¢, ...,c, € Z vaii
a|by-cr+by-cot -+ by

ako a | b onda za svako c € Z vazi a|b-c,

9 Primetimo da je (AT) zasada preskoceno.

10 Napomenimo da se uredeni par (G, ) gde je G neki neprazan skup, a x binarna operacija za koju vaze aksiome
(A1)-(A3) zove grupa, a ako jos vazi i aksioma (A4) tada govorimo o komutativnoj ili Abelovoj grupi. Sli¢no za uredenu
trojku (G, +, -) za koju vaze aksiome (A1)-(A6) i (A8)-(A9) kazemo da je komutativni prsten sa jedinicom. Dakle, (Z, +, -)
je komutativni prsten sa jedinicom.
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1.27. Najveéi zajednicki delitelj (divizor). Najveéi zajednicki deljitelj celih
brojeva a i b, u oznaci NZD(a,b), je prirodan broj d koji ima sledeca svojstva

(d) d|aidl|b (d jezajednicki deljitelj),
(n) ako dy |a i dy|b = dy|d (d jenajveli zajednicki delitelj).
Ako je NZD(a,b) =1 onda kazemo da su brojevi a i b uzajamno prosti.

1.28. Namanji zajednicki sadrzalac. Najmanji zajednicki sadrzalac celih brojeva
a i b, uoznaci NZS(a,b), je prirodan broj s koji ima slede¢a svojstva

(s) a|sibls (a jezajednicki sadrzalac),

(n) ako a|s1 1b|sy = s|s1 (d je najmanji zajednicki sadrzalac).

1.29. Euklidov algoritam. Neke su a, b € N, onda iz Teoreme o deljenju imamo niz
jednakosti(a > b)

a=b-q +ry, T3 =792 qp—1+Tr_1,

b=r1-q+ 1y, Theo = The1" Qi + Tk Tada je NZD(a,b) = 1.

Tk = Tk—1 " qk+1 -

Posledica 1. Neke su a, b € N, neka je NZD(a,b) = d i neka je d; € N takav da
d 1 dy . Tada jednacine (po = i y)

a-x+b-y=d, ima resenjau 7.
a-x+b-y=d;, nema resenjau 7.

Specijalno, ako su a i b uzajamno prosti onda postoje x, y € 7Z takvi da je
a-r+b-y=1.

Dokazi prethodnih teorema i njihovih posledica mogu se na¢i u Glavi 3, u kojoj
analogne teoreme dokazujemo za polinome.

Posledica 2. Neke su a i b uzajamno prosti brojevi. Ako a | b-c tada a | c.
Specijalno, ako prost broj deli proizvod celih brojeva tada on mora deliti barem jedan
od njih.

1.30. Relacija kongruencije. U poglavlju o relacijama spomenuli smo kao primer
relacije ekvivalencije (i2), o kojoj ¢emo sada nesto vise reéi. Za dati 2 < n € N i za
a, b € Z kazemo da je a kongruentno b po modulu n i piSemo

a=b(modn) < JteZ takav da je a —b=n-t,

tj. a i b daju isti ostatak pri delenju sa n.



Brojevi: celi, racionalni i realni 13

Teorema. Relacija kongruencije po modulu n > 1 je relacija ekvivalencije na 7.
Ova relacija razbija skup 7 na sledece klase

Z =0}, U[l],U---Uln—1],, gde je
k], ={k,k—n,k+n,k—2nk+2n,....k—jn,k+jn,...}.

Dokaz. Refleksivnost. a =a(mod n) jerza t =0 vazi a —a =0-n.
Simetri¢nost. Ako je a = b(mod n) = 3t € Z takav da je a —b = n-t, odakle je b —a = n - (—t), tj.
b= a(mod n).
Tranzitivnost. Ako je a=b(modn) i b=c(modn) = Jt1,ta € Z takvidaje a—b=n-t1, 1 b—c=n-tg,
odakle je
a—c=(a-b)—(b—c)=n-t; —n-to=n-(t; —t2) =n-t,
gdeje t=t;—ta€Z = a=c(modn).

Preostale tvrdnje posledica su ¢injenice da svaka relacija ekvivalencija razbija skup na disjunktne unije nepraznih

podskupova. ]

1.31. Teorema (Osnovni stav aritmetike). Za svaki prirodni broj a jedinstveno
su odredeni prosti brojevi p; < po- < p, 1 prirodni brojevi o, ao, ..., o, takvi da je

— ¥ a2 (e7%)

Dokaz. Egzistencija. Ako je a prost broj onda je dokaz gotov. Ako nije onda postoji najmanji prost broj ¢i
takav da ¢1 |a <= a=q1-a1 i a > aj jer je ¢1 > 2. Sada analogno razmatranje primenimo na a;. Dakle,
ako je a; prost broj dokaz je gotov jer je a = q1 - a1, ako a; nije prost onda postoji minimalni prost broj
g2 > q1 (jer u suprotnom ¢; ne bi bio minimalan koji deli a) takav da g2 | a1 <= a1 = q2- a2 1 a1 > ay jer
je g2 > 2, itd. Tako dolazimo do niza prirodnih brojeva a = ag > a1 > as--- > ar > 1 i algoritam staje kada
je ap prost. To se mora desiti jer izmedu a i 1 ima kona¢no mnogo prostih brojeva. Ako sada medu prostim
brojevima ¢q; < ¢ < - < q; < a; skupimo iste dobijamo trazenu dekompoziciju.

Jedinstvenost. Pretpostavimo da imamo dva predstavljanja broj a kao proizvoda prostih brojeva, tj.

a:p?l.pg2...p${n:qll quqglm’

takvi da je p1 <po--- <pn 1 q <qo--- < qn. Sada pretpostavimo da postoji najmanji indeks i takav da je
p1=q, o1 =15 p2=q2, a2 =2 ... Pi-1 = ¢i-1, 01 = Pi—1; 1
pi #q i pi=gq, ali a; # ;.

jer je u suprotnom dokaz gotov. Pretpostavimo da je npr. p; < ¢; ondajei p; < ¢; (j =1,...,m), sada imamo
sa jedne strane p; | a = p{* - p5? -+ p&" a sa druge p;fa = q’fl . q§2 e qrﬁ,{” §to je nemogude. Slicno dobijamo
iuslucaju da je p; > ¢;. Neka je sada p; = ¢; ali je npr. «; > §; odakle

8

a=p-ar = pilaipta a=p-a = pfi|aipifa2,

tj. sa jedne strane p; | a a sa druge strane p; {a, $to je nemoguce. O

1.32. Racionalni brojevi. Kako u skupu celih brojeva jednacina a - x = b, nema
reSenja za proizvoljne a,b € Z (npr. a = 2, b = 1), postavlja se slicno pitanje kao i
kod sabiranja u skupu prirodnih brojeva (1.23), tj. da li je moguce progiriti skup Z
tako da u tom prosirenom skupu svojstva (A1)-(A6) i (A8)-(A15) ostanu sacuvana i da
mozemo reSiti jednacinu a - x = b, za svaki izbor a, b iz tog novog skupa. Odgovor na
ovo pitanje je pozitivan i najmanji takav skup je skup racionalni brojeva Q = {m/n |
m € Z,n € N}. Primetimo da u skupu Q vazi i svojstvo: za a € Q, a # 0, postoji
jedinstveni broj 1/a = a™! € Q takav da je,

(A7) a-al=at-a=1
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Broj a~! zove se inverzni element od a s obzirom na mnoZenje.

Skup racionalnih brojeva ima jednu osnovnu osobinu (koja ga izdvaja od ostalih
skupova), a ta je da su rezultati svih merenja racionalni brojevi. Uredena trojka
Q = (Q,+,-) je polje, tj. algebarska struktura za koju vaze aksiome

(i1) (Q,+) je Abelova grupa.

(i2) (Q \ {0},-) je Abelova grupa.
(i3) vazi distributivnost (Va,b,c € Q), a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Stavise Q je najmanje polje koje ima beskona¢no mnogo elemenata.

1.33. Skup realnih brojeva. Sada nastavljamo na slican nacin, tj. pokusavamo da
resimo u skupu racionalnih brojeva jednacinu z? = 2. Sledeéa teorema pokazuje da
reSenje te jednacin ne postoji u skupu Q.

Teorema. /2 nije racionalan broj.

Dokaz. Pretpostavimo da je v/2 racionalan broj. Tada on dozvoljava zapis u vidu v2 = p/q, gde je NZD(p, q) =
1 (tj. razlomak p/q smo maksimalno skratili). Ovu relaciju prepisemo u ekvivalentnom vidu kao 2¢> = p?,
odakle sledi da p = 21 jer je leva strana poslednje jednakosti parna, tako da p mora biti paran. Sada imamo

2¢° = (21 — ¢ =20~
Odavde sledi da 2 | ¢, tj. NZD(p,q) > 2 sto je nemoguce. O

Posmatrajmo sada skupove A = {¢g € Q" | ¢* < 2} i B = {¢ € Q" | ¢ > 2}.
Ocigledno je da su A, B neprazni skupovi. Primetimo da su npr. 1,1.4,1.41,.. € A
i postoji racionalni broje M (npr. 2,3,4,...) takvi da Vq € A vazi da je ¢ < M.
Brojeve M sa ovakvim svojstvom zovemo majorantama (gornjim granicama) skupa M.
Od svih gornjih granica od posebnog je interesa najmanja gornja granica koja se zove
supremum skupa A i obelezava se sa sup A. Analogno, skup B nema majorantu, ali
zato ima minorantu m € Q (npr. 0,1/2,1,1.2,...), tj. broj takav da V¢ € B vazi da je
q > m. Od svih minoranti od posebnog je interesa najveca koja se zove infimum skupa
B i koja se obelezava sa inf B.

Iz prethodne teoreme sledi da je sup A = inf B = v/2 ¢ Q, tj. npr. skup A nema
supremuma u @, tj. u nekom smislu je Supalj. Tako se opet namece pitanje da li je
moguce skup Q prosiriti tako da da sva svojstva (A1)-(A15) ostanu sa¢uvana i u tom
prosirenju, ali da vazi da svaki podskup A tog prosirenja koji je odozgo ograni¢en ima
supremum u tom prosirenju. Odgovor i na ovo pitanje je pozitivan, najmanji takav
skup je skup realnih brojeva R. Dakle, skup realnih brojeva je skup u kojem vaze
svojstva (A1)-(A15), ali jos vazi i,

(A16) Svaki neprazan i odozgo ograni¢en skup A C R ima supremum u skupu R.

Vazi sledeca teorema,

Teorema. Skup R jedinstveno je odreden aksiomama (Al)-(A16) (do na izomor-
fizam).

Dakle, za polje Q vaze sve aksiome kao i za R osim aksiome (A16). Napomenimo da
je prosSirenje sa Q na R znatno komplikovanije od prethodnih prosirenja, sa N na 7Z i
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sa Z na Q. Skup I = R\ Q zove se skup iracionalnih brojeva. Napomenimo da je skup
Q gust u skupu R u slede¢em smislu:

Teorema. Za bilo koja dva realna broja r; < ro postoji racionalni broj q takav da je
T <qg<ro.

1.34. Algebarski brojevi. Izraz f(z) = a,2" + a, 12"t + ... + a1 + ag, zove
se polinom n—tog stepena (ako je a, # 0) nad poljem @Q ako su svi koeficijenti
Qs Qn1, - - ., a1, ap racionalni brojevi. Skup Ny = {z¢ | f(zo) = 0} zove se skup
svih nula polinoma f. Skup N} ne mora biti podskup od R.

Za broj a € R kazemo da je algebarski nad @Q ako postoji polinom f sa racionalnim
koeficijentima (za skup svih polinoma sa racionalnim koeficijentima koristimo oznaku
Q[x]) takav da je f(a) = 0. Skup svih algebarskih brojeva nad QQ obelezavamo sa A.
Jasno je da je Q@ C A. Realni brojevi iz skupa 7 = R \ A, tj. koji nisu algebarski
nazivaju se transcedentnim brojevima, takvi su npr. m, e, /7, ...

1.35. Decimalni zapis realnog broja. Kao sto znamo iz svakodnevnog iskustva u
praksi koristimo dekadski brojni sistem, tj. sve brojeve predstavljamo pomocu cifara
0,1,2,...,9. Tako npr. oznaka 12345 predstavlja prirodni broj

12345 =1-10*4+2-10*+3-10> +4-10' +5- 10",

ili u opstem obliku svaki celi broj ! moze se predstaviti u obliku polinoma (z = 10) na
sledeci nacin:

M = Gpa, 1. aiay = ay - 10"+ -+ a1 - 101 + a9 - 10°, @, #0.

Postoje i drugi brojevni sistemi, a veoma su popularni oni koji se koriste u ra¢unarstvu
¢ije su osnove 2, 8 ili 16.

Primetimo da proizvoljne razlomke (npr. 1/2) ne mozemo predstaviti kao polinome sa
osnovom 10 (ili bilo kojom drugom). Ovaj problem se prevazilazi tako da dozvoljavamo
i negativne stepene broja 10 i tamo gde pocinju negativni stepeni uvodimo decimalni
zarez. Tako je npr.,

1
(3) 5:0,5:0-10°+5-10—1,

ali se ispostavlja, kao sto pokazuje slede¢i primer,

1 . —
(4) g:0,3333---:0,3:0-100+3.1o—1+3.1o—2+...: 23.10”,
n=—1

da moramo dozvoliti da se iza decimalnog zareza pojavljuje beskonaéno mnogo ¢lanova 2.

Postavlja se prirodno pitanje kako iz decimalnog zapisa realnog broja prepoznati da
je on racionalan. Primeri (3) i (4) su tipi¢ni tj. broj je racionalan ako i samo ako je
njegov decimalni zapis konacan (tj. sve cifre nakon nekog mesta su 0, npr. u slucaju

11 Ako je broj negativan dodamo — ispred broja.
12 Pitanjima suma sa beskona¢no mnogo ¢lanova baviéemo se u 2. glavi Nizovi.
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broja 1/2, cifre a_y = a_3 = -+ su jednake 0) ili nakon nekog mesta postoji konac¢an
niz cifara koji se ponavlja (primer je broj 1/3, kod kojeg je3=a_1=a_9="--").

Primer. Predstaviti broj 17/7 u decimalnom obliku.

17/7 = 2,428571 428571 . ..

Iz gore recenog sledi da decimalni zapisi iracionalnih brojeva nisu konacni i ne postoji
konacan niz cifara koji se ponavlja. Drugim rec¢ima cifre u decimalnom zapisu ira-
cionalnog broja redaju se bez nekog reda, npr. prvih 50 cifara u decimalnim zapisima,

brojeva 7 i v/2 su:

m = 3,1415926535897932384626433832795028841971693993751
V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753769 .

1.36. Brojnost (Kardinalni broj) skupa. Za svaki prirodan broj n obelezimo sa
S, ={1,2,...,n} skup prvih n prirodnih brojeva. Kazemo da je skup A konagan ako
postoji bijekcija sa nekog od skupova S, u A. Npr. ako je A = {aq,as,...,as} onda
je A u bijekciji sa skupom Ss; i jedna od bijekcija je npr. f(i) = a;,i=1,2,...,55.
Niz u skupu B je svako preslikavanje sa skupa N u B. Elemente niza obelezavamo sa
a1 = f(1),as = f(2),...a, = f(n),... Kazemo da je skup B prebrojiv ako se njegovi
elementi mogu poredati u niz, tj. ako postoji bijekcija f sa N u B. Ovo znaéi da skup
B ima ’isti broj’ elemenata kao i skup N.

Tako su npr, Z i Q prebrojivi ' skupovi. Postavlja se pitanje kako npr. sve cele brojeve
poredati u niz. Jedno resenje je:

0,1,—-1,2,-2,3,—3,..., §to mozemo zapisati i formulom

F0)=0, f2k)=k i f(2k+1)=—Fk keN.

Za skup Q dokaz je komplikovaniji. Dakle, iako skupovi N,Z i Q imaju beskonac¢no
mnogo elemenata i vazi N G Z S Q" oni su prebrojivi i u tom smislu imaju isti
kardinalni broj. Ipak, skup realnih brojeva R ima bitno vise elemenata od prebrojivihh
skupova, kao Sto pokazuje slede¢a teorema.

Teorema. Skup R nije prebrojiv.

Dokaz. Pretpostavimo da je skup R prebrojiv. Tada je prebrojivi svaki njegov podskup, pa specijalno i
interval [0, 1]. Svaki element iz intervala [0, 1] mozemo predstaviti u dekadskom obliku. Dakle, postoji bijekcija

13 Odredite broj bijekcija sa S, u A.
14 Prebrojiv je i skup algebarskih brojeva.
15 primetimo da ne postoji bijekcija sa pravog podskupa konacnog skupa na taj isti skup.
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f: N — R, takva da je

f(1) =a1 =0,a7a3a3 . ..a}
f(2) =az =0,a%aa3...a2.
f(3) =a3=0,a3a3a3...a3.
f(4) = as = 0,afa3aj...ak

Sada posmatrajmo sledeéi realni broj,

b=0,b1b2b3 .. bp ...

gde smo izabrali cifre by, ba, b3, ..., by, ... tako da je by # ai, by # a3, by # ag,. .. by #al, ... Odavde sledi da

broj b nije u slici funkcije f jer b # f(j) = a; za svaki j € N (jer se broj b razlikuje barem u j.-toj cifri od broja

a;. Dakle, nasa pretpostavka da je R prebrojiv dovela nas je u kontradikciju, jer upravo opisana procedura 16

pokazuje da ne postoji surjekcija sa N u interval [0, 1]. O

Napomena. Rezimirajmo, kardinalni broj (brojnost) skupa:

- S, je n (broj njegovih elemenata),

- N je N (alef 0) (prebrojiv),

- R je ¢ (kontinum).
Iz gore recenoga mozemo da zaklju¢imo da se pojam jednakobrojnosti kona¢nih skupova
na prirodan (tj. najjednostavniji) nac¢in generaliSe i na skupove koji imaju beskona¢no
mnogo elemenata slede¢om definicijom: skupovi A i B su istobrojni ili kazemo da imaju
isti kardinalni broj ako postoji barem jedna bijekcija sa A na B.

5. Kompleksni brojevi

1.37. Skup kompleksnih brojeva. Nastavljaju¢i u istom duhu, pokusavamo da

re§imo jednac¢inu z? = —1 u skupu R. Lako se mozemo ubediti (koristec¢i aksiome (A1)-

(A16) da ta jednacina nema reSenja u skupu R. Ako resenje te jednacine obelezimo sa

© = +/—1, 1 nazovemo ga imaginarna jedinica, mozemo posmatrati skup
C={z=a+ibla, beR} 2R.

Skup C zove se skup kompleksnih brojeva. Realne brojeve a = R(a+ib) i b = I(a+ib)

nazivamo redom realnim i imaginarnim delom kompleksnog broja z = a + i .

Na skupu C definisane su binarne operacije sabiranja i mnozenja, koje su proSirenja
odgovarajuc¢ih operacija sa skupa realnih brojeva, formulama

(5) 21+ 29 = (a1+z'b1)—|—(a2+z'b2) = (a1+a2)+i(b1+bg),
(6) 2129 = (a1 +Zb1) . (a2+ib2) = (CLl ag—bl b2)+z'(a1 bQ—I—CLle).

Ispostavlja se da ovako definisane operacije sabiranja i mnozenja kompleksnih brojeva
imaju iste osobine kao kod realnih brojeva (A1)-(A9). To zapravo znaci da je skup C
polje s obzirom na operacije (5) i (6) polje. Moze se pokazati da na skupu C ne postoji

16 Koja se inace zove Kantorov (Cantor) dijagonalni postupak.



18 1. Uvod

relacija parcijalnog poretka ' <’ koja bi bila progirenje relacije poretka na R, i koja bi
se slagala sa operacijama sabiranja i mnozenja kompleksnih brojeva.

1.38. Geometrijska interpretacija. Primetimo da su dva kompleksna broja jed-
naka akko imaju jednake realne i imaginarne delove, Sto je posledica slede¢eg niza
implikacija:

zZ1=a1+1iby =2z =ay+iby = a3 —as =1i(by — by) kvadriranjem

— (al—a2)2 :i2(b2—b1)2 = —(bg—bl) — a1 — ay = (bz—bl) =0.
Ova ¢injenica nam omoguéuje da skup C identifikujemo sa R x R = R? na slede¢i
nacin (Slika 1):

z=a+1ib ~— z=1(a,b)

i onda formule (5) i (6) odmah prepisujemo kao

(7) 21+ZQ = (al,b1)+(a2+bg) = (a1+a2,b1+b2),
(8) 21 - 29 = (a1,b1) - (az,be) = (a1 ag — by ba, a1 ba + as by) .

Primetimo da broju 7 odgovara uredeni par (0,1).

Ravan R? u kojoj predstavljamo kompleksne brojeve zove se Gausova ravan, ose odgo-
varajuceg koordinatnog sistema Gausove ravni nazivaju se realna i imaginarna osa (Sli-
ka 1).

R R
b
z:(a,b) z:(a,b)
1]
¢ 5 5
(@) a 0]
°z=(a,—b)
Dekartov i polarni oblik kompleksnog broja Konjugovanje

Slika 1. Gausova ravan

1.39. Konjugovanje. Preslikavanje ~ : C — C, definisano formulom

Coz=a+ib — Z=a—ibeC,

zove se konjugovanje kompleksnih brojeva. Geometrijski konjugovanje predstavlja osnu
simetriju s obzirom na realnu osu u Gausovoj ravni, Slika 1. Konjugovanje kompleksnih
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brojeva slaze se sa operacijama sabiranja i mnozenja kompleksnih kao Sto pokazuje
slede¢a propozicija.

Propozicija. Za bilo koje kompleksne brojeve z1, zo vazi:
(i) z1ta==Z+%.
(i2) zirm=21-%.
(3) 77 = R(a1) +S(a0) = P
Dokaz. Neka je z1 =a+1bi 29 = c+td, tada imamo,
(i) 1 +z=(a+c)+ilb+d) =(a+c)—i(b+d)=(a—ib)+ (c—id) =721 — 2.
(i2) zZi-z2=(a+ib)-(c+id)=(ac—bd)+i(ad+bc)=(ac—bd)—i(ad+bc)
=(a—ib)(c—id) =71 Z.
(i3) z1-Zr = (a+ib)(a—ib) = R(21)* + (1) = |21 O

Broj ||z1]| zove se modul (moduo) kompleksnog broja z; i predstavlja u Gausovoj ravni
rastojanje broja z; od koordinatnog pocetka.

1.40. Trigonometrijski oblik kompleksnog broja. Izraz z = a + 1b zove se
Dekartov oblik kompleksnog broja. Formule (5) i (7) pokazuju da je Dekartov oblik
kompleksnog broja pogodan za sabiranje, dok je formula za mnozenje kompleksnih
brojeva (6) (ili (8)) mnogo komplikovanija. Dekartov oblik mozemo prepisati na sledec¢i
nacin,

(9) z:aﬂ'b:m(

Primetimo da je

a , b

2 2
a b
- + - — 17
(\/a2+62) <\/a2+62)
odakle sledi da postoji ugao ¢ (0 < ¢ < 27) takav da je

cos ¢ = i

a , b
R — sin p———,
va? -+ b? ¢\/a2+62

tako da formula (9) prima sledeéi oblik,
(10) z=a+1ib=|z||(cos¢+i sing),

koji se zove trigonometrijski ili polarni oblik kompleksnog broja.
Ugao ¢ zove se argument kompleksnog broja z i pisemo ¢ = arg(z).

Geometrijska interpretacija trigonometrijskog broja vidi se u Gausovoj ravni ako vrh
broja z = a+1b ortogonalno projektujemo na koordinatne ose, dobijamo da je R(z) =
|z]] cosd 1 S(2) = ||z| sing, Slika 1. Kako smo skup C identifikovali sa R x R
tada trigonometrijski oblik kompleksnog broja omogucava da u ravni R x R uvedemo
koordinatni sistem ¢ije su koordinate r-rastojanje tacke M od koordinatnog pocetka
i ¢ ugao koji zaklapa poluprava OM (O je koordinatni pocetak) sa pozitivnim delom
ose . Ovaj koordinatni sistem zove se polarni koordinatni sistem u ravni.
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja pogodniji za mnozenje kompleksnih brojeva,
od Dekartovog kao sto pokazuje sledeca propozicija.

Propozicija. Neka su z; = ri(cos¢y + isingy) i zo = r9(cos¢y + i singsy) dva
proizvoljna kompleksna broja tada vazi formula
(11) 21+ 29 =117 (Cos(y + o) + 1 sin(¢r + @) .

Iz ove formule vidimo da se kompleksni brojevi mnoze tako sto se moduli pomnoze, a
argumenti saberu.

Dokaz. 2129 = r1(cos ¢y + i sin @) ro(cos o + i sin pg) = r1 12 ((cos ¢1 cos Py — sin ¢y sin ¢g)

+ 7 (cos ¢ sin ¢g + sin @1 cos @2)) = r1 12 ((cos(p1 + p2) + @ sin(¢p1 + ¢2)) . O

Posledice. Za 0 # z =r(cos¢ + i sing) € C i n € N vaze sledece formule:
(i1) 2" =r"(cos(ng) + i sin(ne)),
(i2) 27" =r""(cos(n¢p) — i sin(ng)),
(i3) ako jer = ||z|| = 1 onda vaze i poznate Moavrove formule:

(cos ¢ +1i sin )" = cos(ng) + i sin(ng),
(cos ¢ — i sin )" = cos(ng) — i sin(ng).

Dokaz. (il) sledi lako indukcijom iz Propozicije za z = 21 = z3.
(i2) Primetimo da je,
271:1: 1 :1' 1 :1. 1 .cosqb—isingb
z r(cosp+ising) r cosp+ising r cosd+ising cos¢—ising
= r7(cos ¢ — i sing),
i primena formule (il) na broj z=" = (2~!)" uz koriséenje ¢injenice da je sinus neparna, a kosinus parna
funkcija daje trazenu formulu.

(i3) Moavrove formule su sada direktna posledica formula (i1) i (i2) za ||z]| = 1. O

Napomenimo da se kompleksni brojevi mogu predstaviti i u Eulerovom obliku, tj. vazi

z=a+ib=r(cos¢+ising)=re?.

1.41. n-ti koren iz kompleksnog broja. Neka je z € C, i
Ww'=z=a+1ib=r(cos¢+ising).

Tada w nazivamo n-tim korenom iz kompleksnog broja z. Kako je w kompleksan broj
mozemo ga predstaviti u obliku w = p (cos @ + 7 sin «), a zatim primena Posledice (i1)
iz prethodne tacke daje,

w" = p"(cos(na) + i sin(na)) = r (cos ¢ + i sin @) odakle je

2k
pt=r, na=¢+2kr, ke, tj. o= r, ak:?—i——ﬁ,k‘ez.
n n
Zbog toga sto je osnovni period funkcija sin i cos jednak 27, iz prethodnog izraza za ay,

sledi da je sin oy = sinq, = - - - = sin oy, za svaki p € Z, ili opstije sin oy, = sin oy, 41, =
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- =sinay,4r za svakip € Z i k € {0,1,2,...,n — 1}. Analogne formule vaze i za
funkciju kosinus. Odakle, onda seldi da iz svaki kompleksn broj z # 0 ima tacno n
razlicitih n—tih korena. Time smo pokazali slede¢u teoremu.

Teorema. Neka je 0 # z = r (cos ¢ + i sin ¢) € C. Tada postoji tacno n kompleksnih
brojeva wy,wy, . ..wy_1 takvih da jew} = z za k € {0,1,2,...,n — 1}, i pri tome vazi
2k 2k
wy = /1 <cosu +1 sinngr—W> :
n

n

Primer. Odredite sve pete korene iz broja z = 3 — ¢ 4.

Na osnovu prethodne teoreme prvo imamo da je r = /32 + (—4)? = 5, tako da je
3 4 N 3 . 4 N .4
z2=5|=-—1i= cosa = - ,sina=—= o = — arcsin — .
5 5 5 5 5

Sada na osnovu prethodne teoreme zaklju¢ujemo da su peti koreni iz 3 — ¢ 4:

2 2 4 4
w():%(Cos§+isin§>,w1:%(cosa; 7r—i—isinOH;_) 7T),cugz\S/E)((JOSOH;_) 7T—|—isinat_) W),

6 6 8 8
w3:\5/5<cosa—g 7r—I-isinOé—E 7r>,w4:\5/5<cosaz 7T+z'sina—g W),

1.42. Sfera (krug) S! i n—ti koreni iz jedinice. Neka je S' = {z € C | ||z|| = 1}
jedini¢ni krug u R2. Kako je o¢igledno skup S!' zatvoren na mnozenje kompleksnih
brojeva (proizvod dva kompleksna broja modula 1 je opet kompleksni broj modula 1)
i sadrzi broj 1, kako su asocijativnost i komutativnost nasledne osobine (prenose se
sa skupa na svaki njegov podskup) i kako je inverz kompleksnog broja modula 1 isti
takav broj (vidi 1.41 Posledica (i2)), sledi da je (S!,-) podgrupa grupe (C*,).

Skup K, je skup n—tih korena iz jedinice i vazi,
K,={z€Clz=¢"k=01,.,n—1} Na
analogan nacin kao i za krug moze se proveriti da
je K, grupa s obzirom na mnozenje kompleksnih

brojeva. Nije tesko videti da grupa K, ima svoju

realizaciju kao grupa rotacija ravni koja ostavlja fik- //
snim pravilni n—ugao. Dakle, K j
K, ={eo=1,e1,...,en} gdeje e =coso,+ising,, ¢, = 2% . !

€1

1

Slika 2. n—ti koreni iz 1 (n = 8)
Sada iz formule za mnozenje kompleksnih brojeva
imamo sledec¢u propoziciju.
Propozicija. U grupi n—tih korena iz jedinice K, vaze identiteti:
(i1) er=¢€f,zasve ke {0,1,...,n—1}.

(12) En—k = Ek-



29 1. Uvod
6. Elementi kombinatorike

1.42. Varijacije. Permutacije. Kombinacije. Neka je dat neki konacan skup
A ={ay,as,...,a,}. Posmatrajmo skup

Vark(A) = {(bl,bg,...,bk) - Ak ’ bz 75 bj Za 27&]}

Elementi skupa Vari(A) zovu se varijacije bez ponavljanja (ili krace varijacije), k—tog
reda skupa A.

Teorema. Broj elemenata skupa Vari(A), jednak broju injekcija sa skupa Sy =
{1,2,...,k} naskup A.

Dokaz. Neka je f: S, — A ’1-1’, tada za izbor f(1) = b;) imamo n moguénosti. Sada kada smo izabrali
f(1)=b1 € A, zaizbor f(2) = bg imamo n—1 = card (Sk\{f(1)}) moguénost, itd. tako da za izbor f(k) = by
preostaje n —k+1 = card (S \ {f(1), f(2),..., f(k—1)}) moguénost. Kako su izbori za f(1), f(2), ..., f(k)
nezavisni, broj svih injekcija sa Sy na A (odnosno cardVari(A))je V' =n-(n—1)----- (n—Fk+1). O
U slucaju £ = n tada je broj varijacije reda n na skupu od n elemenata jednak
broju bijekcija (=injekcija jer je A konacan) sa A na A. Kako se bijekcije nazi-
vaju i permutacijama !’ i kako mozemo izabrati A = S,,, vidimo da je broj svih per-
mutacija (bijekcija) skupa od n elemenata P, jednak

P,=V'=n-(n—1)----- 2-1=n!.

Po definiciji se uzima da je 0! =1.

Drugi slican problem je problem odredivanja broja svih k—c¢lanih podskupova skupa
A (koji ima n elemenata), tj.

Cc={BC A|card B =k}.

Svaki k—clani podskup od A zove se kombinacija k—tog reda skupa A. Da bismo
odredili card (C;) potrebno je primetiti da svih k! permutacija skupa {b1, b, ..., b;}
(uredenih k—torki) definisu isti skup B, tako da je taj broj C} jednak

o Vi _mn-1-2:1 ol ~(n
P k| T kl(n—k)! \E/)°

Broj (}) zove se binomni koeficijent.

1.43. Binomni koeficijenti. Neka od osnovnih svojstava binomnih koeficijenata
su(0 <k <n)

0 () e w (62)- (1)

Dokaz. (i1) i (i2) direktno iz definicije binomnih koeficijenata.

17y slucaju da je A konacan skup.
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(i3) sledi iz

(@*(Z) - k!(:!—k)!Jr(k—l)!(T:z!—kJrl)! _k!(nfliﬂrl)!

nl(n+1 n+1)! n+1
X(”_k+1+k):k!(n(—k+)1)!:k!((n—k>+1)!:< Z) H

Upravo dokazana formula (i3) poznata je kao i Pascalova'® jednakost za binomne koefi-
cijente.

1.44. Teorema (Binomna formula). Neka su a, b € R proizvoljni realni brojevi, i
n proizvoljan prirodan broj tada vazi sledeéa formula ',

(a+b)" = zn: <Z> a" kb

k=0

:an+ n a"_1b1+~--+ n an—kbk+___+ n alb”_l—i—b”.
1 k n—1

Dokaz: Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Za n = 1 formula je tacna jer je (a +b)' = a' + b,

Pretpostavimo da je binomna formula ta¢na za neki n € N, tada je

@+ )™ = (@+b)(a+b)" 2 (at0) Zn: (Z) a" kot = zn: (Z) a kL pk

k=0 k=0

n n n+1

Y\ n—kpk+l _ N\ n—k+lk n n—(k—1) 1k

+E (k)a b —E <k>a b+E <k_1>a b
k=0 k=1

k=0

n+1
n n n—k+1 1k _ n+1\ (i) ok
()« ()] o= (7)o,

k=0

+an+1+bn+1+z
k=1

n

- <”Z1> (vidi 1.33 (i3))

dakle, formula je tada ta¢na i za n + 1. O

1.45. Neke posledice binomne formule. Ako u binomnu formulu prvo uvrstimo

a=b=1, azatim a =1, b = —1, dobijamo slede¢a dva identiteta
n_ on __ - n n—k 1k __ - n
(1+1)" =2 _Z<k)1 1_Z<k>,
k=0 k=0
1-1)"=0"=0= (Z) 1 (—DF = 3T (1) (Z) .
k=0 k=0

Posledica. Kako je (Z) jednak broju k—clanih podskupova skupa A koji ima n
elemenata, vidimo da je ukupan broj svih podskupova skupa A, tj. broj elemenata

partitivnog skupa P(A) jednak card P(A) = Z (Z) = 2",
k=0

18 Blaise Pascal, 1623-1662, francuski matematicar.
19 Poznata kao binomna formula.
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7. Zadaci

1.46. Neka su dati skupovi
(a) A={1,2,3,4,5}, B={0,1,2,3,4}, i C ={-1,0,1,2,3}.
(b) A=10,2), B=(1,3]u{b} i C=1[0,1]U(2,4).
Odredite skupove

(il) AUB, AUC, (i2) ANB, BNC, (i3) X=AUBUC, A°u X,
(i4) A\ B, B\ A, (i5) A\ C, B\ C, (i6) X\ B, X\ C,
(i7) AAB, ANC, (i8) P(A), P(B), (i9) P(AUB), P(ANB).

1.47. Pokazite da je AU B = A ako i samo ako B C A.
1.48. Dokazite preostale jednakosti iz 1.4.
1.49. Dokazite sve jednakosti iz 1.5.
1.50. Neka su A i B proizvoljna dva skupa. Pokazite da je
(i1) P(ANB) =P(A) NP(B), (i2) P(AUB) D P(A) UP(B).
Dokaz: Pokazimo (il). Dokaz je posledica sledeéeg niza ekvivalencija

XePANB) <= XCANB < XCAi XCB <« XeP(A) i P(B)
< X e P(A)NP(B). O

1.51. Dokazite (i2)-(i5) iz 1.7.

1.52. Neka su A, B i C proizvoljni skupovi. Pokazite da vazi,
(i1) A\B=A\(ANnB)=(AUB)\ B, (i2) (AUB)\C=(A\C)U(B\C(O),
(i3) (ANB)\C=(A\C)N(B\CO).

1.53. Neka su A i B konac¢ni skupovi i neka je f: A — B neka funkcija. Pokazite da su ekvivalentni sledeéi
iskazi:

(i1) f je ’1-1, (i2) f je ma’. (i3) f je bijekcija.
1.54. Neka su date binarne relacije p, 0 i 7 na A. Pokazite da vazi
(i) (po) ' =p~tot, (i2) (po)T = p(oT),
(i3) p(eUT) = po U pr, (i4) p(cnNT) Cponpr.

1.54. Neka su p i ¢ dve binarne relacije na skupu A. Dokazite
(i) (puo)=ptuo, (i2) (pno)t=ptno,
(i3) (p\o) "t =p"t\o (i4) () =(p71)"

1.55. Neka skupovi A i B imaju konacan broj elemenata. Pokazite
(i1) da vazi formula, card(AU B) = cardA + card B —card(A N B).

(12) da je cardP(A) = 2944 gde je P(A) (partitivni skup od A) skup svih podskupova skupa A.

1.56. Dokazite da je
(i1) D [% : 1} = (0,1], (i2) ﬁ [% , 1} —{1}.

i=1 =1
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1.57. Neka su A i B konacni skupovi i neka je [|[A||=n i ||B||=m. Koliko ima funkcija sa A u B ? Koliko
je medu njima injekcija, surjekcija i bijekcija.

1.58. Neka je skup A konacan, tj. || A|= m. Koliko ima relacija na skupu A? Koliko je medu njima
refleksivnih, antirefleksivnih, simetri¢nih i antisimetri¢nih relacija ?

Resenje: Prema 1.20 svakoj relaciji na A odgovara taéno jedna tablica tipa m x m, funkcije te relacije. Dakle,

u tablici ima ukupno m? mesta, a na svakom moze biti ili 1 ili 0. Prema tome, ukupan broj relacija je om?

Da bi relacija p na A bila refleksivna u tablici njene funkcije (vidi 1.20) na dijagonali moraju biti sve 1, a
na sva preosta mesta nema nikakvih uslova. Dakle, ukupan broj svih takvih relacija je 27 (=1,
Analogno, kao i za refleksivne relacije njihov broj je 2 (1),

Primetimo da uslov simetri¢nosti neke relacije p implicira da proizvoljno mozemo izabrati vrednostiu f,(a1, a1),

folaz,a1), folaz,a2), ..., folam,a1),..., fo(@m,an), i preostale vrednosti od fy(ai,a;) (i < j), su potpuno
odredene. Kako je broj uredenih parova (i,7) takvih da i > j, 4,7 = 1,...,m jednak 1 4+2+---+m =
m (m+1)

m (m + 1)/2, broj trazenih relacija je 27 2
Za antisimetri¢ne relacije analogno kao i za simetricne samo primetimo da je kod antisimetri¢nih relacija i
m (m—1)

dijagonala fiksirana, tako da je njihov ukupan broj 27 2 . &

1.59. Dokazite da je skup Pr svih prostih brojeva beskonacan.

Dokaz: Pretpostavimo da Pr = {pi1,p2,...,pr} konacan i da ima taéno k elemenata. Posmatrajmo broj
Il =p;-p2---pr+1, ocigledno ovaj broj nije deljiv niti sa jednim prostim brojem p; jer pri delenju sa svakim
od njih daje ostatak 1. Prema definiciji ovaj broj deljiv je samo sa 1 i sa samim sobom, tj. on je prost §to je
kontradikcija sa pretpostavkom da su svi prosti brojevi elementi skupa Pr = {p1,p2,...,pr} ]

1.60. Nadite Euklidovim algoritmom NZD(a,b) ako su

(i1) a=125,b="15, (i2) a = 12600, b = 23760,
(i3) a = 5246, b = 982, (i4) a = 2250, b = 2700.

1.61. Dokazite da je NZD(a,b) - NZS(a,b) = a - b.

1.62. Neka je a = pi' -pp>---pi™ 1 b= qﬁl : qf; e qﬁ’f Odredite NZS(a,b) i NZD(a,b).

ReSenje: Ako sa P(a) = {pi,,Pis,---+Pin> } 1 P(b) = {Pj1,Pjs>---+Djm,} Obelezimo skupove prostih brojeva
koji ucestvuju u rastavima brojeva a i b redom.

Ako je {p1,p2,...,pk} = P(a) N P(b) tada je NZD(a,b) = p{* - ps*---pi* pri cemu je p; = pi, = pj, i
Yt = min(ais,ﬁjr).

Slicno, ako je {p1,p2,...,m} = P(a) U P(b) tada je NZS(a,b) = p‘il -ng---p?l gde je p; = pi, = pj, 1

5,5 = max(ais,ﬂjr). <>
1.62. Neka je M C N i neka ima sledeéa svojstva
(i1) ng € M, (i2) neM = n+1leM,

tada M D {neN|n>np}.
Dokaz: Neka je M = {1,2,...,n9— 1}, tada iz Peanovih aksioma sledi daje M UM =N, tj. M DN\ M. O

1.63. Neka je M C N i neka vazi

(i1) 1 € M, (i2) me M, Ym<n = n+1leM,
tada je M = N.
Dokaz: Pretpostavimo da je N\ M # (). Izaberimo minimalni element ny € N\ M (takav uvek postoji jer
je N dobro ureden, pa svaki njegov neprazan podskup ima minimalni element). Zbog (il) ng # 1, i primena
svojstva (i2) za m = ng — 1 impliciraju ny € M §to je nemoguce. Dobijena kontradikcija pokazuje da je
pogresna polazna pretpostavka N\ M # (), dakle M = N. O
1.64. Neka je M C N i neka ima sledeca svojstva

(il) 1e M, 2e M, (i2) n,n—1eM = n+1leM,
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tada M =N.

Dokaz: Pretpostavimo da je N\ M # (), tada postoji minimalni element ng € N\ M. Zbog (i1) ng # 1,
i ng # 2, ako je mg onda su zbog minimalnosti od ng brojevi ng — 1ng — 2 € M i primena svojstva (i2)
impliciraju ng € M 8§to je kontradikcija sa polaznom pretpostavkom. Dakle, M = N. 0

1.65. Dokazite da za svaki prirodan broj n vaze sledece jednakosti:

(i1) Zk2 +1)(2n+1), (i2) Zk3 2(n+1)?,

i S ) SR = Lyt D)

. 1 n ) - 1

(i5) ;(%_1)(%“):2”“, (i6) ;k(n—k+1):6n(n+1)(n+2),

, A, | , / T
(i7) za 1 # z € R, Zx =—, (i8) \/2+ 2+-~+\f2:2c052wrl
k=1

r—1

n dvojki pod korenima

Dokaz: (i1) Nekaje M ={neN|>p_k*=1/6n(n+1)(2n+ 1)}

1
(bi) 12:1:61(1+1)(2'1+1) = 1€ M.
(ki) Neka je neki n € M tada imamo redom,

n+1
i) 1
Zk222k2 Y (n+1) (p:)gn(n+1)(2n+l)—|—(n+1)2

:1(n+1)(n(2n+1)+6(n+1)):é(n+1)(2n2+7n+6)

6
= L D42 2043 = 2 (D) (04 D)+ 2+ 1)+ 1),

tj. n+1€e M.

(i2) Neka je M ={n e N |>}_ k> =1/4n? (n+1)%}.
(bi) 13:1:%12(1“)2 — le M.

(ki) Neka je neki n € M tada imamo

n+1 . 2

i) 1 1
§:k3:§:k3 bt 2 @2 et = P 2 )
k=1

- i (n+12(n+1) +1)°

tj. n+1€ M. (i3) Nekaje M ={n e N| X" 1/(k(k+1)) =n/(n+1)}.

(bi) za n =1 ocigledno se leva i desna strana jednakosti podudaraju, tako da je 1 € M.
(ki) Neka je neki n € M tada imamo

kk+1 _kzlk(kJrl) n+1)(n+2) n+l (n+1)(n+2)
n(n+2)+1 (n+1)2 n+1 n+1

n+1D(n+2) M+1)n+2) n+2) (n+1)+1)’

tj. n+1e M.

(i4), (i5) i (i7) analogno prethodnim zadacima (i1), (i2) i (i3). Za (i6) iskoristi formulu », ; k=1/2n(n+1)
i(il).
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(i8) Baza indukcije. Za n =1 imamo /2 = 2 cos % = 2cos% , §to je tacno.

Korak indukcije. Pretpostavimo da je gornja formula ta¢na za neki prirodan broj n, tada je

\/2+\/2+\/2+-~+x/§: 2+\/2+\/2+---+f2":i 2+2cos27%

n+1 dvojka pod korenima n dvojki pod korenima

_ LI 2 ™ _ L T
= \/2 (1 + cos 2n+1> = \/4 COS” S = 2€0S 5ong = 2€0S Sy

jer je 1+ cos(2a) = cos?ar. Dakle, formula je tacna i za n + 1 i onda AMI implicira da je formula tacna za
sve prirodne brojeve. O

1.66. Pokazite da za Vn € N\ {1} broj 22" u dekadskom sistemu zavrsava cifrom 6.

Dokaz: Neka je M = {n € N | 22"zavrsava brojem 6}. 2 € M jer je 22° = 16. Pretpostavimo da je neki
n > 1 element iz M, tj. 22" =10-z + 6, (2 € N). Sada imamo,

22" = 222" = (22")? = (10- 2 4+ 6)2 =100 -2 +2-6-10-2 436 = 10- y + 6,
pri éemu je y = 10 - 22 + 122 + 3. Time je proveden korak indukcije i dokaz je gotov. O

1.67. Dokazite da za svaki n € N broj nastao dopisivanjem dekadskih zapisa brojeva 2™ i 5™ ima n+1 cifru.

Dokaz: Za n =1 radi se o broju 25 koji ocigledno ima 2 cifre. Pretpostavimo sada da je tvrdnja istinita za
neki n € N ineka broj 2" ima k cifara, a broj 5" ima m cifara (k4+m = n+1). Tada imamo dve moguénosti

(i1) 10" ' <2n<5.10871 1 (i2) 5-10F!< 2" <108,

Potrebno je pokazati da broj nastao dopisivanjem brojeva 2"+ i 57! ima taéno n+2 =k +m + 1 cifru.
(i1) 271 < 10* i broj 2"*! ima k cifara. S druge strane je 27 - 5" < 571 . 1071 odakle sledi da je
107 k+1 < 5741 ti broj 5"t ima barem n + 2 — k cifri. Vige ih ne moze imati zbog 5" < 10" Ftl —
57t < 510" kL < 10"*+2, Tako da u ovom slucaju tvrdnja vazi.

(i2) 5-101 < 2" < 10*, odake sledi da je 10* < 2"*! i broj 2"*! ima k + 1 cifru. Iz druge nejednakosti
sledi 57t . 101 < 10", odakle je 511 < 10" %1 tako da brojevi 5" i 5"t imaju isti broj cifara m =
n — k 4+ 1. Dakle, ukupan broj cifara broja nastalog dopisivanjem brojeva 2"*t! i 571 i u ovom slucaju, je
n+2=k+m+1.

1.68. Dokazite da za svaki prirodan broj n vaze slede¢e nejednakosti:

(i1) |Isinnz || < n | sinz |, (i2) za VB < =3 vazi (1+8)*"1<1+(2n-1)3,
(2n +2)2ntL 135 2n-1_ 1

i) =.2.2.. .
el 0 W51 on  — \Bntl

(i3) (2n)! <

Dokaz: (i2) Baza indukcije. Za n =1 imamo, (1+3)*'" 1 =14+8<1+8=1+(2-1-1)8.
Korak indukcije. Pretpostavimo da je nejednakost ta¢na za neki prirodan broj n, sada imamo

o+l _ 2 2n (D 2 _
(1+5) = (1+8)7°0+0)" < 1+8)°1+2n-1)B)=1+2n+1)p
+22n -1+ +2n -1 <1+ 2n+1)8,
jer je 2(2n — 1)B% + B2 + (2n — 1)8% < 0, za = < —3. Pokazimo sada ovu nejednakost. Ako je 3 = 0

onda nejednakost vazi. Ako [ # 0 tada je ova nejednakost ekvivalentna sa (2n — 1)5 +4n —1 < 0 ili
B<(1—-4n)/(2n —1). Poslednja nejednakost posledica je sledeéeg niza ekviivalencija (Vn € N),
dn—1 4n—1

<3 <= p<-3< .
2n—-17 ps —2n-1

2n—2>0 <<= 4n—-1<6n—3 <—

(i4) Baza indukcije. Za n =1 imamo 1/2 <1/4/3-1+ 1, $to je tacno.
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Korak indukcije. Pretpostavimo da je nejednakost ta¢na za neki prirodan broj n, pa imamo redom

ﬁ2k—1_2n+1ﬁ2k—1(p<i>2n+1 S S 1
L 2k+1 0 2043 2R 2k+1 T 2043 B+l V344 SBnrl) 1]

jer je poslednja nejednakost ekvivalentna (koren je monotona funkcija pa mozemo da kvadriramo poslednju
nejednakost) sa

(An*4+4n+1)Bn+4) < (@n*+8n+4)3n+1) —
1203 +28n2 +19n+4<12n° +28n2 +20n+4 < n>0.

1.69. Dokazite da za svaki prirodan broj n vazi:

(i) %+l+?eN, (i2) 6] n(n+1)(dn+5),
(i3) 9| n® + (n+1)° + (n+2)°, (i4) 30| n® +5n® —6mn,

(i5) 3| 5™ + 2™, (i6) 64| 3*"*3 +40n — 27,
(i7) 9| 3-4™1 410" —4,, (i8) 17]3-52"+1 4 23n+1,

Dz: (il) Baza indukcije. Za n =1 imamo 1/6+1/3+1/2=1¢N.
Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N je n/6 +n?/2+n3/3 = a € N, sada imamo,

n+1l (m+12 (n4+1)3 1 o, 1
—a+t - h ZeN.
6 + 5 + 3 a+6+n+2+n+n+3€
(i2) Definisemo polinom f(z) =z (z + 1) (4x + 5). Sada je tvrdnja ekvivalentna sa 6| f(n) za svaki n € N.
Baza indukcije. Za n =1 imamo f(1)=1-(1+1)-(4-1+5)=18i 6]18.
Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N, n‘f(n), tj. f(n) =6« za neki a € N. sada imamo,
fn+1) = (n+1)(n+2)dn+9) =nn+1)4dn+9)+2(n+1)(4n+9)
=nn+1)@dn+5+4nn+1)+2(n+1)4n+9)=f(n)+4n(n+1)
+2n+1)(dn+9) 2 6a+2(n+1)6n+9)=6a+6(n+1)(2n-+3)
=6 (a+(n+1)(2n+3) = 6]f(n+1).
€N

Korak indukcije u (i3) i (i4) slican je istom od (il), a korak indukcije u (i5)-(i7) slican je koraku indukcije od
(i8), tvrdnju koju ¢emo sada dokazati.

(i8) Definigemo funkciju f(z) = 3 - 52+ 4 237+l Gada je nasa tvrdnja ekvivalentna sa 17 ‘ f(n) za svaki
n €N.

Baza indukcije. Za n =1 imamo f(1) =352 + 231+ =3.1254+16 =391 =17-23 i 17| f(1
Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N, n ’ f(n), tj. f(n) =17« za neki o € N. sada imamo,
f(n + 1) — (3 . 5271"1‘3 + 231‘+4 75 52n+1 + 8 23n+1 8 (3 . 52n+1 + 23n+1)
+51-52H B 17441752 =17 (8a + 352! = 17| f(n+1).

€N

1.70. Dokazite da
(i1) Vn >5, vazi 2" > n?, (i2) Vn > 10, vazi 2" > n3,

. _oo4n (2n)!
(13) VTLZQ, vazl n—|—1<W7

(i4) Va,beRT, a#b, in>2 vazi (a+b)" < 2"

a™ +b"
5 -
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(i1) Baza indukcije. Za n =5 imamo 2° = 32 > 25 = 5%,
Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki 4 < n € N, 2" > n?. sada imamo,

(n+1)2=n2+2n+1<2"+2n+1< 2",

jer je 2n+1 < 2™ za svaki n >> 3, Sto ¢emo pokazati takode indukcijom. Za n = 3 tvrdnja vazi jer je
2.3+ 1=7<8=23 Sada pretpostavimo da je ova nejednakost tacna za neki 3 <n € N i imamo

2(n+1)+1=2n+1)+2 Pon 1 9con 92— ontl,
Dakle, time je pokazano daza 3 <n €N je 2n+1 < 2", a samim tim je dokazana nasa tvrdnja.
(i2) analogno kao (il).
(i4) Baza indukcije. Neka su a, b € RT, a # b, tada za n = 2 imamo
5 a? + b?

0<(a—0)? < (a+b?<2(a*+b*) =2 B

Korak indukcije. Pretpostavimo da je nejednakost tacna za 2 < n € N isve a,b € RT, a # b. Sada redom
nalazimo,

jer a+b>0
(@b =(a+b) (a+b)™ " C7 (a+ )27 (@ +07) < 27 (a4 b

Poslednja nejednakost je tacna jer je ekvivalentna sa
(a+0b)(a"+b") <2(a™ +b") <= a"' —a"b+ " —abd" >0
<~ (a—0b)(a"—0D") >0,
S8to je tacno jer je stepena funkcija monotona.

1.71. Za «, B € R definiSemo niz
1 1 1
alzi(oﬂ—ﬁ), agzi(ﬁ+a1), za n > 2 an:§(an71+an,2).

Pokazite da za svaki prirodan broj vazi formula
1 1\n 1 1\n
=5 (1= (-5) )erz 2+ (-3))e
=3 ( 2) )tz 2timg))F

Dokaz: Baza indukcije. Kako rekurentna formula uklju¢uje dva susedna ¢lana niza bazu je potrebno proveriti
zan=11in=2.

o= (1)) e ()= S
T (= LI DR A P T

Korak indukcije. Pretpostavimo da je data formula tactna za dva susedna prirodan broja n—1 i n, sada imamo
redom

ans = g (a1 +an) 2[5 (=) a5 (1= ()M at g 2+ (1)) 9
ralr ) =geli-((-5)" + (3))) r5olesg
(R (R S E

i ()7 (DT 0-D 4D

1.72. Pokazite da vaze sledec¢i identiteti,

(i1) Vn €N, kio k (Z) =onlp, (i2) Vn €N, i (—1)kk (Z) =0,
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(3) Yn,meN, m>n, 3 (=1)* <’f]g> _ (m— 1> ’

n

4) Yn,k,m €N, k,m <n, . ) _ ()

Uopstite (il) i (i2) povecavajuéi stepen od k u sumama.



GLAVA 2

Vektori i analiticka geometrija

U ovoj glavi uvodimo pojam vektora, vektorskog prostora i dajemo njihove najjednos-
tavnije primene u analitickoj geometriji. Uvodenje vektora i njihova primena dovelo
je do povezivanja starih matematickih disciplina geometrije i algebre. Preciznije,
vektori kao algebarski aparat omogucio je na pocetku lakse resavanje poznatih ge-
ometrijskih (planimetrijskih i stereometrijskih) problema, a zatim je postao i obrazac
za povezivanja nekih matematickih disciplina. Jedna od tekovina uvodenja vektora su
i koordinatni sistemi i koordinate. Danas je tesko zamisliti i jednu naucnu disciplinu
koja se bavi prirodnim naukama u kojoj se ne pojavljuju koordinate.

Izlaganje u ovoj glavi zasniva se uglavnom na knjizi N. Blazi¢, N. Bokan, Z. Luci¢,
Z. Raki¢: Analiticka geometrija, MF, 2003, kao i na nezavrSsenom materijalu Linearna
algebra, autora.

1. Uvodenje vektora

2.1. Uvodenje vektora. Geometrija koja se uci u osnovnoj i srednjoj skoli zasnovana
je na pretpostavci da je prostor E u kojem zivimo dobro aproksimiran Euklidskim
prostorom, ili preciznije pretpostavljamo da je opisan aksiomama koje je ponudio D.
Hilbert, krajem 19. i pocetkom 20. veka prilagodavaju¢i Euklidovu aksiomatiku datu
u "Elementima”, savremenom matematckom jeziku.

Pojam vektora. Na skupu E x [, uredenih parova tacaka prostora E uvodimo relaciju
~ na slededi nacin: (A, B) ~ (C, D) akko duzi AD i BC imaju zajednicko srediste
(Slika 1). To zapisujemo ovako (A, B) ~ (C, D).

Slucaj I Slucaj II
C D
a) oo oo
A B C D
b) o o
A B A=B C=D

Slika 1. Uvodenje vektora

Kako je u uredenom paru bitan redosled tacaka, uredene parove iz gornje definicije
nazivamo i usmerenim duzima. Usmerena duz (A, B) odredena je svojom poc¢etnom
tackom A i krajnjom tackom B. Tako da se za usmerenu duz (A, B) ¢esto koristi
oznaka AB.
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Poznato je da je ¢etvorougao ABCD paralelogram! ako i samo ako mu se dijagonale
polove. Koriste¢i ovu ¢injenicu vidimo (vidi Sliku 1) da postoje dva tipa usmerenih duzi
(A, B) i (C, D) koje su u relaciji ~: ¢etvorougao ABDC je paralelogram (nedegener-
isani slucaj), tacke ABDC pripadaju istoj pravoj (degenerisani slucaj) i zadovoljavaju
uslov da se duzi AD i BC polove.

Teorema 1. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu E x E.

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost relacije ~ direktno sledi iz definicije. Tranzitivnost, videti npr. u knjizi N.
Blazi¢, N. Bokan, Z. Luci¢, Z. Raki¢: Analiticka geometrija’ MF, 2003. O

Kao sto znamo, osnovna osobina svake relacije ekvivalencije je da razbija skup na
kojem je definisana na medusobno disjunktne klase ekvivalencije, tj. na podskupove
¢ija je unija ¢itav skup i Ciji preseci po parovima su prazni skupovi, vidi Uvod 1.17,
tako da imamo slede¢u definiciju:

svaka od klasa ekvivalencija na koje je skup uredenih parova tacaka (usmerenih duzi)

E x E razbiyjen relacijom ~ zove se vektor.
Dakle, vektor definisan svojim predstavnikom usmerenom duzi (A, B), je skup

(12) [(Av B)] = {(X7 Y) | (X>Y) ~ (A7 B)}

Kako je gornja oznaka glomazna koristimo oznaku [(A, B)] = AB, da bismo naglasili
razliku izmedu usmerenih duzi i vektora. Vektore ¢emo obelezavati malim latini¢nim
slovima x,y,a,b, . ... Skup svih vektora obelezavamo sa ), dakle,

(13) V=E xE/~={[(A,B)] | A, B €E}.

Primetimo da smo sa E obelezili ¢itav prostor, ako sa E' i E? obelezimo redom sve
tacke neke prave ili ravni tada relacija ekvivalencije ~ ima smisla i na ovim skupovima
i ona na isti na¢in indukuje vektorske prostore V! i V2.

2.2. Intenzitet, pravac i smer vektora. Kako je vektor jedna klasa ekvivalencije
postavlja se pitanje Cime je karakterisana ta klasa, tj. koja svojstva jednoznacno
odreduju vektor. Primetimo da su usmerene duzi (A, B) i (C, D) u relaciji ~ akko su
nasuprotne strane paralelograma (ili degenerisanog paralelograma), tada lako mozemo
zakljuciti:

(i) Rastojanje? izmedu tacaka A i B, nazivamo duZinom, intenzitetom ili modulom
vektora AB i obelezavamo ga sa ||[AB|| = dis(A, B). Jasno je da svi predstavnici
datog vektora imaju istu duzinu, kao i to da usmerene duzi koje nemaju istu duzinu
ne mogu biti u istoj klasi.

(p) Pravu p odredenu tackama A i B (A # B) i sve prave paralelne pravoj p zva¢emo
pravcem vektora AB. Primetimo da svi predstavnici datog vektora imaju isti pravac,
kao i to da usmerene duzi koje nemaju isti pravac ne mogu biti u istoj klasi. Primetimo
da je pravac vektora zapravo jedna klasa ekvivalencije relacije 'biti paralelan’ na skupu

Iy oznacavanju temena poligona koristimo konvenciju da temena poligona obelezavamo u pozitivhom smeru tj. u
smeru suprotnom od kretanja kazaljki na satovima starijim od 50 godina. Ovaj vremenski uslov je neophodan jer su se
u zadnje vreme pojavili satovi ¢ije se kazaljke kre¢u u suprotnom smeru od satova iz starih dobrih vremena.

2 Rastojanje, tj. mera duzi, uvedeno je u Euklidovim aksiomama.
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svih pravih prostora E. Vektore koji imaju isti pravac nazivamo kolinearnim, a one
kojima su pravci paralelni nekoj ravni 7, koplanarnim. Smatrac¢emo da je nula vektor
kolinearan (ili koplanaran) sa svakim skupom kolinearnih (ili koplanarnih) vektora.

(s) Pod orijentacijom (ili smerom) vektora AB podrazumevamo smer prave p* odreden
—
pocetkom i krajem predstavnika AB na pravoj p. Primetimo da smer vektora ne zavisi

—
od izbora predstavnika AB, kao i to da usmerene duzi koje nemaju istu orijentaciju
ne mogu biti u istoj klasi.

Lako se vidi da je svaki vektor jednozna¢no odreden svojim intenzitetom, pravcem i
smerom.

2.3. Neki specijalni vektori. Vektor ¢iji je predstavnik usmerena duz ﬂ, kojoj se
pocetak i kraj poklapaju, nazivamo nula vektorom i obelezavamo ga sa 0. Jasno je da
vektor ima duzinu 0 ako i samo ako je on nula vektor. Nula vektor nema ni pravac ni
smer. Za vektor BA kazemo da je suprotnosmeran vektoru AB.

2.4. Linearne operacije u skupu vektora. Da bismo mogli definisati operacije na
skupu vektora, neophodna nam je sledec¢a teorema, koja zapravo tvrdi da je prostor E
homogen i da su sve tacke potpuno ravnopravne®.

Teorema 1. Ako je A proizvoljna tacka skupa E, za svaki vektor a € V postoji
jedinstvena tacka B € E takva da je a = AB.

Dokaz. Pretpostavimo da je a # 0, jer u suprotnom stavimo

B_)z A i dokaz je gotov. Neka je a dat svojim predstavnikom 5

CD, tj. a = CD. Ako tacka A pripada pravoj odredenoj / D
sa C'D onda na toj istoj pravoj postoji ta¢no jedna tacka /A DC/’

B takva da su rastojanja dis(A, B) i dis(C, D) jednaka i da
se duzi AD i BC polove. U slucaju da tacka A ne pripada

pravoj C'D (Slika 2) prvo zaklju¢ujemo da postoji (prema 5.- Slika 2.
om Euklidovom postulatu) ta¢no jedna prava koja sadrzi

tacku A i paralelna je sa pravom CD, a zatim da je na toj pravoj jedinstveno odredena tacka B koja je teme
paralelograma ABDC'. Tako da je (C, D) ~ (A, B), §to zapravo znaci da je a = CD = AB. O

Primetimo da upravo dokazana teorema tvrdi da svaki vektor a € V u proizvoljnoj
tacki A € E ima tacno jednog predstavnika kojem je tacka A pocetak.

Teorema 1 pokazuje da sledec¢a definicija sabiranja vektora ima smisla.

3 Za dva nenula vektora istog pravca odredena svojim predstavnicima AB i AC kazemo da su istog ili suprotnog
smera ako su tacke B i C sa iste odnosno sa suprotne strane tacke A.

4Zbog Gega bismo ovu teoremu mogli da nazovemo teorema potpune (totalne) demokratije u skupu E. Istorijsko
iskustvo pokazuje da se tako nesto gotovo nikad ne desava u skupovima ljudi, jer tamo uvek postoje oni koji su malo
ravnopravniji’ ili ’jednakiji’ od drugih.
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Neka je A proizvoljna tacka iz E i a,b € V, i&ka

su vektori a 1 b dati svojim predstavnicima AB i

BC' onda je zbir vektora (Slika 3) a i b, vektor ¢ ¢iji
—

predstavnik je usmerena duz AC. A “ B
Propozicija 2. Zbir dva vektora ne zavisi od iz-
bora njihovih predstavnika. Slika 3. Sabiranje vektora

Dokaz. Neka su a i b € V dati redom svojim predstavnicima « = AB = A'B" i b = BC = B'C’. Tada su
cetvorouglovi ABB’A’ i BCC'B’ paralelogrami (Slika 4) (ili degenerisani paralelogrami), te su duzi AA" i CC’
podudarne i paralelne. Stoga je ACC’A’ paralelogram, odnosno parovi (A4,C) i (A’,C") odreduju isti vektor,

Slika 4. Nezavisnost sabiranja vektora od predstavnika

§to je i trebalo proveriti. ([l

Primedba 1. Ideje iz dokaza prethodne Propozicije mogu se iskoristiti u dokazivanju
tranzitivnosti relacije ~ .

Ako je ¢ = AC zbir vektora a = AB i b = BC, pisa¢emo
AB + BC = AC.

Primedba 2. Gornja definicija sabiranja vektora zove se sabiranje vektora po zakonu

trougla. Sabiranje vektora ponekad se definise na sledeéi nacin (Slika 5):

neka je O € E proizvoljna tacka i neka su a

i b proizvoljni vektori iz E ¢iji su predstavnici
. H . % . .

usmerene duzi OA i OB. Zbirom vektora a i

b zovemo vektor c koji je odreden svojim pred-

stavnikom O_C>' , pri ¢emu je C' jedinstvena tacka
u E, takva da je ¢etvorougao OACB parale-
logram. Ovaj nacin sabiranja vektora zove se
sabiranje vektora po zakonu paralelograma.

Slika 5. Zakon paralelograma

Lako se vidi da su sabiranja vektora po zakonu trougla i paralelograma ekvivalentna.
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MnoZenje vektora skalarom. Mnozenje vektora skalarom (realnim brojem) je preslika-
vanje: - : R xV — V), kojim bilo kojem skalaru o € R i bilo kojem vektoru a € V
dodeljujemo jedinstveni vektor b = o - a® € V dat sa
(i) [[ol] = [leall = [l [lall,
(p) ako je a # 0 i o # 0 tada vektori a i b imaju isti pravac, sto ¢emo zapisivati
p(b) = p(aa) = p(a).
(s) Vektor b(# 0) je istosmeran ili suprotnosmeran vektoru a (# 0) u zavisnosti
od toga da li je > 0 ili @ < 0, §to zapisujemo s(b) = s(aa) = sgn(a) s(a).

—a 2a

O 2 A

Slika 6. Mnozenje vektora skalarom

2. Vektorski prostor

2.5. Vektorski prostor. Primetimo da je — AB = BA, sto nam omogucuje da
proizvod broja — 1 i vektora a (Slika 6) obelezavamo sa —a i pisemo (—1)a = —a.
Zbir vektora a i —b obelezavamo sa a — b i nazivamo ga razlikom vektora a i b.
Osnovna svojstva sabiranja vektora i mnozenja vektora sa skalarom sadrzana su u
sledec¢oj teoremi.

Teorema 1. Neka su a,b i ¢ proizvoljni vektori i neka su «, 3 realni brojevi, tada je:

(S1) a+ (b+¢) = (a+b)+c, (M1) a(a+b) =aa+ ab,
(52) a+0=0+a=a, (M2) a(fa) = (af)a,
(S3) a+(—a)=(—a)+a=0, (M3) (a4 +pB)a=aa+fa,
(S4) a+b=b+a, (M4) 1-a = a.

Dokaz. U dokazima osobina (S1)-(S4) i (M1) koristimo Teoremu 1 i Propoziciju 2, u dokazima osobina (M2)
i (M3) proveri se da leva i desna strana jednakosti imaju isti intenzitet, pravac i smer, dok je dokaz osobine
(M4) ocigledan iz definicije. Dokazimo npr.

(S1)-(S4) Neka su A, B, C'i D cetiri tacke takve da je a = AB, b =BC i ¢ = CD. Tada je

a+(b+c¢)=AB+(BC+CD)=AB+BD=AD=AC+CD=(AB+BC)+CD = (a+b)+c¢
(S2) Ako su tacke A i B takve da je AB = a, bice
a+0=AB+BB=AB=a, i 0+a=AA+AB=AB=a.
(S3) Ako su tacke A i B takve da je AB = a, bice
a+(—a)=AB+BA=AA=0=BB=BA+AB=(—a)+a.

(S4) Neka su O, A i B tri tacke takve da je OA = a i OB = b, i neka je C tacka takva da je Cetvorougao
OACB paralelogram. Tada je

a+b=0A+AC=0C=0B+BC=0b+a.
Sli¢no se provere i ostale osobine. O

5 Tacku iz gornje oznake za mnozenje vektora skalarom ¢emo izostavljati i pisati samo b = aa
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Svojstva (S1)—(S4)%" i (M1)—(M4) koja vaze na skupu svih vektora V bila su ’in-
spiracija’ za slede¢u definiciju pojma vektorskog prostora.
Dakle, za uredenu ¢etvorku V = (V,+,- F) kazemo da ima strukturu vektorskog

prostora nad poljem F® ako je (V,+)? Abelova grupa i ako je definisano mnozenje
vektora sa skalarima - : F x V — V|, tako da vaze osobine (M1)-(M4).

Sledeca svojstva vaze u svakom vektorskom prostoru

Teorema 2. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, x neki vektor i o neki
skalar. Tada vazi:

(il) a-(—2)=(—a) -z =—(a-x).
(i2) 02 = 0.
(i3) a- 0 = 0.
Ako je a-x =0 tada jeili a =0 ili z = 0.
Dokaz. (i1) Primena aksiome (M2) kao i komutativnosti mnozenja skalara daje:
(=D(a-2) = —(a-2).
a-(—z) = a-((-1) - 2) = (a(-1) -z = (—1)a) -z = { e e
Sada iz (il1) lako slede (i2) 1 (i3):
0-z=(a+(—a) z=a-z+(—a) - z=a-z+(—(a-2)) =0, i
a-0=a-(z+(—z)=a-z+ ((—a) z)=a-xz+ (—(a-z)) =0.
Pretpostavimo da je a # 0, tada u polju F postoji inverz a~! tako da redom imamo
z=1-z2=((aVa) z=(aVa-z)=(aV)-0% 0.
Dakle, ako « # 0 tada mora biti x = 0. O

2.6. Linearna kombinacija vektora i skup generatora. Neka je dat neki podskup
B vektorskog prostora V, koji ne sadrzi nula vektor. Kazemo da je x € V linearna

kombinacija vektora iz B, ako postoje m € N, vektori ai,as,...,a,, € B i skalari
a1, Qo, ..., o, € F takvi da je
(14) T=aara)+aas+ -+ oy .

Od posebnog je interesa slucaj kada je svaki vektor x € V linearna kombinacija
vektora iz skupa B. Tada kazemo da je B skup generatora '” vektorskog prostora V.

2.7. Linearna nezavisnost. Neka je dat neki konacan podskup B = {aq,...,an}
vektorskog prostora V. Kazemo da je B linearno nezavisan ako jednacina linearne
(ne)zavisnosti M

(15) a1 a1 +asas + -+ Qo apy =0,

6 Skup sa operacijom koja zadovoljava svojstva (S1)-(S3) naziva se grupa, a ako jos zadovoljava i (S4) onda se
naziva komutativna ili Abelova grupa.

7 Abel, Niels Henrik, 1802 — 1829, norveski matematicar.

8Deﬁnicija polja data je u tacki 1.32.

9 Elemente skupa V nazivamo vektorima.

107y generisudi skup.

11 Nepoznate su a;, as, ...,y
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ima samo trivijalno !? resenje: a; = g = --- = a,, = 0. Skup B je linearno zavisan
ako nije linearno nezavisan, tj. ako jednacina (15) ima samo netrivijalno resenje '°.
Ako je skup B beskonalan kazemo da je linearno nezavisan ako je svaki njegov konacni

podskup linearno nezavisan.

Primetimo da ako skup B = {aj,as,...,a,} sadrzi nula vektor onda je on linearno
zavisan jer ako je npr. a; = 0, imamo netrivijalnu linearnu kombinaciju nula vektora,

0=5-04+0-a2+0-a3+---+0-a,.

Zbog toga uvek podrazumevamo da skup kojem ispitujemo linearnu nezavisnost ne
sadrzi nula vektor.

Ispitajmo geometrijski smisao linearne zavisnosti i linearne nezavisnosti nekog skupa
vektora prave, ravni ili prostora. Jasno, skup koji se sastoji iz samo jednog nenula
vektora je linearno nezavisan.

Teorema 1. Nenula vektori a i b su linearno zavisni ako i samo ako su kolinearni.
Neka je E! prava i neka je e; neki nenula vektor u V!, tada za proizvoljni vektor x € V!
jedinstveno je odreden skalar x; takav da je x = 1 e;.

Dokaz. Sledi iz definicije kolinearnosti i mnozenja vektora sa skalarom O

U ravni situacija je nesto slozenija sto pokazuje sledec¢a teorema.

Teorema 2. Neka je E? ravan onda u vektorskom prostoru V? postoje dva linearno
nezavisna vektora. Svaka tri vektora iz V? su linearno zavisna. Neka su e;, ey € V? dva
linearno nezavisna vektora. Za svaki vektor x € V? jedinstveno su odredeni skalari x;
i xo takvi da je x = x1e1 + T2 €o.

Dokaz. Kako u ravni postoje tri nekolinearne tacke O, A, B vektori OA i OB su nekolinearni, pa samim tim i
linearno nezavisni. Time je dokazan prvi deo teoreme.

Dokazimo i drugi. U tom cilju pretpostavimo, najpre, da su dva od vektora iz skupa {a,b,c} neke ravni,
kolinearna. Ako su to npr. vektori a i b tada su oni i linearno zavisni pa postoje brojevi a i 8 od kojih je bar
jedan nije nula, takvi da je

aa+ FBb=0, tada je aa+Fb+0c=0,

pa su i vektori a, b, ¢ linearno zavisni.

Pretpostavimo da nijedan par vektora iz skupa {a, b, c} nije koline-
aran. Obelezimo sa O proizvoljnu tacku ravni, sa A, B, C tacke te
ravni takve da je OA = a, OB = b i OC = ¢ (Sto mozemo zbog
Teoreme 1 iz 2.4) i sa X 1 Y tacke pravih OA i OB takve da je
¢etvorougao OXCY paralelogram (Slika 7). Buduéi da su vektori
OX i OY kolinearni, redom, sa vektorima OA i OB, na osnovu
Teoreme 1 postoje brojevi a i § takvi da je OX = aa i OY = §b.
Otuda je

c=0C=0X+0Y =aa+ gb,

pa su vektori a, b, ¢ linearno zavisni. Poslednji deo teoreme sledi iz
upravo dokazanog, tj. ako izaberemo da je a = ej, b = eg i ¢ = . Slika 7. Razlaganje vektora u ravni
Tada jei @« = x1 1 § = z2. Jedinstvenost je ocigledna. 0

12 koje uvek postoji zbog Teorema 2 (i2), 2.5
13 Barem jedan od skalara ay, i = 1,...,m je razli¢it od nule.



38 2. Vektori i analiticka geometrija

I na kraju razmotrimo dalje, linearnu zavisnost i linearnu nezavisnost vektora u pros-
toru.

Teorema 3. Neka je E prostor onda u V3 = V postoje tri medusobno linearno
nezavisna vektora. Svaka cetiri vektora iz V su linearno zavisna. Neka su ey, eq,e3 € V,
tri linearno nezavisna vektora. Tada za svaki vektor x € V jedinstveno su odredeni
skalari x1,x9 1 x3 takvi da je x = x1 €1 + x9 €9 + X3 €3.

Dokaz. Prvo se pokaze pomo¢ni stav: Vektori a, b i ¢ su linearno zavisni akko su koplanarni, a zatim se imitira
dokaz Teoreme 2. g

3. Baza i dimenzija

2.8. Baza i dimenzija vektorskog prostora. Podskup B vektorskog prostora V
koji je istovremeno skup generatora i koji je linearno nezavisan zove se baza vektorskog
prostora.

U prethodnoj tacki Teoreme 1, 2 i 3 zapravo tvrde da vektorski prostori V!, V? i V3
imaju bazu, koje se sastoje redom od jednog, dva ili tri vektora. Iz konstrukcija baza
vektorskih prostora V', V% i V3 vidi se da je broj vektora u njihovim bazama uvek
isti Sto je naznaceno u njihovim oznakama. Ovo nije slucajno jer vazi fundamentalna
teorema o bazi vektorskog prostora.

Teorema 1. Neka je V' proizvoljan vektorski prostor nad poljem F. Tada vazi,
(i1) postoji neka baza B vektorskog prostora V.

(i2) ako su By i By dve proizvoljne baze vektorskog prostora V onda postoji
bijekcija f : By — Bs.

Primetimo da tvrdenje (i2) iz prethodne Teoreme kaze da sve baze vektorskog prostora
imaju ’jednak’ ' broj elemenata, §to nam omoguéuje da definiSemo pojam dimenzije
vektorskog prostora. Dakle, dimenzija vektorskog prostora V' je kardinalni broj neke nje-
gove baze. Kazemo da je V' kona¢nodimenzioni vektorski prostor ako ima neku bazu koja
ima konacno mnogo elemenata. U ovom tekstu pretpostavljamo da su svi vektorski
prostori kona¢nodimenzioni.

2.9. Vektorski prostor F". Ako sa F" = {(x1, 29, ..., :Un)} x; € F}, oznac¢imo skup
svih uredenih n-torki sa elementima iz polja F. Tada vazi:

Teorema 1. (F" +,- F) je vektorski prostor uz operacije sabiranja i mnoZenja sa
skalarom date sa:

(S) T+ Yy = (xhx% “73771) + (y17 Y2, 7yn> = (xl + Y1, T2 + Y2, .., Ty + yn)7
(m) Ncx=X-(x1,20,...,2,) = (AT, ATo, ..., A Ty).
Specijalno vektorski prostori su Q",R", C".

Dokaz. Lako se provere aksiome (S1)—(S4) i (M1)—(M4). O

14 tj. da postoji bijekcija sa jedne baze na drugu.
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Kanonska baza. Vektorski prostor F” ima jednu istaknutu bazu'®, koju nazivamo
kanonska baza, i koju ¢ine vektori e; = (1,0,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), e3 =
(0,0,1,...,0),...e, = (0,0,0,...,1). Lako se proverava da je skup e = (e, e, ...¢€,)
skup generatora, neka je x = (x1,x9,...,2,) € F" tada imamo
x = (x1,22,...,2n) = x1(1,0,...,0) + 22(0,1,...,0) + -+ -+ x,(1,0,...,0) =x1€1 + 22+ - - + Ty €.
i da je linearno nezavisan

0=1(0,0,...,0) =a1e1 +agea+ -+ ape, =a1(1,0,...,0) + a(0,1,...,0) + - - + a,(0,0,...,1)

= (aq,q9,...,04) odakle sledi: oy =g = -+ = a,, = 0.

2.10. Matrice. Neka je

ai aiz2 ... A1n
as1 Q92 ... aon

M, (R) = : : : : - (aij) =Ala;eRo
am1 Am2 ... Omnp

skup svih realnih matrica tipa m X n, tj. matrica sa m vrsta i n kolona. Skup
M., (R) postaje realni vektorski prostor nad R uz iste operacije kao i R" . Preciznije,

VA B &€ Mp,(R)ivVAeR,
(s) A+ B =(ay)+ (bij) = (ai; + bij),
(m)  A-A=X-(a;) = (Aagy).
Analogna tvrdenja vaze i za matrice nad proizvoljnim poljem F, tako su npr. M,,,,(Q) i
M., (C) su vektorski prostori nad @, i C redom. Dakle, kao vektorski prostor M,,,,(R)
je izomorfan sa R™" jer u svakoj matrici ima mn mesta. Kanonsku bazu u M,,,(R)
¢ine matrice {E;;,i =1,...,m; j=1...,n}, pri ¢emu je E;; matrica koja na preseku
1. — te vrste i j.—te kolone ima 1, a svi ostali elementi te matrice su O.
MnoZenje matrica. Neka su matrica A = (a;;) € M,,(R) i B = (b;;) € M,,,,(R) onda je
formulom
p

(Air (B)ij = ) @i by

p
(16) A-B= C = (Cij) gde je (C)Z] = Cij =
k=1 k=1

definisan proizvod matrica A i B i matrica C' je element skupa M,,,(R).

Primer. Pomnozite matrice

(1) g i ] . [ 2 3 6 ] = proizvod nije definisan jer prva matrica ima 2 kolone, a druga 1 vrstu.
- 0 1

2) 230 9 3| 2:-0+3-240-(—-1) 2-14+3-34+0-5 _ |6 11
13 11 15 3-0+1-241-(—-1) 3-1+1-3+1-5 1 11

[ a1 a2 a3 1 00 a1l a2 ais 1 00 ail a2 ais
(3) a1 a2 a3 |- | 0 1 0| =]an axp a3 |=|0 1 0| | an a a3
| a1 a3z ass 001 aszi az as3 001 azi az as3

15 Ciji vektori n — torke imaju najjednostavnij koordinate.
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Da bismo prilikom mnozenja matrica izbegli ispitivanje da li je mnozenje dobro defini-
sano, u daljnjem se ograni¢cavamo na izucavanje skupa kvadratnih matrica, tj. matrica
M,,,(R) = M,,(R). MnozZenje matrica ima sledeca svojstva.

Teorema 1. Neka su A, B, C proizvoljne matrice iz M,,(R) i neka je X\ realan broj.
Tada vazi

(as) (A-B)-C=A-(B-C)

(ne) Postoji matrica I = diag[l,1,...,1], koja na glavnoj dijagonali ima 1, a svi
ostali elementi su 0'° takva da je A-1 = I- A = A za svaku matricu A € M,(R).
(di)A-(B+C)=A-B+A-C i (A+B)-C=A-B+B-C.

Dokaz. Pokazademo svojstva asocijativnosti matri¢nog mnozenja (as) i distributivnost (di), tako $to ¢emo
pokazati da se proizvoljni matri¢ni elementi leve i desne strane jednakosti podudaraju. Za (ne) lako se proveri
da jedini¢na matrica I ima potrebna svojstva.

(A-B)-C)ij = > (A-B)u(C); = > O ambu)cy =Y ambucy = ai <Z bri Clj)
K Lk K I

z z
= (Zaik (Z b Clj)) =Y an(B-C)y=(A-(B-C))yj
k ! k

((A+B)-C)ij = Z(A + B)y (C); = Z(ail + bit) cij = Z(aiz cj + b cj) = Zailclj + Zbil clj
; ;

l l l
=(A-C)j+(A-C)iy=(A-B+A-0).

Druga distributivnost, A- (B + C) = A- B+ A - C, dokazuje se analogno prvoj. Primetimo da svojstva (as) i
(di) vaze i u opstijem sluc¢aju kada mnozenje matrica ima smisla. Svojstvo (ne) nema smisla ako matrice nisu

kvadratne. O

Primedba. (i) Postoje kvadratne ne-nula matrice koje s obzirom na operaciju mnozenja
matrica nemaju inverznu matricu, npr. matrica

B, — 0 1 nema inverz jer kada j 10 ” 01| |ab|_|cd
27100 bi ga imala, imali bismo 2710 1 0 0 cd| |0 0]
a to je nemoguce jer matricni element jediniéne matrice I> na mestu (2,2) je broj 1,
a matricni element proizvoda matrice By i bilo koje druge matrice na tom mestu ima

uvek 0.
Mnozenje matrica nije komutativno jer je npr. za ¢ # 0,

0 1 a b| |cd 0O a| |a b 01

00| |ed| oo |oe|T|ecd|l oo
Dakle, skup kvadratnih matrica, M[,,(R), nije grupa s obzirom na mnozenje matrica,
ali ako iz skupa M,,(R) izbacimo sve elemente (poput matrice B) koji nemaju inverz,
dobijamo podskup koji je grupa!” s obzirom na mnozenje matrica kao grupovnom ope-

racijom. Ova grupa zove se opsta linearna grupa i obelezava se sa GL,(R) = GL(n,R)
i predstavlja jednu od najvaznijih grupa u matematici.

16y slucaju n = 3 vidi primer (3).
17 koja nije komutativna osim u slu¢aju kada je n = 1.
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Matrica B, ima jo§ jednu osobinu koju nemaju brojevi, naime By # 0, ali B3 = 0.
Kazemo da je matrica A nilpotentna ako je A #£ 0, ali postoji prirodan broj k takav
da je A¥ = 0. Dakle, matrica B, je nilpotentna.

4. Koordinate

2.11. Koordinate vektora. Koriste¢i sada fundamentalnu Teoremu o bazi vek-
torskog prostora dolazimo do definicije veoma vaznog pojma koordinata vektora. Neka,

je B = (e1,...,en), baza realnog vektorskog prostora V™ i ako je z € V™ proizvoljan
vektor tada postoje jedinstveni skalari, 1, ..., z,, takvi da je

(17) T=x1€1FToey+ -+ T .

Realni brojevi 1, ..., x,, zovu se koordinate vektora x u bazi B.

Kako je u bazi bitan poredak vektora, tj. koordinate vektora x zavise o redosledu
elemenata u bazi, koordinate zapisujemo kao uredene m—torke tj. koordinate vek-

tora x zapisujemo kao (x1,...,x,). Iz istog razloga i baze zapisujemo kao uredene
m—torke. Primetimo da kada izaberemo bazu B dobro je definisano preslikavanje
kp : V™" — R™ formulom kp(z) = (x1,...,2,). Preslikavanje kp zove se koordi-

natizacija ili koordinatno preslikavanje i ono zavisi od unapred odabrane baze. Sledeca
teorema daje osnovne osobine svake koordinatizacije.

Teorema 1. Neka je B = (eq, ..., ey), baza realnog vektorskog prostora V™. Tada:
(i1) kp je bijekcija.
(i2) kp(x +y) = kp(x) + kply), x,yeV.
(i3) kp(az) = akp(x), ze€ViaecR,
Dokaz. Nekasuxz =>"" ze; iy =D 1", yie.
(i1) ako je kp(x) = kp(y), tada je
kp(x) = (1, ..y @m) = (Y1, Ym) = kB(Y) Ti=1vyi, i=1,...,m, tj. preslikavanje kg je '1-1’.
Da bismo pokazali da je preslikavanje kg 'na’ i tako zavrsili dokaz ove tvrdnje, za vektor z = (z1,..., zp,) € R™
uocimo vektor x = zye1 + 292 + -+ - + 2z € € V™ za kojeg ocigledno vazi da k() = z.

(i2) je posledica niza jednakosti

m

m m
kp(z+y) = kB (ineiJrZyi@i) = kB <Z(=’Ei+yi)6i> = (z1+y1, 22+ Y2, T + Ym)
i=1 =1

=1

- (mlax%-'wxm) + (y17y27"' ,ym) = /{B($) + ’%B(y)'

(i3) sledi iz

kplax) = kp (Zami ei> = KB (Z(aml) ei> = (azr, 0,0 Zy) = a(x1,x2,...,Ty) = akp(z).

=1 =1
Time je dokaz zavrsen. O
Svojstva (i2) i (i3) iz prethodne teoreme su veoma vazna jer ona pokazuju da je pres-
likavanje xp kompatibilno sa strukturama vektorskih prostora na V" i R™.
Neka su V' i U vektorski prostori nad istim poljem [F, tada preslikavanje, A : V — U,
za koje vazi:
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(a) Az +y) = Alz) + Aly), zyeV,

(h) A(azx) =aA(z), z€V, acl,
nazivamo linearni operator ili linearno preslikavanje. Ako je linearno preslikavanje jos i
bijekcija onda kazemo da je izomorfizam vektorskih prostora V' i U. Sada je na prirodan
nacin definisana relacija 'biti izomorfan’ na skupu svih kona¢nodimenzionih prostora
nad [F: dva vektorska prostora V' i U nad istim poljem su izomorfna ako postoji barem
jedan izomorfizam A sa V' u U. Oznaka koju koristimo za upravo pomenutu relaciju je
= Da su dva vektorska prostora izomorfna zapravo znaci da su im elementi i operacije
obelezeni drugim slovima. Vazi i sledeca:

Teorema 2. Relacija = je relacija ekvivalencije na skupu svih konacnodimenzionih
prostora nad poljem F.

Dokaz. Potrebno je pokazati da je relacija = refleksivna, simetri¢na i tranzitivna. Za refleksivnost je dovoljno
primetiti da je identicko preslikavanje, I(z) = z, bijekcija i da je linearno.

Simetri¢nost. Neka je V' =2 U tada postoji izomorfizam A : V — U. Tvrdimo da je inverzno preslikavanje
A7l . U — V takode izomorfizam, pa je U = V, tj. relacija = je simetri¢na. Jasno, preslikavanje A~! je
bijekcija, pokazimo da je i linearno. Neka je A(v) = x, A(u) = vy, tako da je A~ (z) = v, A7 (y) = u, i neka su
a, 8 € F tada imamo:

AN az+Py) = A (@A) + A1) = AN (Alav + fu)) = (A o A)(av + fu)) =av+ fu
=aA(z)+BAT ().

Tranzitivnost. Neka je V =2 U i U 2 V tada postoje izomorfizmi A : V — U i B : U — W. Tranzitivnost
relacije pokazatemo ako pokazemo da je C = Bo A : V — W izomorfizam vektorskih prostora V i W. Da
bismo to uradili prvo primetimo da je C bijekcija jer je kompozicija dve bijekcije (A i B), pa je potrebno jos
proveriti da je kompozicija linearnih preslikavanja (A i B) linearna, $to sledi iz:

Cla+y) = (Bo A)(w+y) = B(A(x+)) = B(A(x) + A(y)) = B(A(x)) + B(A(x))
— (Bo A)(x) + (Bo A)(y) = C(x) + Cly)
C(az) = (BoA)(ax) = B(A(az)) = BaAx) = a B(A(x)) = a (Bo A)(z) = a C(x).

Time je dokaz teoreme gotov. O

Kao sto znamo svaka relacija ekvivalencije razbija skup na kojem je definisna na
medusobno disjunktne skupove - klase ekvivalencije. Postavlja se pitanje svojstava koje
karakterisu klasa ekvivalencije, kao i pronalazenje reprezenta klase koji je najpogodniji
za racunanje. Za razliku od vektora, koji je takode klasa ekvivalencije relacije ~, i koji
je karakterisan sa tri osobine intenzitet, pravac i smer (vidi 2.2), izomorfni vektorski
prostori karakterisani su sa samo dimenzijom, jer vazi:

Teorema 3. Vektorski prostori V i U nad istim poljem su izomortni akko imaju istu
dimenziju.
Dokaz. Ako je dimV = dimU = n tada su odgovarajuée koordinatizacije izomorfizmi V' i F", odnosno U i

F™ na osnovu Teoreme 1, a kako je relacija = relacija ekvivalencije (Teorema 2.) onda zbog simetri¢nosti i

tranzitivnosti sledi da je V' =2 U. Drugi smer moze se nac¢i u nekoj standardnoj knjizi iz linearne algebre. [

Iz Teoreme 1 i Teoreme 3 vidimo da su vektorski prostori F" predstavnici klasa ek-
vivalenije relacije =, i oni su najpogodniji za razna izracunavanja, te je tako teorija
kona¢nodimenzionih prostora nad poljem [F svedena na proucavanje vektorskih pros-
tora [F".
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2.12. Koordinate tacaka. Koristeci sada pojam koordinata vektora uvodimo pojam
koordinata tacaka u prostoru E. Prvo izaberimo neku tacku O € E i e = (e, 2, €3)
bazu vektorskog prostora V. Tada proizvoljnoj tacki X € E (Slika 8) pridruzimo
jedinstven vektor x = OX koji nazivamo vektorom

polozaja ili radijus vektorom tacke X. Dakle, za datu
tacku O postoji bijekcija izmedu vektora prostora V
i tacaka prostora K. Zbog toga koordinate vektora
x u bazi e vektorskog prostora V, nazivamo koor-
dinatama tatke X u odnosu na tacku O i bazu e.
Skup koji se sastoji iz tacke O i baze e = (eq, €9, €3)
zovemo koordinatni sistem u E, i obelezavamo ga sa
(O, e). Napomenimo da se analogno uvode koordi-

natni sistemi na pravoj E' i ravni E? samo §to se u 0 el E
tim slu¢ajevima baza vektorskih prostora V! i V? sas-
toje od jednog (e = (e1)) odnosno dva(e = (eq,e3)) Slika 8. Koordinate tacke

vektora. Ako sa xi, xo 1 x3 obelezimo ose odredene

vektorima ej, e i e3 i tackom O, koordinatni sistem na pravoj(E!) obelezavamo i
sa Oxq; u ravni(E?) sa Oxixg i u prostoru(E3 = E) sa Oxjxaxz. Tacku O nazivamo
koordinatnim poletkom, a ose xi, X9, X3 koordinatnim osama. Ako su xq, ili x1 1 xo, ili
x1 1 x9 1 x3 koordinate tacke X u koordinatnom sistemu neke prave, ravni ili prostora,
tu tacku ¢emo obelezavati i sa X (1), ili X (21, z9), ili X (21, 29, x3), ili jednostavno sa
(1), (z1,72), (71,29, 73), bez bojazni da moze do¢i do zabune buduéi da na isti na¢in
obelezavamo i vektore.

5. Paralelno projektovanje

2.13. Paralelno projektovanje. Poznato je da na pravoj postoje dva usmerenja
(levo i desno). Pod osom podrazumevamo pravu na kojoj je uvedena orijentacija
izborom predstavnike nekog (nenula) vektora, koji je sadrzan na datoj pravoj. Neka

I : S I

0 A B 0 LB A

Slika 9. Paralelna projekcija
su u ravni dati vektori AB, osa s odredena jediniénim vektorom e'® i prava [ koja

nije paralelna osi. Paralelnom projekcijom vektora AB na osu s u odnosu na pravu [

18 Takav vektor ose mozemo uvek izbrati, jer ako e nije jedinican vektor tada posmatramo vektor ¢’ = e/|e||, koji
ima intenzitet jednak 1.
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nazivamo vektor A’B’ ¢ija temena su tacke A’ i B’ u kojima prave kroz tacke A 1 B pa-
ralelne pravoj [ seku osu s. Kako je vektor A’B’ kolinearan sa vektorom ose e, postoji
skalar o € R takav da je A'B’ = ae. Broj a nazivamo paralelnom skalar— projekcijom

vektora AB na osu s u odnosu na pravu [ i obelezava¢emo ga ponekad sa o = pr.AB.
Tako da imamo (Slika 9),

(18) A'B' = (prlAB)e.

Od posebnog je interesa slucaj kada je prava [ normalna na osu s i tada govorimo o
ortogonalnoj projekciji (druge projekcije nazivamo kosim). Tada iz oznake za para-
lelnu —skalar projekciju izbacujemo oznaku za pravu [, tj. piSemo pr,AB. Primetimo
da ja paralelna projekcija na osu u uskoj vezi sa paralelnom projekcijom vektora AB
na vektor e ose s. Na potpuno analogan nac¢in uvodimo pojmove projekcije vektora
AB i skalar—projekcije vektora AB na osu s u odnosu na ravan A. Oznake koje
koristimo za paralelnu skalar - projekciju su priAB. Ako je A ravan normalna na
s, projekcije nazivamo ortogonalnim ili normalnim i za paralelnu skalar — projekciju
koristimo oznaku pr,AB.

Ispitajmo sada neke osnovne osobine paralelnog projektovanja. No, pre nego Sto to
uc¢inimo napomenimo da uglom koji zahvataju vektori OA i OB nazivamo ugao AOB,
a uglom koji neki vektor zahvata sa osom nazivamo ugao koji zahvataju taj vektor i
jedini¢éni vektor te ose.

o
Y
o
Y

Slika 10. Slika 11.

Teorema 1. Ako vektor AB ravni ili prostora sa osom s zahvata ugao w, tada je
(19) pr,AB = |AB|| cosw.

Dokaz. Ako je AB || sili AB L s tvrdenje se dokazuje neposrednom proverom. Zato pretpostavimo da je ugao
w ostar ili tup. Neka je A proizvoljna tacka ose s i sa B’ podnoZje normale iz tacke B na osu s. Ugao kod
temena A trougla ABB’ jednak je uglu w ako je ostar, ili ga, u suprotnom, dopunjava do opruzenog ugla. U
prvom slucaju vektor AB' je istosmeran osi s (Slika 10) pa je

pr,AB = ||[AB'|| = | AB]|| cosw.
U drugom slucaju AB’ je suprotnosmeran osi s (Slika 11), pa je po definiciji,

(20) pr,AB = — ||AB’|| = — ||AB|| cos (7 — w) = ||AB]| cosw. O

U vektorskim prostorima veoma su vazna preslikavanja koja se dobro ponasaju prema,
sabiranju vektora i mnozenju vektora sa skalarom. Sledece teoreme pokazuju da pa-
ralelna projektovanja vektora imaju tu osobinu.
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Teorema 2. Za svaka dva vektora AB i BC ravni, svaku osu s te ravni i svaku pravu
| koja nije paralelna osi s, vazi relacija

(21) pr. (AB + BC) = pr, AB + pr, BC.

Dokaz. Ako sa A’, B’, C’ obelezimo presecne tacke pravih kroz
A, B, C paralelnih pravoj [, sa osom s (Slika 12) i neka je e

jedini¢ni vektor ose s, bice A
(pr} (AB +BC)) e = (priAC)e=A'C’ e i )
= A'B'+B'C o A B
= (pri AB + pr, BC)e,

odakle sledi tvrdenje teoreme. U Slika 12. Projektovanje zbira vektora

Primetimo da u dokazu prethodne teoreme ne bi bilo nikakvih promena ako bismo
pretpostavili da su AB i BC vektori u prostoru i da je u pitanju paralelna skalar—
projekcija u odnosu na ravan.

Dokaz sledeée teoreme neposredno sledi iz poznate Talesove ¥ teoreme i ostavljamo ga
¢itaocu. Napomenimo da ista teorema vazi i ako je AB vektor u prostoru, a zadata je
paralelna skalar —projekcija u odnosu na ravan.

Teorema 3. Za svaki vektor AB ravni, svaku osu s, svaku pravu [ koja joj nije
paralelna i svaki realan broj o vazi relacija

pri(a AB) = a pr AB.

6. Skalarni proizvod

2.14. Skalarni proizvod. Kako je za svaki vektor dobro definisan intenzitet (duzina),
i kako su za sve vektore osim nula vektora dobro definisani pravac i smer, pod uglom
izmedu nenula vektora x i y podrazumevamo manji od dva ugla koja grade pozitivni
delovi osa odredenih tim vektorima, vidi Sliku 13.
Prema tome ugao izmedu dva vektora pripada seg-
mentu [0, 7 |.

Skalarni ili unutrasnji proizvod vektor je binarna
operacija - : V x )V — R, definisana na sledeéi
nacin: za x,y € V

(22) z-y = ||zl lyll cos w,

Slika 13. Skalarni proizvod

gde je w ugao izmedu vektora z i y (Slika 13).
Za skalarni proizvod se koriste i druge oznake: (z,y), (x|y). Vektorski prostor V
snabdeven skalarnim proizvodom oznacava¢emo sa V..

Iz definicije neposredno sledi da je
-y =0 akko je ispunjena najmanje jedna od relacija =z =0, y=0, w=mr/2.

19 Taeo, Tales iz Mileta, 624—546 (?), gréki matematicar.
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Od posebnog interesa je poslednji slucaj i tada za dva (nenula) vektora kazemo da
su ortogonalni ako je ugao koji oni grade w/2. Ako sada iskoristimo Teoremu 1 iz
prethodne tacke imamo,

|z]| cosw =pr,z i |jy|| cosw=pr,y, paje z-y=|z|pr,y=ylpr,z.

Sada ¢emo iskoristiti ovaj zapis skalarnog proizvoda preko projekcija vektora u sledec¢oj
Teoremi u kojoj su date najvaznije osobine skalarnog proizvoda.

Teorema 1. Neka su x,y,z € V proizvoljni vektori i  neki realan broj tada je
(El) z-y=vy-x, (E4) -2 >0,
(E2) z-(y+2)=x-y+x-z, (E5) x -2 =0, ako i samo je x = 0.

(E3) (az)-y=a(r-y),
Dokaz. Svojstva (E1), (E4) i (E5) slede neposredno iz definicije skalarnog proizvoda.
(E2) Ako je z = 0 tvrdenje se dokazuje neposrednom proverom. Pretpostavimo, stoga, da je x # 0. Tada je
z-(y+z) = llzllpr, (y + 2) = [lzll (pr, y + pr, 2) = ||z[pr,y + |[z]|pr,z =z -y + = - 2.

(E3) Ako je y = 0 tvrdnja se dokazuje neposrednom proverom. Pretpostavimo stoga da je y # 0. Tada je
(az)-y = [lyllpr, (az) = allyllpr,z = a(z-y). O

Svaki vektorski prostor V. u koji je uvedena operacija - sa osobinama (E1) — (E5) naziva

se euklidski? vektorski prostor.

Sada imamo slede¢u karakterizaciju jednakosti dvaju vektora preko skalarnog proizvoda.

Propozicija 2. Neka su z,y € V. Tada je z = y akko za svaki vektor z € V vazi
T-z=19" 2.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da iz (z —y) - z = 0, za svaki vektor z sledi da je x = y?!. To postaje ocigledno

kada izaberemo z = x — y, i tada je (x — %) - (x —y) = ||z — y|* = 0. 0

2.15. Skalarni proizod u koordinatama. Nadimo sada skalarni proizvod dva
vektora u funkciji njihovih koordinata. U tom cilju izaberimo* najpre medusobno
normalne jedini¢ne vektore (ey, es, €3) za bazu prostora V. Tada su skalarni proizvodi
vektora eg, e, e3 dati slede¢om tabelom:

le1 ey e3 Uvodeéi simbol §;; na
e1rl1 0 0 slede¢i nacin nalazimo da je
€9 0 1 0 ) 5: 1 7’:] ei'ej:(sij7 27]217273
es! 0 0 1 L 0 2 7§ 7,

Upravo uvedeni simbol §;; poznat je kao Kronekerov (Kroneckerov) §;; simbol 23 i]i krace

Kroneckerov 0. Neka su
3 3

r=2x1€1+ T2+ T3€3 = E T €;, Yy=uyire1+Yy262+yses = E Yj €5,
i=1 J=1
20 FvrAedn(, Euclid 330275, grcki matematicar.
21 jedini vektor normalan na sve vektore je nula vektor.

22 Postojanje takve baze sledi iz geometrijskih razloga.
23 Kronecker Leopold, 1823 -1891, nemacki matematicar.
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dva proizvoljna vektora prostora V', na osnovu Teoreme 1. imamo,

3 3 3 3
(o) (Some) = 3w tren = S
1=1 j=1

i.j=1 i.j=1

3
(23) :inyi:$1y1+x292+l‘3y3-
i=1

Primetimo da je upravo dokazana formula za skalarni proizvod tako jednostavna jer
je baza ortonormirana, tj. vazi e; - e; = d;;. Ako je a = (a1, a2, az) neka baza koja
nije ortonormirana onda bi formula za skalarni proizvod u koordinatama bila funkcija,
najvise od 6 skalarnih proizvoda baznih vektora: o;; = a;-a;, 1 <1 <7 < 3.

Primedba. U vektorskom prostoru R” mozemo generalisati formulu (23) na slededi

nacin: za x = (r1,22,...,Tn), T = (Y1,Y2, ..., Yn) € R" definisemo
3

(24) $'y:$1yl+3€2y2+"'+l’nyn:Zfﬁiyi-
i=1

Nije tesko proveriti da za preslikavanje - : R” x R” — R vaze svojstva (E1)-(E5),
tj. da je ono skalarni proizvod na R", koji se zove standardni skalarni proizvod. U tom
skalarnom proizvodu kanonska baza je ortonormirana.

2.16. Skalarni proizvod i geometrija. Navedimo kako se neke geometrijske veli¢ine
mogu izracunati koriste¢i skalarni proizvod.

(1*) Intenzitet ili norma vektora x = ). z; e; jednaka je

|lz|| = Vo -z = Z%Cﬁi%‘: lex,
ij \/ i

Svaki vektor x # 0 moze se normirati, tj. moze mu se dodeliti kolinearan

jedini¢ni vektor ** z,. Zaista, z, = ﬁ .

2*) Kosinus ugla w koji zahvataju vektoriz = » . x;e; iy = ) . y; e; dat je formulom
( 1 (3
Ty _ Z@ TV

(3*) Ako je z jedini¢ni vektor, tada je njegova i.—ta koordinata z; jednaka kosinusu
ugla «; koji vektor x gradi sa vektorom e; baze, tj. x; = z-¢; = ||z|| ||e;|| cosa; =
cos ;. Kako je x-x =1, vazi

COSW =

cos’ o + cos? a9 + cos’ az = 1.
(4*) Skalar—projekcija vektora z = . x; e; na vektor a = ). a; e; data je formulom

a-r >

lall />0 a2

24 Naziva se i ort vektora x.
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(5*) Ortogonalnost i linearna nezavisnost. Ako je W = {vy,...,v;} ortogonalan

skup, tj. skup u kojem nema nula vektora i ¢iji vektori su medusobno ortogo-
nalni ((v;, v;) =0, za i # j). Tada iz

QLU+ ag vy + - 4 v = 0,

nakon skalarnog mnozenja redom vektorima v; (i = 1,...,k) dobijamo:

k
0= <0,UZ‘> = <041U1—|—C¥2U2—|—"'—|—C¥kvk, Ui> ZZOéj <Uj, Ui>
j=1

=a; (v, v) = «a;=0 jerje v; #0, i=1,... k.

Dakle, ortogonalnost skupa W implicira njegovu linearnu nezavisnost.

2.17. Bunjakovski— Cauchy (Kosi) — Scwartzova (Svarcova) nejednakost. U

svakom euklidskom® prostoru veoma vaznu ulogu ima funkcija, || || : V — R,
definisana formulom: |[v]| = /(v,v). Ova funkcija naziva se norma vektora v, ona

je dobro definisana zbog aksiome (E4). U svakom euklidskom prostoru moze se dobro
definisati i pojam ugla, jer vazi slede¢a nejednakost.

Teorema 1. Za bilo koja dva vektora u,v euklidskog vektorskog prostora V vazi
nejednakost:

(25) [{v, w)] < [Jol flw]];

pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako su vektori v i w linearno zavisni. Ova
nejednakost poznata je kao Bunjakowski—Cauchy (Kos$i)—Scwartzova (Svarcova) neje-
dnakost.

Dokaz. Primetimo prvo da ako je neki od vektora w ili v jednak 0 tada nejednakost ocigledno vazi. Zato
pretpostavimo da u # 0 # v i za svako A € R vazi:

0 < |lu+Av|*> = (u+ Xv,u+Av) = |lul|? + 2\ (u,v) + A?|Jv||* = {ako izaberemo \ = _EUM} =

v,v)

_ 2_<U=U>2 dakle i 2 - 2 2 g <
= lul oz Cdakle je (v, w)* < vl lwl i [(v,w)] < vl fJw]l.

Iz prve nejednakosti u izvodenju odmah sledi da jednakost vazi akko v + Av = 0, tj. ako su w i v linearno
zavisni. g

Iz upravo dokazne nejednakosti sledi da postoji jedinstveni ugao 6 € [0, 7] takav da je

cosf = —<U’ w) ,
o] fJw]|

i tada ugao 0 proglasimo uglom Z(u,v) izmedu vektora u i v.

Posledica 2. (Nejednakost trougla) Za bilo koja dva vektora u, v euklidskog vektorskog
prostora V' vazi nejednakost:

(26) lo+wll < o]l + [Jwl]

25 Vektorsi prostor snabdeven sa skalarnim proizvodom, za kojeg vaze osobine (E1)—(E4) iz Teoreme 1, 2.14.
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Dokaz.
lu+4v)? = (u+v,u+v) = |lul|* + 2 (u,v) + ||v]|* = {zbog Teoreme 1 imamo (u,v) < ||v| |lw||}
< lul® + 2 o)l Jwl + [o]* = (lul + [0])*,  odakle je v+ wll < ol + Jw].

Primetimo da jednakost u nejednakosti vazi akko su u i v linearno zavisni i imaju isti
smer. 0

2.18. Gramm (Gram) — Schmidtov (Smitov) postupak ortogonalizacije.
U tacki 2.15 susreli smo se sa pojmom ortonormirane baze. Baza e, je ortonormirana
ako vazi:

<€Z‘,6J’> = 5ij> \V/Z,] = 1,2,3

A priori nije jasno da li takva baza postoji. Pozitivan odgovor na ovaj problem daje
Gramm (Gram) —Schmidtov (Smitov) postupak ortogonalizacije. Radi se o algoritmu ko-
jim se proizvoljnoj bazi f dodeljuje ortonormirana baza e i to na slede¢i nacin:

(i1) 1. korak: uzmemo 1. vektor stare baze f; € f i definisemo 1. vektor nove baze

formulom:
f1
€1 = 770> (*1)
1 f1l
(i2) 2. korak: uzmemo 2. vektor stare baze fy € f i definiSemo prvo vektor
vy = fa —(fa,e1)e1, (*2)
a zatim vektor vy normiramo i dolazimo do 2. vektora nove baze:
v
ey = 2 :
[[va]]
(i3) 3. korak: uzmemo 3. vektor baze f3 € f i definisemo vektor
v3 = f3— (f3,e1)e1 — (f3,e) €2, (*3)
a zatim vektor vs normiramo i dolazimo do 3. vektora nove baze:
v
€3 = & .
o]l

U prvom koraku smo samo normirali vektor e;. U drugom koraku prvo primetimo da
vektor vy ne moze biti 0 vektor, jer kad bi bio, tada iz (*1) i (*2) sledi da su fo i
f1 linearno zavisni, Sto je nemoguce jer oni pripadaju bazi f pa moraju biti linearno
nezavisni?®. Ako sada relaciju (*2) pomnozimo skalarno sa e; imamo

(va, e1) = (f2 — (fa, e1) e1, 1) = (fa,e1) — (f2,e1) (e1, e1) = (f2,e1) — (fa, 1) =0,

jer je e jedinicni vektor. Kako je vektor vo kolinearan sa es sledi da je i (es, e1) = 0.
Dakle, u drugom koraku smo konstruisali vektor v, koji je normalan na vektor ey, a
onda smo ga jos normirali i dobili vektor es. U trecem koraku, na slican nacin vidimo
da je vektor vz # 0, jer v3 = 0 implicira, (*1)-(*3) da su vektori fi, fo i f3, linearno
zavisni, Sto je nemoguce jer oni ¢ine bazu f pa moraju biti linearno nezavisni. Ako
sada relaciju (*3) pomnozimo redom skalarno sa e; i eo imamo

26 Gyaki podskup linearno nezavisnog skupa i sam je linearno nezavisan.
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(vs,e1) = (f3 — (fs,e1)er — (f3,e2) ea,e1) = (fs,e1) — ((f3,e1) €1, e1) — ((f3, €2) €2, 1) = (f3,€1)

— (f3,e1) (e1,e1) — (fs, €2) (€2, €1) = {Kako je (ez,e1) =01 (e1,e1) =1 } = (f3,e1) — (f3,€1) =0,
(vs,e2) = (f3 — (fs,e1) er — (f3,€2) €2,€2) = (f3,e2) — ((f3,e1) e1,€2) — ((f3, €2) €2, €2) = (f3,€2)

— (f3,e1) (€1, €2) — (fs, €2) (€2, €2) = {Kako je (ez,e1) =01 (e2,€2) =1 } = (f3,€2) — (f3,€2) =0,

Kako je vektor vs kolinearan sa e sledi da je i (e3, e1) = (e3,ea) = 0. Dakle, u tre¢em
koraku smo konstruisali vektor v3 koji je normalan na vektore ej,es i onda ga jos
normiramo i dobijamo tre¢i vektor nove baze es.

Primetimo da se ovaj postupak moze primeniti u bilo kom kona¢nodimenzionom euk-

lidskom vektorskom prostoru®’.

Geometrijska interpretacija Gram-Smitovog postupka. Ako uzmemo u obzir formulu za
ortogonalnu skalar-projekciju iz 2.16, formula iz (4*), lako prepoznajemo da izraz
(fa,e1)e; predstavlja ortogonalnu projekciju vektora fo na vektor ey, tako da desna
strana formule (2*) zapravo pokazuje da od vektora fy oduzimamo njegovu ortogonalnu
projekciju na vektor e;. Ono $to nam preostaje (a to je vektor vs) je normalno na
prvi vektor e; nove baze. Sli¢no, izrazi (fs,e1)e; i (f3, ea)es predstavljaju, redom,
ortogonalne projekcije vektora f3 na vektore e; i eg, tako da desna strana formule
(3*) zapravo pokazuje da od vektora f;3 oduzimamo njegove ortogonalne projekcije na
vektore ej i ey, pa ono $to nam preostaje (a to je vektor vs) je normalno na prva dva

vektora eq, es nove baze.

fs—(fs,e1)er — (fs,e2) ea
f3

12 Jo—(fa,e1)eq

€2

€1

(f2,€1) €1 fi

Slika 14. Geometrijski smisao Gram —Schmidtovog postupka

2.19. Orijentacija. Pojam orijentacije u nekom prostoru tacaka povezan je sa
izborom vektorskog dela koordinatnog sistema. Kao Sto znamo na pravoj kada i-
zaberemo koordinatni pocetak postoje dva smera levo i desno. Izaberemo vektor x
koordinatne ose Oz tako da je kraj vektora = desno od njegovog pocetka i tu bazu pro-
glasimo pozitivnom. Ako sada izaberemo neki drugi koordinatni sistem na istoj pravoj
O'y, tada je on takode pozitivan akko je y = ax, za a > 0. U suprotnom, tj. ako je
a < 0 kazemo da je koordinatni sistem O’y negativno orijentisan. U ravni postupamo

27tj. ako baza f ima viSe od tri elementa mozemo ga nastaviti na analogan nacin.
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na isti nacin, izaberemo neki koordinatni sistem Oxy takav da se od vrha vektora x
kre¢emo prema vrhu vektora y, u uglu Z(x,y) kojeg oni grade, u smeru suprotnom od
kretanja kazaljke na satu i njega proglasimo za pozitivan (Slika 15). Ako sada izaber-
emo neki drugi koordinatni sistem O’z’y’, on ¢e biti pozitivan ako se od vrha vektora
2’ kre¢emo prema vrhu vektora y', u uglu Z(2/,y'), u istom smeru kao sto se od vrha
vektora x kre¢emo prema vrhu vektora y, u uglu Z(x,y). Ako se pomenuti smerovi
ne podudaraju onda kazemo da je koordinatni sistem O’z'y’ suprotno orijentisan od
koordinatnog sistems Oxy.

U prostoru takode postupamo na analogan nacin, tj. izborom odgovarajuce baze.
Za trojku linearno nezavisnih vektora® (z,y, z) kazemo da je pozitivno orijentisana (ili
krace pozitivna) ako bi prsti desne Sake pokazivali kretanje od vrha prvog vektora x, u
uglu Z(z,y) ka vrhu drugog vektora y(u ravni koja je odredena njima), tada bi palac
desne Sake pokazivao onu stranu ravni odredene vektorima x i y u kojoj se nalazi vrh
vektora 2%, vidi Sliku 15. Ako je (z,y, z) pozitivno orijentisan reper®® onda su (y, , 2)
i (z, — vy, z) negativno orijentisani reperi. Primetimo da se ciklicnom zamenom vektora
nekog repera ne menja orijentacija baze, tj. reperi (x,y,z2),(y,z,z) i (z,2,y) imaju
istu orijentaciju.

0] b d O y

Slika 15. Pozitivni i negativni reper

7. Vektorski i mesoviti proizvod

2.20. Vektorski i mesoviti proizvod. Vektorski ili spoljasnji proizvod vektora je
binarna operacija x : V, X V, — V., kojom bilo kojem paru vektora z i y dodeljujemo
vektor x x y (Slika 16) koji ima sledeca svojstva:

(i) Intenzitet. ||z xy|| = ||z|| ||y|| sin w, gde je w = Z(x,y) ; drugim re¢ima intenzitet
vektora x X y jednak je povrsini paralelograma koji je odreden vektorima x i
y. Ako je intenzitet vektorskog proizvoda 0 tada se pravac i smer ne definisu.
(p) Pravac. Vektor x x y je normalan na svaki od vektora z i v,

(s) Smer. Uredena trojka vektora (x,y,z X y) pozitivno je orijentisana.

28 koji tako ¢ine bazu prostora V.
29 Baza (z,y, z) ne mora biti ortonormirana, pa nam je potrebno preciziranje.
Reper je sinonim za bazu ili za koordinatni sistem.
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XXy
(@)
y X X
Slika 16. Vektorski proizvod
MeZoviti proizvod je preslikavanje, [-,-,-]:V, x V. x V., — R, definisano formulom
27) 2,2 = (2 x 9) - =

Geometrijska interpretacija mesovitog proizvoda data je u sledecoj teoremi.

Teorema 1. Apsolutna vrednost mesovitog proizvoda [x,y, z] jednaka je zapremini
paralelepipeda odredenog vektorima x, y i z.

Dokaz. Neka vektori = i y odreduju bazu paralelepipeda®! ¢ija je povrsina B (vidi Sliku 17). Primetimo da
se tada odgovarajuca visina H dobija ortogonalnim projektovanjem vektora z na vektor x x y. Odatle je
zapremina paralelepipeda V'

V =BH = |z xy| |prox,z| = |z x yl |2l cosw| = |(x x y) - 2| = |[z,9,2]|,
pri ¢emu su koriSéene osnovne osobine skalarnog i vektorskog mnozenja. O
...... i}
XXy i
w g
Pryxyz y :’{, ,,,,,,,,,, —
S iiiinnbiiri
" -
y X2

Slika 17. Geometrijska interpretacija mesovitog proizvoda

Osnovne osobine vektorskog i mesovitog proizvoda sakupljena su u slede¢oj Teoremi.

Teorema 2. Neka su x,y, z,v proizvoljni vektori prostora V., i a € R tada je

31 oré. parallelepipedon, parallelos naporedan, epipedon ravan.
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(L) 2 xy=—(y x ), (P1) [2,y, 2] = — [y, 2, 2],
(L2) (az) xy = a(zxy), (P2) |2,y,2] = ly, 2, 2] = [z, 2, 9],
(L3) (r+y) xz=xXz2z4+yXz, (P3) [ax,y, 2] = ax,y, 2],

(P4) [z 4y, 2,0] = |2, 2,0] + [y, 2, 0].
Dokaz. Svojstva (L1), (L2), (P1) i (P3) dokazuju se direktno koriste¢i definicije vektorskog i mesovitog proizvoda
kao i osobine skalarnog proizvoda date u Teoremi 1, 2.14. Kako je apsolutna vrednost meSovitog proizvoda
vektora x,y i z jednaka zapremini paralelepipeda razapetog nad tim vektorima, imamo
Hxvyvz]‘ = Hywzvx]‘ = HZ,-T,yH-

Da bismo zavrsili dokaz svojstva (P2) potrebno je dokazati da isto orijentisani reperi imaju isti znak mesovitog
proizvoda. Primetimo da je dovoljno pokazati jednakost [x,y, z] = [y, z, x].

Pretpostavimo npr. da je [z,y, z] > 0. Iz dokaza prethodne Teoreme 1 vidimo da je ugao Z(x x y, z) ostar, tj.
da su vektori x X y i z sa iste strane ravni odredene vektorima x i y. Tada su i vektori y X z i x sa iste strane
ravni odredene vektorima y i z (Slika 17), pa je i ugao Z(y X z,x) ostar, tj. [y,z,2z] > 0. Time je pokazano
svojstvo (P2). Pokazimo sada osobinu (P4),

[-T+y,2,'l)] = [Z>’U>$+y] = (Z X U) ’ (.%'-Fy) = (Z X U) T (Z X U) 'Z/[Z,U,.T] + [Z,’U,y] = [.T,Z,U} + [y,Z,U]-
Za dokaz preostalog svojstva (L3) iskoristimo Propoziciju 2, 2.14, po kojoj je dovoljno proveriti da je

[(z4y)xzl-v=[(zx2)+(yx2)] v,

za proizvoljan vektor v, a to se svodi na upravo dokazano svojstvo (P4). ]

2.21. Vektorski i mesoviti proizvod u koordinatama. Ako je (eq, €9, €3) ortonormi-
rana baza vektorskog prostora )V, tada su vektorski prozvodi vektora baze zadati
slede¢im tabelama

X ‘ €1 €9 €3 X ‘ €1 €9 €3

€1 0 €3 — €9 €1 0o -— €3 €9

€r | — €3 0 €1 ’ €9 €3 0 — €1 ’
es es —e 0 e3 | —es el 0

pri cemu se prva tabela odnosi na slucaj kada je baza (ey, es, e3) pozitivno orijentisana,
a druga, kada je ta orijentacija negativna. Sada imamo,

Teorema 1. Neka je (eq, €9, e3) pozitivno orijentisana ortonormirana baza vektorsko
) )

prostora V. 1 neka su dati vektori,x =Y xie;, y=> .yie; 1 2=, 2 e;. Tada vaze

sledece formule:

(vp) v Xy = (Tays — x3y2) €1 + (T3y1 — 11Y3) €2 + (T1 Y2 — T2 Y1) €3.
(mp) [33, Y, Z] = (332 Ys — I3 yz) 21 + (933 Y1 — 1 y3) 29 + (331 Y2 — T2 yl) 23-
Dokaz. Ako iskoristimo Teoremu 2, 2.20. imamo

3 3 3 iz prve tabele procitamo izraze e; x e;
TXY = E rie; | X E yiej | = E z;yj (e; X e;) = ¢ vidimo da od 9 clanova preostane 6 i to
i=1 j=1 ij=1 nakon grupisanja uz vektore e;

= (5U2 ys —x3y2)er + (3 y1 — x1y3) e2 + (T1y2 — 22 yl) €3,

[z,y,2] = (x xy) 2= ((r2ys —x3y2)e1 + (v3 y1 —x1y3) e2 + (T1y2 — x2y1) €3) - (211 + 222 + 23€3)
= {jer je baza ortonormirana} = (x2ys — x3y2) 21 + (3 y1 — x1y3) 22 + (X1 Y2 — T2 Y1) 23,

Time je dokaz teoreme zavrsen. O
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8. Determinanta

2.22. Determinanta matrice. Determinanta je funkcija, det : M[,,(R) — R, koju
definiSemo induktivno na sledeéi nacin:

n=1: det[an] = al
air a2

n=2: det = 11929 — A12a21
az1 22

a1 a12 ais
n=3: det | as1 a9 as | = an My — ajp Mg + a3 M3
a31 azz2 ass

gde su: M7y = det [ 2 0 } , My = det [ Z;l 423 } i Mys = det [ 321 422 } .

a2
azz a33 1 a33 31 a32

Pretpostavimo da znamo izra¢unati determinantu matrice reda k > 3. Tada definisemo

a1 a2 ... Qi
21 Q92 ... Q3
. . . 14k
n==%k: det : : : :allMll—a12M12+~-~—|—(—1)+Mlk
a1 arz ... Qg

gde su M;; determinante matrica reda k£ — 1 koje se iz matrice A dobijaju izbacivanjem
i.—te kolone i j.—te vrste i nazivaju se minore matrice A i ponekad se obelezavaju sa A;;(A).

Determinantu matrice A mozemo shvatiti kao i funkciju njenih vrstaa; (a; = (a;1, @i,
..., ) ili kolona a’ (a/ = (ayj,asj, ..., an;)), tj. piSemo
det A = det[a, as, . .., a,] = det[a', a?, ..., a™].

Ove oznake koristimo u sledecoj teoremi u kojoj su popisana osnovna svojstva deter-
minante.
Teorema 1. Neka je data matrica A € M, (IF).

(i1) determinante matrice A i njoj transponovane matrice A™ su jednake,

det A = det[ a1, as,...,a,] = det[al,d?, ..., a"] = A".
(i2) ako neku kolonu (vrstu) matrice A pomnozimo sa skalarom onda je determi-

nanta te matrice jednaka proizvodu datog skalara i determinante polazne ma-
trice A, tj. preciznije

det[aj,as,..., Naj,...,a,] = X detlay,as,..., a;,...,a,] = A det A,
ie{l,....,n} i A €R. Specijalno, vidimo da je det(AI,) = \".

(i3) ako je A =[ay,as,...,a,| matrica i b proizvoljni vektor (€ R") tada za svaki
ie{l,...,n} vazi
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det[ai,ag,...,a;+0b,...,a,] =det[ai,a9,... a4 ...,a,] +det[ar,a2,...,b,...,a,]
Analogna tvrdnja vazi i za kolone.

(i4) Ako u nekoj matrici zamenimo dve susedne vrste (kolone) onda determinanta
menja znak, ili preciznije Vi € {1,...,n — 1} vazi,
det[al,ag, B 0 TR 7 T N ,an] = —det[al,ag, N T [P0 7 S ,an].

(i5) Ako je neka vrsta (kolona) matrice A nula vektor (tj. sastoji se od samih nula)
onda je det A =0

(i6) Ako matrica A ima barem dve proporcionalne vrste (kolone) onda je det A = 0.

(i7) Dodavanje linearne kombinacije vrsta (kolona) nekoj drugoj vrsti (koloni) ma-
trice ne menja njenu determinantu ili preciznije (za vrste), ako je
b=, ;a; tada je
det[ay,ag,...,a; +0b,...,a,] =det[ay,aq,...,aq;,...,a,] = det A.

(i8) Binet®*- Cauchyjeva™® teorema. Za bilo koje dve matrice A i B € M, vaZi
formula:

det AB = det A - det B.

Determinanta se pojavljuje u mnogim problemima, tako npr. vazi i

Teorema 2. Matrica A € M,,(R) ima inverz akko det A # 0.

2.23. Determinanta i vektorski i meSoviti proizvod. Determinanta nam omogu-
¢uje da vektorski i mesoviti proizvod u koordinatama zapisemo na jednostavniji nacin.
Preciznije, Teoremu 1, 2.21 mozemo prepisati na sledec¢i nacin.

Teorema 1. Neka je (eq, es, €3) pozitivno orijentisana ortonormirana baza vektorskog
prostora V. 1 neka su dati vektori,x =Y xie;, y=> .yie; 1 2= ),z €;. Tada vaze
sledece formule:

€1 €2 €3 1 T9 I3
(vp)  axy=det | z1 9 T3 (mp) [z,y,z] =det | y1 y2 w3
Yyr Y2 Y3 21 29 23

9. Linearna analiticka geometrija ravni

2.24. Jednacine prave u ravni. Neka je zadat Dekartov pravougli koordinatni
sistem (O, e1, e), i u njime odredenoj ravni, E2, prava [. Prema Euklidovim aksiomama
svaka prava jednoznacno je odredena sa svoje dve razlicite tacke A; i As, koje odreduju

32 Binet, francuski matematicar
33Cauchy, francuski matematicar
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i vektor s = A1A5 ¢ijem smeru pripada i data

prava [. Dakle, ako nam je dat vektor s # 0 tada 2y | !

se njegov pravac sastoji iz beskonacnog broja | X
paralelnih pravih. Da bismo odabrali jednu od n
njih npr. [, potrebno je da izaberemo jos jednu

njenu tacku recimo A;. Dakle, na jeziku vek-

tora prava je jednoznacno odredena vektorom 0
s, kojeg nazivamo vektor pravca prave [, i jed-
nom svojom tackom A;. Primetimo da ¢e tacka
X € E? pripadati pravoj [ akko su vektori A;X
i s kolinearni (linearno zavisni), tj. Slika 18. Jednacina prave kroz O

(28) X €E? <+ A;X=2\s

za neko A € R. Dakle, (28) predstavlja parametarsku jednacinu prave u vektorskom
obliku. Broj A je parametar i svakom A € R odgovara jedinstvena tacka na pravoj [,
koju ¢emo ponekad zapisivati kao [(A\) kada znamo A; i s, jer je [(\) funkcija i od Aj i
s, tj. 1(A, Ay, s). Primetimo da vektorska jednacina (28) ne zavisi o dimenziji, tako je
vektorska jednacina prave u euklidskom prostoru E™ data sa (28). Jednacinu (28) sada
mozemo napisati i koordinatno: neka su date tacke A1 = (y1,42), As = (21, 22), X =
(z1,22), tada je s = (£1,&2) = (21 —y1, 22 — ¥2) 1 AuX = (21 — Y1, T2 — ¥2)

Al T

T1— Y1 = A& T1=1y+ A&
(29) —

Ty — Yo = A& To = Yo + A&a.
Ili opstije u prostoru tacaka E™,

T1— Y1 = A& T1=1y+ A&

To — Yo = A To = Yo + \&Es.
Gy  mTREAR = kT AL

xm_ym:Agm xm:ym+)\£ma

gde je A1 = (Y1, %2,y Ym), X = (21,22, ..., ) 1 8= (£1,8, ..., &m)-

Buduéi je E? dvodimenzion, vidimo da za dati vektor s pravca prave [ postoji jedin-
stveni pravac koji je normalan na pravac vektora s. Sada, obelezimo sa n neki vektor
¢iji je pravac normalan na pravac vektora s, vidi Sliku 18. Vektor n nazivamo vek-
torom normale prave [. Primetimo da je prava [ odredena vektorom n i proizvoljnom

tackom prave A, jer vazi:
Xel <—= A X1In <= A X n=0 <= al(xl—y1)+a2(x2—y2):0,

gde je A1 = (y1,42), X = (x1,22), i n = (a1, a9). Jednacinu iz poslednje ekvivalenciju
mozemo prepisati, i kao

(31) a1 x1 + asxe +b=0,

34 prostor tacaka zove se afini prostor.
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gde je b= —n-OA; = —(a1 1 + a2 y2). Prethodna jednacina zove se opsta jedna&ina
prave, zato jer se svakoj pravoj iz E? moze dodeliti jednacina oblika (31)°. Primetimo
da se parametarska jednacina prave (28), eliminacijom parametra A moze svesti na
opstu jednaé¢inu prave (samo u dimenziji m = 2). Koristi¢emo sledece oznake za pravu
130 da istaknemo kako je zadata: | = I(s, A;) (vektorom pravca i jednom svojom
tackom), | = (A1, As) (dve svoje tacke) ili I = [(n, A1) (vektorom normale i jednom
svojom tackom).

Sada se postavlja prirodno pitanje Sta se dobija generalizacijom metode primenjene
u izvodenju opste jednacine prave u visim dimenzijama. U izvodenju opste jednacine
prave kljuéna stvar bila je egzistencija jedinstvenog pravca n normalnog na vektor
prave s. Dakle, ako je dimenzija m prostora tacaka E" vec¢a od dva tada postoji
jedinstveni pravac koji je normalan na ravan dimenzije (m — 1)3". Ravni prostora E™
dimenzije (m—1) zovu se hiperravni prostora E™. Iz ovog razmatranja sledi da jednacina
(31), njene prve dve ekvivalencije, predstavlja jednac¢inu hiperravni u prostoru E™.

Preciznije, za A1 = (y1,Y2, -, Ym), X = (T1,%2,...,Ty) i n = (a1,as,...,a,;) imamo
da je sa
(32) a1r1+asTo+ -+ apx, +b=0,

gdejeb=—n-0A1 = —(a1y1 + asyo + -+ - + @ ym), data opsta jednalina hiperravni
u E™. U slucaju kada je m = 3, jednacina (32) predstavlja opstu jednacinu ravni u
prostoru E3.

Prava u ravni moze se odrediti raznim geometrijskim uslovima. Svaki od njih odreduje
odgovarajuéi oblik jednacine prave. Analizirajmo

to na slede¢im primerima. A
Prava je odredena zadavanjem presecnih tacaka !
prave sa osama. Jednacina prave koja seCe ose

r1 1 w9 u tackama Pi(p1,0) i Po(0,ps), p1-p2 # 0, Py(0,p2)
biée Pl(plao)
Ty

(33) nn_y o o
P1 D2

Ako je as # 0, jednacina (31) ekvivalentna je
slede¢oj jednacini

X2

a1 T + b Slika 19. Segmentni oblik jednagine prave
(34) T = — =kx +t.
az

35 sraz sa leve strane jednacine (31) zove se linearni polinom u dve promenljive.
36 Korisno prilikom resavanja zadataka.

37 Ravan dimenzije k (k < m) u prostoru E™ je njegov podskup, koji generide k—dimenzioni vektorski prostor s
obzirom na relaciju ~ iz tacke 2.1
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Na taj nacin svakoj vrednosti promenljive x; do-

deljena je vrednost promenljive xo (Slika 20). 2 I
Tada je k = —ay/ay = tanf, koeficijent pravca ‘

prave [, gde je 6 ugao koji gradi prava [ sa pozi- (0.1 9
tivnim delom ose 21 1t = — b/ay odreduje presek T ;;1
prave [ i x5 ose. Za jednacinu prave (34) kazemo 0 -
da je u eksplicitnom obliku. Ako je data jednacina

F(x1,22) = 01ili z9 = f(21), tada se tacke cije
koordinate zadovoljavaju zadatu jednacinu mogu Slika 20. Eksplicitni oblik jednacine prave
odrediti dodeljivanjem vrednosti promenljive xo

svakoj vrednosti promenljive z;.

2.25. Ugao izmedu dve prave u ravni. Neka su [ i p dve prave iste ravni date svo-
jim jednacinama (64), koje se seku, obrazuju ¢etiri ugla, od kojih su po dva nasuprot-

na jednaka i zbir bilo koja dva ugla a i 3, koji o
nisu nasuprotna je m. Pod uglom izmedu pravih )C%(
[ i p podrazumevamo manji od « i (3, dakle,
Z(l, p) - min{Qa ﬁ}; odakle je jasno Slika 21. Ugao izmedu dve prave

Z(l,p) € [0, 7/2]. Kako mi zelimo ugao Z(l, p) svesti na ugao izmedu njihovih vek-
tora normala (ili vektora pravaca) i kako je kosinus negativan na intervalu (m/2,7),
dobijamo da je

| ny -y |

Il limall

cos Z(l,p) = I -ns | = Z(l,p) = arccos
[[ra[[| ]|

2.26. Rastojanje tacke i prave u ravni. U ravni E? rastojanje izmedu tacaka Ai B
dato je sa dis(A, B) = ||AB||. Kao i mnogo puta dosada mi Zelimo dobar koncept™®, u
ovom slucaju rastojanje izmedu dve tacke, prosiriti na rastojanje izmedu dva neprazna
skupa A, B C E2. To radimo na sledeéi prirodan nacin:

(35) dis(A, B) = inf{dis(A,B) | A€ A, B € B}.

Ova definicija je prirodna i dobra jer svaki podskup od R koji je odozdo ogranicen
ima u skupu R infimum. Iz gornje definicije je jasno da ako je AN B # () tada je
dis(A, B) = 0. Postavlja se pitanje da li moze biti dis(A, B) = 0, a da su skupovi A
i B disjunktni. Odgovor je potvrdan, jer npr. za A = [0,1) i B = [1,2] vazi da je
ANB=01idis(A B)=0.

Primenimo sada nasu definiciju rastojanja na slucaj kada je A = {A} jedna tacka i
kada je B = [ data prava ravni E2.

S obzirom na nase geometrijsko iskustvo o¢ekujemo da se najkrace rastojanje od tacke
do prave ostvaruje normalom iz tacke na tu pravu.

38 Jedna od vaznijih metoda u matematici.
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Propozicija 1. (1) Neka je data tacka A i prava l i neka je B podnozje normale iz A
na pravu | i neka je C proizvoljna tacka prave [. Tada je

dis(A, B) < dis(A,C), odnosno dis(A,l) =|AB|.
(2) Ako je A = (y1,y2) il.... a;x+ azxy+b=0, tada je

_ |a1y1 +asy2 + 0|

2 2
V ai + as

Dokaz. (1) Uo¢imo trougao A ABC (Slika 22), s obzirom da je AB L [ trougao A ABC' je pravougli.
A

)

(36) dis(A, 1) = dis(A, B)

l D)%

T C

Slika 22. Rastojanje tacka do prave i ravni

Primenom Pitagorine teoreme®? je
IAB|?* = [|AC|* - |CB|* < | AC|”.

(2) Na osnovu upravo dokazane tvrdnje (1), potrebno je naéi tacku B koja je presek prave p, odredene vektorom
normale n = (a1, ag) prave [ i tactke A = (y1,y2), i prave [.

(37) Parametarske jednacine prave p su: r1=y1+Aay, T2 =ys+ Aao.

Ako ih zamenimo u op$tu jednac¢inu prave [, dobijamo redom

a1y +axys +b

O:al(yl—l—)\al)—i—ag(yg—i—)\ag)—I—b:)\(a%—i-ag)—i-alyl—l—agyg—i—b odakle je Ao = — P
17T a3

Dakle, tacki B odgovara parametar Ao, a tacki A parametar 0, tj. p(Ao) = B i p(0) = A. Sada nalazimo,

dis(A,B) = \/(y1 + Ma1 —y1)2 + (y2 + Ao az — y2)2 = \/A2(a} +a3) = |\o| \/a? + a3

ey + a2 y2 + ) 5 o laryi +azy2 +0|
= 5 5 ‘h/af +aj = = 5 .
aj + as Vvai+aj
Time je dokaz zavrsen. g

Primetimo da analogna propozicija sa isto takvim dokazom vazi i u slucaju rastojanja,
tacke i ravni®.

2.27. Jednacina kruga. Odredimo sada jednacinu kruga u Dekartovom koordi-

39 Pitagora, 580 500, gréki matematicar, filosof, ...
40 Stavise i hiperravni u prostoru E™, m > 2.
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natnom sistemu Oe;ey. Prvo, iz Pitagorine

teoreme sledi da je rastojanje dis(P, Q) izmedu 9
tacaka P(p1,p2) 1 Q(q1,¢2) u Dekartovom koor- o X(21,22)
dinatnom sistemu dato sa S(p. q)

disQ(P, Q)= (m — Q1)2 + (p2 — Q2)2- 2
Tacka X (x1,79) pripada krugu sa srediStem

S(p,q), poluprecnika r ako i samo ako je
|SX]|| = r, te je njegova jednacina (Slika 23)

(z1 — p)? + (29 — q)Q — r2 Slika 23. Jednacina kruga
Iz prethodne jednacine dobijamo da je
f(zy,23) =22 + 25 —2px; —2qxy + =0,
jednacina kruga sa centrom u (p, q), kad god je p? + ¢ > c.

Skup svih tacaka ravni(u kojoj je zadat koordinatni sistem O e es), na jediniénom
rastojanju od O je krug ¢ija je jednacina

r] 423 = 1.

Kao sto je moguce pravu zadati parametarskim jednac¢inama, isto je moguce uciniti i
sa krugom. Postoji mnogo parametrizacija kruga, npr. krug sa sredistem O ima npr.
slede¢u prirodnu parametrizaciju

x1 = cos0, Ty = sin 0, 6e[0,2m)

10. Koordinatni sistemi u ravni

2.28. Polarni koordinatni sistem. Uvodenje Dekartovih koordinata predstavlja

1'2‘ ]E2 R

,,,,,,

Slika 24. Koordinatni sistem u ravni

bijekciju ravni E? i skupa R x R, kojom svakoj tacki X € E? dodelimo ta¢no jedan
uredeni par brojeva—koordinata (z1, x2). Postavlja se prirodno pitanje da li je mogudée
uvesti neke druge koordinate, tj. naéi intervale U;,Us; C R, takve da je ravan, E?,
u bijekciji sa U; x Us. Odgovor na ovo pitanje je potvrdan jer proizvoljna bijekcija
f : E? — U, x U, definiSe jedan koordinatni sistem (Slika 24). Ponekad se dozvoljava
da je funkcija f bijekcija na E2\ D, pri ¢emu je D neki jednostavni podskup od E? (npr.
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tacka, prava i slicno). Za tacke skupa D obi¢no nije dobro definisana neka od koordi-
nata, ali u tom slucaju tacke ovog skupa mogu se jednostavno kontrolisati preko pre-
ostale koordinate. Za takve funkcije koristimo termin ”skoro bijekcije”. Na proizvoljni
koordinatni sistem mozemo gledati kao na uredenu trojku (Uy, Us, f), pri ¢emu je f
bijekcija (ili ”skoro bijekcija”). Skup {(Ur,Us, f) | f : E2 — Uy x Us, f je bijekcija}
ima mnogo elemenata, od posebnog su interesa jednostavni elementi tog skupa. Sle-
de¢i sistem po jednostavnosti bazira se na
trigonometrijskoj interpretaciji kompleksnog
broja i taj sistem poznat je i kao polarni ko- . X(r.6)
ordinatni sistem. DefiniSimo sada polarni sis- |

tem. Izaberimo tacku O € E?, koju zovemo po- /( N
larnim sredistem ili polom, i polupravu x; kojoj je 5 —

T2

pocetak tacka O, koja se naziva osom polarnog
koordinatnog sistema ili polarnom osom. Tacka
X, razlicita od pola jednoznacno je odredena
rastojanjem r > 0 od pola i uglom @ koji vek- Slika 25. Polarni koordinatni sistem

tor OX zaklapa sa jedini¢nim vektorom x; ose

(Slika 25). Uredeni par (r, #) nazivamo polarnim

koordinatama tacke X. Tacka (r,0) se poklapa sa svakom od tacaka (r,0 + 2nm),
n = 1,2,.... Da bismo dobili jedinstvenost, tj. da bi svakoj tacki ravni odgovarao
tacno jedan uredeni par koordinata, » mora u-
zimati vrednosti u skupu Uy = [0, +00), a ko-
ordinata ¢ u skupu U; = [0, 2 7) ili nekom dru-
gom poluzatvorenom intervalu duzine 2 . Mali
problem nastaje sa polom jer je za njega r = 0,
a ugao 6 nije definisan (primer ”skoro bijek-
cije”).

€2

Z1

Primetimo da su sledeée koordinatne linije
Xi(a) = {X(r,0) | r = a, § € Uy} krugovi, a
XQ(OZ) = {X(T, 0) ‘ 0 = o, T e Ul} pOluprave Slika 26. Koordinatne linije polarnog sistema
sa pocetkom u tacki O (vidi Sliku 26). Nadimo

sada vezu izmedu koordinata neke tacke u pravouglom Dekartovom sistemu i polarnom
sistemu ¢iji se pol poklapa sa pocetkom Dekartovog koordinatog sistema, a polarna
osa se poklapa sa x; osom pravouglog Dekartovog sistema.

Ako neka tacka ima koordinate (r,6) u polarnom sistemu tada su njene koordinate u
Dekartovom sistemu jednoznacno odredene formulama (Slika 25),

(38) x1 =1cosb, To = rsind.

Obratne veze, tj. prelazak iz pravouglog koordinatnog sistema u polarni koordinatni
sistem date su (za z; # 0) formulama,

(39) r=/2? 423, 0 = arctan 2.
o]
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Primetimo da transformacione formule (39) nisu jednoznacne, jer treba voditi racuna,
o kvadrantu u kojem se nalazi tacka.

Ako umesto tacke uzmemo jednacinu neke krive u Dekartovom pravouglom sistemu,
tada se njena jednacina u polarnom sistemu dobija zamenom datom u (38). Na pri-
mer, Dekartova jednacina z3 + 23 = 1 jedini¢nog kruga, u polarnim koordinatama je
jednostavnija jer iz

(r cos@)®+ (r sinf)> =1 sledi r=1.

Primetimo da je jednacina kruga, poluprec¢nika ry sa centrom u polu, u polarnom
sistemu linearna, f(r,0) = r —ry = 0. Dakle jednostavnija je od njegove jednacine
u pravouglom Dekartovom sistemu, jer je ovaj sistem prilagoden geometriji kruga.
Polarni sistem pojavio se prvo u astronomiji, a zatim u fizici i mehanici pri tretiranju
kruznih kretanja nebeskih tela i materijalnih tacaka.

2.29. Geometrijske transformacije ravni. Preslikavanja ravni E? na samu sebe
nazivamo geometrijskim transformacijama ravni. One geometrijske transformacije koje

22t Ro.a(X) zo za !
' X(r,0) X(r,0)
9 X1 9 Al
(@) 0
co(X)
So(X)
rotacija centralna simetrija refleksija
T2 1 T2 b 1‘2‘
Sa(X)
X(r,6) S X(0) X(r,6)
« HO,H (X) Ik (X)
0 x1 0 T 0 x1
0 } 0 ] 0 ]
r==k
refleksija homotetija inverzija

Slika 27. Neke transformacije ravni

ostavljaju invarijantnom neku tacku O te ravni mogu se obi¢no jednostavnije pred-
staviti u polarnom koordinatnom sistemu, ako za srediSte polarnog koordinatnog sis-
tema izaberemo tacku O. Na primer, tacka (r, ) preslikava se u tacku (vidi Sliku 27)

(r,0 + a) rotacijom, Ro.qa,
(r,0 + ) centralnom simetrijom, Cp,
(r,—6) refleksijom u odnosu na pravu z1, Sy,
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(r,2a—0) refleksijom u odnosu na pravu 0 = a, S,,
(pr, 0) homotetijom, Ho ,,
(K /r, 0) inverzijom u odnosu na krug r = k, Zj,

Stoga polarne kordinate mogu pomoéi da se jednostavnije dode do formula tih ge-
ometrijskih transformacija u Dekartovim koordinatama. Na primer, rotacija Ro.q
(Slika 27) kojom se tacka sa koordinatama (zq,z2) preslikava u (Z1,72) zadata je
izrazima

Ty =rcos (0 + a)= r(cosfcosa —sinfsina)= x; cosa — xasina,
Tog =rsin (0 + a)= r(cosfsina + sin f cos a)= x1sina + x5 cos a.

Ovo pokazuje da su polarne koordinate posebno pogodne za opisivanje pojava sa rota-
cionim, kruznim kretanjima, simetrijama, tj. sa geometrijskim transformacijama i
kretanjima u ¢ijoj je osnovi krug.

11. Linearna analiticka geometrija prostora

2.30. Ravan i prava u prostoru. Neka je dat Dekartov pravougli koordinatni sistem
(O, e1,e3,e3) u prostoru E?, i ravan 7. Prema Euklidovim aksiomama svaka ravan
jednoznacno je odredena sa svoje tri nekolinearne tacke Aq, Ay i As, koje odreduju i
vektore s = AjAs 1 s9 = A;As.  Vek-

torski prostor @ = L(s1,5,) zove se pravac

ravni w. Dakle, pravac ravni 7 sastoji se iz
beskonacnog broja paralelnih ravni. Da bismo

odabrali jednu od njih npr. 7, potrebno je da

izaberemo jo$ jednu njenu tacku, recimo Aj.

Dakle, na jeziku vektora ravan je jednoznacno

odredena svojim pravcem (dvodimenzioni vek-

torski prostor nad R), i jednom svojom tackom /
A;. Primetimo da ée tacka X € E? pripa- e

dati ravni 7 akko su vektori A;X, s; 1 s9 ko- Slika 28. Ravan
planarni (linearno zavisni), tj.

(40) X € k3 <— A X=X S+ N5y

zaneke A\, Ay € R. Dakle, (40) predstavlja parametarsku jednacinu prave u vektorskom
obliku. Brojevi \; su parametri i svakom uredenom paru (A1, A2) € R odgovara jedin-
stvena tacka ravni w. Jednacinu (40) sada mozemo napisati i koordinatno. Neka su
date koordinate tacaka

Ar = (y1,92,y3), Ao = (21,22,23), Az = (wy,wz,w3), X = (21,72, 3)
tada je 51 = (£1,62,83) = (21 — Y1, 22 — Y2, 23 — ¥3),

(41) so = (11, M2,m3) = (W1 — Y1, wa — Y2, w3 — Y3),
A X = (21 — Y1, T2 — Y2, 13 — ¥3.)
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Sada dobijamo parametarsku jednacinu ravni,

1 —y1=ME& + Am 1 =y1 + A&+ Xam
(42) To — Y2 = M &+ A = To = Y2+ A &+ Aamp
T3 — Yz = A&+ a3 T3 = Y3+ A1 &3+ A3

Prethodno izvodenje parametarskih jednacina ravni u prostoru E3 moze se direktno
uopstiti na slucaj proizvoljne k—dimenzione ravni u E™, 1 < k < m. Dakle, ako je 7
neka k—dimenziona ravni u E™, tada je ona odredena svojim pravcem 7, i jednom
. ~ —_— . . . . .o [
svojom tackom A, € w. Pravac 7, k— ravni 7 je vektorski prostor dimenzije k, ¢ija se
neka baza sastoji od k linearno nezavisnih vektora si, ss, ..., s;. Prema tome, mozemo
. . — « . .
pisatim= A1+ 7 = A1+ L(s1, s9,. .., s). Jasno, tacka X € E™ pripada ravni 7 akko
su vektori A1X, s1, S, ..., S linearno zavisni, tj.

(43) XeE" «— A X=Aisgi+Xso+ NS

za neke parametre \j, \o,...,\; € R. Sada analogno slu¢aju ravni u prostoru E3
mozemo vektorsku jednacinu (43) raspisati po koordinatama, $to ostavljamo ¢itaocu
za vezbu.

Opsta jednadina ravni. Jednacinu ravni m mozemo izvesti ako znamo jednu njenu tacku
Ay = (y1, Y2, ¥y3) 1 njen vektor normale n = (ay, as, ag). Postupak je potpuno analogan
izvodenju jednacine prave [ u ravni, koja je odredena jednom svojom tackom A; i
svojim vektorom normale n, vidi 2.24. Tako da formula (32), u sluc¢aju ravni u prostoru
prima oblik,

(44) a1T1+ as xo +agxs +b =0,

pri ¢emu je b = — ay Y1 — as Y2 — az y3. Jednacinu (44) nazivamo opsta jednacina ravni.
Primetimo da opstu jednacinu ravni mozemo predstaviti i u vektorskom obliku,

0=(0X—-0A;) n=0X-n+b=0 gde je b = —OA; - n, konstanta.

Prethodna jednacina ravni zove se opSta jednacina jer se svaka ravan u nekom datom
Dekartovom sistemu opisuje jednac¢inom oblika (44).

Postavlja se pitanje kako da iz parametarske jednacine ravni (42) eliminiSemo parame-
tre i dobijemo opstu jednac¢inu ravni. Da bismo to uradili dovoljno je primetiti da su
vektori OAq, s1 1 s linearno zavisni, pa je zapremina paralelepipeda odredenog njima
jednaka 0. Ako su nam koordinate vektora OAj,s; i sy dati sa (41) tada imamo da
je

T1—Y1 T2 — Y2 T3 — Y3 1 — Y1 T2 —Y2 T3 —Y3
0 =[OAy, 51,89 = &1 S &3 =| 21—Y1 22—Y2 23— Y3
m T2 3 w1 — Y1 W2 —Y2 wW3—Y3

(45) =a1r1+asxo+asxs+b.

41 jer ovaj paralelepiped nema visinu.
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gde je

& &3
T2 13

I RSIRS:
m n3

& &
a9 =

, b=—(a1y1 + a2y +a :
m (191 2Y2 3y3)

a) — )

Kao i kod jednacine prave u ravni, uvedimo sledece oznake koje sugerisu sa kojim
je elementima odredena neka ravan m: m(Aj, A2, A3)(sa svoje tri nekolinearne tacke),
(A1, n)(svojom tackom i vektorom normale) ili w(A1, s1,s9)(svojom tackom i dva
nekolinearna vektora(bazom svog pravca)).

Jednadina prave u prostoru. Jednacinu prave [ mozemo izvesti ako znamo jednu njenu
tacku A; = (y1,99,y3) 1 njen vektor praveca | = (&1, &, &3). Postupak je potpuno an-
alogan izvodenju jednacine prave [ u ravni, koja je odredena jednom svojom tackom
Aj i svojim vektorom praveca [, vidi 2.24. Tako da jednacine (46), u sluc¢aju prostoru
primaju oblik,

T =1y + A& o o o
(46) To = Yo + Ao i A= 15 Yo 26 Y2 _ 35 ys
1’3:y3+)\53 1 2 3

Poslednji zapis*? parametarskih jednacina prave zove se i kanonski oblik jednatine prave
u prostoru.

2.31. Mimoilazne prave. Iz Euklidovih aksioma sledi da dve prave u prostoru mogu
biti u jednom od cetri polozaja:

(po) podudaraju se,

)
(pa) paralelne su i ne seku se,
(s) seku se,
(m) mimoilazne su, tj. ne seku se i nisu paralelne.
Poslednji slucaj, slucaj mimoilaznih pravih je najinteresantniji. Mimoilazne prave
imaju sledecu osobinu.

Propozicija. Neka su [ i k dve mimoilazne prave. Tada postoji tacno jedna prava
koja ih sece i normalna je na njih. Pomenutu jedinstvenu pravu nazivamo zajednicka
normala pravih [ i k.

42 Radi se samo o zapisu u obliku razlomka, jer neki od imenilaca moze biti jednak i 0.
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Dokaz. Neka su pravel = [(A,u) ik = k(B,v) odredene
svojim vektorima pravca i tackom. Tada su odredene i

dve paralelne ravni m = w1 (A4, u,v) i mo = ma(B, u,v),

od kojih prva sadrzi pravu [ i sa pravom k nema za-

jednickih tacaka, a druga sadrzi pravu k i sa pravom )M -
.. 1

[ nema zajednickih tacaka. Posmatrajmo sada ortogo- I

nalne projekcije, pri1 : I — m i pry : k — m1. Neka

suly = pri(l) € m i ky = pri(k) € m prave koje

su slike polaznih pravih [ i k pri ovim ortogonalnim B

A . . . k . Iy
projekcijama. Kako prave [ i kK nemaju proporcionalne e
vektore pravca, nece ih imati niti prave [y i k1, tako T2

da zakljucujeno da se prave [ i k1, odnosno & i /3 seku. Slika 29. Zajednicka normala mimoilaznih pravih
Obelezimo sa M i N redom tacke preseka pravih [ i kq
odnosno k i Iy, tada prava odredena tackama M i N
ima sve trazene osobine, dakle ona je zajednicka nor-

mala pravih [ i k. O

Postojanje zajednicke normale moze se utvrditi i analitickom (koordinatnom) meto-
dom resavanjem odgovarajuceg sistema linearnih jednacina.

2.32. Uglovi izmedu pravih i ravni. Ugao je jedan od osnovnih pojmova u geo-
metriji. Podsetimo se prvo definicija ugla
izmedu pravih, izmedu prave i ravni, i na
kraju ugla izmedu dve ravni. Odredivanje
ovih uglova svodimo na odredivanje uglova
izmedu nekih vektora kojima su prave ili
ravni odredene. Postavlja se pitanje kako
da izracunamo pomenute uglove iz poznatih
jednacina pravih i ravni.

Ugao izmedu pravih. Neka su prave [ = [(A, u)
i k = k(B,v) odredene svojim vektorima
pravca i tackom, (Slika 30). Ugao « je ne- u
orijentisani ugao izmedu pravih [ i k, a =
Z(l,k) € [0,7/2]. Tako da je

(47)

Slika 30. Ugao izmedu pravih

u - v) s : Uy vy + ug vy + uz V3]
cosa = ——— ili u koordinatama  cosa = ,
[[ull o]l VUZ k4 u2 ol 0+ 02

pri cemu je u = (uq,uz, uz) i v = (vq, va, v3).
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Ugao izmedu dve ravni. Neka su date ravni 7
i 0, koje se seku i ravan 7 koja je normalna

na presecnu pravu ravni m i 0. Neka su [ /O

i k presecne prave ravni 7 sa 7w i ¢ redom. «@ ”

Tada pod uglom « izmedu ravni [ i k podra- \ /

zumevamo ugao <
m

L(o,T)=2L(,k).

Neka su date ravni m = w(A,n) i o0 = o(B,n)
redom svojim jednacinama: \ /
rn+b=0 1 r-m-+by =0,

(Slika 31). Tada je v = £ (m,0) € [0,7/2],
neorijentisani ugao izmedu dve ravni, ako je

Slika 31. Ugao izmedu ravni

11 - o [n1my 4 n2my + nzms|

ili u koordinatama

cosy = :
[ s e B ey

Ugao izmedu prave i ravni. Posmatrajmo sada
pravu | = [(A, s) i ravan m = 7(B,n) zadatu
jednacinom r-n+ b = 0, (Slika 32). Neorijen-
tisani ugao izmedu prave i ravni definiSemo na
slede¢i nacin

Z(l,m) =min Z (1, k).
kCm

ya

Vazi sledeca Propozicija, koja daje i prakticni Slika 32. Ugao izmedu prave i ravni

algoritam za izracunavanje ugla izmedu prave
i ravni 1 koju navodimo bez dokaza.

Propozicija. Neka je ' normalna projekcija prave | na ravan © tada je
Z(l,m)=2(1T).

Sada f = Z (I,7) € [0,7/2], moZemo izracunati koristeéi jednac¢inu ravni i prave,

|&1 11 + & ng + &3 ngl
VEL + & + & \/ni +n3 +nj

[s -

ili u koordinatama  sin (3 =

sin 3 =

s} {7l

2.33. Rastojanje tacke i ravni. U svakom euklidskom prostoru E" rastojanje
izmedu tacaka A i B dato je sa dis(A, B) = ||AB||, tako da mozemo primeniti koncept
opisan u tacki 2.26: Rastojanje tacke i prave u ravni.

Iz dokaza Propozicije 1. u 2.26, jasno je da vazi slede¢e analogno tvrdenje, Slika 22.
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Propozicija 1. (1) Neka je data tacka A i ravan w i neka je B podnoZje normale iz
A na ravan 7 i neka je C proizvoljna druga tacka sa te prave. Tada je

dis(A, B) < dis(A,C), odnosno dis(A,m) =|AB]|.
(2) Ako je A= (y1,y2,y3) 1 Moo @121+ azxy+azxs+b=0, tada je
_lamyptarys+asys +0 |

dis(A, ) = dis(A, B
( ) ( ) \/a%+a§+a§

2.34. Rastojanja tacke i prave u prostoru. I u ovom sluc¢aju primenjujemo
koncept rastojanja izmedu dva podskupa euklidskog prostora uveden u tacki 2.26.
Sada ga samo primenimo na tacku A i pravu [ = I(B, s).

Propozicija 1. Rastojanje tacke A i prave | dato je sa
1
Is]]

pri ¢cemu su a = OA 1 b= OB vektori polozaja tacaka A i B.
A

Z

d(A, 1) [(a—b) xs||,

NY

Dokaz. Posmatrajmo paralelogram ¢ije su strane odredene
vektorima BA i s (Slika 33). Njegovu povrsinu, P, lB i 3 s
izrazavamo na slede¢a dva nacina: Ay

48) P =dAD|sl i P=l((a—-b)xs],

b
O

na osnovu definicije povrsine paralelograma i definicije vek- Slika 33. Rastojanje tacke i prave u prostoru

torskog proizvoda. Iz ovih jednakosti sledi rezultat. U

Ako su tacke A, B i vektor s dati redom svojim Dekartovim koordinatama A(aq, as, as),
B(by, b9, b3), s(&1,&9,&3), onda formula (48) u razvijenom obliku postaje

(A1) = \/

2.35. Rastojanje izmedu pravih. U tacki 2.31: Mimoilazne prave, opisali smo
¢etiri moguca polozaja u kojima mogu biti dve prave u prostoru. Ako se prave seku ili
se podudaraju onda je, jasno, njihovo medusobno rastojanje jednako 0. Ako su prave
paralelne i ne seku se, tada je njihovo medusobno rastojanje jednako rastojanju izmedu
presecnih tacaka pravih i ravni koja je normalna na obe prave. Tako da nam preostaje
slucaj mimolilaznih pravih. U dokazu Propozicije 1, 2.31, dokazali smo egzistenciju
zajednicke normale mimoilaznih pravih [ i k, Sto nam je od velike pomoc¢i i u dokazu
sledec¢e propozicije.

al—bl az—bg 2

&1 &

ay—by az—b3

&1 1§
VUi + 3 + v?

az —by az — b3

&2 &3 +

+

Propozicija 1. Neka su [l i k mimoilazne prave i tacke M € [ i N € k takve da je
prava M N zajednicka normala pravih [ i k. Za proizvoljne tacke X € [ iY € k je

IMN]| < ||IXY]||, odnosno, dis(l,k)= _inf dis(X,Y)= |MN].
XelYek
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Dokaz. Kako je MN upravno na XM i YN to je
IXY|? = (XY,XY) = (XM + NY + MN,XM + NY + MN) = |[XM + NY|? + | MN||?,
teje XY > [[MN]?,

a to je i trebalo pokazati. O

Iz prethodne propozicije® mozemo zakljuciti da je rastojanje izmedu mimoilaznih
pravih zapravo jednako rastojanju izmedu paralelnih ravni u kojima se nalazi po jedna
od pravih [ i k. Tako da se rastojanje mimoilaznih pravih svodi na rastojanje presec¢nih
tacaka paralelnih ravni sa nekon pravom normalnom na te dve ravni. U sledecoj
propoziciji dajemo rastojanje u funkciji parametara kojima su date prave [ i k bez
racunanja konkretnih tacaka preseka.

Propozicija 2. Neka su date prave | =
[(Ayu) 1 k = k(B,v) jednom svojom
tackom 1 vekorom pravca. Tada je rasto-
janje izmedu mimoilaznih pravih [ i k dato
formulom

[AB, u,v]]
49 d(l, k) = ‘—
Dokaz. Posmatrajmo paralelepiped odreden vektorima Slika 34. Rastojanje izmedju [ i k

AB, uiwv. Koristed¢i geometrijsku interpretaciju meso-
vitog proizvoda (¢ija apsolutna vrednost je jednaka za-
premini paralelepipeda razapetog sa ta tri vektora, nje-
gova zapremina je V = |[AB, u, v]|. Ako izaberemo bazu paralelepipeda razapetu vektorima u i v, povrsine B,
to je zapremina V = B -d(l, k) = d(l, k) - ||u x v||, zbog definicije vektorskog proizvoda. Odavde sledi trazena

formula. O

Posledica ovog dokaza je da [AB,u,v] ne zavisi od izbora tacaka A i B pravih [ i k
redom.

Ako su a i b vektori polozaja tacaka A i B onda se (49) zapisuje u obliku

[b—a,u,v”

d(l, k) = |

[ o

Konac¢no formulu (49) mozemo izraziti u koordinatama polaznih elemenata. Ako su
prave [ i k oderedene jednacinama,

/ Ir1 — ap To — A9 T3 — as L l‘l—bl xg—bg .2?3—[)3
' UuUq U2 us ’ . U1 (%) U3 ’

43 ali veé i iz dokaza Propozicije 1, 2.31.
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onda je
by —a1 by —az b3 —as
U1 U9 Uus
(%] (%) U3
(50) d(l, k) = .
2 2 2
Upr Uz Ug U3 uz Ui
V1 U2 Uy U3 U3 U1

2.36. Jednacina sfere. Kao Sto nam je poznato sfera je skup tacaka pro-
stora, E3, koje su jednako udaljene od jedne

tacke S, koju nazivamo sredistem ili centrom s
sfere (Slika 35). X

Bududi da je rastojanje dis(X,.S) izmedu bilo
koje dve tacke X(xy, o, x3) 1 S(s1,S9,53) jed-

nako intenzitetu vektora XS, bic¢e 2
dis*(X, S) = [|XS|* = 6y (w; — si)(aj — s5)

= (11 — 31)2 + (x9 — 32)2 + (x5 — 33)2. 1

Stoga je jednacina sfere sa srediStem u tacki S
i poluprecnika r,

Slika 35. Jednacina sfere

(51) (z1 — 51)° + (22 — 89)* + (w3 — 53)% = 1%

12. Koordinatni sistemi u prostoru

2.37. Cilindriéni (cilindarski) i sferni koordinatni sistem. Sve ono §to je re¢eno
o sustini koordinatnog sistema u ravni vazi i za prostor, samo Sto je u prostoru situacija,
malo komplikovanija jer imamo posla sa jednom dimenzijom vise. Dakle, koordinatni
sistem u E3 je uredena cetvorka (U, U, Us, f), \

3
pri ¢emu je f : E3 — U; x Uy x Us, bi-

jekcija (ili "skoro bijekcija”), a Uy, Uy Usz su

intervali u R. Slede¢i koordinatni sistem po — /
jednostavnosti, nakon Dekartovog, je cilindri¢ni X

(cilindarski) koordinatni sistem, koji je dobijen iz
polarnog sistema dodavanjem jedne dimenzije. _ _

Sistem je dobio ime po jednoj od klasa koordi- - >
natnih povrsi, koje su cilindri. /

[ ey e . . . . 7 i e 7" ........ / T
Definisimo sada cilindri¢ni koordinatni sistem. (__ ///X
Prvo izaberemo tacku O koja je koordinatni oy
pocetak, i osu x7 koja sadrzi tacku O, a zatim Slika 36. Cilindriéne koordinate

osu x3 koja je normalna na osu xp i sadrzi tac-
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ku O (vidi Sliku 36). U ravni, 7, kojoj je vektor normale jednak vektoru pravca ose
r3 uvedemo polarne koordinate. Tada je svaka tacka X, prostora E? jednoznacno
odredena uredenom trojkom (r, 0, x3) pri ¢emu je r rastojanje ortogonalne projekcije,
X', tactke X na ravan 7 do tacke O; ugao 0 je ugao koji zaklapaju jediniéni vektor e;
ose x1 1 vektor OX'; a 3 je rastojanje tacke X do ravni 7, tj. || X X'||. Uredena trojka
(r,0,x3) zove se cilindarskim ili cilindri¢nim koordinatama tacke X. Primetimo da je u
ovom slucaju Uy = [0, +o0), Uy =[0,27) i U3 = (— 00, + ), i da za sve tacke x5 ose
nije dobro definisan ugao 6, jer je njihova projekcija na ravan 7 koordinatni pocetak,
a za tu tacku nije definisan ugao 6.

Sada lako nalazimo veze izmedu koordinata neke tacke u Dekartovom i cilindarskom
sistemu, koji su postavljeni tako da imaju isti koordinatni pocetak, tacku O, i da im
se ose r1 i w3 podudaraju. Ako tacka X ima koordinate (zy,xs,r3) u pravouglom
Dekartovom sistemu onda su njene koordinate u cilindarskom sistemu, za x; # 0, date
formulama:

T
(52) r=/a? 4 23, 0 = arctan — | T3 = 3.
X1

Obratno ako tacka X ima cilindarske koordinate (r,6,z3) onda su njene Dekartove
koordinate odredene jednoznac¢no, tj. date su formulama:

(53) x1 =1 cosb, To =1 sind, T3 = 3.

Sferni koordinatni sistem. Koordinatni sistem koji je prilagoden geometriji sfere zove se
sferni koordinatni sistem. Analogno kao i polar-

ni koordinatni sistem sferni sistem definiSemo

istim izborom elemenata koordinatnog sis- 3
tema, tj. koordinatnog pocetka i osa xi i

r3. Tada je svaka tacka X prostora E? jed-

noznacno odredena uredenom trojkom (g, 0, ) X
gde je o rastojanje tacke X do koordinatnog p/
pocetka, uglom 6 € [—x/2,7/2] koji vektor :
OX zaklapa sa svojom normalnom projekci- 2
jom OX’ na koordinatnu ravan Ozyxs, i uglom LT, ;
Y € (—m,m] koji vektor OX’ zaklapa sa ¥
osom (Slika 37). Uredena trojka (g, 6,1) zove )
se sferne koordinate tacke X. Tacku O zovemo
sredistem sfernog koordinatnog sistema, a uglove

0 i 1, redom, Eulerovom sfernom Sirinom i
duzinom. Za tacku O nisu definisani uglovi 6 i

Slika 37. Sferni koordinatni sistem

Y. Sada lako nalazimo veze izmedu koordinata neke tacke u Dekartovom i sfernom
sistemu, koji su postavljeni tako da imaju isti koordinatni pocetak, tacku O, i da im
se ose x1 i x3 podudaraju. Ako tacka X ima koordinate (o, 6,1) u sfernom sistemu
onda su njene koordinate u Dekartovom date formulama:

(54) x1 = 0 cost cos, X9 = 0 cosf sin, x3 = o sin .
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Obratno ako tacka X ima Dekartove koordinate (x1, x2, x3) onda su njene sferne koor-
dinate, ako je x7 # 0, odredene sa:

x3

x
1) = arctan iy

55 Q:\/x2+x2+m2, = arcsin ,
(55) b V2 + 23+ 23 T

Dakle, ako je u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu neka povr$ zadata
jednacinom F'(xy,z9,23) = 0, tada se jednacina te povrsi u sfernim koordinatama
dobija zamenama datim relacijama (54).

Na primer, Dekartova jednacina, x? + x3 + 23 = 1, jedini¢ne sfere sa sredistem O, u
sfernim koordinatama je jednostavnija jer iz

(0 cosf cost))® + (o cosd siny))® 4 (o sinf)*> =1 odakle je o= 1.

13. Konusni preseci

2.37. Konusni preseci. Neka su u prostoru date dve razlicite prave i i s koje se
nalaze u istoj ravni. Tada se one mogu se¢i u jednoj tacki O ili mogu biti paralelene.
Posmatrajmo skup, K, svih slika tacaka prave ¢ pri rotacijama sa osom s. U slucaju
kada se prave ¢ i s seku u jednoj tacki O, KC, je prav kruzni konus, a u slucaju kada
se prave ¢ i s ne seku, IC, je prav kruZni cilindar. Kada je K konus tacku O zvac¢emo
temenom tog konusa, pravu s njegovom osom, a slike prave ¢ u rotacijama oko prave
s, njegovim izvodnicama. Presek proizvoljne ravni €2 i konusa K nazivamo konusnim
presekom. Ako je ravan {2 normalna na s i ne sadrzi tacku O, konusni presek je krug.
Lako se dokazuje da postoji sfera koja dodiruje konus u tackama toga kruga. Za takvu
sferu kazemo da je upisana u konus.

Ako ravan €2 sadrzi O, njen presek sa konusom moze da bude ili samo tacka O, ili jedna
izvodnice (prava), ili dve izvodnice tog konusa. U generickom sluc¢aju kada ravan €2
ne sadrzi O i nije normalna na s, konusni presek nazivamo konikom. Ostale konusne
preseke ¢emo zvati i degenerisanim konikama.

2.38. Ekscentricitet konike. Dokazimo najpre teoremu kojom se karakterisu konike.

Teorema 1. Za svaku koniku IC u ravni ) postoji tacka F' i prava d takva da je odnos
rastojanja proizvoljne tacke konike KC do F' i do d konstantan.

Dokaz. Neka je o jedna od sfera upisanih (Dandelinove sfere) u dati konus koja dodiruje ravan Q u tacki F'
(Slika 38), i neka je w ravan kojoj pripada krug dodira k konusa i sfere 0. Neka je zatim, prava d presek ravni
Qi w, K proizvoljna tacka konike K, A podnozje normale iz K na pravu d, B presek izvodnice OK i ravni w,
i C podnozje normale iz K na ravan w. Ako obelezimo sa o ugao koji zaklapaju ravni w i §2, a sa § ugao koji
grade prava KB i ravan w, biée
_KC gy KC

sin 3

~ sina’
Kako su tangentne duzi KB i KF iz tacke K na sferu o, medusobno podudarne, bice
KF KB sina
= = = e
KA KA sing

KB

(56)
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Time je teorema dokazana. O

Slika 38. Ekscentricitet konike

Primedba. Vazi i obrat tvrdnje iz iskaza ove teoreme, tj. skup tacaka u ravni €2 za koje
je odnos rastojanja do neke tacke i prave u ravni konstantan jeste konusni presek.

Tacku F' nazivamo zizom ili fokusom konike K, pravu d njenom vodiljom ili direktrisom.
Odnos e, rastojanja bilo koje tacke konike od fokusa i direktrise zva¢emo ekscentricite-
tom te konike.

Koniku nazivamo elipsom ako je e < 1 (o < [3), hiperbolom ako je e > 1 (a > ), a
parabolom ako je e = 1 (o = f3).

2.39. Jednacine konika. Izvedimo sada jednacinu konusnog preseka u polarnom

koordinatnom sistemu koriste¢i ekscentricitet e
i duzinu tetive paralelne sa direktrisom kroz
fokus (Slika 39).

Tetiva LL’ konike kroz fokus, paralelna direk-
trisi naziva se latus rectum, i njenu duzinu
oznacimo sa 2. Tada je

|=FL=clLH,

Z1

gde je H podnozje normale iz L na d. U po-
larnom koordinatnom sistemu kome je srediste Slika 39. Polarna jednacina konike

F', a osa prava z; koja sadrzi F' i normalna je

na direktrisu d (koja je desno od tacke F' (kao na Slici 39)), za tacku K sa iste strane
prave d kao i fokus F' bice

(57) r=FK=eKA=e(LH —rcosf)=1—ercosb,
pa je

[
(58) r(l+ecosh) =1 ili za 1+ecosf #0, T

- 1+ ecosb
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polarna jednacina konike K.

Izvedimo sada jednacine konika u Dekartovom koordinatnom sistemu ¢iji je centar u
fokusu a osa x; normalna na direktrisu (Slika 39).

Kvadriranjem leve i desne strane jednacine (57) dobija se jednacina konike u Dekar-
tovim koordinatama

(59) 342 = (1 —emx)?

Primetimo da na osnovu ove jednac¢ine mozemo da zakljucimo da krug moze biti
shvacen i kao elipsa kojoj je e = 0.

Ako je e # 1, deljenjem sa 1 —e? leve i desne strane jednacine (59) i zamenom [/(1—e?)
sa a, dobija se da je
2

x
2 2

]+ ——
L1 —e2

=la—2eaum, pa je stoga, (a:1+ea)2+%x§:(l+e2a)a:a2,
.
(r1 +ea)® a3

> =1.

a la
Translacijom koordinatnog pocetka u tacku (— e a,0) iz prethodne jedna¢ine dobijamo
jednacinu
2 2

Iy | Lo
(60) - + 7= 1
gde je 1? = |la| = |1 — €?|a?, tako da je la = 4 b* pri éemu se bira znak + ili — u

zavisnosti od toga da li jee < 1ilie > 1.

Veli¢ine a i b se nazivaju poluosama elipse i hiperbole, i njihovo geometrijsko znacenje
sugerisano je Slikama 40 i 41.

)
T2 (07 b)
b
a T 1
K © T1(a,0)
Slika 40. Elipsa Slika 41. Hiperbola
vi a3
Dve grane hiperbole — — 2= 1, pripadaju paru unakrsnih uglova odredenih pravama

a

zadatim jednacinom

w_wy (@) (m e
a2 ¥ \a b a b )
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Dve prave,
ry X2 : Ly X2
a b a b
nazivamo asimptotama hiperbole (Slika 41).

Ako je e =1 tada se jednacina (58) svodi na

[
2
x5 =21 (— — ),
2 9 1
pa se refleksijom u odnosu na pravu x; = [/4, iz nje dobija standardna jednacina

parabole (Slika 42)
(61) r:=21lx. |

Jednacine (60) i (61) nazivamo i kanon- /
skim jednac¢inama konika. o/ F 1
Isticemo i najjednostavnije parametarske jed-

nacine konika: \\

elipse: x1 =acost, xy=>bsint, t€[0,27);

parabole: z; = 21t?, 1z, =2It, t ER;

Slika 42. Parabola
hiperbole: 1 = a cosht, xo = b sinht, t € R.

Kretanje planeta. U astronomiji je poznato da je putanja planete u polarnom
koordinatnom sistemu, = f(#), odredena diferencijalnom jednac¢inom
d*(f7)
-1
+ ——— = konst .
/ d 6?

Resavanjem jednacine dobija se f~! = a cos 6+ 3sin 6+, odnosno promenom polarne
ose,
1

1(0) = acost + v

Dakle, putanje planeta, kometa i asteroida su u prvoj aproksimaciji konike u ¢ijem se
jednom fokusu nalazi sunce.

2.40. Osnovna geometrijska svojstva konika. Analizirajmo sada jednacine konike
u polarnom i Dekartovom koordinatnom sistemu, kako bismo analizom tih jednacina
dobili neka vazna geometrijska svojstva konika.

Bududéi da se jednacina konike (58) ne menja ako 6 zamenimo sa — 6, konika je osno
simetri¢na u odnosu na polarnu osu z;. Kada je # = 0, onda je r = /(1 + ¢), a kada
je 0 =7, onda je r =1/(1 — e), pa konika sece x1-osu u dvema tackama, osim kada je
e=1.

Ako je e < 1 iz polarne jednacine konike sledi da je za sve vrednosti 0, r konac¢no
i pozitivno pa je stoga, elipsa zatvorena kriva. Ako je e = 1, r je i dalje konacno
i pozitivno za sve vrednosti # osim za 6 = w. Stoga parabola nije zatvorena jer je
vrednost r nedefinisana za 6 = w. Ako je e > 1,1 kako je r > 0 vidimo da za cos # manji
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ili jednak od —1/e ne postoje tacke krive (jer bi za takve tacke bilo r < 0), odakle
zakljucujemo da ni hiperbola nije zatvorena kriva. Primetimo da jednu granu hiperbole
date jednacinom (58) dobijamo ako ugao 6 uzima vrednosti u [0,27)\ [, 27 — ], gde
je a = arccos(— 1/e).

Slicnom analizom iz kanonskih jednacina konika u Dekartovom sistemu, prvo prime-
timo da se jednacine elipse i hiperbole ne¢e promeniti ako promenimo znak promenljive
x1 ili 9. Odatle sledi da su elipsa i hiperbola simetri¢ne u odnosu na ose x1 i 9. Stoga
se koordinatni pocetak naziva u ovom sluc¢aju i centrom ili sredistem konike.

2.41. Fokusne osobine konika. Buduci da su elipsa i hiperbola koje su date svojim
kanonskim jednacinama, simetricne u odnosu na ose x; i x9, one ¢e biti i centralno-
simetriéne u odnosu na koordinatni pocetak. Stoga one imaju dva fokusa i dve direk-
trise. Kod elipse fokusi su izmedu direktrisa, a kod hiperbole (vidi Sliku 43) direktrise
su izmedu fokusa. Ako su Fj i d; fokus i direktrisa ustanovljeni Teoremom 1 iz 2.38:
Ekscentricitet konika, a F5 i ds njihove centralno simetri¢ne slike u odnosu na koordi-
natni pocetak, M proizvoljna tacka elipse ili hiperbole, i A; i As podnozja normala iz
M na prave dj i do, bice

MF1:6MA1 1 MFQZQMAQ,
(62) pa je, za elipsu MF,+ MF, =e(MA; + MAy) = e A As,
a za hiperbolu MFl—MFg‘ :€’MA1—MA2‘ = e A1 A,.

) Z2 \
da dy

Ay A

€

b

F1 T
(—c,0) Oy’(a, 0) ] FQ/ 0
d

Slika 43. Fokusne osobine elipse i hiperbole

ﬁ
Y

d

Time smo dokazali,

Teorema 1. Zbir rastojanja svake tacke elipse do njenih fokusa, i apsolutna vrednost
razlike rastojanja svake tacke hiperbole do njenih fokusa su konstante.

Pokazimo kako se koriste¢i prethodnu teoremu mogu odrediti ekscentricitet elipse i
hiperbole kao i polozaj njihovih Ziza iz njihovih kanonskih jednacina, tj. na osnovu
njihovih poznatih poluosa.

Pretpostavimo da je a > b. Obelezimo sa c rastojanje fokusa elipse ili hiperbole od

koordinatnog pocetka. Primenimo formule (62) na tacke (a,0) i (0,b), gde su a i b
duzina poluosa elipse. Tako dobijamo da je zbir rastojanja fokusa elipse do pomenutih
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tacaka

(63) eAiAy=a—c+a+c=2a, e A1Ay =2/ 0% + 2.

Odavde odmah sledi da je

& =a®—b.
Podsetimo se da smo u cilju dobijanja kanonskih jednacina elipse i hiperbole translirali
srediste koordinatnog sistema iz fokusa u tacku (— ea,0). Stoga je tacka (ea,0) fokus

elipse (ili hiperbole) u koordinatnom sistemu u kojem njihove jednacine imaju kanonski
oblik. Dakle (¢,0) = (ea,0), pa je

c b2
= Soy/1- =,
¢ a a?

Na isti nacin dobijaju se odgovarajuce jednakosti za hiperbolu

/ b2
c=a>+b i e:E: 1—1——2.
a a

Osobine ustanovljene u prethodnoj teoremi su dobro poznate karakterizacije elipse i
hiperbole sto se vidi iz sledece teoreme.

Teorema 2. Geometrijsko mesto tacaka ¢iji je zbir (apsolutna vrednost razlike) ras-
tojanja od dve fiksne tacke konstantan jeste elipsa (hiperbola). Geometrijsko mesto
tacaka, koje su podjednako udaljene od fiksne tacke i fiksne prave, je parabola.

Dokaz. Dokazimo prvo da je skup svih ta¢aka ravni kojima je zbir (apsolutna vrednost razlike) rastojanja od
dve fiksne tacke F} i Fy jednaka 2a, elipsa (hiperbola). Postavimo koordinatni sistem tako da je srediste duzi
F1 F5 koordinatni pocetak O, (Slika 43) da se x; osa poklapa sa pravom F}F, i da je osa x2 normalna na osu
x1 1 sadrzi tacku O. Ako tacka F; ima koordinate (c,0) u ovako izabranom koordinatnom sistemu onda tacka
F5 ima koordinate (—¢,0). Neka je X (z1,z2) tacka iz trazenog skupa onda imamo,

‘\/(xl—l—c)Q—i—x%:t\/(xl—c)Q—i—x%

=2a,

pa se odavde, jednostavnim sredivanjem, koristeé¢i formula (63) i njihove posledice, dobijaju kanonske jednacine
elipse (i hiperbole), sto znaci da je trazeno geometrijsko mesto tacaka elipsa (ili hiperbola).

Za drugo tvrdenje izaberimo koordinatni sistem (Slika 42) tako da je osa x; prava, normalna na datu pravu
d i sadrzi tacku F, koordinatni pocetak neka je tacka O na osi 1 koja je podjednako udaljena od prave d i
tacke F' i neka je x4 osa prava normalna na osu x; koja prolazi kroz O. Ako F' ima koordinate (I/2,0) u ovako
izabranom koordinatnom sistemu, onda je 1 = —[/2 jednacina prave d. Sve tacke podjednako udaljene od F

i d zadovoljavac¢e jednac¢inu
IN\2 1\2 9
(xl + 5) = <331 - 5) + 23,

odakle se sredivanjem dobija kanonska jednacina parabole. O
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14. Zadaci

2.41. Pokazite da je vektorski proizvod tri vektora z,y i z € V? dat formulom

(xxy)xz=(x-2)y—(y-2)x.

2.42. Koristeéi formulu iz prethodnog zadatka pokazite da vektorski proizvod nije asocijativan, tj. da postoje
tri vektora (nadite neke konkretne vektore) x,y i z € V3 takve da je

(xxy)xz#zXx(yxz),
a zatim pokazite da vazi slede¢a zamena za asocijativnost:
(xxy)xz+(yxz)xz+(zxa)xy=0,

koja se zove Jacobijev identitet 4.

2.43. Odnos dve prave u ravni. Iz Euklidovih aksioma sledi da dve prave u ravni mogu biti u jednom

od tri sledeca polozaja:

(po) (pp) (s)
(po) da se podudaraju,
(pa) da su paralelne i ne seku se,
(s) da se seku.

Odrediti u kojem se od tri polozaja nalaza dve prave [ i k u

Slika 44. Polozaj dve prave u ravni
ravni, na osnovu poznavanja njihovih jednacina:

(64) lo..... arx1+asxs+c1 =0, Devenn. by 1 +byxg+co =0.

Re¥enje. Da bismo dali odgovor na ovo pitanje uvedimo sledeé¢e oznake: 11 = (a1,a2,0), n1 = (a1, a2,c1),
n1 = (a1, az) odnosno ng = (by,b2,0), ng = (b1, b2, c2) i ng = (b1, b2). Sada lako zaklju¢ujemo:
(po) I = p akko su vektori 71 i fig proporcionalni, tj. ako je 7 = Afig za neko \ € R.

(pa) 1 || p akko su vektori nj i ng proporcionalni, a vektori 71 i fig nisu proporcionalni, tj. n; = Ang za
neko A € R i 7y X fig # 0.

(s) l£pilnp# 0 akko vektori ny i ng nisu proporcionalni, tj. ako je 17 x f2 # 0.

2.44. Neka su date prave [ i p u ravni svojim jednac¢inama u eksplicitnom obliku
(65) l...... T = k1 x1 + 11, Devennn T = ko x1 + to.
Odredite ugao izmedu pravih [ i k.

Resenje. Koristeéi geometrijsku interpretaciju da je k1 = tan6; i ks = tanfs, kao i ¢injenicu da ugao izmedu
pravih [ i p mora biti u intervalu [0, 7/2], dobijamo da je

tan @y — tan 64
1+ tan 6y tan6y

tan Z(l,p) = |tan(fy — 61)| =

k=
- 1+ Kk ko

2.45. Odnos dve ravni. Iz Euklidovih aksioma sledi da dve ravni mogu biti u jednom od tri slede¢a polozaja:
(po) podudaraju se,
(pa) ne seku se,

(s) seku se, ali se ne podudaraju, tada je njihov presek prava.

Odrediti u kojem se od tri polozaja nalaza dve ravni 7 i ¢ ako znamo njihove opste jednacine:

(66) T... a1x1+asxe+agxs+cp =0, o bixi +byxo +byxog+co9=0.

Re¥enje. Ako uvedemo oznake: n; = (aj,as,as3,c1), n1 = (a1,a2,a3) odnosno ny = (by,be,b3,c2) i ng =
(b1, be, b3). Sada lako zaklju¢ujemo:

44 Jacobi Carl Gustav Jacob, 1804 — 1851, nemacki matematicar.
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(po) m = o akko su vektori n; i ng proporcionalni, tj. ako je n; = Ang za neko A € R.

(pa) 1 || p akko su vektori ny i ne proporcionalni, a vektori 71 i fig nisu proporcionalni, tj. n; = Ang za
neko A € R i7y # pung # 0, za svaki 0 # p € R.

(s) m#0imNo # 0 akko vektori n; i ny nisu proporcionalni, tj. ako je vektor n = ny x ny # 0. Tada
je mN o = p prava koja je odredena vektorom pravca n i jednom tackom preseka ravni m i o koju
dobijamo kao neko resenje sistema jednacina (66).

2.46. Odnos ravni i prave u prostoru. Iz Euklidovih aksioma takode sledi da prava [ i ravan 7 u prostoru
mogu biti u jednom od tri slede¢a polozaja:
(po) I C m, tj. prava [ je podskup ravni m,
(pa) IN7 =0, tj. [ i sene seku,
(s) seku se u jednoj tacki.
Neka su date jednacine ravni 7 i prave [,

(67) T... a1 x1 +asxy+agrs+b=0, . TLTU T2y T3—Y3

&1 ) &3

Dati karakterizaciju sva tri moguca polozaja ravni i prave u terminima njihovih jednacina.

Re¥enje. Neka je n = (aj, a9, as) vektor normale ravni 7 i s = (£, &2, &3) vektor pravca prave [. Da bismo opisali
jedan od gore pomenuta tri slu¢aja potrebno je ispitati presek prave [ i ravni w. Evantualne tacke preseka
moraju zadovoljavati obe od jednacine (67). Tako dobijamo,

0 =ai(y1+A&)+a(y2+ &) +asz(ys +A&3) +b
(68) =Aar& +a2& +a383) +aryr +azy2 +azys + b
Sada iz (67) lako zakljucujemo:

(po) I C 7 akko za svako A € R jednacina (67) ima resenje, tj. ako su ispunjeni uslovi,
(1) 0=a1&+aréa+asés (2) a1yr+azy2 +azys+b=0.
Uslov (1) predstavlja normalnost vektoran i s, tj. 0 =n - s.
(pa) N7 =0 akko jednac¢ina (67) nema resenja, tj. ako su ispunjeni uslovi,
(1) 0=a1& +a282+aszés (2) a1y1 + asye +asys +b # 0.

Kao i u prethodnom sluc¢aju (1) predstavlja normalnost vektora n i s.
(s) IN7 je jedna tacka akko jednac¢ina (67) ima tacno jedno resenja, tj. ako je 0 # n-s = aj &1 +ag {a+as &3.

2.47. Odnos dve prave u prostoru. Iz Euklidovih aksioma sledi da dve prave u prostoru mogu biti u
jednom od cetri polozaja:

(po) podudaraju se,
(pa) paralelne su i ne seku se,
(s) seku se,

(m) mimoilazne su, tj. ne seku se i nisu paralelne.

Neka su prave [ i p date svojim jednacinama,

I 1 — Y1 T2 — Y2 T3 — Y3 Ty — 21 T2 — 22 r3 — 23
...... = = , Do, = = )
&1 &2 & m 72 73

Dati karakterizaciju svih mogucih polozaja ravni i prave u terminima njihovih jednacina.

Resenje. Da bismo dali odgovor koji od ¢etiri slu¢aja nastupa potrebno je opisati presek ove dve prave, tj. naci
reSenje sistema(u A i ) jedna¢ina

r1=y1+Aa =z21+pm Ao —pm=z—y
(69) To=1Ys+ A = 20+ pumo ili ekvivalentno Ao — ume = 22 — Yo

T3 =ys+ A& =23+ A3 —pung =23 —Y3.
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Sistem (69) ima vise jednacina nego nepoznatih, pa njegovo resenje trazimo tako sto nademo resenje sistema (ako
postoji) koji se sastoji od prve dve jednacine, a zatim proverimo da li dobijeno resenje zadovoljava i treéu
jednac¢inu. Ako uvedemo oznake, s; = (£1,£2,&3), s2 = (11,12, n3), imamo:

(po) | = p akko su vektori s; i sy proporcionalni, tj. ako je s; x sp = 0, i sistem (69) ima barem jedno
resenje

(pa) L] pilnp#( akko su vektori s; i sg proporcionalni, i sistem (69) nema resenja.

(s) L #pilNnp # () akko vektori s i sg nisu proporcionalni, tj. ako je s1 X s2 # 0, i sistem (69) ima
tacno jedno resSenje.

(m) I # pilnNp=10 akko vektori s; i sy nisu proporcionalni, tj. ako je s1 X sy # 0, i sistem (69) nema
reSenja.

451y geometrijskih razloga jasno je da ako sistem (69) ima barem jedno resenje ima beskonaé¢no resenja.



GLAVA 3

Nizovi

1. Limes niza

3.1. Definicija. Niz realnih brojeva (krace niz) je svaka funkcija a : N — R. Broj
a(n) = a, je n-ti clan niza. Za niz koristimo oznake (a,,) ili {a,,}. Pri tome razlikujemo
niz {a,} od skupa {a, : n € N}, jer u nizu svaki ¢lan ima ta¢no odredeno mesto na
kojem se nalazi, Sto nije slucaj kod skupa.

Nizove obi¢no zadajemo: popisivanjem elemenata (ai,as,as,...,an,....), formulom
opsteg clana (a, = n + 1) ili rekurentnom relacijom(a, = a,_1 + ap_2, ag = a; = 1).
Primer. Ako je niz zadat formulom, lako se moze zapisati popisivanjem elemenata.
Obratno je obicno teze. Npr. niz

(=™ . 11 11 1 1
= ) € ' 9  EY =Y A) 44 a0

m+1 35 79 1113

an

Zaniz {a,} kazemo da je monoton (rastuéi, opadajudi, strogo rastudi, strogo opadajuéi)
ako je takav posmatran kao funkcija a : N — R,

Slicno, kazemo da je niz ograni¢en ako je Ima ogranicen podskup u R, tj. ako pos-
toji M € R takav da za svaki n € N vazi, |a,|] < M. Analogno se definise pojam
ogranicenosti niza

odozdo: (Im € R)(Vn € N), tako daje m < a,
odozgo: (IM € R)(Vn e N) tako da je a, < M.

Primer. Niz sa opStim ¢lanom a, = % (1, %, %, %L, ...) je monoton (strogo opadajudi) i
ogranicen jer je
! < ! 1 jer j la,| <1
a e — =day, 1 ]er je a >~ .
n+1 n+1 n n Jer ] n
S druge strane, niz a, = % (-1, %, —%, ... ) nije monoton,
(-1 1 1 1

A2p = Qopt1 < Q22 =

= — > — JE—
2n 2n 2n + 1 on—+2"’

ali je ogranicen jer je |a,| < 1. Postoje nizovi koji nisu monotoni i koji nisu ograniceni,

takav je npr. niz 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...,1,2,3,4,5,...,n,... !

I'Da 1i mozete napisati opsti ¢lan ovog niza?

81
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3.2. Limes (grani¢na vrednost) niza. Realan broj b je grani¢na vrednost ili limes
niza {a,} ako

(Ve > 0)(3In(e) e N takavdaza n>n(e) = |a, —b| <e.
Za niz koji ima limes kazemo da je konvergentan ili da niz konvergira. Niz koji nema

limes zove se divergentan niz, tj. kazemo da niz divergira.

Iz definicije limesa zakljuc¢ujemo da konvergentni niz ima svojstvo da svaka e—okolina
tacke b, tj. interval I} = (b —€,b+ ¢) sadrzi beskonaéno mnogo ¢lanova niza i da se
izvan toga intervala nalazi samo kona¢no mnogo ¢lanova niza.

Za konvergentne nizove kristimo oznake:

a, — b, {a,} —a, lim a,=0b, lima, =">.
n—-mm~0

1
Primer. Dokazimo da je lim — = 0. Zaista, neka je € > 0 proizvoljan. Tada je
n

1 1 1
——0|<5 & —<eg <= —-<n,
n n g

tako da mozemo izabrati n(e) = [1] + 1, gde [z] predstavlja najveci celi broj manji
od z. Npr. za ¢ = 0.12 je n(e) = [1/0.12] + 1 = [8.333] + 1 = 9 pa se ¢lanovi niza,
ag, 19, 11, - - - nalaze unutar intervala (—0.12,0.12). Primetimo da je n(e) opadajuca
funkcija od € (tj. ako smanjimo e veéi broj (ali uvek konacan) clanova niza ostace
izvan intervala [;. Interval I; sadrzi skoro sve €lanove niza, tj. I; sadrzi beskonacno
clanova konvergentnog niza, dok izvan I; uvek ima konacno clanova niza a,,.

Kazemo da niz {a,} divergira prema 400 ako je

(VM > 0)(In(M) € N) takavda n>n(M) = a,> M.
Analogno, niz {a,} divergira prema —oo ako je

(VM > 0)(In(M) € N) takavda n>n(M) = a,<-—-M.
Na primer, niz a,, = n® divergira u 4+o00, a niz a, = —n divergira u —oo.

Napomena. Primetimo da ako prosirimo skup R sa tackama —oo, oo 2, tada divergenciju
prema —oo ili co u smislu definicije limesa (prema nekom realnom broju b) postaje
konvergencija u prosirenom skupu R, tako da koristimo oznake lima, = 4+o00. Jedno
od osnovnih svojstava konvergentnih nizova sadrzano je u sledecoj teoremi.

Teorema. Niz moze imati najvise jedan limes.

Dokaz. Pretpostavimo da niz {a,} ima dva razli¢ita konaéna limesa b i b. Neka je ¢ = |b — b|/2. Tada okolina
I; mora sadrzavati skoro sve ¢lanove niza {a,}, tako da se izvan okoline I; nalazi samo konac¢no ¢lanova niza,
pa i okolina Ig (koja je disjunktna sa okolinom I;) sadrzi konactno mnogo ¢lanova niza, §to je u kontradikeiji

sa pretpostavkom da je b limes niza {a,}. O

2U cemu se tacke —00, 00 razlikuju od ostalih tacaka skupa R 7
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2. Tacka nagomilavanja niza i podniz

3.3. Tacka nagomilavanja niza. Broj b je tacka nagomilavanja niza {a,} ako se u
svakoj e-okolini broja b nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza, formalno

(Ve > 0)(Vn € N)(3m € N,m > n) takav da |a,, — b| < ¢.
+o0o tacka nagomilavanja niza {a,} ako
(VM > 0)(Vn € N)(Im € N, m > n) takav da a,, > M,
a —oo je tacka nagomilavanja niza {a,} ako
(VM > 0)(Vn € N)(3m € N,m > n) takav da a,, < —M.

Najvec¢a tacka nagomilavanja niza zove se limes superior i obelezava se sa limsup, a
najmanja tacka nagomilavanja niza zove se limes inferior i obelezavamo ga sa lim inf.

Limes i tatka nagomilavanja niza. Iz definicije je jasno da je limes niza i tacka nagomila-
vanja niza, obratno ne vazi tj. tacka nagomilavanja niza ne mora biti limes niza, kao
sto pokazuje primer niza: a, = (—1)", koji ima dve tacke nagomilavanja 1 i —1, ali
niti jedna od njih nije limes tog niza jer izvan proizvoljne e—okoline (¢ < 1) tacke
1 (ili —1) postoji beskonacno mnogo ¢lanova niza. Ovaj primer je tipican i pokazuje
razliku izmedu tacke nagomilavanja niza i limesa. Ta razlika se sastoji u tome sto se
unutar svake e-okoline tacka nagomilavanja niza (koja nije limes) nalazi beskona¢no
¢lanova tog niza, ali se i izvan te okoline moze nalaziti beskonacno ¢lanova niza. Npr.
u prethodnom primeru u svakoj dovoljno maloj e-okolini ¢ < 1 tacaka 1 i —1 ima
beskonacno mnogo clanova niza sa (parnim odnosno neparnim indeksima). Odavde
sledi da ako niz ima barem dve tacke nagomilavanja tada on nije konvergetan. Prime-
timo da ako je niz {a,} konvergentan, tada je lim a,, = lim sup a,, = lim inf a,,.

Primer (a) Niz a, = n*(1 — (—=1)"), odnosno 2,0,8,0, 18,0, ... je divergentan i ima
tacke nagomilavanja 0 i +o00 i vazi liminf a,, = 0 i limsup a,, = 400.

(b) Primetimo da su tacke nagomilavanja niza 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,... svi prirodni
brojevi jer se svaki od njih pojavljuje beskonacno mnogo puta, drugim recima niz moze
imati beskonacno tacaka nagomilavanja.

3.4. Podniz. Podniz niza a : N — R je svaka kompozicija a o o, gdje je a : N — N
strogo rastuca funkcija. k-ti ¢lan podniza a o « je

(a0 a)(k) = a(a(k)) = o) = au,.

Dakle, podniz se dobije ako iz polaznog niza izbacimo beskonacan broj ¢lanova po-
laznog niza. Jasno, podniz je opet niz.

Primer. Podniz {as,} niza a, = (—1)" je konstantan niz 1,1,1,..., a podniz {as, 1}
istog niza je konstantan niz —1,—1,—1,....

3.5. Geometrijski niz. Niz

n

an:qn7q€R7 ili Q7q27q37q47'”7Q7”'
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zove se geometrijski niz. Za |q| < 1 niz konvergira prema nuli. Za ¢ = 1 niz je konstan-
tan, 1,1,1,..., i konvergira prema 1. Za ¢ = —1 niz postaje —1,1,—1,1,—1,1,... pa
ima dve tacke nagomilavanja (11 —1). Za |q| > 1 niz divergira. Posebno, za ¢ > 1 niz
konvergira prema +o00, dok za ¢ < —1 niz ima dve tacke nagomilavanja 400 i —o0.

3.6. Tacke nagomilavanja niza i podniz. Kombinujué¢i definicije podniza i tacke
nagomilavanja zakljucujemo:

(i1) broj b je tacka nagomilavanja niza {a,} ako i samo ako postoji (barem jedan)
podniz {a,, } koji konvergira prema b,

(i2) ako je niz {a,} konvergentan, tada za svaki podniz {a,, } vazi

lim a,, = lim a,.
k—o0 n—-00

3.7. Ogranicenost i konvergencija. Niz {a, = (—1)"} je svakako ogranicen, ali
nije konvergentan jer ima dve tacke nagomilavanja. Sledec¢a teorema pokazuje da obrat
vazi.

Teorema. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz. Neka je a = lim a,,. Izaberimo, npr. ¢ = 1. Tada se ¢lanovi niza ay(1), Gn(1)41; An(1)+2; - - - Dalaze unutar
intervala (a — 1,a + 1). Odatle sledi da za svaki n vazi:

min{ay, as,...,an,—1,a — 1} < a, <max{aj,az,...,ap,—1,a+ 1},

i dokaz je gotov. O

3.8. Monotonost i kovergencija. Ispitajmo sada odnos konvergencije nizova i pod-
nizova sa motonoséu i ogranicenoséu istih. U tom cilju imamo prvo sledec¢u jednostavnu
teoremu.

Teorema 1. Svaki niz ima monotoni podniz.

Dokaz. Neka je dat niz {a,, }. Definisimo skup A = {m € N: n > m = a,, > a,, }. Skup A moze biti konacan ili
beskonacan. Ako je A beskonac¢an tada u njemu mozemo odabrati strogo rastuéinizng < ng < - <mngp < ---,
odakle zbog definiciji skupa A imamo a,, < an, <--- < ap, <---. Dakle, {ay,} je rastuéi podniz niza {a,} i
u ovom slucaju dokaz je gotov. Ako je skup A konacan, izaberimo n; € N takav da je veéi od svih elemenata
od A. Tada opet postoji ny € N takav da je na > nj i an, < an,, jer bi u suprotnom n; € A. Jasno, opet
imamo ny ¢ M. Nastavljajuéi ovu konstruciju dolazimo do strogo rastuéeg niza ny < ng < --- < mg < ---,
koji je podskup skupa N\ M. Takode vazi da je an, > an, > -+ > an, > ---, pa je {an, } strogo opadajuci
podniz niza {a,}. O

Sledeca teorema veoma je vazna u primenama, tj. u dokazivanjima da su neki nizovi
konvergentni.

Teorema 2. Svaki monoton i ograni¢en niz je konvergentan.

Dokaz. Dokazimo teoremu kada je niz {a,} rastué¢i. Neka je b supremum niza posmatranog kao podskup od
R. Tada za svaki € > 0 postoji n(e) € N takav da an(e) > b—¢, jer bi u suprotnom postojao g > 0 takav da

je an < b— g za svako n, odakle bi sledilo da b nije supremum tog niza. Kako je niz {a,} rastué¢i imamo da
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zan > n(e) vazi b > a, > Ape) = @ — €, tj. lan, — b| < e, dakle, lima,, = b i teorema je dokazana. Analogno se

tretira slucaj kada je niz {a,} opadajudi. O

Koriste¢i prethodne dve teoreme dobijamo poznatu Bolzano-Weierstrassovu teoremu.

Teorema 3 (Bolzano — Weierstrass). Svaki ogranicen niz ima konvergentan podniz.

Dokaz. Prema Teoremi 1 svaki niz ima monoton podniz, kako je dati niz i ogranicen, tada je i njegov monotoni

podniz takode ograni¢en pa taj podniz konvergira prema Teoremi 2. O

Primetimo da u R prethoda teorema glasi: Svaki niz sadr?i konvergentan podniz. Ako
je niz ograni¢en tada prema prehodnoj teoremi ima konvergentan podniz. Ako nije
ogranicen tada ima podniz koji konvergira prema +oc ili prema —oc.

3. Broj e

3.9. Broj e. Dokazimo da je niz,

1 n
xn:<1+—)
n

rastuci i ograni¢en odozgo pa je na osnovu Teoreme 2 iz prethodne tacke konvergetan.
Limes tog niza obelezavamo sa e, tj.

1 n
e = lim (1 + —) )
n—00 n

Dokazimo sada da je zadani niz ogranicen odozgo:

) SO = 0) 20 ) (0
R GRIE G CHROD R CHIGE SRS

1 1 2 n—1 1 1 1 1 1
= (1==)(1=-2)(1- Sl+l4o4—t = <14l+-+ 4
n! n n n 2! k! n!

1
= 1+2<1—2n><3.

k
Niz {x,} je strogo rastuéi (zbog ociglednih nejednakosti 1 — — <1 — 1
n n
1,2,...,n):

1\" 1 1 1 1 2 n—1
an o= (14=) =2+ (1-=) 4+ +=(1=-=)(1=2)--(1-
n 2! n n! n n n
1 1 1 1 2 n—1
<94 — (1 et = (1= — V(1= (1=
- +2!( n+1>+ +n!< n+1)< n+1> < n+1>
1 1 2 n 1\t
— (1-——) (1- - = (1 = Tnp1.
+(n+1)!( n+1)< n+1) ( n+1) <+n+1) Tt

3Broj e je transcendentan (nije nula niti jednog polinoma sa celobrojnim koeficijentima.) i prvih 50 cifara njegovog
decimalnog zapisa su: 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995.

TIn
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4. Svojstva limesa

3.10. Algebarska svojstva limesa. Algebarska svojstva limesa nizova sadrzana su
u sledecoj teoremi.

Teorema. Neka su data dva konvergentna niza {a,} i {b,}. Tada vaze formule:
(i1) lim(a, %+ b,) = lim(a,) £ lim(b,),

(i2) lim(ca,) = ¢ lim(a,), za proizvoljno ¢ € R,
(i3) lim(a, - b,) = lim(a,) - lim(b,),
. an _ lima,
(i4) ako za svako n € N vazi b, # 0 i ako je limb, # 0, tada je lim § = e,
Dokaz. Dokazimo (il). Neka je lima,, = a i limb,, = b, tada:
(70) za % > 0 postoji n1 € N takav da jezasven >ny = |a, —a| < % ,
(71) za % > 0 postoji ng € N takav da je za sve n >ny = |b, —b| < g .

Da bismo dokazali (i1) izaberimo ng = max{ni,no} tada za svaki n € N vaze obe nejednakosti iz (70) i (71),
tako da imamo

[(@n = bn) = (@ + B)] = |(an = @) + (b = b)| < an — al + b =] < = + 5 =

odakle zbog proizvoljnosti ¢ > 0 iz definicije limesa sledi da je lim(a,, +b,) =a+b.
Za dokaz (i3), prvo primetimo,
(72) lanby, — ab| = |(an, — a)by, + (b, — b)al < |a, — al|bn| + |by, — b||al.

Da bismo mogli dovrsiti dokaz potrebno je pogodno izabrati okoline (¢) i iskoristiti ¢injenicu da je konvergentan
niz ogranic¢en. To mozemo uraditi na slican nac¢in kao u dokazu svojstva (il). Dakle, kako je niz b,, konvergentan
tada postoji M € R takav da je |b,| < M za svaki n € N. Tada za a # 0% imamo,

€
(73) za —— >0 postoji n; € N takav dajezasven >n; = |a,—a|<

£
2M 2M’

(74) za > 0 postoji ng € N takav da je za sve n >ngy = |b, — b|

<
2\| 2!\

Sada izaberimo ng = max{ni,ns} tada za svaki n € N vaze obe nejednakosti iz (73) i (74), tako da desnu
stranu od (72) mozemo oceniti,

|anb, —ab| = |(an —a)b, + (bn —b)al < |ay, — al|bn| + |bn, — b||al

o ol + 5 !I_*+*

_2M ||

odakle zbog proizvoljnosti € > 0 iz definicije limesa sledi da je lim(a,b,) = ab = lim a, lim b,, .

Dokaz od (i2) direktno iz definicije; dokaz od (i4) je veoma slican dokazu od (i3). O
. L | oL : :
Primer 1. Koristeéi da je lim — = 0, zaklju¢ujemo (iz prethodne teoreme) da je,
n

1 { 0, za svaki a > 0.

lim — = .
no 00, za svaki a < 0.

4 Objasnite kako tretirati slucaj ako je a = 0.
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Primer 2. Limes niza,
k k—1
¢ o agn” + ag—n +---t+a+ a
b 4 by n™ 4 by + by

nalazimo na slede¢i nacin

(agnf + ap_1n* 1+ +an+ag) -

ag, b]7 € Ra af, b] 7£ 07

(arn® ™ + a4 R 4 )

lim&, = lim = lim
n (bmnm‘kbmflnmil+'”+b1n+b0)'an (berme_1+"'+%+%)
_ lim(apn®~™) + lim(ap_1n* 1) + .-~ + lim —er + Hm ()
lim by, + lim 221 4+ 4 Tim 2y + Jim B2
0, ako je k < m,
_ W lHmn*~" + ap_q imnF~"=1 4 ... 4 lim alﬁ + ag lim nim _ ak ’ ako je k=m,
b + by im L - 4 by lim —2r + bo lim L b,

sgn(f—i) oo, akojek >m.

3.11. Limes i nejednakosti. U dokazivanju mnogih teorema i nejednakosti koristi
se dobro ponasanje limesa prema nejednakostima, kao sto pokazuje sledec¢a teorema.

Teorema (o dva policajca). Ako za nizove {a,}, {b,} 1 {c,} postoji ng € N takav
da sve n > ng vazi nejednakost a, < b, < ¢, 1 ako je lima, = limc, = &, tada je i
limb, = €.

Dokaz. Iz pretpostavke da je lima, = lime, = £, za dati € > 0 sledi da postoje (kao u formulama (70) i (71))
n1 € Ning € N takvi da svi ¢lanovi nizova {a, } i {¢,} sa indeksima veéim od n; odnosno ng pripadaju okolini
I¢. Primetimo da ako uzmemo 1y = max{ng,n1,n2} tada ¢e svi clanovi sva tri niza {a,}, {bn} i {cn} €iji su
indeksi veéi od 1y pripadati okolini I g: jer vazi,

E—e<ap<b,<cp,<E+e.

Time smo pokazali da za dati € > 0 postoji okolina I g broja £ koja sadrzi gotovo sve ¢lanove niza {b,}, pa je i
limb, = &. O

Primer. Pokazimo da je % — 0. Zaista, kako je —1 < cosn < 1, za svakin € N
vaze nejednakosti

1 COS N
—— <

<

S
S|

n

Bududi da —% — 01 % — 0, tvrdenje sledi iz prethodne teoreme.

3.12. Umetnuti intervali. Neka je dat niz intervala takih da je

I = a1, bi] 212: [az, ba] 2 "';ﬁ[n: [ 2

Ovakav niz podskupova od R zove se niz umetnutih intervala. Osnovna osobina ovakvog
niza sadrzan je u sledecoj teoremi.

Teorema (Kosi—Kantor)®. Za svaki niz umetnutih intervala postoji tacka ¢ € R
koja pripada svakom od intervala I,,.

Specijalno, ako je lim(b, — a,) = 0 tada je tacka c jedinstveno odredena.

5 Cauchy — Cantor
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Dokaz. Primetimo da svaka dva intervala I,, = [an,bn] 2 I = [am, b vazi da je ay, < by jer bi u suprotnom,
tj. an < by < am < by, sledilo I, N I,,, = 0, $to je nemoguée. Posmatrajmo sada monotone i ogranic¢ene nizove
A={ap | meN}iB={b,|neN}. Niz A je rastuéi i ogranic¢en odozgo (npr. sa b1 ), dok je niz B opadajuci
i ograni¢en odozdo (npr. sa aj), pa su na osnovu gornje teoreme konvergetni, tj. vazi da je lima, = a = sup A
ilimb, = b = inf B. Iz nejednakosti a,,, < b,,Vn,m € N vazi da je a < b. Time je dokazan prvi deo teoreme
jer sve tacke iz intervala [a, b] pripadaju svakom od intervala I,,.

Ako je jos ispunjeno da je 0 = lim(a, — b,) = lima, — limb, = a — b, sledi da je a = b = ¢, tj. tacka c je

jedinstveno odredena. O

3.13. Kosijev (Cauchy) niz. Postavlja se pitanje da li je moguée zakljuciti da
je neki niz konvergentan ako ne poznajemo limes. Odgovor je pozitivan i dobija se
posmatranjem razlike susednih ¢lanova koje po apsolutnoj vrednosti moraju da teze
0. Preciznije imamo slede¢u definiciju, niz {a,} je niz Kosijev (Cauchy) ako

(Ve >0)(In. e Vk €N) vazidaje |apk—an| <e.

U skupu R pojmovi konvergentnog i Kosijevog niza su ekvivalentni, kao Sto tvrdi
sledec¢a teorema.

Teorema. Niz je konvergentan ako i samo ako je Kosijev.

Dokaz. Ako je niz konvergentan, tj. ako je lima,, = b, za /2 postoji neki ng € N takav da za sve n > ng vazi
lan, — b| < €/2, odakle za svaki k € N sledi,

9 e
(ane = nl = [anr = ) = (an = )| < lanes = + lan b < 5+ 5 =<

Obratno, prvo se na sli¢an nacin kao i kod konvergentnih nizova pokaze da je Kosijev niz ograni¢en®. Prema
Bolcano-Wajerstrasovoj teoremi Kosijev niz {a,} ima konvergentan podniz. Ako sa b obelezimo taj limes, u

poslednjem koraku pokazuje se da je on i limes polaznog niza. ]

Primedba 1. Ova teorema ne vredi ako posmatramo nizove u polju Q. Drugim rec¢ima
konvergencija Kosijevih nizova je u vezi za aksiomom o supremumu, i pokazuje se da
se skup R moze dobiti tako sto se racionalnim brojevima (polju Q) dodaju limesi svih
racionalnih Kosijevih nizova.

Primedba 2. Zbog prethodne teoreme Kosijevi nizovi su pogodni za dokazivanje kon-
vergencije realnih nizova, pogotovo ako su ti nizovi monotoni (ograniceni jesu), a Sto
se Cesto desava kod redova sa pozitivnim ¢lanovima.

Primer. Znamo da je niz {a,, = 1/n} konvergentan i pokazimo koriste¢i samo defini-
ciju da je i Kosijev. Primetimo,
1 1 1 1 1 1

< £ < - — < £ < — < e+ )
n n+k n n+k

Poslednja nejednakost je sigurno ispunjena ako je % < g, tako da mozemo uzeti npr.
1

6 Potrebno je u dokazu teoreme za konvergentne nizove zameniti b sa a,,, odnosno a, sa .
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3.14. Neki vazni limesi. Sada navodimo nekoliko vaznih limesa,
n k

(i) lm = =0, a>0, (2) lm —=0, a>1,
n—%a)7ﬂ n—oo "
(i3) lim n¢" =0, |q/ <1, (i4) lim Ya=1, a>0,
1
(5) lim —2"_0 a<1,  (i6) lm {n=1,
n——>00 n n—-s00
(i7) Lm n(en —1)=1.

5. Redovi i njihova konvergencija

3.15. Red realnih brojeva. Neka je {a,} niz realnih brojeva, tada sumu

m

ap+ api1+ -+ a, (n<m), obelezavamo simbolom E a .
k=n
Zelimo da damo smisao izrazu a; +as+---+a,+--- = 220:1 ay. kao sumi svih ¢lanova

niza {a,}. Red realnih brojeva (kraée red) u oznaci, > ;- ar = Y aj je niz parcijalnih
suma {s, = Y ,_; ar}. Kazemo da red ) a; konvergira (divergira) ako konvergira niz
parcijalnih suma {s,}. U tom smislu koristimo zapis,

o0
lim s, =s S s = g ap .

Broj a,, zove se n-ti ¢lan reda, i o¢igledno vazi da je sgi 1 = Sp + api1.

Primer. Geometrijski red,
(o e o0
Zq"‘l :Zq” odnosno 1+q¢+¢@+¢@+¢" +---+4q"....
n=1 n=0

Za q = 1 otigledno je s, =k paje > ¢t =>1""1 = 400. Iz
sc=1+q+ @+ +-+¢"N1-q)=1-¢"",

za |q| < 1 vazi ¢* — 0 (vidi primer geometrijskog niza), pa geometrijski red konvergira

1 vazl
(0]
1
g "= lim s,=—.
n=0 e 1__q

Zaq>1jed ¢"=-+o00,azaq<—1niz {sx} nema limes.
Primer: Zenonov paradoks. Ahil se nalazi 1 metar iza kornjace, a 10 puta je
brzi. Ako krenu istovremeno, dok Ahil stigne do po¢etnog polozaja kornjace, kornjaca

¢e prec¢i neki put do novog polozaja. Kad Ahil stigne do novog polozaja kornjace,
kornjaca ¢e biti u novom polozaju, itd. Prema tome, Ahil nikad nece sti¢i kornjacu.
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Objasnite u ¢emu se sastoji ovaj paradoks.

3.16. Nuzan uslov konvergencije reda. Kod redova postavljaju se dva prirodna
pitanja:

(1) Da li dati red konvergira ?

(2) Ako red konvergira, koja mu je suma?

Prvi korak u odgovoru na prvo pitanje sadrzan je u sledecoj teoremi.

Teorema. Ako je red > a, konvergentan, onda je lima,, = 0.
Dokaz. Neka je s =Y a, = lims,. Kako je a,, = s, — s,,—1, imamo redom

lima, = lim(s, — sp—1) = lims, —lims,— 1 =s—s=0,

i teorema je dokazana. ([l

: 1 o : : o
Primer. Red g — , spada medu najvaznije redove i naziva se harmonijski red. Har-
n

monijski red ispunjava nuzan uslov konvergencije jer je lim% = 0, ali nije konvegentan,

1
tj. red je divergentan jer Z — =+400.

n=1

Dokazimo ovu tvrdnju. Niz parcijalnih suma {s;} je strogo rastuéi, a za njegov podniz
{sgm} vazi,

B (i VI R (N I

T 1T27\3 74 56 78 om—1 41 om

T [ S Pyt (I I L

s+ +7)+ G =+ 5m o) =1+ 5

Dakle, iz som > 1+ m/2 sledi da je lim som = 400, pa je i lim s = 400.

1
Primedba. Red Z e konvergira za p > 1, a divergira za p < 1.

3.17. Kriterijumi konvergencije redova. U slucajevima geometrijskog reda i
harmonijskog reda odgovorili smo na pitanje da li redovi konvergiraju i nasli njihove
sume. Obic¢no je lakse dati odgovor na pitanje da li red konvergira, nego mu nac¢i sumu
ako znamo da konvergira. U slucaju redova ¢iji su svi ¢lanovi pozitivni’, ispitivanje
konvergencije svodi se na ispitivanje ograni¢enosti niza parcijalnih suma {s,}, jer je niz
parcijalnih suma monoton i ogranicen, pa na osnovu Teoreme 2 iz 3.8 red konvergira.
Neka su > a, i) b, redovi s pozitivnim ¢lanovima, tj. a,,b, > 0 za Vn € N. Ako pos-
toji ng € N takav da za n > ng je a, < by, red >_ b, nazivamo majorantom reda > a,,
a red Y a, minoranom reda > b,. Sada dajemo nekoliko kriterijuma konvergencije
redova sa pozitivnim ¢lanovima.

Teorema. Neka su > a, i Y b, redovi s pozitivnim c¢lanovima. Tada vaze sledeci
kriterijumi konvergencije:

7 Redovi sa pozitivnim ¢lanovima.
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(i1) Red je konvergentan ako ima konvergentnu majorantu, a divergentan ako ima
divergentnu minorantu.

(i2) Neka je lim % = r. Ako je

a) 0<r< +noo tada oba reda ili konvergiraju ili divergiraju;

(a) : giraj giraju;

(b) r=01ired > a, divergira, tada i red Y _ b, divergira;

(¢) r=01ired ) b, konvergira, tada i red ) a, konvergira;

d) r=+oc0ired ) a, konvergira, tada i red ) b, konvergira;

(d) gira, gira;

(e) r = +o0 ired > b, divergira, tada i red »_ a,, divergira.

Intl _ q. Ako je ¢ < 1, tada red ) a,

(i3) Dalamberov kriterijum. Neka je lim

n
konvergira, a ako je ¢ > 1, tada red >_ a,, divergira.
(i4) Kosijev kriterijum. Neka je lim /a,, = q. Ako je ¢ < 1, tada red > a,, konvergira,
a ako je ¢ > 1, tada red ) a,, divergira.

Qn,
konvergira, a ako je ¢ < 1, tada red ) _ a,, divergira.

(i6) Gausov kriterijum. Neka postoji ng € N, s > 11 M > 0 takvi da je

(i5) Rabeov kriterijum. Neka je limn <1 — a”“) = q. Ako je ¢ > 1, tada red >_ a,,

a (8% n
NI (D
(n+1 n n

zan > ny,

9

gde je |f(n)| < M za sven > nyg, tada red Y a, konvergira, ako je ¢ > 1 ili ako
jeq=1lia>1,idivergiraakojeq<lilig=11ia<1.
Dokaz. Dokazimo prvu varijantu poredbenog kriterijuma (il), dok dokaze ostalih tvrdnji izostavljamo.

Neka red ) a,, ima konvergentnu majorantu » b, = b i neka je a,, < b,. Niz parcijalnih suma {s;} reda " a,
ogranicen je odozgo, si < b. Kako je a,, > 0, niz {s} je i strogo rastuéi pa konvergira prema Teoremi 2 iz 3.8.
Druga tvrdnja je ocigledna. Dokazi svih pomenutih kriterijuma zasnivaju se na poredbenom kriterijumu datog

reda sa geometrijskim ili harmonijskim redom. U

Rabeov kriterijum se koristi ako Dalamberov kriterijum ne daje odgovor, tj. kada je
lim(ay,41/a,) = 1, a Gausov ako ni Rabeov kriterijum ne daje odgovor.

Primer 1. Kako je % < \/Lﬁ, red ) \/Lﬁ divergira jer ima divergentnu minorantu » %
Istu ideju mozemo primeniti i na red ) #, koji divergira za p < 1.

Primer 2. Ispitajmo konvergenciju reda Y —1—

n(n+1)"
1 1 1
Zbog —— = — — vazi
nin+1) n n+1
k
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
U T [
ok Zn(n—i—l) R T S S s S Sy k417

n=1
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1
s@ﬁ&ﬂka=L]%d§:(:j—
mn

2 takode konvergira jer ima konvergentnu majo-

1
rantu Z m Tada konvergira i red

1 1 T
— 1 - _r
Sada zbog poredbenoo kriterijuma red Y & konvergira za p > 2.

Primer 3. Ispitajmo konvergenciju reda Z n koriste¢i Dalamberov kriterijum.

Red konvergira po Dalamberovom kriterijumu jer je

n-+1
- 1 1
lim & g 3 P L g

Red konvergira i po Kosijevom kriterijumu jer je

1
nmyazhmw%;§<L

Primer 4. Dokazati konvergenciju reda,

- RPN S S
zxﬁ—4—+§+§+ﬂ+~w

n=0

koriste¢i Dalamberov kriterijum.

6. Apsolutna i uslovna konvergencija. Alternirani redovi

3.18. Apsolutna konvergencija. U prethodnoj tacki dati su kriterijumi konvergen-
cije za redove s pozitivnim ¢lanovima. U ovoj tacki bavimo se redovima c¢iji ¢lanovi
imaju razlicite predznake. U nekim slucajevima pomaze nam teorema o apsolutnoj

konvergenciji.

Kazemo da je red ) a,, apsolutno konvergentan (ili da konvergira apsolutno) ako konver-
gira red »_ |ay|.

Primetimo, da za redove s pozitivnim ¢lanovima koje smo razmatrali u prethodnoj
tacki (jer je a, = |a,|) nema razlike izmedu konvergencije i apsolutne konvergencije.
Navedimo sada nekoliko osnovnih teorema o apsolutno konvergentnim redovima.

Teorema 1. Ako je red ) a, apsolutno konvergentan, tada je on i konvergentan.

Dokaz. U dokazu koristimo ¢injenicu da je svaki Kosijev niz konvergentan, koju primenimo na red parcijalnih
suma. Kako je red {s; = Zf:o la;|} konvergentan on je i Kosijev, tako da Ve > 0 postoji neko ng takvo da za
sve n > ng i za sve m € N sledi da je

n+m n

> lail =2 lai
i=0 i=0

n+m

= Z |ai|<€.

i=n-+1

(75) |Sntm — sn| =
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Sada posmatrajmo niz parcijalnih suma reda > ay, tj. niz {py = Zf:() a; }. Koristeéi nejednakost (75), kao i
nejednakost mnogougla za apsolutnu vrednost

n+m n n+m n+m
Prm = ol = | D ai =Y ai| = | Y ai| < Y ai <e,
i=0 i=0 i=n+1 i=n+1
odakle sledi da je red {p;} Kosijev?®, pa je i konvergentan. O

Apsolutno konvergentni redovi imaju sledece svojstvo.

Teorema 2. Redosled sabiranja apsolutno konvergentnog reda » . a, ne utic¢e na sumu
reda. Preciznije, za proizvoljnu bijekciju 0 : N — N i apsolutno konvergentni red

Y a, vazidaje ) a, =) Gy

Primedba. Redovi koji su konvergentni, ali nisu apsolutno konvergentni zovu se uslovno
konvergentni redovi. Uslovno konvergenti redovi nemaju svojstvo iz prethodne teoreme.

Primer. Primetimo da npr. redovi

11 1 1 1 1

14+ -4 - = ..
(76) 2+4 8+16 32+64
1 1 1 1 1 1

() T2 ats T R e

apsolutno konvergiraju jer se njihovi redovi apsolutnih vrednosti podudaraju sa kon-
vergentnim geometrijskim redom Y 1/2"71.
Prema prethodnoj teoremi sume redova (76) jednaka su:

4 16 ' 64 2 4 16 ' 64 11 2 1173

1

4
PR PR SR W2 S SEE SRR W 2 S SUNE SRR WY RS S NS SR
8 64 2 16 128 4 32 256 - 2 4)1-1 7

3.19. Alternirani redovi. Pitanja konvergencije i pronalazenja suma redova c¢iji
¢lanovi imaju razlicite predznake, a koji nisu apsolutno konvergentni, je kompliko-
vanije. Red Y a, za koji je signa,;; = —signa, za svaki n € N zove se alternirani
red. U slucaju alterniranog reda, imamo slede¢u teoremu poznatu kao i Lajbnicov
kriterijum konvergencije.

Teorema (Lajbnic). Alternirani red ) a, konvergira ako vazi:
(i1) (dng € N) takav da za n > ng sledi |ap1| < |an|,
(i2) lima, = 0.

Primer. (il) Alternirani harmonijski red

1 1 1 1
Z(—l)”—lﬁ:1—§+§—Z+---:ln2

8 Primetimo da smo pokazalida (Ve > 0) (Ing € N) takvo da za sven > ngizasvem € Nsledida je |pptm—pnl| < €.
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konvergira po Lajbnicovom kriterijumu, ali ne konvergira apsolutno jer red apsolutnih
vrijednosti > < divergira.

(i2) Alternirani red

i(—l)”l_l L1111

~2m-1 1 3 5 7 9 11 47
takode konvergira po Lajbnicovom kriterijumu, ali ne konvergira apsolutno jer red
> Tl—l divergira. Dakle, pomoc¢u ovog reda moguce je izracunati numericku vrednost
broja m, iako je konvergencija vrlo spora, pa se u praksi koriste drugi redovi koji

znacajno brze konvergraju.

Primedba. Pokazimo da Teorema 2 iz prethodne tacke ne vazi za alternirani harmonijski
red, tj. da suma reda koji je konvergentan ali nije apsolutno konvergentan ovisi o
redosledu sabiranja. Prvo primetimo da su i pozitivni i negativni deo alterniranog
harmonijskog reda beskonacni, t;j.

1 1 1 1 1 1

3y =52y = T 25y 1752y, = T
Pretpostavimo da je dat proizvoljni realni broj « (npr. a > 0), tada uzmemo onoliko
pocetnih pozitivnih ¢lanova reda dok njihova suma ne bude vec¢a od «, zatim uzmemo
onoliko pocetnih negativnih ¢lanova niza tako da ukupna suma pozitivnih i negativnih
¢lanova ne bude manja od «, zatim onoliko pozitivnih ¢lanova dok ne predemo «, i tako
dalje. Ovaj algoritam mozemo ponavljati unedogled jer je svaki ostatak od pozitivnog
i negativnog dela i dalje beskonacan. Dakle, suma reda bi¢e jednaka a. Ovo je samo
specijalni sluc¢aj poznate Rimanove (Riemann) teoreme.

Teorema (Riman). Neka je 3 a, uslovno konvergentan red i neka je a € R?, tada
postoji bijekcija 0 : N — N takva da je o = ) ay(y) -

IR =R U {400, —c0}.
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Neprekidne funkcije

1. Limes funkcije

4.1. Limes funkcije. Neka je data funkcija f : D — R. Broj a € R zove se limes
ili grani¢na vrednost funkcije f u tacki x(, ako je f definisana na nekoj okolini tacke
xo (tj. na nekom intervalu (¢,d) C D) osim mozda u tacki x,

ako za svako € > 0 postoji § = d(e) > 0 takvo da za sve x za koje je
0<|r—mo| <0 vazi |f(x)—al<ce.

Podsetimo se da skup |z — 20| < § mozemo zapisati i kao okolinu (zg — 8, zg +6) = I,
i kako u gornjoj definiciji tacka zo ne mora biti u domenu funkcije f uvedimo oznaku
Igo = Igo \ {z0} . Sada se gornji iskaz moze napisati u skrac¢enoj formi kao:

ako za svako € > 0 postoji § = 6(¢) > 0 takvo da za x € I sledi da je f(x) € IZ.
Oznaka koja se koristi za limes funkcije u tacki je,

a= lim f(x).

Primedba. Pojam limesa funkcije moze se definisati na ekvivalentan nacin preko kon-
vergencije limesa nizova: za funkciju f koja je definisana na nekoj okolini tacke x,
osim mozda u tacki x(, kazemo da ima granicnu vrednost (limes) a u tacki x ako za
svaki niz {z,} koji konvergira ka xy niz njegovih slika { f(x,)} konvergira ka a.

Ova druga definicija limesa funkcije preko limesa nizova obi¢no se koristi u dokazi-
vanju da neki niz nije konvergentan, jer je dovoljno naéi (samo!) jedan niz {z,} koji
konvergira ka x, ali niz njegovih slika { f(z,)} ne konvergira ka a.

4.2. Limes sleva i sdesna. Ponekad je potrebno ispitati da li funkcija f: D — R
ima limes sleva (levi limes) ili sdesna (desni) limes. Definicija je slicna kao i kod
definicije limesa samo je potrebno d-okolinu tacke xy zameniti u slucaju levog limesa
intervalom (z¢ — §,z¢), a u slu¢aju desnog limesa okolinom (xg,z¢ + §). Preciznije,
a € R zove se levi limes funkcije f u tacki xg, ako je f definisana na nekoj okolini tacke
zo (tj. ne nekom intervalu (¢, d) pri ¢emu je ¢ < zp < d) osim mozda u tacki x,

ako za svako € > 0 postoji § = 6(¢) > 0 takvo da za sve x € (xy — 9, zp),
vazi |f(x) —a| <e.
Oznake koje se koriste za limese funkcije sleva odnosno sdesna su:

lim f(z) odnosno ,lierf(x).

T—To—

95
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Primer. Posmatrajmo funkciju signum koja je definisana na slede¢i nacin

1, zax>0,
sgn(z) =¢ 0, zax=0,
-1, zazxz<0.
Kako je funkcija signum konstanta na (—oo, 0) i (0, co) vidimo da je h%l sgn(z) = —11

111%’5r sgn(z) = 1. Dakle, levi limes funkcije i desni limes funkcije se razlikuju medusobno,

ali se oba razlikuju i od vrednosti funkcije u posmatranoj tacki jer je sgn(0) = 0.

4.3. Limes u R. Prirodno se nameée pitanje definisanje limesa funkcije f: D — R
u R, tj. kada z — 200 (u ovom slu¢aju domen D funkcije f mora biti neogranic¢en sa
one strane sa koje trazimo limes) ili kada f(z) — do00. Definicije ovih limesa zapravo
zahtevaju razlikovanje tacaka 0o od ostalih tacaka skupa R. Tako dobijamo sledece
definicije iskazane na formalnom jeziku:

(i1) lim f(z) =400 <= (VM >0)(3J>0) tako da za sve :EGDﬂng = f(z)> M.

T—T0

(i2) lim f(z)=—00 <= (VM >0)(35>0) tako da za sve reDNI), = f(z)<-M.

(i3) xli)grloof(:p):a < (Ve>0)(IN >0) takodazasve z € DN(N,+x) = |f(z)—a|<ce.
(i4) xEIow(x):a < (Ve>0)(IN <0) takodazasve z € DN(—00,—N) = |f(z)—a|<e.
(i5) xllrgof(x):+oo <~ (VM >0)(3IN >0) takodazasve x€ DN(N,+0) = f(z)>M.
(i6) xll%of(x):—m <~ (VM >0)(IN >0) takodazasve z € DN (N,+0) = f(z)<-M.
(i7) xEIElOOf(l‘):—l—OO <— (VM >0)(3N >0) takodazasve x € DN(—00,—N) = f(z)>M.
(i8) lim f(z)=-00 <= (VM >0)(3IN >0) takodazasve x € DN(—00,—N) = f(z)<—-M.

r——00

(12) iz gornje liste mogu posmatrati
f(x) =1/x vazi,
1 1

lim — = —o0, lim — = +o00.
z—0_ z—04 X

Primer 1. Primetimo prvo da se za limese tipa (il) i
levi i desni limesi funkcije. Tako npr. za funkciju

Primer 2. Funkcija f(x) = 1/x je primeri za limese tipa (i3) i (i4), jer je
1 1
lim — =04, lim —=0_.
r—+o0 r——00

Oznake 0_ i 04 znace da se 0 priblizavamo preko negativnih odnosno pozitivnih bro-
jeva.

Lyrednost od sgn(0) mozemo izabrati proizvoljno i ona neée popraviti neprekidnost u tacki 0.
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Primer 3. Funkcija f(x) = e® je primer za limese tipa (i4) i (i5) jer je

lim e* = 400, lim e*=0.
T—+00 T——00
Primetimo da je funkcija g(z) = —e” je primer za limese tipa (i6), funkcija h(z) = e™*
je primer za limese tipa (i7), dok je funkcija i(z) = —e™ primer za limese tipa (i8).

2. Svojstva limesa funkcija

4.4. Svojstva limesa funkcije. Kao sto je i za ocekivati limesi funkcija u tacki i
limesi nizova imaju mnoge slicne osobine. Dokazi tih osobina su takode vrlo sli¢ni.
Tako imamo sledece teoreme.

Teorema 1. Ako postoji lim,_.,, f(z) tada je on jedinstven.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dva razlicita limesa funkcije f u tacki zg, tj. limg sz f(z) = a i
limg_,z, f(z) =b,a < b. Tada za ¢ = (b — a)/4, postoje d, > 01 &, > 0 takvi da kada je
(a) z¢€ Igg onda je f(x) € I, (b) ze Ifgg onda je f(x) € I .

Sada za § = min{d,,0p} sledi da je f(z) € IS i f(x) € If, tj. f(z) € I;NI; =0, sto je nemoguce i dokaz je
gotov. O

Teorema 2. Neka funkcije f i g imaju limese kada x — xq. Tada vazi
(i1) lim (f £ g)(x) = lim f(z) £+ lim g(z),
(i2)  lim (c f)(x) = ¢ lim f(x),

T—2T0

(8) lim (f-g)(x) = lim f(z) lm g(x),

(i4) lim (£> () = tim, ., /(2) , akoje lim g(z) # 0.

z—1 \ g - limy_y, 9(7) T—(
Dokaz je analogan kao i kod nizova samo je potrebno malo izmeniti frazeologiju:
. (Ing) Vn >ng) = |a, —b| < e kod nizova potrebno je zameniti sa,
. (3 VxeD)|lxr—xy| <d = |f(x)—a| <e, kod funkcija.
Napomena. Ista svojstva, kao u prethodnoj teoremi, vaze i za levi (x — z(_) i desni

(x — x4 ) limes.

Teorema 3 (’dva policajca’). Neka je lim f(x) =a = lim g(z). Ako postoji 6 > 0

T—xTg T—Tg

takvo da je za neku funkciju h ispunjeno
f(x) < h(zr) < g(x) Ve (xg—0,x9) U (xg,x0+0),
tada je lim h(z) = a.

Dokaz. Analogan onom kod nizova. n

Teorema 4. Neka je f: D — E i g: E — R dve funkcije. Ako su ispunjeni
sledeci uslovi,

(i1) postoji lim g(y),
Yo—Y
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(i2) ako za svaku okolinu I "o = jyo N E tacke yy € E koja ne sadrzi yy postoji isto
takva okolina tacke xo € D, I',, = I,, N D tako da je f(I'y,) C I'y,.

tada postoji i lim (g o f)(x) i vazi formula:
To—X

lim (go f)(z) = lim g(y),  gdejey= f(x).

To—T Yo—y

Sin x
= 1.

4.5. Jedan vazan limes. Pokazimo da je }LiII(l)
—0 X

Koristimo Teoremu 3 iz prethodne tacke, primenjenu na funkcije f(x) = sinx, g(x) =
tanz i h(x) = x. Dobro je poznato da za /2 > x > 0 vazi,

(78) siny < r < tanz, ili nakon delenja sa sin x
T 1
(79) l<—< : ili nakon uzimanja recipro¢nih vrednosti
sinx  cosz
sinx
(80) 1> > COoST.
x

Kako su sve tri funkcije sinz, z i tanx neparne za z € (—7/2,0) vazi¢e nejednakosti
(79), jer za x < 0 dobijamo suprotne nejednakosti od onih u (78), ali nakon mnozenja sa
sinz < 0 dobijamo nejednakosti (79). Kako je illin% 1= }llim cos x, iz prethodne teoreme

—0

i nejednakosti (80) sledi tvrdnja.

3. Neprekidnost

4.6. Neprekidne funkcije. Posmatramo funkciju f : D — R, gde je D C R,
koja je definisana u nekoj okolini I, tacke a. Opisno govoreéi funkcija f neprekidna
je u tacki @ € D ako se njene vrednosti f(z) priblizavaju vrednosti f(a) kada se x
priblizava tacki a. Preciznije imamo slede¢u definiciju.

Funkcija f : D — R neprekidna je u tatki a € D, ako (Ve > 0) (36 >0) (Vx € D)
takav da iz D D |z —a| < 0 sledi |f(z) — f(a)| < €.

Geometrijska  interpretacija  limesa v1

funkcije f(Ciji domen sadrzi neku a = f(zo)
okolinu tacke a) u tacki a sastoji se

u tome da postoji neki pravougaonik a

[a —d,a+4 0] x [f(a) — ¢, fa) + €] koji
sadrzi grafik funkcije f restringovan na

segment [a — d,a + 6], tj. sadrzi skup | . x . .
f(la =d,a+3)) € [f(a) = & f(a) + €] vl et o
(dej Sliku 1). POJ am neprekidnosti Slika 1. Neprekidnost funkcije u tacki

funkcije f u tacki a ekvivalentan je sa
postojanjem limesa funkcije u tacki a, koji je jednak vrednosti funkcije u toj tacki,
tj. f(a). Drugim rec¢ima funkcija f je neprekidna u tacki a ako komutira sa znakom
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limesa, tj.

lim f(z) = f(a) = f(lim z).

r—a r—a

Funkcija f je neprekidna na skupu £ C D ako je neprekidna u svakoj tacki skupa F.
Funkcija f je neprekidna ako je neprekidna u svakoj tacki svoga domena D. Skup svih
neprekidnih funkcija na skupu £ C R obelezava se sa C(E,R) ili krace C'(F).

Primer 1. Konstantna funkcija f : R — R, f(x) = a je neprekidna u svakoj tacki
x € R . Jasno, sa proizvoljni € > 0 moze se uzeti bilo koji broj 6 > 0.

Primer 2. Funkcija f(x) = x neprekidna je na R.

Zaista, za proizvoljnu tacku xg € R vazi da je |f(x) — f(xo)| = |x — x| < € ako je
lz — x| <d=c¢.

Primer 3. Funkcija f(x) = sinx je neprekidna na R.

Zaista, za proizvoljnu tacku xy € R vazi da je

. . rT+xTy . T— X0
]smw—smm(ﬂ = |2cos sin

2 2

< 2lsin T 10 — = |z — x9],

odakle je |z — x| < d=¢.
Ovde smo koristili da je |sinz| < |z].

4.7. Tacke prekida. Neka je funkcija f definisana u nekoj okolini tacke xo, I5 (I =
(xg — €,x0 + €)), osim eventualno u samoj tacki zy. Funkcija f ima otklonjivi prekid u
tacki zg ako je
lim f(z)= lim f(z)=a€R,

T—Tg_ l‘—>x0+
pri cemu f ili nije definisana u tacki z ili je f(z¢) # a. Prekid se otklanja tako Sto
definisemo f(zy) = a.
Funkcija f ima prekid prve vrste u tacki xy ako postoje levi i desni limesi u tacki x
koji su konacni i razli¢iti.
Funkcija f ima prekid druge vrste u tacki xo ako je barem jedan od levog i desnog
limesa u tacki xy beskonacan ili ne postoji.

Primer 1. Funkcija f(z) = % ima otklonjivi prekid u tacki x = 0. Prekid se otklanja
sin

tako sto definisemo f(0) = 0, jer je Illin% = 1, i tako dobijamo neprekidnu funkciju

x
na Citavom R.

Funkcija sgn(z) ima u tacki x = 0 prekid prve vrste. Zaista, u toj tacki postoje levi i
desni limes koji su konacni, ali razlic¢iti.

Funkcija 1/x ima prekid druge vrste u tacki x = 0, jer su levi i desni limes beskonaéni.
0, z<0

Primer 2. Funkcija f(x) :{ .

sin2, x>0

ima prekid druge vrste u tacki x = 0, jer kada © — 0, limes zdesna ne postoji (u sva-
kom, ma kako malom, intervalu oko nule f(z) poprimi sve vrednosti izmedu —1 i 1).
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1, z€Q

Primer 3. Funkcija f(z) = {0 cR\Q
, T

ima u svakoj tacki prekid druge vrste, jer u svakoj ma kako maloj okolini bilo kojeg
realnog broja r ima beskona¢no mnogo racionalnih i iracionalnih brojeva, pa npr. za
e = 1/2 neée postojati § > 0 tako da za svako x € I? vazi da je |f(z) — f(r)] < 1/2.
Drugim re¢ima za svako § > 0 postojaée u okolini I? broj r;5 takav da je |f(rs)— f(r)| =
1>1/2.2

4.8. Lokalna svojstva neprekidnih funkcija. Lokalna svojstva funkcija odnose
se na ponasanja funkcija u nekoj maloj okolini tacaka iz domena funkcije, npr. sama
neprekidnost funkcije u tacki je lokalno svojstvo. Najvaznija svojstva neprekidnih
funkcija sadrzaj su sledece teoreme.

Teorema. Neka je f: D — R funkcija koja je neprekidna u tacki xo € D. 'Tada
vaze sledeca svojstva:

(i1) Funkcija f je ograni¢ena u nekoj okolini tacke x.

(i2) Ako je f(xg) # 0, tada postoji okolina I,,, tacke xy u kojoj funkcija ne menja
znak.

(i3) Akoje g: I,, — R funkcija neprekidna na nekoj okolini tacke xy u kojoj je
i f neprekidna. Tada su i funkcije
(al) (f+9)(z) = f(z)+g(z),
(a2) (f-g)(x) = f(z) g(z),
@) (D=1 wojosw 20
definisane u nekoj okolini tacke xy i neprekidne u x.
(i4) Ako je funkcija g : E — R neprekidna u tacki yy € E pri ¢emu je
f:D— E, f(xg) =yo if jeneprekidna u tacki xy, tada je i kompozicija
(g o f) definisana na D i neprekidna je u tacki x .

Dokaz. (il) sledi direktno iz definicije.

(i2) Neka je npr. f(xg) > 0, tadazae = f(xg)/2 postoji & > 0 tako da za sve x € I? vazi daje |f(zo)—f(z)] <e,
tj.

0 < f(20)/2 = f(wo) — e < f(x) < flag) + & = g (o).

Dakle, na okolini I° funkcija f je pozitivna, tj. ima isti znak kao i u tacki f(zg). Slicno, se tretira i slucaj
kada je f(zo) <O.
(i3) sledi iz svojstava limesa Teoreme 2 iz tacke 4.4 i ¢injenice da ako je funkcija neprekidna u tacki xp da onda
primena limesa i dejstva funkcije komutiraju.
(i4) sli¢no kao u dokazu (i3), tj.

lim(go f)(z) = lim (¢(f(2))) = lim (9(y)) = g(y0) = 9(f(x0)) = (g 0 f)(z0)- O

T—XT0 y—)yo

2 Ako je r € Q tada izaberemo da je rs iracionalan i obratno.
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Vazna primedba. Svojstva (i3) i (i4) iz prethodne teoreme znatno pojednostavljuju
prakticno nalazenje limesa funkcija. Jedna od osnovnih ideja u resavanju raznih prob-
lema (a pogotovo matematickih) jeste svodenje polaznog problema na veé¢ reseni. U
ovom kursu ta ideja se provodi na sledeéi nacin®: prvo se po definiciji nadu osnovni i
vazni limesi (vidi tacku 3.14), a zatim se iskoriste svojstva limesa (izvoda, integrala)
iz. ove teoreme i njoj analognih za izracunavanje komplikovanijih limesa (izvoda, inte-
grala).

Primer 1. Polinom f(x) = a,2" + a, 12" 1+ -+ + a1z + ag, pri éemu su koeficijenti
a; € R ,a, # 0, je neprekidna u svakoj tacki skupa R, jer je funkcija g(z) = =
neprekidna za svako z € R, pa prvo primena (a2) iz (i3) prethodne teoreme daje da
je a,x™ neprekidna, a zatim primena svojstva (al) iz iste teoreme daje da je f(x)
neprekidna.
. . . P(x) . . .. .
Primer 2. Racionalna funkcija R(z) = m, gde su P(x) i Q(z) polinomi, je neprekidna
x

na Citavom domenu tj. gde je Q(z) # 0. Ovo sledi iz prethodnog primera i svojstva
(i2) (a3) iz prethodne teoreme.

4. Globalna svojstva neprekidnih funkcija

4.9. Globalna svojstva neprekidnih funkcija. Globalno svojstvo funkcija je ono
koje se odnosi na ¢itav domen funkcije.

Teorema (Bolcano-Kosi). Neka je f neprekidna na segmentu |a,b] takva da je
f(a) - f(b) < 0(tj. brojevi f(a) i f(b) su suprotnih znakova), tada postoji tacka
c € (a,b) takva da je f(c) = 0.

Dokaz. Podelimo segment [a,b] na dva segmenta jednakih duzina I1 = [a,(a+b)/2] i Io = [(a+1)/2,b]. Ako
je f((a+0)/2) =0, onda smo gotovi, ako je f((a +b)/2) # 0 tada tacno jedan od segmenata I; i I» ima istu
osobinu kao i polazni segment [a, b], tj. proizvod vrednosti funkcije u njegovim krajevima je manji od 0. Sada
sa tim segmentom ponovimo proceduru i nastavimo na isti nacin dalje. Tada ili u jednom od koraka nademo
tacku ¢ (koja je srediste jednog od segmenata) takvu da je f(c¢) = 0 ili dobijemo niz umetnutih segmenata
{I,,} pri ¢emu njihova duzina tezi 0 (jer u svakom koraku podelimo prethodni segment na dva dela i tako mu
prepolovimo duzinu) i svaki od njih ima osobinu da vrednosti funkcije f u njegovim krajevima ima suprotan
znak. U drugom slucaju postoji jedinstvena tacka ¢ € (a,b), vidi Teorema iz 3.12 koja se nalazi u svakom od
segmenata. Iz definicije umetnutih intevala {I,,} dobijamo dva niza levih {a,}, odnosno desnih {b,} krajeva
segmenata, takvih da je npr. f(a,) <0, f(b,) >0 ilima, = limb, = ¢. Prema osobini limesa sledi da je

lim f(a,) =c<0 1 limf(b,) =c>,0
odakle sledi da je f(c) = 0. Dakle, u oba slucaja sledi da postoji ¢ € (a,b) takva da je f(c) =0. O

Primedba. Dokaz prethodne teoreme sadrzi i algoritam (metoda polovljenja segmenta)
za trazenje nula neprekidne funkcije f(x).

Posledica. Ako je ¢ : I = [a,b] — R neprekidna i akoje ¢(a) = A i ¢(b) = B, tada
za svaki C' € (A, B) postoji tacka c € (a,b) takva da je ¢(c) = C.

31 u trazenju limesa nizove, limesa funkcija, izvoda funkcija i integrala.
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Dokaz. Posmatrajmo funkciju f(z) = ¢(x) — C, koja je neprekidna na intervalu I i kako je f(a) - f(b) =
(A-C)(B—-C) < 0, prema prethodnoj teoremi zaklju¢ujemo da postoji ¢ € I takav da je 0 = f(c) = ¢(c) —C,
odakle sledi tvrdnja. O

Primer. Neka je f(z) = a,2"+a, 12" '+---+a1x+ag, polinom neparnog stepena sa
realnim koeficijentima, tj. neka je n=2m —1,m € N i a, # 0. Tada se za dovoljno
veliko M € R polinom f(z) ponaSa kao njegov vodedi ¢lan (koji je po apsolutnoj
vrednosti veé¢i od sume svih ostalih ¢lanova). Dakle, ako je a, > 0(a, < 0) tada
jezasve © > M f(x) > 0(f(x) <0)izasve x < —M f(z) < 0(f(x) > 0)1i
primena prethodne teoreme implicira egzistenciju nekog realnog broja ¢ takvog da je
f(c) = 0. Time smo pokazali sledece tvrdenje: polinom neparnog stepena sa realnim
koeficijentima ima barem jednu realnu nulu.

Polinom parnog stepena sa realnim koeficijentima, npr. f(z) = 22+ 1, ne mora imati
realnu nulu.

4.10. Teorema (Vajerstrasa o ekstremnim vrednostima). Neka je funkcija
f: I =la,b] — R neprekidna. Tada je f ogranicena na I, i postoje tacke iz I u
kojima funkcija prima najmanju i najvecu vrednost.

Dokaz. Zbog lokalnih svojstava neprekidne funkcije Teorema (il) iz 4.8., sledi da za svaku tacku x € I postoji
okolina I, takva da je na skupu I, = INI, funkcija f ogranicena. Unija svih takvih okolina I, x € I obrazuje
otvoreno pokrivanje? segmenta I, pa prema lemi o kona¢nom pokrivanju mozemo naéi konaéno pokrivanje
segmenta I okolinama I, I,,,...,I;, . Kako je funkcija ograni¢ena na svakoj od okolina I ;, imamo da je
mj < f(z) < Mj, mj, M; e RVj=1,2,..., k. Time smo pokazali da za svaki « € I vazi da je

min{my, ma,...,mg} < f(x) < max{My, Ma,...,mp},

tj. funkcija f je ogranicena na I.

Za drugi deo dokaza obelezimo sa M = sup{f(z),z € I} (m = inf{f(x),x € I}.) Pretpostavimo da je za
svaki € I, f(z) < M, jer u suprotnom nemamo Sta dokazivati. Tada je funkcija M — f(z) neprekidna i
pozitivna na segmentu I i poprima vrednosti po volji bliske 0°. Posmatrajmo funkciju 1/(M — f(z)) koja je
(zbog lokalnih svojstava neprekidnih funkcija), neprekidna na segmentu I, a s druge strane je neograni¢ena na
I sto je u kontradikciji sa upravo dokazanom ograni¢enosti neprekidne funkcije na segmentu.

Dakle, postoji tacka xp; € I takva da je f(xp) = M. Analogno se pokazuje da postoji tacka xz,, € I takva

daje f(xzp)=m. O
Posledica. Neka je funkcija f : I = [a,b] — R neprekidna. Tada je f([a,b]) =
[m, M| .

4.11. Neprekidnost i monotonost. Neka je f : I = [a,b] — R neprekidna
funkcija. Ako je funkcija strogo rastuca ili strogo opadajuca na I onda je ona oc¢igledno
injektivna. Ali vazi i obrat, jer ako pretpostavimo da nije tako tada postoje tri tacke
r1 < T < xg segmenta [a, b] takve da f(x2) nije izmedu f(z1) 1 f(x3). U ovom slucaju
ili je f(x3) izmedu f(x1) 1 f(x2), ili je f(x1) izmedu f(x2) i f(x3). Razmotrimo drugu
mogucnost, tada je funkcija f neprekidna na segmentu [x2, z3] i postoji tacka (prema
Posledici 4.9) y € [x9, x3] takva da je f(y) = f(x1). Dakle, pronasli smo tacku y > x;

4 Kazemo da je sistem F = {X} skupova pokrivanje skupa Y ako je Y C |y p X. Vazi sledeca lema (Borel-Lebeg).
U svakom sistemu intervala koji pokrivaju segment [a,b] postoji konacan podsistem koji takode pokriva segment [a, b].
5 Sledi iz definicije supremuma skupa A.
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takvu da je f(y) = f(x1), sto je u kontradikciji sa injektivnosti funkcija f. Time smo
pokazali propoziciju.

Propozicija 1. Neprekidna funkcija f : I = [a,b] — R je injektivna akko je f
strogo monotona na segmentu 1.

Takode dve sledece propozicije sadrze vazna svojstva neprekidnih funkcija.

Propozicija 2 (kriterijum neprekidnosti monotone funkcije). Monotona funk-
cijana f : I = [a,b] — R je neprekidna ako i samo ako je f(I) = [f(a), f(b)] (f
rastuca) ili f(I) =[f(b), f(a)] (f opadajuca).

Propozicija 3. Neka je funkcija f : 1 = [a,b] — R strogo monotona i neprekidna,

tada je f(I) = J, segment (f(I) = [f(a), f(b)] ili f(I) = [f(b),f(a)]) i inverzna

funkcija f~':J — I je dobro definisana i neprekidna.






GLAVA 5

Diferencijalni racun

1. Izvod funkcije

5.1. Definicija. Neka je data funkcija f : [ = [a,0] — R i ¢ € (a,b), tada ako
postoji broj

T2 T — Xy

nazivamo ga izvodom funkcije f u tacki xzy. Takode tada kazemo da je funkcija f
diferencijabilna u tacki zy. Primetimo da se (81) moze zapisati na ekvivalentne nacine

flx) = flxo) _ Flxo) +alz), gdeje lim a(z)=0, ili

T — Xy T—Xg

o(z — )

f(x) = f(wo) = f'(wo)(x — o) + o(x — o), gdeje lim =0.

rT—ro X — X

Ako uvedemo oznaku h = x — z( tada linearnu funkciju f'(xo)(x — x¢) = f'(zo)h u
h nazivamo diferencijalom funkcije f u tacki zy. Sada mozemo reformulisati definiciju

izvoda na sledeéi nacin: funkcija f : I = [a,b] — R je diferencijabilna u tacki
xy € (a,b) ako
(32) P+ h) = f() = A(x)h+ alw, h),

a(z,h)

gde je v — A(x)h linearna funkcija u h, i lim;_o =7=. Sledece veli¢ine igraju vaznu
ulogu,
priradtaj argumenta: A xz(h) = (x+h) —x =h,

prirastaj funkcije: A f(x;h) = f(zx+h) — f(z).

Za diferencijal se koristi i oznaka df (x)(h) = A(x)h = f'(z)h, i on predstavlja linearnu
aproksimaciju funkcije f u okolini tacke x. Iz definicije izvoda (vidi naredni Primer)
ocigledno sledi da je za f(x) =z njen izvod f'(x) = 1, odakle nalazimo i da je

dz(h) =1-h=h,

tako da ponekad kazemo da se diferencijal nezavisne promenljive podudara sa njenim
prirastajem. Takode, imamo

Af(@)(h) = f(@)de(h), il df(x) = f(x)da,
if (z)
d

zbog Cega za izvod koristimo oznaku (Lajbnic) . Napomenimo da je oznaku f'(x)

uveo Lagranz.
105
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Ako je za funkciju f definisana f’ za sve tacke nekog skupa £ C D tada kazemo da je
f diferencijabilna na E' i f’ je realna funkciju na E. Ako je E = D tada kazemo da je
funkcija f diferencijabilna funkcija.

Primedba. Iz definicije limesa sledi da za izolovane tacke skupa D (tj. takve tacke za
koje postoji neka okolina I u kojoj nema drugih tacaka skupa D), izvod nije definisan
iako sama funkcija moze biti definisana. Sledeca teorema pokazuje da je diferencija-
bilnost specijalnije svojstvo od neprekidnosti.

Teorema. Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki xy onda je ona i neprekidna u toj
tacki.
Dokaz. Iz definicije izvoda funkcije f u tacki xg imamo,

lim (f(x) — f(z0)) = lim <f($)_f<x0) (x — x0)> = lim @) = flzo) lim (x — x9) = f'(x9) - 0=0,

T—T0 T—T0 T — X0 T—T0 Tr — X T—T0

Drugim re¢ima vazi da je lim f(x) = f(zo) = f( lim z), tj. funkcija f je neprekidna u tacki zg, vidi 4.6. O
T—T0 T—x0

Primedba. Iz prethodne teoreme vidimo da je biti diferencijabilna funkcija ’bolje’
svojstvo od biti samo neprekidna funkcija. Zbog toga za funkcije koje su neprekidne

na skupu D kaZemo da su klase C°(D), a funkcije ¢iji je izvod neprekidan na skupu D
nazivamo funkcijama klase C*(D).

5.2. Primer. (a) Izvod konstantne funkcije f(x) = ¢ nalazimo iz definicije,

flx+h)— f(z) c—c

/ - . - . . . -
fa) = Jimy h = = i 0=0.
(b) Sli¢no, za funkciju f(z) = z nalazimo,
. fle+h)—f(x) . (x+h)—x . h
f(z) }Ll—u) h }L1—>O h }L1—>0 h !

(¢) Za funkciju f(z) = x? imamo
i flz+h)— f(z) _ i (x + h)? — 22 i 2%+ 2zh + (h)? — 2?

h—0 h h—0 h h—0 h

= lim (22 + h) = 2z.

(d) Pokazite' da je (z") =mna"! zasvakin € N.

(e) Da bismo nasli izvod funkcije f(x) = sinz potrebna nam je sledeca formula
sin(x +y) — sin(x — y) = 2cosxsiny,

koja je posledica adicionih formula za funkcije sinz i cosz. Sada nalazimo,

sin[(z + %) + 4] — sin[(x + &) — 4]

sin(xz 4+ h) — sin(z) 2cos(z + 2)sin

(sine)’ = Jimy h = pm h = h
in bk
= }1336 8122 -}llii%cos (z+ g) = 1-}1}1%00s (z+ g) = cos(}lliir%)(m%— g)) = cos .
(f) Analogno se dokazuje da je (cosz)' = —sinx.

! Indukeijom ili primenom binomne formule.
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5.3. Geometrijska interpretacija izvoda. Izvodi funkcija su neophodni u resavanju
mnogih problema u mnogim naukama kao Sto su: fizika, mehanika, hemija, biologija,
ekonomija, i sl. Njutn (Isaac Newton)? je u XVIL veku poceo razvijati diferencijalni
racun baveci se problemom odredivanja brzine.

Problem brzine. Neka je formulom, s = f(¢), dat zakon kojem se tacka M kreée, pri
¢emu s oznacCava predeni put u nekom vremenskom trenutku ¢. Preciznije pretposta-
vljamo da je kretanje pocelo u trenutku ¢ = 0 i da je f(0) = 0. Tada tacka M do
trenutka ¢t = ¢y prede put sy = f(¢y). Prosecna brzina kojom se tacka M kretala od
trenutka ¢y do trenutka ¢ (¢t > 0) jednaka je

s—sy As

t—ty At
Jasno, ako je f diferencijabilna funkcija, tada kada ¢ — %, gornji izraz tezi ka trenut-
noj brzini tacke M u trenutku %y,

S — 8o As

f'(to).

Dakle, brzina predstavlja izvod puta po vremenu. Slicno se moze pokazati i da je
ubrzanje (akceleracija) izvod brzine po vremenu.

p— p— 1. p—
v = vlto) = Jim 5" =l

Yy
y = f(z) y — flzo) = f(ff»‘o-i—h}z—f(xo) (z — z0)
y — f(zo) = f'(z0)(z — 20)
f(zo+h) M
O e e e
Af(x;h)
N
@ e : : df (o) (h)
f(zo) - Mo :
“Ax(h)
Lk
® ® L >
xo xo + h r

Slika 1. Geometrijska interpretacija izvoda

2 Isaac Newton 1642 1727, engleski fizicar, teorijski mehanicar, astronom i matematicar, jedan od najveé¢ih nauc¢nika
u istoriji formulisao je izmedu ostalog (sa Lajbnicom) osnove diferencijalnog racuna.
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Problem tangente. Otprilike u isto vreme (u XVII. veku) Lajbnic (Gottfried Wilhelm
Leibniz)* je nezavisno od Njutna razvio osnove diferencijalnog ra¢una resavajuéi prob-
lem odredivanja tangente na datu krivu u nekoj tacki iste.

Neka je data kriva svojom jedna¢inom y = f(x), gde je f diferencijabilna funkcija.
Selica (sekanta) krive y = f(x) koja prolazi kroz tacke My(xo, f(xo)) 1 M(x, f(x)), za

Ty # x, je prava Ciji je koeficijent pravca,

tga = f(x;:f;(xo).

Kada © — x, tada secica tezi tangenti krive y = f(z) u tacki My(xq, f(z0)), Ciji je
koeficijent pravca jednak tg ag. Dakle,
T — T — tga — tgag = f(x) .
Stoga je jednac¢ina tangente na krivu y = f(z) u tacki x,
y — f(x0) = f'(z0)(z — w0).

Normala na krivu y = f(z) u tacki z( je prava koja prolazi kroz tacku My(zg, f(z0)) i
normalna je na tangentu u toj tacki. Kako za koeficijente pravaca k; i ks, normalnih

pravih py 1 py vazi veza ky - ko = —1 lako nalazimo jedna¢inu normale (uz f'(z¢) # 0),
1
y — f(xg) = _f’(:r:o)(x — Z).

5.4. Levi i desni izvod. Kako se izvod definise preko limesa i kako smo videli ranije
Sta je levi odnosno desni limes funkcije u nekoj tacki x znamo i Sta su levi i desni
izvod. Preciznije imamo,

(83) levi izvod funkcije f u tacki z je broj: f'(z_) = hh%l fla+ h})L AC) ,
(84)  desni izvod funkcije f u tacki z je broj: f'(zy) = hh%l flz+ h})l — f(z) ’
—Ut

ukoliko limesi na desnim stranama jednakosti (83) i (84) postoje.

Jasno, zakljucujemo da izvod f'(x) u tacki z postoji ako i samo ako postoje levi i
desni izvod i ako su oni jednaki.

Primer. Pronadimo izvod apsolutne vrednosti, tj. funkcije definisane na uobicajen

nacin:
—, x <0,
|| =
x, x > 0.
Funkcija |z| je neprekidna, a za njen izvod vazi :
—1 x <0
{7 Iy = el s
, > 0.

3 Gottfried Wilhelm Leibnitz 1646 —1716, nemacki filozof i matematicar, zajedno sa Njutnom formulisao osnove
diferencijalnog racuna.
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Primetimo da |z|" ima u tacki x = 0 prekid prve vrste, i da funkcija |z| ima u tacki
x = 0 levi i desni izvod koji se ne podudaraju.

2. Svojstva diferenciranja

5.5. Algebarska svojstva diferenciranja. U ovoj tacki bavimo se osnovnim al-
gebarskim svojstvima diferenciranja koja znatno olaksSavaju rac¢unanje izvoda datih
funkcija. Kako se izvodi definiSu preko limesa za ocekivati je da je izvod funkcije
kompatibilan sa osnovnim algebarskim operacijama (vidi tacka 4.4 Teorema 2).

Teorema. Neka su funkcije f,qg : D — R diferencijabilne na skupu E C D, tada za
svaki x € I/ vazi

(i) (f £9)(x) = fi(x) £ g'(x).
(i2) (f-9)(x) = f(z)g(x) + f(z) ¢'(z),
(i3) (g) () = 1200 (‘”;2@{ W2 akoje glx) 0.

Svojstvo (i2) zove se Lajbnicovo pravilo za izvod proizvoda funkcija.

Dokaz. Dokazimo (i3), ostala tvrdenja dokazuju se analogno. 4 Sada redom imamo,

fa+h) _ f(=z)

oy o ge) ~g@ . flarh)gl@) — f(@) gz +h)
(7)) = fim 200 = o T
_ pyy JE R g(2) — f(2) 9(z) + f(z) g(2) — f(2) g(z + h)
h—0 g(@+h)g(x)h
. f(z+h}z—f(1’) g(z) — f(2) 9($+h]1—9(93)
h—0 g(x + h)g(x)
limy, g LI g0y — imy, g f () LEZID e g(a) — f(2)g (2)
a limy, o g(z + h)g(x) B 9%(z) ’
Sto je i trebalo pokazati. L]

Posledica. Iz veze diferencijala i izvoda, prethodna teorema moze se zapisati 1 u
terminima diferencijala. Tako uz pretpostavke prethodne teoreme imamo,

(i1) d(f £g)(z) = df (x) £ dg(z)

(i2) d(f-9)(x) = df (z) - g(x) + f(z) - dg(z),

. oy _ df(x) g(z) — flz)dg(x)

)
Primer. Koristec¢i tacku 5.2 i svojstva diferenciranja iz prethodne teoreme mozemo
izracunati sledece izvode.

ako je g(x) #0.

(a) (1) = (22 - 22) = ()" - 2?2 + 22 - (2®)) =22 - 2% + 22 - 20 = 423,

(b) (tg (L‘)/ _ <Sinx>’ (sinz) - cosz —sinz - (cos )’ B cos? x4 sin? z 1

coS T cos? x cos? x cos? x’

4 Ali dokazi tvrdenja (il1) i (i2) su jednostavniji.
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(C) (ctgz) = (COSx)’ _ (cosx) -sinx — cosx - (sinx)’ - cos? 7 — sin? ) .

sin x 2 2 2

sin“ sin“ z Csin?a

5.6. Izvod kompozicije funkcija. Sledeca teorema pokazuje da se diferenciranje
dobro ponasa i prema kompoziciji funkcija jer vazi:

Teorema. Neka je funkcija f diferencijabilna u tacki x € D(f), a funkcija g u tacki
y = f(z) € D(g), tada je kompozicija go [ diferencijabilna u tacki x i vazi formula:

(85) g(f@)]' =g W) f () =g (f()f(2).

Formula (85) je od velike vaznosti jer ima veliku primenu u praksi buduéi je kompozicija
funkcija jedan od osnovnih nacina konstrukcija novih funkcija iz ve¢ poznatih.

Primer. Primenimo prethodnu teoremu, kao i ostala svojstva diferenciranja da bismo
nasli izvode funkcija.
(a) (23 4 42? — 32)3) = 3(23 + 422 — 32)2 (23 + 422 — 32)" = 3(23 + 42 — 32)?(32% + 8x — 3).

(b) (cos(sinzx)) = —sin(sin z)(sinz)’ = sin(sin x) cos x.

5.7. Izvod inverzne funkcije. Veoma cesto se postavlja pitanje pronalazenja izvoda
inverzne funkcije, kao i analitickih osobina iste. Sledeca teorema i njene general-
izacije (visedimenzionalne) daju odgovor na to pitanje.

Teorema. Nekasu f: D — E i f1: E — R (D,E CR) uzajamno inverzne i
neprekidne funkcije u tackama xy € E i yo = f(xg) . Ako je funkcija f diferencijabilna
u xzg i f'(x9) # 0 tada je i funkcija f~! diferencijabilna u tacki vy i vazi formula

1
f'(wo)

(86) (f ) (o) =

Primedba. Stavige iz ove teoreme (i nekih drugih) sledi da svaka funkcija klase C" (di-
ferencijabilna i ¢iji je izvod neprekidan) u okolinama tac¢aka u kojima se njen izvod ne
ponistava, ima inverznu funkciju koja je takode klase C' u odgovarajuéim tackama, t;j.
ako je f klase C! na nekoj okolini I, i ako je f(zo) # 0, tada postoji okolina I, tacke
yo = f(zo) takva da je C' na I, i (f~1) (y) # 0.

Primer. (a) Funkcija y = 22, koja ima inverznu funkciju za > 0 prema i prethodnoj
teoremi imamo:

111
(z2) 2z 2y’

Primetimo da na levoj i desnoj strani imamo funkciju od y pa mozemo zameniti y s x
i tako dobijamo standardni zapis,

(ﬁ)’:%,

(Vi)' =

x > 0. Primetimo da tacka x = 0 nije u domenu ove funkcije.
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(b) Funkcija y = sinz ima inverznu funkciju za « € [—7/2,7/2] i vazi:

1 1 1 1
(arcsiny)’ = = = = :

(sinz)"  cosx /1 _qinx 1— o2

odnosno, nakon zamene y sa x,

1
ﬁ, c (—1,1)

funkcija arcsinz je definisana na segmentu [—1,1], a njen izvod nije definisan u
rubovima tog intervala.

(arcsinz)" =

(¢) Funkcija y = tgx ima inverznu funkciju za = € (—n/2,7/2) i vazi

1 1 1
(arctgy) = - = cos” 5
(tgx) T l+tglzr 14y
ili nakon zamene y sa =,
1
(arctg ZU)/ = m s r € R.

5.8. Izvod implicitno zadate funkcije. Neka je implicitno zadata funkcija svojom
jednac¢inom F'(z,y) = 0, njen izvod trazimo tako da jednu promenljivu (obi¢no to je
y) shvatimo kao funkciju one druge promenljive (a to je obitno z, tj. y = y(x)) i

primenimo pravila koja su data u teoremama iz tacaka 5.5. i 5.6.

Primer. Odrediti tangentu elipse,

Y
(87) Flay) ==+ 55 —1=0,
u tacki (xo,y0) (< —a < xy < a). Pretpostavimo da je y = y(x) i kako su leva i desna

strana jednacine (87) jednake, jednaki su im i izvodi. Dakle,

2 2 ! b? b?
iﬁrM:O’ — () = -0 T ?
0

a? b? a?  y(xg) a?

Sada iz jednacine tangente (vidi 5.3.) redom nalazimo,

b2
f(x) = f(zo) = f'(wo)(x — x0) ili nakon zamene y — gy = —— @(Q; — )
a” Yo
nakon mnozenja poslednje jednakosti sa a’y, dobijamo
a@%—f%=§%—ﬁw%lﬂmﬁ-—+%—1:0ﬂi&%+¥%:&§,

napokon dobijamo

a’yyo+b?rxo = a*b® ili nakon deljenja sa a®b* dobijamo $0_2 yg—Qy =1.
a
Specijalno, odredimo tangentu na elipsu
2 2
x
Flo,y)==—+L —1=0,

9 o}
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u tacki M (2,yo > 0). Sada prvo nalazimo yy; = 5/3, a zatim prema upravo izvedeno]
formuli dobijamo jednacinu tangente,
_2x  dy 2x

——+% ii 2z43y=0.

1 —
9+5-3 9

Primer. Dokazite da jednacine tangenti na hiperbolu odnosno parabolu

P 2
(h) F(:{;,y):%—%—lzo, (p) Gla,y) = —2la+y>=0,0>0,
u tacki sa koordinatama M (xg,yo) su:
ToT Yoy
(h) —5 =55 —1=0, (0) oy =1z + ).

5.9. Izvod parametarski zadate funkcije. Ispostavlja se da je najprirodniji ® na¢in
zadavanja funkcija u slede¢em vidu,

z = p(t), y=1v@), teDCR,

koji se naziva parametarski oblik zadavanja funkcija. Izvod parametarski zadate funkcije
racunamo na sledeci nacin,

Ly d() _ wnd ()
de ~ dp(t)  podt P

Cesto koristimo kraéi zapis ¥/ = ¢/, y=v¢'(t), x=¢'(t),gdesmo say obelezili
izvod po nezavisnoj promenljivoj x, a = i y obelezava izvod po parametru ¢.

f'(x)

Primer. Odredimo tangentu na krivu zadatu sa
x = 2cost, y = sint, t €10, 2m],

u tacki z = 1, y > 0. Gornja formula daje

,  cost
YT Tosint
Iz x =1 = 2 cost nalazimo da je cost = 1/2 tako da je t = 7/3 ili t = —n/3. Uslov
y > 0 implicira t = 7/3 i y = sinw/3 = v/3/2. Dakle,

T
COS 3

1
1N = —3 =2 — _ 7
y (1) —2sin § 2\/7g 2V/3

tako da je jednacina trazene tangente, y = ———(x — 1) +

SU smislu generalizacije u viSim dimenzijama.
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3. Izvodi elementarnih funkcija

5.10. Izvodi elementarnih funkcija. Jedan vazan element u procesu pronalazenja
izvoda jeste tabela elementarnih funkcija. Izvode svih elementarnih moguce je naci po
definiciji ili koris¢enjem veé ranije pomenutih svojstava izvoda.

Tabela izvoda elementarnih funkcija

Stepene funkcije Konstantna funkcija

(") =ra™ !, reRz>0 )Y =0
Trigonometrijske funkcije Arkus funkcije
(sinz) =cosx, x€R (arcsinz)’ = \/11_7, xz € (—=1,1)
(cosz) = —sinz, xR (arccosz) = —\/11_7 , ze(-1,1)
(tgx)':ﬁ, zeR\{r/24+kn:kelZ} (arctgw)’zl_:mQ, reR
(ctgx) = _Sinlzm , zeR\{kr:keZ} (arcctgz) = _1+1x2 , z€R

Eksponencijalne funkcije Logaritamske funkcije

(@) =a"lna, 1#a>0,reR

/_
zlna

(log, x) , 1#a>0,2>0

(6:1:)/ — 63:7

(Inz) = 1

T

Hiperbolicke funkcije

Inverzne hiperbolicke funkcije

(shz) =chz, xzeR

1

arshz) = , TER
( ) V1+a?
1
chz) =shz, z€R archz) = , z€ (1,400
2
22 _
1
(thx)’:C 7 z€R (arthac)'zl_m2 , ze(—1,1)
1
(ctha) = s ¢ e R\ {0} (arcthz)" = z€e€R\[-1,1]
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5.11. Logaritamski izvod. Logaritamski izvod koristimo za diferenciranje funkcija
oblika

(88) y = hiz) = f(2)").
U onim tackama u kojima izvod postoji vazi,
T g(@)\ _ T glz) [ Dl f(r . f/({E)
(f@)"™) = f(x) (g( ) In(f(x)) + g( )f(x)).

Procedura kojom nalazimo izvod ovom metodom sastoji se od tri karakteristi¢cna ko-
raka:

(i1) logaritmiraju se obe strane jednakosti (88),

(i2) diferenciramo obe strane jednakosti dobijene u koraku (il) pri ¢emu y tretiramo
kao slozenu funkciju®,

(i3) sredimo dobijene formule.

8 |

Primer. Nadimo izvod funkcije y = (1 4 x)=.

Primenom logaritma na obe strane imamo
1
Iny=—-In(1+2),
x

a zatim diferenciranje obe strane ove jednakosti daje,
1 1 1 1

—qd = —"—1In(1 —. .
yy 22 ( +x)+x 1+

Sredvanjem ove jednakosti dobijamo,

1 1 1 1 1 1 1
=y — = (1 - —Z(1+a2)i( -2 |
V== pmra ) =T - T+ )

1

Y

Primer. Izracunajte izvod funkcija y = i y=az"

5.12. Primena diferencijala: priblizno racunanje. Kao sto znamo diferencijal je
najbolja linearna aproksimacija vrednosti diferencijabilne funkcije f u nekoj okolini
tacke njenog domena. Zbog toga je jedna od osnovnih primena diferencijala nalazenje
pribliznih vrednosti funkcije f u nekim tackama.

Ako je vrednost nezavisne promenljive x odredena (izmerena u nekom eksperimentu)
sa pogreskom koja po apsolutnoj vrednosti ne prelazi neki broj h i ako uz tako
izracunat x zelimo odrediti vrednost funkcije y = f(z), tada apsolutna pogreska
vrednosti funkcije priblizno iznosi

A d
|Ay| = |dy| = |f'(z)h|, a relativna pogreska je LA

Primer. Izracunajmo priblizno v/84 koristeéi ¢injenicu da je v/81 = 3.

6 kompoziciju.
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’ 4 ’ 1
V/84 = /BT + =31+ 5

Posmatrajmo funkciju f(z) = 3v/1+ x, a zatim izaberimo zo = 0 i h = 1/27. Ko-
riste¢i diferencijal nalazimo,

Primetimo da je

VBL= flag+h) ~ f(:rg)erf(a;O):f(x0)+f’(a:0)h:f(a:o)+2(1+xo)_ih

3 ]_ .
= 34+°.1.— =3.027.
3+ 15 =302

Napomenimo da je tac¢na vrednost broja /84 na ¢etiri decimale 3.0274.

4. Izvodi viSeg reda

5.13. Izvodi i diferencijali viSeg reda. Neka je data funkcija f: D — R. Njen
izvod (ako postoji) je funkcija f': D' C D — R je funkcija pa je mozemo pokusati
diferencirati. Ako je f’ diferencijabilna tada funkciju (f’)" = f” nazivamo drugim
izvodom funkcije f. Dakle,

f”E(f/)/:D”nggDHR.
Sada indukcijom nastavljamo dalje i definisemo ” n-ti izvod funkcije f kao izvod njenog
(n —1)-og izvoda, tj. f" = (f(”_l))/. Sada je moguce posmatrati funkcije koje su n—
puta diferencijabilne i ¢iji je n—ti izvod neprekidna funkcija na nekom skupu D C R,

koje obelezavamo sa C"(D). Od posebnog su interesa funkcije klase C*(D), tj. one
koje imaju izvode svih redova i ti izvodi su neprekidni.

Primer. (a) Nadimo izvode viseg reda funkcije y = .

Sada redom nalazimo,

= k= ke, o = ke k= k2T, " = KM | = K3eh
i indukcijom lako nalazimo da je n-ti izvod jednak y™ = k"e**
(b) Za polinom y = azz® + asz? + a1 + ag lako nalazimo da je

IV_O
- Y

y = 3as3x? + 2a0x + a, y" = 6azx + 2a2, y" =6as, vy Yy =0, zaj > 4.

Iz ovog primera vidimo da i u opstem slucaju polinoma p,(z) = Z?:o a;x’, n-tog
stepena vredi

P (x) = a,nl, p® () =0, k> n.

Diferencijal viSeg reda definisemo analogno. Neka je y = f(x) dva puta di-
ferencijabilna funkcija. Diferencijal drugog reda funkcije f je diferencijal njenog
diferencijala dy, odnosno d?f = d?y = d(dy). Analogno dalje, ako je y = f(z)

7 Ako postoje svi potrebni izvodi funkcije f.
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n—puta diferencijabilna funkcija, tada je diferencijal n-tog reda funkcije f jednak
d"f = d™y = d(d" ")y = f™dz". Prema definicionoj formuli za diferencijal vazi,

d*y = d(dy) = (dy)'dx = (f'(z)dz)'dx = f"(z)dx - dz = f"(x)dz?.

Primetimo da vazi da je d(dz) = 0. Prethodna formula i definicija diferencijala oprav-
davaju slede¢e oznake®

d
fla)="22 )=

d*y
dz?’

_dy
dan

...... £ ()

Vazna primedba. Uvedena oznaka za izvod veoma je korisna jer pomoc¢u nje mogu
se lako zapisati pravila za diferenciranje kompozicije funkcija, inverzne funkcije i para-
metarski zadate funkcije,

dy

dy_dy dx dy_l dy_%
dz dr dz'’ dx_d_a?’ d:r:_d_y'
dy dt

Primer: Drugi izvod parametarski zadate funkcije. Formulu za drugi izvod parametarski
zadate funkcije dobijamo primenom prethodne formule i formule iz tacke 5.9., tj.

d(a’) (i — i) dt
y//:d(y) _ o \&) 02 _ iyl
dx Edt cdt 3

5. Osnovne teoreme diferencijalnog racuna

5.14. Osnovne teoreme diferencijalnog racuna I. Ako je neka funkcija diferenci-
jabilna tada ona ima odredene dobre osobine koje su posledica njene diferencijabilnosti.
Zbog toga je veoma vazno znati koja osnovna svojstva funkcija su posledica diferenci-
jabilnosti sto je sadrzaj ove i nekoliko narednih tacaka.

Lema (Ferma’). Neka je data funkcija f : D — R i tacka zy € D tako da su
ispunjeni sledec¢i uslovi:

(i1) postoji okolina I,, tacke xy takva da je I,, C D,

(i2) funkcija f je diferencijabilna u tacki x,

(i3) tacka xy je tacka u kojoj funkcija f ima ekstremalnu vrednost (minimum ili
maksimum) na I,.

Tada je f'(xg) = 0.

Dokaz. Bududéi da je po pretpostavci funkcija f diferencijabilna u tacki zg vazi,

(89) f(xo+h) = f(xo) = f'(x0)h + alxo, h)h = (f'(z0) + a(xo, k),

8 Ove oznake je uveo Lajbnic.
9 Pierre de Fermat, 1601 1665, ¢uveni francuski matematicar.
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pri ¢emu «a(xg,h) — 0 kada h — 0 za xg+h € I,,. Kako je x¢ ekstremalna tacka leva strana jednakosti (89)
je nenegativna ili nepozitivna za sve x € I,,. Kada bi f'(z¢) # 0 za dovoljno mali h veli¢ina f'(x¢)+«a(zg, h)
imala bi isti znak kao i f'(zo), jer a(xg,h) — 0 kada h — 0,29 + h € I,. Primetimo da u jednakosti
(89) h moze poprimiti i pozitivne i negativne vrednosti, a kako se znak izraza f'(zg) + a(zp,h) ne menja
za dovoljno malo h (po apsolutnoj vrednosti), zaklju¢ujemo da ¢e desna strana jednakosti (89) na okolinama
(o — d,20) 1 (wo, 20 + J) (za dovoljno malo ¢) imati suprotne znakove (tj. funkcija f ¢ée promeniti znak pri

prolasku kroz tacku xg) $to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je tacka xg tacka lokalnog ekstrema. [

y A

Primedba 1. Fermaova lema daje
neophodan uslov da bi neka tacka
bila ekstremalna tacka diferencijabilne :
funkcije. y =)

tar _M(ﬂfo,f(xo))

Primedba 2. Geometrijski smisao Fer-
maove leme je ocigledan: tangenta na :
grafik krive u tacki ekstremuma je par- . x . .
alelna sa Oz osom, tj. horizontalna je. %0~k ° Foth

Slika 2. Fermaova teorema

Teorema 1 (Rol'’). Neka je data funkcija f : [a,b] — R za koju su ispunjeni
sledeé¢i uslovi:

(i1) neprekidna na segmentu [a,b],
(i2) diferencijabilna na intervalu (a,b),
(3) f(a) = £(b).
Tada postoji tacka c € (a,b) takva da je f'(c) =0.

Dokaz. Buduéi da je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] postoje tacke x,,zpr € [a,b] u kojima ona
redom poprima svoju najmanju i najveéu vrednost.

(i) Ako je f(xm) = f(zn) onda je funkcija f konstanta na [a,b] pa je f'(z) =0 na (a,b) i dokaz je u tom
slucaju gotov.
(ii)) Ako f(zm) < f(zm) 1 kako je, f(a) = f(b), tada barem jedna od tacaka x,, i xp pripada intervalu

(a,b) i ako nju obelezimo sa ¢ prema Fermaovoj lemi za nju ¢e vaziti da je f/(c) = 0. O

5.15. Osnovne teoreme diferencijalnog racuna II. U ovoj tacki bavimo sa
teoremama o srednjoj vrednosti, a koje se ponekad zovu i teoremama o konacnim
prirastajima. Prva od njih Lagranzova teorema povezuje prirastaj funkcije na seg-
mentu sa izvodom funkcije na tom segmentu.

Teorema 1 (Lagranz''). Neka je data funkcija f :[a,b] — R za koju su ispunjeni
sledeé¢i uslovi:
(i1) neprekidna na segmentu [a, b|,

(i2) diferencijabilna na intervalu (a,b).

10 Michel Rolle, 1652—-1719, francuski matematicar.
1 Joseph Louis Lagrange, 1736 1813, ¢uveni francusko-italijanski matematicar, teorijski mehanicar, astronom,..



118 5. Diferencijalni ra¢un

Tada postoji tacka c € (a,b) takva da je

(90) f(0) = fla) = f'(c) (b—a).
Dokaz. Da bismo dokazali ovu teoremu posmatramo funkciju
Fa) = fa) - 0T g

koja je ocigledno neprekidna na segmentu [a,b] (jer je dobijene sabiranjem, deljenjem i mnozenjem neprekid-
nih funkcija na segmentu [a,b] ), diferencijabilna na intervalu (a,b) (jer je dobijene sabiranjem, deljenjem i
mnozenjem diferencijabilnih funkcija na intervalu (a,b)) i za koju vazi da je F(a) = F(b) = f(a). Drugim
recima funkcija F ispunjava sve uslove Rolove teorema, tako da za nju vaze i zakljuéci Rolove teoreme, tj.
postoji tacka ¢ € (a,b) takva da je

0=F() =) - Ty s = Fe0 - ),

i teorema je dokazana. O

Primedba 1. Geometrijski smisao La- f(g) i

granzove teoreme: postoji neka tacka tu
M(c, f(c)) pri cemu je ¢ € (a,b), y = f(x)
takva da je tangenta na grafik funkcije
f(x) u tacki M paralelna sa pravom fla) e :
odredenom tackama M (a, f(a)) i z
My(b, f(b)), tj.  krajnjim tackama “4 ¢
grafika funkcije f na segmentu [a, b]. Slika 3. Lagranzova teorema

Primedba 2. Mehanicki smisao Lagranzove teoreme. Ako promenljivu z shvatimo kao
vreme, a f(b) — f(a) kao put koji je neka materijalna cestica presla za vreme b — a
kre¢uéi se po pravoj, tada Lagranzova teorema tvrdi da postoji trenutak vremena
¢ € (a,b) u kojem materijalna ¢estica ima brzinu f’(c) takvu da ako bi se kretala
njom u svakom trenutku vremena iz [a, b] (tj. kretala bi se konstantnom brzinom) ona
bi presla put f(b) — f(a). Dakle, brzina f'(c¢) predstavlja srednju (prosecnu) brzinu
kretanja materijalne ¢estice u vremenskom segmentu [a, b].

Primedba 3. Formuli (90) iz Lagranzove teoreme moguce je dati drugu formu. Npr.
c—a

b—a
da formula (90) prima slede¢i oblik,

(91) f(0) = f(a) = flla+9(0b—a))(b—a), 0<v<1.
Ako uvedemo oznake a = x i b= 2+ h mozemo (90) prepisati kao,

(92) Af(z) = flz+h)— f@) = f(x+9h)h, 0<d<]L.

ako uvedemo oznaku ¢ = , vidimo da vazi ¢ =a+9(b—a), 0<9 <1, tako

Posledica 1. Ako u svakoj tacki nekog intervala (a,b) vazida je f'(x) > 0 (f'(x) <0)
tada je funkcija rastuca (opadajuca) na intervalu (a,b).
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Dokaz. Neka su z1,x2 tacke intervala (a,b) ineka je npr. z; < z3. Tada je 9 — 21 > 0 a po formuli (90)
vazi

(93) f($2)_f(xl) :f/(f)(xQ—l'l), 56 (‘Tlax2) g (aub))
odakle sledi da za f'(§) > 0 (f(¢§) <0) imamo f(x2) — f(z1) >0 ( f(z2) — f(z1) < 0) ili drugim re¢ima da
je f rastuca (opadajuéa) funkcija 2 O

Posledica 2. Neka je f :[a,b] — R neprekidna funkcija. Funkcija f je konstanta
akko je f'(x) =0 za sve tacke segmenta |[a,b] (ili (a,b) ).

Dokaz. Ako je f konstanta onda jasno sledi da je f’(x) = 0 za sve tacke segmenta [a,b]. Obratno, ako je
f'(x) =0 na [a,b] tada prema Lagranzovoj teoremi, za x1, 3 € [a,b], (x1 < z2) imamo da je

fla2) = f21) = f1(§)(x2 —21) =0,
jer je &£ € (x1,22) C (a,b) paje f'(€) =0. Odakle sledi da je f(z2) = f(x1) i dokaz je gotov. O
Teorema 2 (Kosi'"™). Neka su data funkcije f,g : [a,b] — R za koje su ispunjeni
sledeci uslovi:
(i1) neprekidne na segmentu |a, b],
(i2) diferencijabilne na intervalu (a,b) .
Tada postoji tacka c € (a,b) takva da je

(94) g ()(f(b) = f(a)) = f'(c) (g(b) — g(a)) .
Specijalno, ako je f'(x) #0 za sve x € (a,b), tada jei f(a)# f(b) i vazi,

g(b) —g(a)  g¢'(c)

(95) F0) — fla) ~ fie)

Dokaz. Buduéi da funkcija,

F(z) = g(2)(f(0) = f(a)) = f(2) (9(b) = g(a)),

zadovoljava sve pretpostavke Rolove teoreme na segmentu [a, b], (neprekidnost na [a,b], diferencijabilnost na
(a,b) i F(a) = F(b) = g(a)f(b) — g(b)f(a)) sledi da postoji tacka ¢ € (a,b) takva da je F’'(c) =0, tj. imamo
da je

0=F'(c) =g'(c)(f(b) — f(a)) = f'(c) (9(b) — g(a)) <= g'(c)(f(b) — fla)) = f'(c) (9(b) — g(a)).
Primetimo da iz LagranZove teoreme sledi da ako je f'(x) # 0 na (a,b) tada je f(b) # f(a) i mozemo podeliti
jednakost (94) sa f'(c)(f(b) — f(a) i dobiti jednakost (95). O

Primedba. Primetimo da ako u Kosijevoj teoremi izaberemo g¢(x) = z, tada je ocigle-
dno ¢'(x) =1 i g(b) — g(a) = b — a i dobijamo kao posledicu Lagranzovu teoremu.

6. Tejlorova formula

5.16. Tejlorova ! formula. Primetimo da Lagranzovu formulu mozemo prepisati
na sledec¢i nacin,

f(x) = f(xo) + (&) (x — ), gde je ¢ izmedu xy i x.

12pokazali smo da x1 < zg = f(xz) > f(x1), akoje f/(€) >0 i 1 <xo = f(x2) < f(x1), akoje f'(£) <O0.
13 Augustin Louis Cauchy, 1789 - 1857, ¢uveni francuski matematicar.
M Brook Taylor, 16851731, engleski matematicar.
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Ova formula nam s jedne strane pokazuje na koji nac¢in mozemo vrednosti diferenci-
jabilne funkcije f aproksimirati polinomom 1.—og stepena, a sa druge strane dovodi
u vezu vrednosti funkcije f u okolini tacke z( i njene vrednosti f(xg). Postavlja se
prirodno pitanje generalizacije ove formule koje je dovelo do pojma Tejlorove formule
neke funkcije. Da bismo objasnili ovu generalizaciju prvo uzmemo polinom,

Pn(aj):anxn—kanflxn_l"i_ """ +a2$2+a1$+a07 an # 0,
koji ima izvode proizvoljnog reda i pokusajmo ga napisati u obliku
(96)  Py(x) =by (x —20)" + by (x —20)" L4+ by (x —x0) + by, by 0.

Primetimo da ako uvrstimo u (96) = = xy dobi¢emo da je by = P,(zg). Ako diferen-
ciramo polinom P, dat formulom (96), dobi¢emo

(97)  Pl(z) =nby(z — 20)" '+ (n — Dbp1(z — 20)" 2+ - -+ + 2by(x — ) + by,
i ako opet uvrstimo u formulu (97) = = 2y dobijamo da je by = P/ (z(). Nastavljajuci
analogno dalje indukcijom nalazimo da je

P ()

(98) by, = o

tako da je:

P (ao)

(n—1) /
P,(z) = Py (o) P (o)

(n—1)! 1!
Sada bismo istu ideju hteli da primenimo sa proizvoljnom (n + 1)—puta diferenci-
jabilnom funkcijom u nekoj okolini 1, € D tacke xy € D. Preciznije tada ¢emo
imati,

(x —x0)" + (x—20)" -+ (x = x0) + Pp(o) .

n!

(99) f(@) = Pu(w;20) + Ra(2; %),
gde je
(n) T (n—1) T "o
(100) P, (x;20) = Po(z) = G (x —xo)" + F o) (x—20)"  + -+ F(z0) (x —z0) + f(z0) -

n! (n—1)! 1!
Teylorov polinom n—tog stepena funkcije f u okolini tacke xy, a R,(z;z¢) = R,(z), je
n—ti ostatak. Formula (99) zove se Tejlorova formula funkcije f. Ako izaberemo xy = 0

dobijamo Makloranovu formula funkcije f, tj.
f(0) ) f'(0)
101 = CANNS )
(10) S} === @)+ = 1!
Ova ideja imace smisla ako pod nekim uslovima ostatak R, (z) tezi ka 0 kada = — .

Zato je potrebno opisati n—ti ostatak funkcije f i ispitati kada ¢e se to desiti. Tako
imamo slede¢u teoremu.

(@) () + f(0) + Ry(x).

Teorema 1. Neka je funkcija f klase C" na segmentu ¢iji su krajevi tacke x i xg
i neka je (n 4+ 1)—puta diferencijabilna u svakoj tacki intervala sa krajevima x 1 x.
Tada za proizvoljnu funkciju ¢, koja je neprekidna na tom segmentu i ¢iji se izvod ne
anulira niti u jednoj njegovoj unutrasnjoj tacki, postoji tacka & izmedu x i xy takva
da je
¢(z) — ¢(xo)

¢'(&) n!

(102) Ry (x5 20) = FUDE) (@ = &)
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Posledica 1 (Oblici ostataka). Uz pretpostavke i oznake prethodne teoreme vazi.
(Ko) Kosijev oblik ostatka:

1
Ra(520) = — FUE) (2 = &)" (= o).
(La) Lagranzov oblik ostatka:

1
R, (z: 1) = (n+1) o — &yt
(a320) = gy £ (2= 6
Dokaz. Ako u formuli (102) stavimo ¢(t) = x —t dobijamo Kogijev oblik ostatka, a izbor ¢(t) = (z — t)"+!
daje Lagranzov oblik. O

7. Lopitalovo pravilo

5.17. Lopitalovo (L’Hospital) pravilo. Lopitalovo pravilo koristi se za racunanje
limesa neodredenih oblika,

0

-, f’ 0-00, oo—o0, 0°
0 o0

Neodredeni oblici 0/0 i oco/oo reSavaju se pomocu Lopitalovog pravila, a ostali
neodredeni oblici svode na jedan od ova dva oblika.

1, o,

Teorema 1 (Lopitalovo pravilo). Neka za date funkcije f,g: (a,b) — R koje su
diferencijabilne na (a,b)* i ¢’(z) # 0 na (a,b) za koje vazi

/
lim ['{@) = (—oo < a < +00).
z—as g'(z)
Tada u svakom od slucajeva:
(i1) lim g(z) = lim f(z)=0 i (i2) lim g(z) = .
T—a4 T—a4 T—a4
oo flx) N . .
vazi da je lim ﬂ = «. Analogna tvrdenja vaze uz analogne pretpostavke i u slucaj
T—a4 g T

kada x — b_.

Dokaz. Kako je ¢'(z) # 0. prema Lagranzovoj teoremi, g(z) je strogo monotona na (a,b), sledi da je g(x) # 0
na intervalu (a,b). Tako da za x,y € (a,b) prema Kosijevoj teoremi postoji tacka ¢ € (x,y) takva da je

fl@) = fly) _ f'le) o f@) _ fly) | f < g(y)>
= li ekvival = —==.
U9 @ e gt TR T iw P e U el
Predemo li u prethodnoj relaciji na limes kada = — a4 vidimo da u oba slucaja imamo
lim M = lim M =0

R gl@) | ans g(a)
i pri tome kada x i y teze ka ay prema a4 Ce teziti i ¢, tako da obe strane poslednje jednakosti u (103) teze ka

a. I dokaz je gotov. O

Primedba. Lopitalovo pravilo moze se primeniti:
(i1) kada x — 400 za neodredeni oblik co/oco te za limese i izvode sleva i sdesna.

15—oo§a<b§+oo
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(i2) vise puta uzastopno ako se nakon njegove primene ponovo dobije jedan od
neodredenih oblika 0/0 ili oco/oco ako dobijene funkcije ispunjavaju uslove
prethodne teoreme.

(i3) i na ostale neodredene oblike, koji se pogodnim transformacijama mogu svesti
na jedan od oblika 0/0 ili oco/oc.

sin

Primer. (a) Limes lin’(l) kojeg smo izracunali pre koris¢enjem nekih nejednakosti i
r— €T

teoreme o dva policajca mozemo jednostavnije izracunati primenom Lopitalovog pra-
vila,

. osinzx 0 . COSXT
im = (—) = lim = 1.
x—0 T O x—0 ]_

sin

Da li je moguce izracunati limes lim primenom Lopitalovog pravila ?

r—4+oco

(b) Slede¢i primer zahteva primenu Lopitalovog pravila dva puta:

Uopstenjem ovog primera matematickom indukcijom lako mozemo zakljuciti da ek-
sponencijalna funkcija s bazom ve¢om od 1 raste brze od bilo koje stepene funkcije.

(¢) U ovom primeru pokazujemo neke od transformacija koje je potrebno izvrsiti na
polaznim funkcijama dok ne dodemo do oblika na kojem mozemo primeniti prethodnu
teoremu. Racunamo,

lim % = (00) — lim emlna: — elimzHOerlnx.

z—04 z—04
Primetimo, da smo u poslednjoj jednakosti koristili neprekidnost funkcije e*. Sada
nalazimo limes u eksponentu:

1 — 1
lim xlnz = (0 (—00)) = lim nr_ (>
I—>O+ l‘—>0+

( ):lim = lim z = 0.
—+00 x—04 —=3 x—04

8 [—=

Dakle, trazeni limes je lim 2% = e" = 1.
z—04

5.18. Monotonost i izvod. Na osnovu posledice Lagranzove teoreme (vidi 5.15
Posledica 1.), predznak izvoda na nekom intervalu odreduje monotonost funkcije na
tom istom intervalu. Podsetimo se da za diferencijabilnu funkciju f na intervalu
(a,b) vazi:

(i1) funkcija f je rastuca na intervalu (a,b) akko f’(x) >0 za svaki x € (a,b),
(i2) funkcija f je opadajuca na intervalu (a,b) akko f'(x) <0 za svaki x € (a,b)
(i3) ako je f'(z) > 0 za svaki = € (a,b) tada je funkcija f strogo rastuc¢a na

intervalu (a,b),
(i4) ako je f'(x) < 0 za svaki = € (a,b) tada je funkcija f strogo opadajuéa na
intervalu (a,b).
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Primedba. Primetimo da prve dve tvrdnje ((i1) i (i2)) vaze u oba smera (akko = ako
i samo ako), dok za poslednje dve tvrdnje ((i3) i (i4)) vazi samo nuznost (ali ne vazi
dovoljnost). Sledeéi primer funkcije y = 3 na ¢itavom skupu R pokazuje da kod
poslednje dve tvrdnje ne vazi dovoljnost, jer je data funkcija strogo rastu¢a na R, ali
je ¥ (0) = 0.

Primer. Odredimo intervale monotonosti funkcije f(x) = 223 —6x+7. Kako je f'(z) =
622 — 6, funkcija f raste za 62> — 6 > 0, tj. 2> —1 > 0. Nakon reSavanja ove
jednostavne nejednacine zakljucujemo da je f rastuéa na intervalima (—oo,—1) i
(1,+00). Bududi da je u prethodnoj nejednakosti jednakost vazi samo za x = —1 i
xr = 1, zakljuCujemo da je na tim intervalima f strogo rastuca. Analogno, funkcija
f opada za x> —1 <0, tj. f je strogo opadajuca na intervalu (—1,1).

8. Ekstremne vrednosti funkcije

5.19. Ekstremne vrednosti i izvod. Podsetimo se definicije ekstremne vrednosti
funkcije f : D — R. Kazemo da funkcija f ima lokalni minimum f(c) u tacki
c € D ako postoji okolina I; tacke c takva da je f neprekidna u toj okolini i da je
f(x) > f(c) za svaki x € I7. Funkcija f ima globalni minimum f(c) u tacki ¢ € D
ako je f(x) > f(c) zasvaki z € D.

Analogno, funkcija f ima lokalni maksimum f(c) u tacki ¢ € D ako postoji okolina
I tacke ¢ takva daje f neprekidna u toj okoliniidaje f(x) < f(c) zasvaki x € IS,
Funkcija f ima globalni maksimum f(c¢) u tacki ¢ € D ako je f(x) < f(c) za svaki
xeD.

Primetimo da se u definiciji lokalnih ekstrema zahteva da je vrednost funkcije u tacki
ekstrema strogo najmanja ili najvec¢a na nekoj okolini tacke c. S druge strane u defini-
ciji globalnih ekstrema dozvoljeno je da se globalni ekstrem nalazi u vise tacaka (Stavise
sve tacke nekog intervala mogu biti ekstremne, npr. u slucaju funkcije sgn(z)).

Za odredivanja ekstremnih vrednosti neke funkcije f vazna su nam njena analiticka
svojstva, tj, kojoj od klasa C* funkcija pripada na svom domenu (ili delu domena).
Neka je izvod funkcije f neprekidan (tj. funkcija f je klase C') u tacki c¢. Kazemo
da je tacka c¢ stacionarna tacka funkcije f ako je f’(¢) = 0. Tacka c je kriti¢na tacka
funkcije f ako je ¢ stacionarna ili ako f nije diferencijabilna u tacki c.

Primetimo da je nuzan uslov '° dat u slede¢oj modifikovanoj verziji Fermaove leme: Ako
je funkcija f neprekidna u tacki ¢ i ako u njoj ima lokalni ekstrem, tada je c kriticna
tacka funkcije f (ako je f diferencijabilna u c¢ tada je f'(c) =0).

Primer. (a) Funkcija f(z) = 2! ima lokalni (i globalni) minimum u tacki z = 0 i
primetimo da je f'(z) =2z pajei f'(0) = 0.

(b) Funkcija f(x) = || ima lokalni (i globalni) minimum u tacki x = 0. Primetimo
da ovo nije u suprotnosti sa (modifikovanom) Fermaovom lemom jer funkcije nije
diferencijabilna u tacki 0.

16 Ispunjava ga svaka tacka u kojoj funkcija ima lokalnu ekstremnu vrednost.
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(c) Za funkciju f(z) = 23 vazi da je f'(x) = 32? tako da je f'(0) = 0. Ali, f(0)
nije lokalni ekstrem, odakle sledi da ne vredi obrat Fermaove leme. Jednostavnije
re¢eno svaka kritiéna (stacionarna '’ ) tacka ne mora bit tacka u kojoj funkcija dostize
ekstremnu vrednost.

Sada ¢emo se baviti dovoljnim uslovima za postojanje lokalne ekstremne vrednosti, tj.
uslovima koji moraju vaziti u okolini (ili u samoj tacki) da bi neka kriticna tacka bila
i tacka lokalnog ekstrema.

Teorema 1 (Dovoljan uslov za postojanje ekstremumal). Ako prvi izvod f’
funkcije f menja znak u kriticnoj tacki c, tada funkcija f ima lokalni ekstrem u c.
Stavise vredi:
(i1) ako f' <0 zasve v € (c—¢e,c) i f'>0 zasve x € (¢,c+¢) tada u tacki c
funkcija f ima lokalni minimum,
(i2) ako f' >0 zasve v € (c—¢e,c) i f'<0 zasve x € (¢,c+¢) tada u tacki c
funkcija f ima lokalni maksimum.

Dokaz. (i1) Ako je f' <0 zasve x € (c—e,c) i f' >0 zasve z € (¢,c+¢) tada funkcija f strogo pada na
intervalu (¢ —¢, ¢) i strogo raste na intervalu (¢, c+¢). Prema tome, funkcija f ima u tacki ¢ lokalni minimum.

Analogno se tretira i drugi slucaj. 0

Kriterijum iz prethodne Teoreme 1. zahteva poznavanje ponasanja izvoda funkcije
na nekoj njenoj okolini. Ako funkcija f ima bolja analiticka svojstva u kriti¢noj
tacki, tj. ako u njoj postoje izvodi visih redova, tada je moguce dobiti drugi kriteri-
jum uz koris¢enje Tejlorove formule, u kojem je potrebno znati izvode visih redova u
stacionarnoj tacki. Preciznije vazi sledec¢a teorema.

Teorema 2 (Dovoljan uslov za postojanje ekstremuma 2). Neka je funkcija f
n puta diferencijabilna u nekoj okolini I. tacke c. Ako je f'(c) = f'(c) = -+ =
f () =0, i f™(c) #0 tada

(n) za n neparan funkcija f nema lokalni ekstremum u tacki c,

(p) za n paran funkcija f ima u tacki ¢ ima lokalni ekstremum i to lokalni mini-
mum ako je f(c) > 0, i lokalni maksimum ako je f™(c) < 0.

Dokaz. Prema Tejlorovoj formuli imamo,

F™ ()

n!

(104) f(x) = fle) = ( (z—c)" +a(@)(z-)" = ( + 04(?6)) (z—o)",

gde a(z) — 0 kada x — ¢. Buduéi da f™(c) #0 i a(z) — 0 kada 2 — ¢ suma % + a(z) ima znak kao
i £ (c) (jer je ¢lan a(x) zanemariv u odnosu na f(™(c) u okolini I¢ za dovoljno malo §) kada je = dovoljno

blizu c.

(n) Ako je n neparan tada izraz (z — c)” menja znak pri prolasku x kroz ¢'® i na taj nacin menja se znak

izraza desne strane jednakosti (104), a time, naravno, i njegove leve strani, odakle onda odmah sledi da u tacki
¢ funkcija f nema ekstremum.

17 Ako je funkcija f klase barem C' na nekoj okolini tacke c.
18 Preciznije, (z —¢)™ je negativno na (¢ — d,¢) i pozitivno na (¢, c+ ) ili obratno.



Konveksnost i konkavnost funkcija 125

(p) Ako je n paran tada slicnom analizom kao u sluéaju (n) zaklju¢ujemo da izraz (x —¢)™ ne menja znak pri
prolasku x kroz ¢, tako da leva strana izraza (104) nece promeniti znak, odakle sledi da u tacki ¢ funkcija f

ima ekstremum, i to lokalni minimum ako je f((¢) > 0, i lokalni maksimum ako je f((¢c) < 0. O

Primer. Za funkciju f(z) = 2%, koja ispunjava uslove Teoreme 2 u tacki = = 0, jer
je f/(0) =0,a f’(0) =2 > 0 pa u tacki x = 0 nalazi lokalni minimum. Teoremu 2
ne mozemo primeniti na funkciju f(z) = |z| u tacki x = 0, jer nije diferencijabilna
u toj tacki. Teoremu moZemo primeniti na funkciju f(z) = 2* u tacki z = 0, jer je
f(0)=0, f"(0) =0, i f”(0) =6, izakljuciti da f nema ekstremuma u tacki = = 0.

9. Konveksnost i konkavnost funkcija

5.20. Zakrivljenost i izvod. U ovoj tacki ispitujemo i opisujemo zakrivljenost (kon-
kavnost 1 konveksnost) funkcije f: D — R u zavisnosti od njenih izvoda.

Kazemo da je funkcija f je konveksna na intervalu (a,b) C D ako za proizvoljne tacke
r1, %2 € (a,b) takve da je x; < xo vazi

f><$14—$2> ng($1)+‘f($2)_

2 2

Sliéno, funkcija f je konkavna na intervalu (a,b) C D ako za proizvoljne tacke x1, z9 €
(a,b) takve da je x; < mo vazi

i <x1+x2> > f(x1) + f(22) |

2 2

U slucaju strogih nejednakosti u prethodnim nejednakostim funkcija f kazemo da je
funkcija strogo konveksna odnosno strogo konkavna.

Yyt y
y = f(z) .
() y= el () + f(a2) f(a) = LI (o) 4 f(a)
(1‘1‘5332’ f(:c1)-5f(a:2)) /, To—1T1
(252, F(25%2) U A
f(-rl) >~ 7 2 2 f(xl) e (1214-1'2 f(xl)-i-f(mg))
2 > 2
@ TR T2 b T a Y T

Slika 4. Konveksnost i konkavnost funkcije

Geometrijski smisao konveksnosti i konkavnosti vidi se na gornjoj slici (Slika 4), funk-
cija f je konveksna ako je grafik duzi odredene tackama (xi, f(x1)) i (x9, f(22))
iznad grafika funkcije y = f(x), a funkcija f je konkavna ako je grafik duzi odredene
tackama (z1, f(z1)) 1 (w9, f(z2)) ispod grafika funkcije y = f(z).

Konveksnost i konkavnost funkcije mogu se odrediti na osnovu znaka drugog izvoda
funkcije f. Preciznije, vazi sledec¢a teorema.



126 5. Diferencijalni ra¢un

Teorema 1. Neka je funkcija f : D — R dva puta diferencijabilna na intervalu
(a,b) C D. Ako je f"(x) > 0 za svaki x € (a,b), tada je funkcija f strogo konveksna
na intervalu (a,b). Ako je f"(x) < 0 za svaki x € (a,b), tada je funkcija f strogo
konkavna na intervalu (a,b).

Dokaz. Prema Tejlorovoj teoremi primenjenoj na tacku ¢ = (z1 +x2)/2 i prvo za x = x1, a zatim za = = xa,
nalazimo

(105 Flan) = £(0) + )@ — ) + Lo (@ — op?

(106 o) = £0) + Pe)wa =)+ 182 (ay — 2.

Kako je

(107) xl_cle_f@;@ :2$1—§1—5€2 :x1;x2 :_1‘2;$1 = (z—o),

sabiranjem jednakosti (105) i (106) uz koris¢enje (107) kona¢no dobijamo,

(z1 — ¢)?

Flan) + flw) =2 fle) +

f<$1>+f<w2>_f(w1+w2
2 N 2

(f(&1) + f(&2)) =

(z1 —¢)?
(108) >+ (e + @),

Kako tacke &1,& € (a,b) dobijamo da:

(i1) ako je f”(x) >0 na (a,b) f(z1) —; f(w2) > f <$1 —;@) tj. f je konveksna na (a,b).

(i2) ako je f"(z) <0 na (a,b) f(xl)—;f(m) <f <$1 —;302) tj. f je konkavna na (a,b).

Time je dokaz zavrsen. O

Ova teorema daje samo potreban uslov, ali ne i dovoljan uslov zakrivljenosti. Na
primer, funkcija f(z) = 2* je konveksna na ¢itavom skupu R, ali je f”(0) = 0. Od
posebnog interesa su tacke u kojima se menja zakrivljenost, tj. neprekidna funkcija f
ima prevojnu tacku c ako postoji okolina I tacke c, takva da je f strogo konveksna
na intervalu (c¢—eg,c) istrogo konkavna na intervalu (c,c+e¢) ili obratno. Neophodan
uslov za postojanje prevojne tacke daje slede¢a teorema.

Teorema 2. Ako funkcija f ima prevojnu tacku c i ako postoji f"(c), tada je
f"(c) = 0.

Dokaz. Kako f”(c) postoji, iz definicije izvoda sledi da postoji i prvi izvod f’ u nekoj okolini tacke ¢, a zatim
i da je f’ neprekidna u tacki c. Neka funkcija f ima prevojnu tacku c i to npr. ako je strogo konveksna levo
od tacke c i strogo konkavna desno od tacke ¢, tada je f’ strogo rastuéa levo od tacke ¢ i strogo opadajuéa
desno od tacke ¢, tj. f’ ima lokalni maksimum u tacki ¢, pa prema Fermaovoj teoremi sledi da je f”(c) = 0.

Analogno se tretira i drugi slucaj. O

Prethodna teorema daje samo nuzan, ali ne i dovoljan uslov za postojanje prevojne
tacke. Npr. za funkcije f(z) =23 i f(x) = 2* vazi f”(0) = 0, a samo prva funkcija
ima prevojnu tacku x = 0, a druga nema. U slede¢im teoremama bavimo se dovoljnim
uslovima za postojanje prevojne tacke.
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Teorema 3. Neka je funkcija dva puta diferencijabilna na nekoj okolini 1. tacke c,
osim mozda u tacki c. Ako f” menja znak pri prolasku kroz tacku c, tada je tacka
¢ prevojna tacka funkcije f.

Dokaz. Neka f” menja znak u tacki c, tada je prema Teorem 1 funkcija f konveksna levo od tacke ¢, a

konkavna desno od tacke ¢, ili obratno, drugim re¢ima ¢ je prevojna tacka funkcije f. g

Primer. Za funkciju f(z) = tanx vazi da je f”(z) = (—2)cos 3 z(—sinz), odakle je
f7(0) = 0. Ocigledno je f"(x) <0 za —7m/2<x <01 f'(z)>02za 0<2x<m7/2
Dakle, funkcija tgz je konkavna za —7m/2 < x < 0 i konveksna za 0 < z < 7/2, tako
da je tacka ¢ =0 prevojna tacka funkcije f.

Slicno, kao i kod ispitivanja lokalnih ekstremuma, dovoljan uslov za prevojnu tacku
moze se dobiti koriS¢éenjem izvoda visSeg reda funkcije. Preciznije, vazi sledeca teorema.

Teorema 4. Neka je funkcija f: D — R klase C" na nekoj okolini, I., tacke c,
pri éemu jen >3 ineka je f"(c) = f"(c)=---= fOV(c)=0 i fM(c) #0. Ako je
n neparan, tada funkcija f ima prevojnu tacku c.

Dokaz. Analogan dokazu Teoreme 1. O

Primetimo, prema 5.19 Teorema 2., ako je n paran i ako je uz to jos i f (c) =
tada funkcija f ima lokalni ekstremum u tacki ¢ i to minimum ako f™(c) > O i
maksimum ako je f™(c) < 0.

Primer. (a) Za funkciju f(z) = 2! vazi f/(0) = f/(0) = f"(0) =0 i f(0) =24 #
0. Kako je f(0) > 0, funkcija ima po 5.19 Teorema 2. lokalni minimum u tacki
xz = 0.

(b) Za funkciju f(z) = 2° vazi f"(0) = f"(0) = f@(0) =0, i f®(0) = 120 # 0.
Kako je n = 5 neparan, prema prethodnoj teoremi sledi da funkcija ima prevojnu
tackuu x = 0. U ovom slucaju radi se o horizontalnoj prevojnoj tacki, jer je f'(0) = 0,
pa je tangenta u prevojnoj tacki paralelna sa x-osom.

(¢) Za funkciju f(z) = tgx vazi f’(0) =0, i f”(0) =2 # 0, pa prema prethodnoj
teoremi x = 0 je prevojna tacka. U ovom slucaju radi se o kosoj prevojnoj tacki, jer je
1 = f(0) # 0, itangenta u prevojnoj tacki nije paralelna sa x-osom (gradi ugao m/4
sa r-osom).

10. Ispitivanje toka funkcija

5.21. Ispitivanje funkcija i skiciranje njihovog grafika. Ispitivanje funkcije
f: D — R Y jeslozena procedura u kojoj se primenjuje sve §to smo do sada naucili o
funkcijama, izvodima i sl. Ispitivanje funkcije y = f(x) sastoji se od sledecih koraka:

1. Odredivanje domena funkcije. Kako se obi¢no funkcije zadaju pomocu elemen-
tarnih funkcija (kao njihove kompozicije, sume, razlike, proizvodi, koli¢nici i sl.)

19 Pretpostavljamo da je funkcija f barem neprekidna, a u praksi obi¢no funkcija f ima bolja analiticka svojstva,
tj. ima izvode viSeg reda.
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potrebno je DOBRO poznavati elementarne funkcije, kao i resavati jednacine i
nejednacine u koje su sastavljene od elementarnih funkcija.

2. Parnost i neparnost. Potrebno je ispitati da li je funkcija parna (f(—z) =
f(z), Vo € D) ili neparna (f(—z) = —f(z), Vo € D) na svom domenu, koji
mora biti centralno simetrican s obzirom na 0 (ako domen D nije centralno
simetrican tada funkcija svakako nije ni parna ni neparna). Ako je funkcija
parna ili neparna na domenu D onda se ispitivanje funkcije svodi na njeno
ispitivanje na skupu RJ N D. Veéina funkcija nije ni parna ni neparna.

3. Periodi¢nost. Potrebno je proveriti da li je funkcija f, periodi¢na, tj. da li
postoji osnovni period?® T > 0 takav da je f(T +z) = f(x), Vo € D. Ako je
funkcija periodi¢na onda je dovoljno da funkciju ispitamo na intervalu duzine
T, jer onda znamo sve o funkciji na ¢itavom domenu D. Veéina funkcija nije
periodi¢na.

4. Nule funkcije. Pokusavamo da odredimo tacno ili da lociramo nule jednacine
f(z) =0, koriste¢i neprekidnost i Bolcano-Kosijevu teoremu (vidi tacku 4.9)

5. Ispitivanje funkcije na rubovima domena. Ova tacka prvo podrazumeva da odred-
imo granice domena, kojeg smo odredili u tacki 1, a zatim da odredimo asimp-
tote: vertikalne, horizontalne i kose. Odredivanje asimptota svodi se na nala-
zenje odredenih limesa.

(v) Vertikalne asimptote su prave ¢ija je jedna¢ina x = a, pri ¢emu funkcija f
nije definisana u tacki a € R, ali jeste barem u jednoj od okolina (a—¢,a)
ili (a,a + ¢€), i pri tome je barem jedan od lim, .., f(z) i lim,., f(x)
jednak +oo. Npr. funkcija y = tan(z) ima beskona¢no mnogo vertikalnih
asimptota i to su sve prave x = w/2+km, gdje je k proizvoljan celi broj.

(h) Horizontalne asimptote su prave ¢ija je jednacina y = b, ako postoji i
ako je barem jedan od lim, . f(z) i lim,__ f(z) jednak b. Funkcija
moze imati najvise dve horizontalne asimptote i to ako je lim, ., f(z) =
by # by = lim,_._ f(z). Npr. funkcija arctan(z) za koju vazi /2 =
lim, oo f(2) 1 —7/2 = lim,,_ f(x).

(k) Kose asimptote postoje ako se funkcija f ponasa u beskonacnosti kao prava
y=kx+1, k# 0. Ako kosa asimptota postoji kada = — +o0o tada je

. [f(=@) . .
0# k= lm == 1 1= ln (f(z)=kz).

Iste formule vaze ako postoji kosa asimptota kada z — —oo. Jasno, funk-
cija f moze imati najvise dve kose asimptote. Napomenimo, da ako pos-
toji horizontalna asimptota funkcije f kada z — 4oo tada ne postoji
kosa asimptota funkcije f kada & — 400, i obratno?. Isto vazi i za
horizontalne i kose asimptote funkcije f kada r — —oo.

20 Najmanji pozitivan realni broj P takav da je f(P+x) = f(x),Vz € D
21 Ako postoji kosa asimptota funkcije f kada x — +oco tada ne postoji horizontalna asimptota funkcije f kada
T — +00,
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6. Ekstremne vrednosti. Potrebno je naci sve lokalne ekstremne vrednosti funkcije
f koristeci rezultate tacke 5.19. Da bismo odredili lokalne ekstremume funkcije
f (ako je ona diferencijabilna) potrebno je probadi sve njene stacionarne tacke
sto ukljucuje:
(al) odreredivanje izvoda funkcije f
(a2) odredivanje domena prvog izvoda f’,
(a3) odredivanje nula funkcije f’, tj. potrebno je resiti jednac¢inu f'(z) =0,
(ad)

ad) proveriti, koris¢enjem Teorema 1. i 2. iz tacke 5.19, koja od stacionarnih
tacaka je ekstremna tacka.

7. Intervali monotonosti. Intervali monotonosti odreduju se primenom 5.15 Posled-
ica 1 na izvod funkcije f’ nakon §to smo ga izra¢unali u prethodnoj tacki 6.
Drugim recima potrebno je ispitati znak funkcije f’ na intervalima odredenim
stacionarnim tackama (presecenim sa domenom funkcije f), koje smo izracunali
u prethodnoj tacki 6.

8. Prevojne tatke. Sli¢no kao i kod trazenja ekstremalnih vrednosti, za odredivanje
prevojnih tacaka funkcije f potrebno je:

(al) odrerediti drugi izvod funkcije f, tj. funkciju f”,

(a2) odrediti domen funkcije f”,

(a3) odrediti nula funkcije f”, tj. potrebno je resiti jednacinu f”(x) =0/

(ad) proveriti, koris¢enjem Teorema 3. i 4. iz tacke 5.20, koje od resenja
jednacine f”(z) =0 je prevojna tacka funkcije f.

9. Intervali zakrivljenosti. Odredivanje intervala zakrivljenosti, analogno je odre-
divanju intervala monotonosti, samo je potrebno uraditi analogno ispitivanje
funkcije f” (umesto funkcije f”). Potrebno je ispitati znak funkcije f” jer
prema Teoremi 1 iz 5.20. o tom znaku zavisi da li je funkcije f konvek-
sna (f"(x) > 0) ili konkavna (f”(z) < 0) na nekom intervalu. Dakle, potrebno
je ispitati znak funkcije f” na intervalima odredenim reSenjima jednacine
f"(x) = 0 (presecenim sa domenom funkcije f), koje smo izra¢unali u prethod-
noj tacki 8.

10. Grafik funkcije. Na osnovu svih podataka dobijenih u prethodnim tacakama o
funkciji f potrebno je skicirati suvislu sliku.
Napomenimo da prilikom crtanja grafika funkcije moguce je otkriti neke pogreske
u prethodnim racunima, i nakon toga ih otkloniti.

5.22. Primer. Ispitati i nacrtati grafik funkcije y = f(z) = v/222 — 23,
1. Domen funkcije je D = R.
2. Parnost. Kako je f(—1) =2+ 1=+3,a f(1) = v/2 — 1 = v/1 = 1, zakljuéujemo

da funkcija nije ni parna ni neparna jer za sve x € D ne vazi da je f(—x) # f(z) i

f(=x) # —f(x).
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3. Periodi¢nost. ocigledno funkcija nije periodi¢na jer polinomi stepena veceg ili jed-
nakog 1 nisu periodi¢ne funkcije.
4. Nule funkcije. Resimo jednacinu y = 0. Imamo,

3

202 — 23 =0 <= 2 -2°=0 <+—= 2°(2—-1)=0,

odakle sledi da su nule funkcije 1 =0 1 x9 = 2.

5. Asimptote. Funkcija nema vertikalnih asimptota jer je D = R. Ispitajmo da li
postoje horizontalne asimptote. Racunamo,

f 5/ /2
i 3 _ 5 — 3 Z_ - I 2 _ 1= (=1) =

odakle sledi da funkcija nema hor1zontaln1h as1mptota (niu —oo ni 400.). Ispitajmo
da li funkcija ima kosih asimptota, imamo

Dakle, prava y = —x —|— je kosa asimptotaiu —oo iu +oo0.

6. Ekstremalne vrednostl. Nadimo prvi izvod:

1

Fla) = 5(20% ) P aa —3a?) = £ P05

1 zd—3z)

3 {ri(2—x)?

Domen funkcije f' je Dy =R\ {0,2}. Dakle, dve kriti¢ne tacke funkcije su z; =0 i
Ty = 2. Za v € Dp imamo,

fl(.T) _ % ) 3 4 3T ’
(2 — x)?
odakle vidimo da je stacionarna tacka (tj. treéa kriticna tacka) jednaka z3 = 4/3.
Prema tome, imamo tri tacke koje zadovoljavaju nuzan uslov za egzisenciju ekstremuma,
tj. u kojima funkcija moze imati lokalne ekstremume. Da bismo proverili koja od
kriticnih tacaka jeste ekstremum koristimo Teoremu 1 iz 5.19., tj. proveri¢emo da li u
kriticnim tackama prvi izvod menja znak. Imamo tri slucaja:
(i1) za x < 0 brojilac je pozitivan, a imenilac je negativan, tako da je f'(z) < 0.
Drugim rec¢ima, funkcija f je strogo opadajuca na intervalu (—oo,0),
(i2) za x € (0,4/3) imenilac i brojilac su pozitivni, pa je f'(z) > 0, tj. funkcija f
je strogo rastuca na intervalu (0,4/3).
(i3) za « > 4/3 je brojilac negativan, a imenilac pozitivan, tako da je f'(z) < 0,
dakle funkcija f je strogo opadajuéa na intervalu (4/3,+00).

Iz prethodnog razmatranja zaklju¢ujemo da:
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(i1) funkcija ima Ilokalni minimum u kriticnoj tacki x1 = 0 i vrednost lokalnog
minimuma je f(0) =0,

(12) funkcija ima lokalni maksimum u kriti¢noj tacki z3 = 4/3, i vrednost lokalnog
maksimuma je f(4/3) = 2v/4/3,

(13) funkcija nema lokalni ekstremum u kriticnoj tacki zo = 2, jer prva izvod ne
menja znak u toj tacki.

Funkcija nema globalni maksimum ni globalni minimum jer je kodomen jednak R.

7. Intervali monotonosti. Monotonost funkcije smo prakticki ve¢ ispitali u prethodnoj
tacki: funkcija je strogo opadajuca na intervalima (—o0,0) i (4/3,+00), a strogo
rastuca na intervalu (0,4/3).

8. Prevojne tatke. Da bismo ispitali da li funkcija ima prevojnih tacaka moramo prvo
izracunati drugi izvod funkcije f. Tako nalazimo,

" 1 _3\/— 3z (;1 ;"T 2/5[(2_$)2+1"2(2—$)(—1)]
i) = 3" /220 = 2)
_ 1 —3(z(2—2)%) — 3(4 - 32)(2 — z)(2 — 3x) _ —8
3 (2 —1z)8 9¢/24(2 — x)° ’
y = f(x) Y
01
2
3
4
3 x

Slika 5. Grafik funkcije
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odakle vidimo da je domen funkcije f” jedna Dy = R\ {0,2} = Dp. Drugi izvod
nema nula i jedine tacke u kojima funkcija f moze imati prevojnu tacku su x; = 0
i 9 = 2. Da bismo odredili da li se radi o prevojnim tackama koristicemo Teoremu
3. iz 5.20. Kako je znak od f” suprotan od znaka izraza 2 — x, sledi da za = < 2
je f(x) <0, aza x>2 je f'(x) > 0. Dakle, funkcija f” menja znak pri prolasku
kroz tacku x = 2, tako da je ona jedina prevojna tacka funkcije f.

9. Intervali zakrivljenosti. Na ovo pitanje smo odgovorili u prethodnoj tacki u kojoj smo
analizirali drugi izvod funkcije f. Kako je f"(x) <0, za z < 2, sledi da je funkcija
f konkavna na intervalu (—oc,2) ikako je f”’(z) >0 za x > 2, sledi da je funkcija
f konveksna na intervalu (2, +00).

10. Grafik funkcije. Kombinuju ci sve prethodne rezultate dobijamo grafik date funkcije
koji je prikazan na Slika 5.

11. Zadaci

5.23. Ispitajte sledece funkcije i skicirajte njihove grafike;
1—Inx

(i) fla) =~

(i2) f(x) = arctge® — %ln ( ¢ >,

e? 41
(i3) f(z) = Va? —1-In \/9;7_1 ,
(i4) f(2) =21 +x)?,
(i5) f(x) = (z—1)e
(16) f(z) = e
(i7) f(z) = ze it



GLAVA 6

Integralni racun

1. Neodredeni integral

6.1. Definicija. Kao sto smo videli u ranijim glavama, kada imamo neku operaciju
prirodno se postavlja pitanje egzistencije i nalazenja njene inverzne operacije. Dife-
renciranje je zapravo linearno preslikavanje' sa skupa, C*(D), k > 1, k—puta diferen-
cijabilnih funkcija na skupu D C R na skup C*~1(D'), D' C D, k > 1, tj.

d
e c*(D) — ¢ (D).
Preciznije, neka je f(x) = % F(x) = F'(z) na skupu D, tada kazemo da je funkcija

F(z) primitivna funkcija (antiizvod, antiderivacija) funkcije f(x) na skupu D?. Mi éemo
za D obi¢no uzimati segment |a, b].

Propozicija 1. Ako su F' i Fy primitivne funkcije, funkcije f na D tada postoji C' € R
takvo da je F(x) = Fy(x) + C na intervalu |a, b].

Dokaz. Kako je f(z) = F'(z) = F{(z) na D, tada je F'(z) — F{(xz) =0, i na osnovu neke ranije Propozicije
F(z) — Fi(z) = C, zaneko C € R. O

Dakle, ako je F' neka primitivna funkcija funkcije f na D, tada postoji ¢itava fa-
milija funkcija, parametrizovana skupom R, koje su primitivne funkcije od f. I pod
oznakom [ f(z)dx podrazumevamo taj ¢itav skup primitivnih funkcija od f i zovemo
ga neodredeni integral funkcije f,

(109) / f@)da = {F(z) + C|C € R} = {ili krace} — F(z) + C,
njen neodredeni integral na (a, b).

6.2. Neka svojstva neodredenih integrala i tabela elementarnih integrala.
Kako je diferenciranje inverzna operacija od trazenja integrala mnoge osobine diferen-
ciranja prenose i na integralenje.

Propozicija 2. Neka je I' primitivna funkcija od f na D Tada je

(1) d(f f(@)da) = fx)de = &([ f(@)da)) = f(2)
(i2) [dF(z) = F(z)+C = [ f(z)dx.
(3) [k f(x)da =k F(x) = k(] f(z)dz).

1 tj. linearni operator
2 {li krace primitivna funkcija od f na D.

133



134 6. Integralni racun

(i4) Neka je G primitivna funkcija od g na D tada je
J(f() £ g(z))da = [ fx)dz =+ [g(x)dz = F(z) £ G(z) + C.

Dokaz. (il) i (i2) direktno iz ¢injenice da je neodredeni integral inverzna operacija od diferenciranja. Pokazimo
josnpr. (i4) Iz (F + G)(z) = F'(z) + G'(z) = f(x) + g(x) = (f + g)(z) sledi da je F' + G primitivna funkcija
od f + g, i primena (i2) na F' + G daje trazenu jednakost. O

Sada koriste¢i Tabelu izvoda elementarnih funkcija lako dobijamo slede¢u tabelu ele-
mentarnih integrala.

Tabela elementarnih integrala

Stepene funkcije Konstantna funkcija
/xrdx:L$T+1+C, re R\ {-1} /ad:z::aa:+C,a€R.
T
Trigonometrijske funkcije Arkus funkcije
/cos sinz + C / ! d arcsinx + C
r =8SImnx X = arcsinx
V1—a2

/sinxd:c = —cosx + C,

1 1
/COS2xda::tg:U+C’, /1—1—352 dx = arctgx + C

1
/ 5— dx = —ctgz + C,

sin“ x

Eksponencijalna funkcija Logaritamska funkcija
1
/emdx:ez—kC /xdx:ln|ac|+0
Hiperbolicke funkcije Inverzne hiperbolicke funkcije
/chmda;:shx—i—C /\/ﬁdm:arshx—&—C

1
shzder =chz+C / dr = archx + C
Va2 —1

ch”z 1 — 22

1

2. dr = —cthz +C

/de:tha:+0 / 1 dr = arthx +C
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Primetimo da se osnovna metoda za odredivanje neodredenih integrala sastoji iz
sledec¢a dva koraka:

(i1) Koriste¢i znanja o izvodima napisemo tabelu osnovnih neodredenih integrala
elementarnih funkcija.

(i2) Pomocu pravila (od kojih zasada znamo samo neka) i svojstava neodredenih
integrala polazni neodredeni integral svodimo na poznate (zasada na one iz
Tabele, a kasnije na one koje smo veé izracunali).

Primeri. Izracunajmo, slede¢e neodredene integrale:

/ +1
(i1) /:J: T\ T\ T dx—/ I+3 +1+1+16d$—/x16dx—x16 +C = 1—?%16—1—0
1 2 — 2 — 1
(i2) / +f ) 4y _/ v \/5 VT —/da:—/ d:L‘Jr/dm /ldx
xr2

1
:fffln\z]fllx_%le‘%wLC.
x

2. Osnovne metode integracije neodredenog integrala

6.3. Smena promenljive. U ovoj tacki skup pravila neodredenog integrala obogacu-
jemo jednim od najvazniji pravila.

Teorema. Neka je F': D — R primitivna funkcija od f(z) i neka je G : D' — A
funkcija klase C' na D'. Tada postoji primitivna funkcija za funkciju

fg(x)) 91(33) D' — R 1 vazi formula /f(g(x)) g'(x) dz = F(g(z)) + C.
Dokaz. Iz
i ( [ fta@n g dw) = J9()) 9 (&) = F'lg(2)) ' (2) = == (Flg(a)) +©),

sledi da je funkcija F(g(x)) + C primitivna funkcija od f(g(z)) ¢'(z). Prema tome,

/ f(g x)dr = F(g(x)) + C. O
Ova teorema omogucéuje da uvedemo smenu u neodredenom integralu na sledec¢i nacin
=g(r) = dt=d(g(x)) =g (z)dx, tako da je

[ fotang @z = [ e =Py c.

Primeri. Izracunajmo sledeée integrale, pretpostavljajuéi da je a # 0, a u (i6) da je
a > 0. Napomenimo da za nalazenje nekih integrala koristimo resenja prethodnih,
npr. rezultat iz (i4) koristimo u (i5), a (i5) u (i6).

i sx =1 dt
(i1) /tanxdx:/smx dx:{ ?Obx }:— — =—Int|+C=—In|cosz|+C
cos T —sinxdr = dt t

1
| cos x|

=In



136 6. Integralni racun

:I?k+l

ot =¢ dt et e
.2 d — — _ . t: = k N-
(i2) /xe e {(k;+1):v’“dm:dt} e e i e R

(i3) /f(ax—I—b)dx:{ aaxdl—ijltt }:clz /f(t)dt:iF(a)jLC:ClLF(a;U—I—b)jLC’.

b=t 1 1 1
(i4) /cos(aw+b)dw= ar == /costdt: — sint+C = — sin(ax +b) + C.
adr = dt a a a

1+ cos2zx 1 cos2x r sin2x
i5 2pde = | ——— " de= [ = d de = = i
(1)/(:053:3; / 5 % /2 w—i—/ 5 dr=5+——+C

(i6) /\/a2—$2dx:{ T = asmi }:/\/CLQ—CLQSiHQtCLCOStdt:/ a?(1 —sin%t) a cost

dr = a costdt

sm2t

a? + C, ako je cost > 0.

t
2 2
=a” [ |cost| costdt =
51n2t .
< > ako je cost < 0.

Napomenimo da ¢emo se u slucajevima poput (i6) u daljnjem tekstu ogranicavati
samo na prvi slucéaj’® (1/h(x)? = h(x), h(x) > 0), vodedéi ra¢una da postoji i drugi
slucaj (v/h(z)?> = —h(z), h(z) <0).

6.4. Parcijalna integracija. Parcijalna integracija je jedna od najvaznijih metoda
koja je posledica Lajbnicove formule za izvod proizvoda funkcija. Preciznije, vazi
sledec¢a teorema.

Teorema. Neka su f i g diferencijabilne funkcije na D i neka postoji primitivna
funkcija za f' g, tada postoji primitivna funkcija i za funkciju f ¢ na D i vazi formula

[ F@) gy do = fa)gla) - [ 1)

Dokaz. Iz Lajbnicove formule,

(f(2)g(2)) = f'(z) g(x) + f(z) g'(x),

integracijom obe strane nalazimo

f@o() = [ (@) 9@)) = [ @@ e+ [ 1

odakle sledi formula. O

Ponekad se ova formula zapisuje na slede¢i nacin,

/ f(x) d(g(x)) dr = f(z) g(x) — / g() d(f(z)) dz.

6.5. Primeri. Izracunajmo sada nekoliko tipi¢nih integrala metodom parcijalne inte-
gracije.

3radi jednostavnijeg zapisa.
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1g
4 :xlnx—/xdw:x(lnx—l)—i-C.
g(x) = x
2

1— 22
lmat g
2
(i3) /a:2 arcsin(z 7) = arcsin(z) - df = Jll—Tdm _ a3 arcsin(z _/
dg‘fﬁ de g(x) =% 3 N
t=1-= v’arcsin(z) 1 [1-t r3arcsin(z) 1 )
- =3 *5 dt = “(ftza
{dt:—Qazdm} 3 +6/t5 3 +6</ 2
—|—/t§dt :m?’zmzsin(a?)_i_ltf_ltjza;?’arcsjn(x)_i_lm
3 65 63 3 3
1
—5 -7’ Wi-a?4 0= 20000 arcgln($)+9\/W(2+x2)+C
(i4) 12/6‘”’” sngdy — { T =sne df =coszdz
dg = e* dx

- }:eg”sin:v—/eﬂ”cosxda:
g(z) =e
_{ f(x) =cosx df = —sinzdx

=e"sinx — e cosx — [ ¥ sinzdx = e*(sinxz — cosx) — I,
dg=edx  g(x)=¢€" } / ( )
r=le

odakle sledi da je: 5 € (sinz —cosz) + C

f(z) = arcsin(z) df = = dx r?arcsin(z) 1 z?
i5 xarcsin(z) der = 1= = - / dzx
(5) / (@) {dg::cdx g(:];):% 2 2) V1-—2a?
_(i2) = 22 arcsin(z) 1 (_I Ny arcsin(z) g V1-— ;p2>
2 2 2 2
_ z?arcsin(z) _arcsin(z) | wv1-—a? LC
B 2 4 4
(i6) /e‘” cos(fx) dx, af #0,
(i7) /x2 Inz dx
(i8) /:U” e’ dx

3. Integracija racionalnih funkcija
6.6. Integracija racionalnih funkcija. Kao sto znamo svaka racionalna funkcija
ima oblik
F n n n— n—1 .. P
110)  R(x) = () _ ana"+apa @ 1+ + a1z + ag _ Az) + (af)’
Q(x) bpax™+by g™ 4+ + b+ b Q(x)
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pri ¢emu je A(x) polinom stepena n—m ako jen > m, a P(z)/Q(x) je prava racionalna
funkcija, tj. ona kod koje je 0P < 0Q) . Od ranije znamo da se svaka prava racionalna
funkcija moze predstaviti u vidu sume parcijalnih ralomaka tj. kao

P(l’) B k r; AZ t S; le+02 .
(111) Q(z) Z Z (x —]ozi)j T Z Z (22 ipil’ +j%)j  akoje

i=1 j=1 i=1 j=1

Qx) = by (x — )™ -+ (& — )™ (2" + prz + @)™ - (27 + p + q)™
gdeje ar, -+ ,ar €R, p1,....pi,q1-..,qt ERip}—4q; <0,zasvako i =1,...,t i
m=ri+--+ry+2(s1+...5).
Iz formula (110) i (111), kao iz linearnosti integrala, jasno je da se problem izra¢unavanja

neodredenog integrala racionalnih funkcija svodi na izracunavanje neodredenih inte-
grala parcijalnih razlomaka

A . Bx+C
(x —a) (22 +pz +q)
Nalazenjem neodredenih integrala parcijalnih razlomaka reSeno je u sledec¢oj propozi-
ciji.

(112) pP—4qg<0.

Propozicija. Za neodredene integrale parcijalnih razlomaka vazi:

A A
il ——dx = : K, KeR,j>1
) [ Gy e T e e KR L
A
/ de=Al|r—a|+K, KeR.
(z — )

| Br+C B 2C — Bp 27 +p
i2 / dr == In(2* + px + q) + —— arctan ————— + K.
(2 (#2 +px+q) 2 ( ) V4q — p? V4q—p?

B,C.p,q, K € R.

d B
(i3) Ako uvedemo oznake Ij:/ - .iJj:/ 1+ C - dx |
(z? +px +q) (2% +px +q)]
tada za integrale /; i J; vaSe rekurentne veze
20+ p 2(2j — 3) |
I, = — . , Ly, 57=12 ...
TG -DEg-pP) @ +pr gt (G- DEq—p) T
B 1
= . ——=Bp)I; =1,2,...
=A@ rpa gt T C T PO =12

Dokaz. (il1) Slucaj j = 1 nalazi se u tabeli, a za j > 1 imamo

A t=z—«a dt A - A 1
——dx = A ="t L K= . K.
/(x—a)ﬂ v {dt:dz } o 1—j * 1—j(:1U—04)J—1+

(i2) za 7 = 1 primetimo da je
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Bz+C B 2z+4p C—3Bp B 2z+p N C-1iBp
(@2 +prt+q) 2 atprtqg a?tprtq 2 2tprtq  (p4b)24 tepd

tako da imamo

/ Bx+C B B/ 2x+p L lB )/ dx _{t—x2+px+q}
J:Q—i—px—i-q ;I;2—|-px—|—q 2 p ($+g)2+#_ dt:2x+p
u:x—l—p/2} B 9 2C — Bp 2x+p
=— In(z“+pxr+q) + ———= arctan ——+ K
{du:d:c 2 ( ) \/‘W /4q—p?

Nadimo sada J;

B B 2 1 d t=x"+pr+
J:/QHC,dx_/ZHWdH(C_Bp)/Qw:{ Ppetay

(2> +px +q) 2) (@*+px+q) 2 (x* +px +q) dt =2z +p
1 1

B
_ . , — - Bp) ;.
/ +C Bp)I 20—)) @rparqt T CT 2P

Na kraju nalazimo rekurentnu vezu za I;.

7 _/ dz flz) = (@ +pa+q)7*! dg=dr |
LT @t pr+qi TtV df = (—j+ D)2+ p)adtprtq)idr  gla)=a
x 222 +px do — x

(22 +px+q)i! G=1) (22 +px+q) (22 +px+q)i—!

) r°+pr+q— —q x .
+2(7—=1 , = — +2(7—1)1I;_
G [ e T e g TR0 D
i1 2z +p)+ (2L —p) .
—(] )p/ 5 P - dx = 5 * ] +2(]—1)Ij_1+ 3 p —
2 (2 4+px+q) (22 4+px+q) 2(x2+px+q)
(G-Dg—p*)
_ . iy
odakle dobijamo
2z+p 2(25-3) I, 0

Ij:(j—l)(4q—p2)($2+px+Q)j‘1 (G—1DMq—p?)

6.7. Primeri. Primere koje ovde dajemo koris¢éene su u dokazu prethodne leme.
dx 1 dx r=ta 1 adt 1 x
i) [ == [ " dr= == | 25 = arctan- +C.
(i) /x2+a2 a2/(2)2+1 o {dw:adt} a2/1+t2 aarcana+

zdx 1 2x t =22 +a? 1 [fdt 1
(i2) /x2+a2 v 2/:E2+a2 v {dt-Zxdw } 2/ t 2 n(z” +a7) +
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' 22 +p t=22+pr+gq dt 9
3 LI S - = [ = =@ +pr+q) +C, p>—4g<0.
(i8) /x2+px+q v { dt = 2z + p)dx t n(@+pr+a) b g

_ 2x+p t=x?+px+gq /dt 1
4 —  dx = = | == . C.
(14) /(5U2+p1‘+Q)3 ! {dt=(2$+p)dﬂf} t (1—j)(x2+px+Q)J‘1+
2 432% -1 5x + 2 a3 22 S5x + 2
(i5) /(:c+1)2 T /<x +x 3+($+1)2> T 3 + > 3x+/<x+1>2 xr = (%)

. bx+2 A B A+Ax+ B
kako je = + =
(x+1)? z4+1 (z+41) (x +1)2

2
tako da imamo /mdx:/5d$ /(3(13: d:p:5ln|x+1|+j_1+0.
T

odakle nalazimo A+ B =2, A=5, B= -3,

(x +1)2 t+1 ) (z+1)2
4 3 3 2
3z° -1 3
i konacno /%dac:(*):z+2—3x—|—5ln\w+1|+x+1+0.

) 1
0 | e e

3r—1
i7) [ 2T g
(i7) /x2+5x—|—6 o

6.8. Integracija nekih iracionalnih funkcija. Ova tacka pokazuje vaznost inte-
grala racionalnih funkcija jer se i neke klasa integrala iracionalnih funkcija pogodnim
smenama svode na integrale racionalnih funkcija koje znamo da resimo.

(i1) Neka je R racionalna funkcija u k£ + 1 promenljivoj tada integral oblika

ar-+b ar+b ar+b
113 R K "¢ R d N.
(113) / (m, \/ca:+d’ \/chrd’ ’ @cx—%d) o My, T €

resavamo smenom

. ar+b . :
t = aid gde je n = NZS(ny,...,n;). Tada je
_b—t"d (ad—bc)nt" 1

_ dr —
ne—a = (ct" — a)?

b—t"d n
/R( ,tml,th,...,tm’“>dx mi=—,i=1,...,n.
t"c—a n;

Primetimo da je poslednji integral, integral racionalne funkcije (u t), time je pokazano
da se ova klasa integrala racionalnih funkcija svodi na integraciju racionalnih funkcija.

X

dt. Nakon smene integral (113) postaje

(i2) Neka je R racionalna funkcija u dve promenljive, tada se integral
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(114) /R(x,\/a$2+bx+c) dz

moze svesti na integral racionalne funkcije jednom od Ojlerovih (Euler) smena

(a) ako je a > 0 koristimo smenu: vVaz?+bx +c =t — +/a x, iz koje nalazimo
t2—c 2(bt +a (t* +c¢))
= -— T =
2 at+0b (2/at+0b)?

/R(:U, \/a:r:2+b:c+c) dx:/R(2\t/E_t—c|—b’t> Q(bé—'—\/\a/ffb)—;d) dt

dt odakle sledi da je integral (114)

integral racionalne funkcije.

(b) ako je ¢ > 0 koristimo smenu: vax? + bx + ¢ = 2t — /c, iz koje nalazimo

_ 24y/ct—b oy — 2(a/c+1t(=b++/ct))
T Te . YT (a—2)2

(114) /R(x, \/ax2+bx+c) dr =
_/R<2\/Et—bt2\/5t—b_\/g) —2(a/c+t(=b+/ct)) ”

N t2—a ' t2—a (a —12)2 ’

dt odakle sledi da je integral

integral racionalne funkcije.
(c) ako je a jedan realan koren polinoma az? + bz + ¢ = a(z — a)(z — 3) tada je

smena: Vax?+bx +c=t(x — ) iz koje nalazimo
o — —2 —

_ta aﬁidx: ta(a—p)
t?2—a (a — t?)?

Rlxz,Vax®+br+c) dv = m,t(az—a) i dt
/(\/ br+c) d /R( g >2t( 5

2 —a (a — t?)?

X

dt odakle sledi da je integral (114)

integral racionalne funkcije.

Primer. Primeri integrala koji se resavaju Ojlerovim smenama.

i) dax Vita?=t—z, z=1571 /w2+1 L /ﬁ2+1 2t
1 == = —_— — e
V41 do = 7 dt 2¢2 ¢ -1 2¢2 2 +1

22

dt
:/tzln]t]—i—C:ln(x—i— 1+22)+C.

@ [ I-ad=tat1), v=i5
1 = =
(1 +22)(V1 — 22) dz = oty dt

d total=t—gn, z==1t
B e
r+V1+z+a? do = 21D g

(1+21)2
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(i3) Integral oblika
(115) /:zsm (ax" 4+ b)P dx, m,n,p€Q, a,b € R,

poznatiji kao diferencijalni binom moze se svesti na integral racionalne funkcije u slede¢im
slucajevima:
(a) ako je p € Z i p > 0, tada izraz (az" + b)? razvijamo po binomnoj formuli, a
ako je p < 0 smenom x = t? gde je ¢ = NZS(imenilac brojeva m i n).

m+1 , ) ) )
- 1mtegral se€ SImenom =ax’ + € Je r = 1meniiac od p.
b 7, integral t "+b gd lac od
n
m+1 . _ ) ) .
c)p Integral se smenom t" = a ™" gde je r = 1menilac od p.
(c) p+ € Z integral t" +ba™" gd lac od

Primer. Izracunajte sledece integrale iracionalnih funkcija.

' da z =1t dt
(i1) /x(1+2\/§+\3/§):{ doe — 645 dt }:6/t(t+1)(2t2—t+1):'”

1 4 4t —1

dx 342z =15, 342 3
i2 = = [ S dt=C (- 1) In|t — 1|+ C.
(12) /3/(3+2x)2—\/3+2x {dx=3t5dt } /t—l 5 (E—D(E+3)+3nft —1[+C

1.1 t=+/1+1 o= 1 2
i3 \/J;3+:c4d:c:/3;2 1+ —-)2dx= r ’ t2-1 :—Q/dt
(i3) / ( x) dx:*(t22j1)2 dt. (t2—1)4

6.9. Integracija nekih trigonometrijskih funkcija. Pri racunanju integrala o
kojima se pojavljuje sinusi i kosinusi treba voditi racuna o upotrebi adicionih formula
tako da se smanje stepeni sinusa i kosinusa, ako je to moguce. Korisno je koristiti
sledeée transformacione formule:

sin(ax) cos(bx) = = [sin(a — b) = + sin(a + b) x|

sin(ax) sin(bx) = = [sin(a — b) z — cos(a + b) 7]

DO = NI = o) =

cos(ax) cos(bx) = = [cos(a — b) x + cos(a + b) z]

Neka je R(sinx,cosx) racionalnih funkcija, tada se univerzalnom smenom:

(116) tan = = ¢ sina&‘:i Cosaszl;l52 xZQ—dt

2 1+ 1+1¢27 1+
integral [ R(sinz,cosz) svodi na integral racionalne funkcije. S obzirom da se ovom
smenom obi¢no dobijaju komplikovane racionalne funkcije (tj. stepeni polinoma P(x)
i Q(x) su prilicno veliki), korisno je izbeéi ovu smenu ako je to ikako moguée. To je

moguce sigurno u slede¢im slucajevima:
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(a) R(—sinz,cosz) = —R(sinz,cosz) ili R(sinz, —cosx) = —R(sinz, cos z) tada
koristimo smenu

dt

cosx =t(ilisinz =1t), sine=+vV1—-t2(ilicosz =1 —1t2) dz=—
( ) ( ) Vi g

(ih d = —db_

(b) R(—sinx, —cosz) = R(sinx, cosz) tada koristimo smenu

; i t 1 J dt
anr =1t, ST = N COST = s Xr = .
1+1¢2 V142 1+t

Primer. Primeri integrala trigonometrijskih funkcija.

(i1) /sin(6x) cos(7Tx)dx = ;/(sin(x) +sin(13z))dz = % <cosac - 11—3 cos(13 33)) +C.

(.2)/ da [ t=tang  sinz =35 _/ dt _1/ dt
! 2sinx —cosz+3 cosx:i—ﬁ dx:ﬁdtg ) 224 2t4+1 0 2 (t+%)2+%

= arctan(2t + 1) + C = arctan(2 tan(g +1))+C.

dx tanx =1t dt 1 1 1
i3 —_— = =)/ ——-—== tan(t) + In|l +¢|) — = In(1 + ¢2 C
(i3) /1+tana: {dm:tzd—it-l} /(t2+1)1+t 5 (arctan(t) +In 1 +¢)) — 2 In(1+ ) +

1
=— (x+In|sinz + cosz|) + C.

2
sinx =1 3 sinz  sin®x
i4 sin? z cos® z dx = :/t21t2dt= C = - C.
(i4) /mn x cos® x dx {cosxdm:dt} ( ) 3 5+ 3 - +
. - 22
sin® x cosz =t (1—1¢%) 2 1 1
i5 dr = =— | ——dt=...=— — = C
(i5) /cos4:z v { —sin xdx = dt } / t 08T~ sz T3 cota |

4. Odredeni integral

6.10. Definicija. Neka je data neprekidna funkcija f : R D [a,b] — R, ona je
ograni¢ena na segmentu [a,b], tada je i povrsina lika ograni¢enog pravama z = a,
x = b,y = 01 grafikom krive y = f(z) (tj. povrsina ’ispod grafika’) konaé¢na, jer je
manja od (b—a)M, gde je M maksimum funkcije f na [a, b]. Sada se postavlja prirodno
pitanje kako da odredimo povréinu ispod grafika krive. Ideja koju je predlozio Riman *
sastoji se u slede¢em: podelimo segment [a, b] na n delova tackama

{zg,21,...,xpla=xg <21 <T9...<Tp1<x, =0} =P.

4 Riemann,
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Sada  vidimo  (vidi
Sliku 1) da je trazena
povrsina jednaku zbiru
povrSina n  krivolini- =
jskih trapeza odredenih =
tackama skupa P. Ako
duzinu podinter- £ 6 &
vala  obelezimo  sa -

Ax; = x; — xi—1, (Z - woe " it =

1,...,n), i neka je

X(P) = maXj<i<n AZCZ Slika 1. Rimanov integral

parametar podele P, i

izaberimo tacke & € [z;_1,%;], i = 1,...,nidefinisSimo skup = = {&, &, ..., &,}. Jasno
jedaje rgp < & < & < -+- < x,. Ako su duzine svih intervala [z; 1, z;] jednake onda

kazemo da je raspodela ekvidistantna.

Motivisani Rimanovom idejom posmatramo funkciju, f : R D [a,0] — R, tada
uredeni par (P, =) zovemo podelom segmenta [a, b], a zbir

(117) S(f,P,E) = 3 1(&) Ax;
=1

nazivamo integralnom sumom funkcije f za podelu (P, =). Napomenimo da funkcija f
ne mora biti neprekidna na [a, b].

Primetimo da je integralna suma X(f, P,Z) predstavlja aproksimaciju povrsine is-
pod grafika krive f na [a,b]. Postavlja se prirodno pitanje kada ta aproksimacija tezi
pomenutoj povrsini.

Za broj I kazemo da je grani¢na vrednost integralne sume Y(f, P, Z) kada parametar
podele x(P) — 0 i piSemo

I= (]lji)m OZ(f, P,=), ukoliko (Ve > 0)(36 > 0) tako da za svaku podelu (P, =) vazi
X —_—

(118) |1X(f,P,2)—1|<e¢ kada je x(P) < 4.

Ukoliko postoji konacni lim,p)_o X(f, P, Z) tada kazemo da je funkcija f integrabilna
u Rimanovom smislu na segmentu [a, b]. I pomenuti limes zove se odredeni (Rimanov)
integral funkcije f na [a,b]. Oznaka koja se koristi: I = f; f(x)dx, gde je a—donja
granica, b—gornja granica, f(x)—podintegralna funkcija, f(z)dz—podintegralni izraz
i x—integraciona promenljiva.

Teorema. Neka je funkcija f neprekidna na intervalu [a, b] tada je ona i integrabilna
u Rimanovom smislu.

Digresija. Obrat ovog tvrdenja ne vazi.
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Skica dokaza. Kako je f neprekidna na intervalu [z;_i,z;] C [a,b] ona dostize svoj
minimum i maksimum na [x; 1, x;] i moZemo definisati tkz. gornju i donju Darbuovu
(Darboux) sumu za datu raspodeli ¥(f, P, =) na sledeé¢i nacin:

D_ (%) = Z m; Ax; i D.(X) = Z M; Ax;,
i=1 =1

gde je m; = min,, | <;<z, 1 M; = max,,  <z<4, - OCigledno vazi
D_(¥) <X(f,P,E) <Dy (2).

Kako se svaka raspodela 3(f, P,Z) moze aproksimirati po volji tacno ekvidistantnom
raspodelom X¢(f, P¢,Z°)° za neprekidnu funkciju (koja je i ravnomerno neprekidna
na [r;_1,z;], pa kada n — oo, m; — M;) lako se pokazuje da je limpz) D_(¥) =
lim(pz) Do (X), odakle sledi tvrdnja. ]

6.11. Primer. Odredimo odredene integrale nekih funkcija po definiciji.

(i1) f(z) = c. Neka je (P,E)
proizvoljna podela segmenta
[a, b] (Slika 2), tada je

=1

= c(zp — xo) = c(b— a).

Dakle, u ovom slucaju _—
¥(f, P,E) ne zavisi o podeli, To=ag& T L T2 Tp1&n Tn =
pa niti o x(P), i imamo da je

lim Y(f,P,Z)=cb—a), tj
m SU.PD =cb-a).
b Slika 2. Integral konstante na segmentu [a, b]
/ cdr = c(b—a).

b
Specijalno za ¢ = 1, je / dr=0b-—a.
a

(i2) f(xz) = z. Kako je f neprekidna funkcija na [a, b] mozemo posmatrati ekvidistantnu podelu (Slika 3)
P=Z={¢,=x;=a+ih, 0<i<n}gdejeh=">%. Dakle,

b—a . b—a
ro=a, r1=a+h=a+——, z,=a+ih=a+1
n

1=0,1,2,....,n i Az;=h.

Sada redom imamo na segmentu [a, b],

S ves>0 postoji ekvidistantna raspodela (P¢,Z°) takva da je |X(f, P,Z) — X°(f, P, E%)| < e.
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&

To=agy xy & T2 Tn-1 ¢, Tn =0

Slika 3. Integral funkcije y = x na segmentu [a, b

n

S(f, P,Z) = Zf(gi)A;gi:Z:cih:hZ(a+i.h):h(n-a+h2i> :n-h<a+n-2|-1 h>
i=1 =1 =1

=1

- _ 2
:n-b a<a+n+1.b a)—a~(b—a)+(b a)” n+l

n 2 n 2 n
Dakle, kada h — 0 tada n — oo, i imamo

/abxd:E: - <a-(b—a)+(b_a)2-n+1> :a-(b—a)+(b_a)2 :b2_a2'

n— o0 2 n 2 2

(i3) f(x) = e*. Kako je f neprekidna funkcija na [a, b] mozemo posmatrati ekvidistantnu podelu
P=2Z={&=x;=a+ih, 0<i<n}gdejeh=""% Dakle,

n .

h—
To = a, :L’l:a—l—h:a—i—ia, ri=a+ih=a+1 1=0,1,2,...,n i Ax;=nh.
n

Sada redom imamo (Slika 4),

/

Sy s
5 5 .
To=afy x| & T2 Tn-1 ¢, Tn =0

Slika 4. Integral funkcije y = e® na segmentu [a, ]

n

n n ) n—1 ) nh
— a+1 a g a ? a € —1
S(fPE) =) f&) Az =) et h=h-eY (") =h-eTY (") =h-e oh
i=1 i=1 =0

, -1
=1

h
:7.ea+h_(bfa_l)

e
el —1
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Dakle, sada imamo,

b
h h
/a exdx:}llii)r%)<eh_1.ea+h_(eb—a_1)>:(eb—a_l).flLLHBeh_l_}ILEI%]ea"rh:(eb—a_l)_l.ea

= b — e,
b —ad
3 )

b
(i4) f(x) = 22. Sliéno primeru (i2) dobija se / 22 dr =

5. Svojstva odredenog integrala

6.12. Svostva odredenog integrala. Iz definicije odredenog integrala, jasno je da
su njegova svojstva u uskoj vezi sa osobinama suma i limesa. Malo preciznije imamo:

Teorema 1. Neka su funkcije f i g integrabilne u Rimanovom smislu na [a, b]. Tada,

()/a@f —Oz/f ) dx, a€eR
@ [ @i = [ @t [

(i3) ako je f(x) >0, Vz € [a,b] tada je / f(z)dx > 0.

b b
(i4) ako je f(x) > g(z), YV € [a,b] tada je/ f(x)dx 2/ g(z)dz.
Dokaz.

i) [afo)de - i D g6 dn = i 36 b= JECLE

n

b n n
@ [ Eande= i S €)= lim S r(6) Ani Hm 3 gle) A

X(P)—=0 =

:/abf(x)dxj:/abg(ﬂc)d:v

b n
(i3) / fyde= tim 7 1(6) Ari 20

(i4) Primenimo (i3) na funkciju ¢(z) = f(z) — q(z). O

Za integrabilne funkcije vazi i sledec¢a teorema kao posledica definicije odredenog inte-
grala.

Teorema 2. Ako je funkcija f(x) integrabilna na [a, b] tada je

i [ swar=— [ s
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(i2) /abf(x)dx:/acf(:c)der/be(x)dx, pri ¢emu je ¢ € (a,b).

Dokaz. Neka je data podela (P,E), gde je {a = xo,z,...,z, = b} = P i 2 = {{,&,...,& }. Da bismo
dokazali (il) definisemo Az} =2 — ) | = xp_; — xp—iy1 = —AZp_i11, tako da imamo redom,

b 1 a
/(lf(x)dwzx(lngLOZf& sz——x(g%;f@)mi:—/b /(@) da

(i2) Izaberimo da ¢ = z bude jedna od deobenih tacaka, $to mozemo uvek uraditi (ako nije onda je dodamo)
i kako x1(P) — 01 x2(P) — 0 kada x(P) — 0 imamo,

b k
RS llgr)nDZf& b=t A6 Bt Z fe)dai= [ f d:c+/ I

=k+1
O

6.13. Teorema o srednjoj vrednosti integrala. U ovoj tacki dokazujemo jednu
od osnovnih teorema za neodredene integrale.

Teorema. Neka su f(z) i ¢(x) dve integrabilne funkcije na [a,b] takve da je
(1) m < f(z) < M,

(2) ) ima stalan znak na |a, b]°,

/qb )dx # 0.

b b
Tada postoji 1 € R takav dajem < p < M ivazi daje/ f(x) - o(z)dr = ,u/ o(x) d.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢(z) > 0, tada iz m < f(z) < M imamo, m - ¢(z) < f(z) - d(x) < M - ¢(z),
b b b
Vx € [a,b]. Teorema 5.12 (i4) sada implicira / m - ¢(x)de < / f(x) - p(z)dx < / M - ¢(x)dzr ina osnovu

b b
Teorema 5.12 (i2) zaklju¢ujemo da je: m/ ¢(x)dr < / f(z)p(z)dx < M/ ¢(x) dx, odakle sledi tvrdenje

jer je = f f z) dv T
s N ¢( )de N
Posledica. Neka je f(x) neprekidna funkcija na [a,b] i ¢(x) kao u prethodnoj teoremi,
tada je
b b
1) [ ola) f@)dr = 71©) [ ol)de e ab
b
(i2) ako je jos ¢p(x) =1 tada je u= f(&§) = W

6ti. ¢(x) >0, Va € [a,b] ili ¢(z) <0, Va € [a,b].

b
" Primetimo da je uslov fab ¢(z)dx # 0, vazan jer bi u suprotnom imali m -0 < / f(z) - p(x)de <M -0.
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Dokaz. Kako je f(z) neprekidna na [a,b] onda ona taj segment preslikava na segment [m, M], pa postoji
€ € [a,b] tako da je p = f(£), gde je u iz prethodne teoreme, odakle sledi (il), dok je (i2) specijalni slu¢aj od
(i1). O

6. Fundamentalna teorema

6.14. Odredeni integral i primitivna funkcija. Neka je f integrabilna funkcija
na segmentu [a, b]. Tada je dobro definisana funkcija

(119) F(x) = /x f(x)dz

na intervalu [a, b].

Kako su integrabilne funkcije u Rimanovom smislu ogranic¢ena imamo | f(z)| < C (€ R)
na [a, b, i koriste¢i aditivnost integrala, za x,z + h € [a, b] imamo

(120) [F(x+h) = F(x)] <C|h],

odakle sledi neprekidnost funkcije F' na [a,b]. Ali vazi i viSe,

Lema. Ako je f integrabilna funkcija na |a,b] i ako je f neprekidna u nekoj tacki
x € [a,b] , tada je funkcija F' definisana na [a,b] formulom (120) diferencijabilna u
tacki x, i vazi formula F'(z) = f(z).

Dokaz. Kako je f neprekidna u tacki x sledi da je f(t) = f(x) + A(¢), pri cemu A(t) — 0 kada t — «x i
€ la,b]. Funkcija A(t) = f(t) — f(x) je integrabilna na [a,b] kao razlika dve integrabilne funkcije, i neka je
M (h) = superpny |A(H)], gde je I(h) = [x,2 + h] C [a,b]. Jasno, M (h) — 0 kada h — 0. Sada imamo,

z+h T xz+h x+h z+h
Flz+h) — Fx) :/ £ dt—/ ) dt:/ f(t)dt:/ (f(a:)+A(t))dt:/ F(@)dt

/ At (@)h + a(h) b

z+h z+h
/ A(t)dt‘g/ IA(H)] dt <

zakljuCujemo prvo da je a(h) < M(h), a odatle da a(h) — 0 kada h — 0. Primetimo da smo pokazali da ako

Bududéi da je

/xHhM(h) dt‘ = M(h) |hl,

je f neprekidna u tacki x € [a _b] tada za h takav da je i x + h € [a, b] vazi
(121) Fx+h)—F(z)=f(z)h+a(h)h pri ¢emu a(h) — 0 kada h — 0.
Ali to znadi da je funkcija F'(z) diferencijabilna u tacki z i da je F'(x) = f(x). O

Neposredna posledica ove leme je slede¢a Teorema.

Teorema. Svaka neprekidna funkcija f na segmentu |a,b] ima na tom segmentu
primitivnu funkciju, koja je oblika

= / f(x)dx + C, gde je C' neka konstanta.
6.15. Njutn-Lajbnicova (Newton-Leibniz) formula. Ako je funkcija f(x) nepre-

kidna na segmentu [a, b] tada postoji fundamentalna veza izmedu neodredenog i odre-
denog integrala, koja je data sledecom teoremom.
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Teorema. Neka je f(x) neprekidna funkcija na segmentu [a,b] i ako je F(x) njena
primitivna funkcija na |a,b] tada je

b
(122) / f(x)dz = F(b) — F(a) .

Prethodna formula (122) poznata je kao Njutn-Lajbnicova formula.

Dokaz. Neka je data proizvoljna podela {a = zg,z, ..., z, = b} = P. Posmatrajmo intervale [z;_1,2;], i =
1,2,...,n, tada Lagranzova teorema o srednjoj vrednosti daje

(123) +

gde smo tacke = = {{1,&,...,&,} izabrali koriséenjem Lagranzove teoreme. Nakon sabiranja formula u (123)
dobijamo

F(zy) = F(x0) = f(&1) (w1 — 20) + f(&2) (w2 — 1) + -+ + [ (&) (@ — mn1) = Y f(&) Ay
=1

n b
i nakon uzimanja limesa dobijamo: F(b) — F(a) = lim Z f&) Ax; = / f(x)dx.
i=1 a

]
b b
Oznaka koja se koristi: / f(z)dx = F(x)| = F(b) — F(a)
Primeri 1. Izracunajte sledeée integrale.
b 3.p b3 _ 3 -1 d 1
(m(Lﬁm:ga: 3“. (i2) 12;=wa2=m—ﬂ—mF%=—m2

Primeri 2. Dokazite da je:

b_a<lné<b_a, b>a>0.
a a

(i1)

1
Primena teoreme o srednjoj vrednosti za integrale na funkciju f(x) = — i interval [a, b] prvo daje,

T
1 bd bd bd
§f(a:)§a Va € [a,b] odakle je /bxg/ ;S/ Zx’ i na kraju

S| o=

1 bglnb—lnazlnégb_
—a a a

b
d
nejednakosti su stroge jer je/ ?x =f(&)(b—a), &€ (a,b).

b— b—
(i2) Tlﬁg < arctanb — arctana < T;Q , b>a.
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Primena teoreme o srednjoj vrednosti za integrale na funkciju f(z) = i interval [a, b], dobijamo,

1+ 22

1 - 1 - 1
1402~ 1422~ 1+a?

Va € (a,b) odakle je nakon integracije

b_a</b du tanb — arctan g < —— jednakosti su stroge jer j
= arctan o — arctana nejedanaxKostl su stroge jer je
1102 =), 1442 “1+a? ) e Jer
/b O 0-a) = — 5 b—a), (@b
— = —a)=—=((b—a a,b).
o 1422 1+¢2 ’ ’

7. Osnovne metode integracije odredenog integrala

6.16. Smena promenljive u odredenom integralu. U ovoj tacki vide¢emo da i
za odredene integrale vaze analogne metode za njihovo izracunanje, kao posledica fun-
damentalne veze izmedu odredenog i neodredenog integrala date Njutn-Lajbnicovom
formulom.

Teorema. Neka je F' : [a,b] — R primitivna funkcija, integrabilne funkcije f(x) na
la,b] i neka je ¢ : o, 3] — [a,b] klase Clla, 8] takva da
(i1) ¢’ ne menja znak na [a, B](tj. monotona je) pri cemu je a = ¢(«a), b = ¢(B)
ako je ¢'(t) > 0 (ili a = ¢(B), b = ¢(«) ako je ¢'(t) < 0).
(12) funkcija f(¢(t)) ¢'(t) je integrabilna na [a, 3.
Tada je

b 8
(124) / f(z) dz = / F(6(1) 6'(1).

Dokaz. Neka je F' primitivna funkcija od f na [a,b] %, i neka je F(4(t)) = ®(t). Primetimo da je ®(t) primitivna
funkcija od f(o(t)) &' (t), jer je
(1) = (F(o(1)) = F'((1)) - ¢'(t) = f(e(t) - &'(t)

Koristeé¢i sada Njutn-Lajbnicovu formulu s jedne strane imamo f; f(z)dx = F(b) — F(a), dok je sa druge
strane

B8
/ F(6(8)) - /(1) dt = B(B) — B(a) = F($(8)) — F(d(r)) = F(b) — F(a), odakle

b B
sledi / f(z)dz = F(b) — F(a) = / flo(t) - &' (t)dt.

Primeri. Izracunajmo sledece integrale (n,m € N),

i) /amdx_{ T =asint 0—0 H(t) = asint je }
0

dx =a costdt a — 7/2 monotona na [0,7/2]

®/2 ?/2 ) ®/2 )
= Va2 —a?sin’ta costdt:/ \/a2(1 —sin?t) a cost = a / cos” t dt
0 0

0

8F'(z) = f(z), V.
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2/ci>/2 1 + cos (2t) g — a? <t
; 2 2

2n

4

21
Z + 5 sin(21)

s

/2 a2 (= 1 . .
0 )—2 <2—0+2(SIH7T—SIHO))

)

y = Va2 — 22
Geometrijski smisao. Kako je y = f(z) =

a? — 22, odakle je 2? + y* = a®. Za-
kljuc¢ujemo da nasa polazna funkcija pred-

stavlja jednacinu kruga i ustvari trazimo \o a

povrsinu 1/4 tog kruga (jer je to geometri-
jski lik (Slika 5) koji je ograni¢en pravama

0,z = 0,z = a i grafikom krive
funkCije f (x)) Slika 5. Geometrijski smisao

(i2) / sinnz - cos ma dx = 5 / (sin(n 4+ m)z — sin(m — n)x) dz = 5 / sin(n +m)z dx

—T —T —T

=0,

—T

m—-n

1 (7 1 1
—3 / sin(m —n)xdx = 3 <_n e cos(n +m)x + cos(m — n)x)

—T

ako je n —m # 0, (jer je cos parna funkcija). Rezultat je tac¢an i ako je n — m = 0, proverite!

T 1 (" 1 1
(i3) / sin? nx do = / (1 —cos2nz)dr = - <9: — — sin 2na:>
2 2 2n

—Tr —T

™
= T.
-

s
= T.
-

. L 1 [7 1 1
(i4) / cos mxdmzz/ (1+0052mx)da::2<a:+2 Sln2mx>

- - m

Posledica. Neka je f :[—a,a] — R, a > 0 integrabilna funkcija. Tada

(i1) ako je f parna /f d:c—Q/f —2/f

(i2) ako je f neparna /a f(z)dz = 0.

Ako je f : R — R, neprekidna i periodi¢na funkcija sa periodom w. Tada je

/aa+wf(3:) dx = /Ow f(z)dxVaeR.

Dokaz. (il) i (i2) su jasni iz geometrijskog smisla odredenog integrala kao povrsine omedene pravama y = 0,

x =0,z = a i grafikom krive y = f(x).

Primetimo, iz definicije neodredenog integrala, da ta povrsina moze biti i negativna. U sluc¢aju (il) figure (zbog
parnosti funkcije f) ¢iju povrsinu trazimo na [—a,0] i [0, a] su podudarne (Slika 6) i sa iste strane z—ose pa
je povrsina njihove unije jednaka dvostrukoj povrsini figure na [0, a]. Za (i2) vaze iste opservacije osim §to su
te dve figure (zbog neparnosti funkcije f(z)) podudarne (njihova unija je centralno simetri¢na s obzirom na

koordinatni pocetak (Slika 7)), ali sa razlicitih strana x—ose, pa je zbir njihovih povrsina 0.
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A A
P y= @) P y=f()
P
—a
| , - m a
—P
Slika 6. Integral i parnost funkcija Slika 7. Integral i neparnost funkcija
U to se mozemo uveriti i formalno, ako uvedemo smenu: = —t, dr = —dt na intervalu [—a, 0]. Pa imamo,
0 a

0 0 = [f@t)dt = [ f(t)dt, f parna
/f(:c) dx = —/f(—t) dt = 0 “ 0 . odakle je
“a a — [(=) f(t)dt = — [ f(t)dt, f neparna

a 0

f(t)dt, f pama,

0, f neparna,

O—0

a 0 a
= z) dx = 2
lﬂ@w—£ﬂ>d+!ﬂﬂﬁ {

Ako je f: R — R, neprekidna i periodi¢na funkcija sa periodom w. Tada prvo imamo,

a+w a a
t=x—w t)=t4+w rz=a4+w—-1t=a,
/ f(a;) du = { dt = dx i(£onot§na T :_(: —t=0 } - /ﬂt + w) dt = /f(t) di
w 0 0
a zatim
a+tw w a+t+w w a w
f(x)de = [ f(z)dx+ fx)de = [ f(x)dz+ f(z
[ i e [ase i e [ro
i dokaz je gotov. 0

6.17. Parcijalna integracija odredenih integrala. Sada koriste¢i osnovnu vezu
izmedu odredenog i neodredenog integrala datu u Njutn-Lajbnicovoj formuli i metodu
parcijalne integracije za neodredene integrale dobijamo njen analogon za odredene
integrale. Preciznije vazi sledeca teorema.

Teorema. Neka su f i g funkcije klase C! na (a,b). Tada vazi formula

/f 2)' dv = f(z) /f

Dokaz. Analogno dokazu za neodredene integrale, prvo iz Lajbnicove formule,

(f(2)g(2)) = f'(z) g(x) + f(z) g'(x),

integracijom obe strane uz koriséenje Njutn-Lajbnicove formule nalazimo

b
f(@) - g(x)

aa/m M—/f m+/f

odakle sledi formula. OJ
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Primer. Izracunajmo slede¢i integral,
/2 _ 2 —
(i1) / :U2Sinxdm:{ f—a:. df =2 du }:—xQ cos
0

dg =sinxdr ¢g= —coszx

w/2 _
= / :Ucosmdx:{ f=u df = du }:2 (1: sin
0 dg = cosxdr ¢g=sinx

w/2
):7r2.
0

6.18. Odredeni integral i Tejlorova formula. Koristeéi sada parcijalnu integraciju
i Njutn-Lajbnicovu formulu mozemo izvesti Tejlorovu formulu sa integralnim ostatkom

/f t)dt = /f (x —t)

w/2 /2
+2/ z cosx dx
0 0

w/2 /2
- / sinz dx
0 0

<7T + cos
= — x
2

/f” (@ — t)dt = f'(a)(z — a)

—5 [ oy d= rae-o % +3 [ £
— @)z —a)+ = f"(a)(z —a)? — 2713 S (@ — b=
= @@ =)+ @)=+t e P =0 (i),
gde je
(125) o (a: 7) = % / FO@) (@ — 1) dt

Time smo pokazali sledecu,

Propozicija. Neka je funkcija f(t) ima na segmentu |a, x| neprekidne izvode do reda
n, tada vazi Teylorova formula

fla) = fla) + 31/ (@) —a) 4+

gde je ostatak dat formulom (125).

1 n—1 n—1 .
mf (a)(x —a)"" +rp_i(a; o),

8. Nesvojstveni integral

6.19. Nesvojstveni integral I. U ovoj tacki ¢emo malo prosiriti pojam Rimanovg
integrala na slucaj kada neka od granica nije konac¢na ili ako funkcija f nije definisana
u nekoj tacki segmenta po kojem integralimo funkciju.

Neka je funkcija f definisana na intervalu [a, b) (pri ¢emu b moze biti i +00) i integra-
bilna na svakom segmentu [a, b'] C [a,b). Tada veli¢inu

b/

b b—0
(126) / f(z)dx = f(z)dr = lim f(z)dx

b'—b—-0

ako limes sa desne strane jednakosti postoji, nazivamo nesv0Jstvenim integralom Rimana
ili samo nesvojstvenim integralom funkcije f na intervalu [a,b). Slicno definisemo i
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nesvojstveni integral funkcije f na intervalu (a,b] (pri ¢emu a moze biti i —oc0), koja
je integrabilna na svakom segmentu [a’,b] C (a, b], formulom

/abf(x)dx: aiof(a:)dx: lim /wa(x)dx.

a’'— a+0

Primetimo da ako je funkcija f integrabilna na segmentu [a, b] tada se njen integral
na [a,b] podudara sa njenim nesvojstvenim integralom na [a, b].

Primeri. Izracunajmo sledece integrale,

+ood$
e
i [

+00o d 1 1—7‘ b
x x za 1. dx
ako je — = N 1 ada limes 1m —— posto]1 samo za v > 1 jer
kako i — v # tada i y toii L
nx‘l za v = 1.

T dy 1 b 1 1

imamo — = lim —— ml_v‘ =— lim o777 —1) = ——,
1 ¥ botool—1y 11— \b—+too v—1

a za ostale vrednosti v polazni integral nije definisan.

td
. i
(i2) | —
0o 7
1 d 1 1— ! 1 1 d
— T za .
kako je za a € (0,1]: / @ _ 1=y ‘a i tada limes  lim / er postoji samo za
a X7 lnx’l zay=1. a—+0 J, x7
a
1
d 1 1 1 1
v < 1, jer imamo, a lim —— 2177 = 1— lim ol ) =
0 x a~>+01—’}’ a 1—’}/ a——+0 1—’)/

Za ostale vrednosti v polazni integral nije definisan.

0 0
(i3) / e"dr = lim e"dr = lim (eﬂi) = lim (1—¢€")=1.

6.20. Svojstva nesvojstvenog integala. Nesvojstveni integral definisan u prethod-
noj tacki ima ista algebarska svojsva kao i Rimanov integral, a koja su sadrzana u
Teoremi 6.12 uz neophodne modifikacije prilagodene definiciji nesvojstvenog inte-
grala. Takav rezultat se mogao ocekivati jer je jedina razlika izmedu svojstvenog
i nesvojstvenog integrala u trazenju odredenog limesa (vidi prethodnu tacku), a sam
limes funkcije ima ista svojstva kao i integral (aditivnost, homogenost, dobro se ponasa
prema nejednakostima).

Stavise, uz odgovarjuce (prirodne) modifikacije prilagodene definiciji nesvojstvenog
integrala vidi se da vaze teoreme iz 6.16 o smeni promenljive u nesvojstvenom integralu
iiz 6.17 o parcijalnoj integraciji nesvojstvenog integrala.
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6.21. Nesvojstveni integali II. U prethodnoj tacki govorili smo o nesvojstvenim
integralima kod kojih je problem bio u jednom od krajeva intervala, tj. u kojem
je podintegralna funkcija bila neogranicena ili nije bila definisana. Sada ¢emo nasu
definiciju prosiriti na slucaj kada postoji problem na oba kraja intervala i na slucaj
ako podintegralna funkcija nije definisana (ili u okolini takve tacke je neogranicena) u
nekoj tacki ¢ intervala integracije [y, ws].

Dakle, posmatrajmo funkciju f : [owy, ws] \ {¢} — R, pri ¢emu je ¢ € (wy,ws) 1 f je
integrabilna na segmentima [a, a'] C [a,c) i [¢,b] C (¢, b]. Tada pisemo

Wy c—0 ()
(127) f(x)de = f(z)dx + f(x)dx
w1 w1 c+0
= [lim [ f(z )d56+c,,1§£1+0 f(z)dx

w1

ako svaki od integrala sa desne strane jednakosti (127) postoji. Ako barem jedan od
dva integrala ne postoji re¢i ¢emo da nesvojstveni integral divergira.

Primer. Izracunajmo integral,

! dx 0 dx U e . X
i1 de = dz + / dx = arcsinx + arcsinz|. = 7.
() /1 V1—22 /1 V1—22 0 V1— 22 Ll |g

Sledeéi primer pokazuje, da nekada postoji ¢ € (w;,ws) takav da barem jedan od
integrala sa desne strane jednakosti (127) divergira. Kako za svako v barem jedan od

integrala,
/ — dx , / d_ac dx,
127

o
d
ne postoji (ili je +00), kazemo da integral / —f dx divergira za svako .
0 X

Glavna vrednost integrala. Posmatrajmo sada malo detaljnije integral (127), tada
njegovu desnu stranu mozemo malo drugacije zapisati

(128) /mf(x)dx: lim / f(@)dr+ lim mf()

w1 c—c—0 w1 c’"— c+0
w2
:hm/ f(z dx—|—hm f(x)dx
e—0 et

Iz poslednjeg izraza mozemo zakljuciti da egzistencija limesa zavisi od odnosa € > 0 i
1 > 0, pa limes ne mora postojati, kao sto pokazuje sledeé¢i primer.
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Primer. Izraéunajmo integral,

—da:—hm —dx—lrhm/ —d:v—hmlns—hmln,u

e—0 /4 u—0 e—0 pu—0

Iz poslednje formule vidimo da limes ne postoji jer su € i u proizvoljni. Ako uzmemo
npr. da je € = au, za neki a € R™ vidimo da se poslednja relacija svodi na

limlne —limnpy=limnapy— limInpg = lim In 28 — In .
e—0 u—0 u—0 u—0 u—0 o
Kako je prirodno uzeti da je € = p, za ovaj izbor definisemo glavnu vrednost ¥ nesvoj-
stvenog integrala.
Dakle, ako za funkciju f : [w1, @3] \ {¢} — R, pri ¢emu je ¢ € (wy,ws), integral
c—¢&
f(z) dx divergira, i neka za dovoljno malo € > 0 postoje integrali f(x)dx i

w1 w1
w2

f(z) dz. Tada ako postoji
ct+e

lim < B f(x)dx + - f(z) dx)
cte

e—0 o

nazivamo ga glavnom vrednosti integrala f(x) dx, i pisemo,
w1

(129) V.p. - f(x)dx = lim ( N f(z)dx + jQ f(x) dx) :

—
w1 € 0 w1

Primeri. Sada u smislu ove deﬁnicije imamo sledece primere.

d td
(i1) Vp/ 4z = lim —xdx—i—lin% —xdleim(lng—lna):().
e— x

e—0 xT c e—0

+o00 0 M M2 M2
(i2) v.p./ xdr= lim (/ xdx —i—/ xdm) = lim < - ) =0.
— 0 M— +o00 -M 0 M— +o0 2 2

9. Primene odredenog integrala

6.22. Primene odredenog integrala. Pojam Rimanovog integrala uveden je tako
Sto je trazena metoda za racunanje povrsine odredene klase ravanskih figura, tj. onih
ravanskih figura koje su preseci (ili se na njih mogu svesti) ravanskih figura ¢ije su
stranice grafici nekih ’dovoljno dobrih’ funkcija. Time je veé¢ odredena osnovna pri-
mena odredenog integrala kao metoda za racunanje povrsina. Navedimo ovde jos neke

primene.

2 2
Primer. Odrediti povr§inu ehpse — + Jo_ = 1, vidi Primer (il). u 6.16.

b2

9 glavna vrednost od francuskog valeur principal.
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b
Primetimo da y mozemo izraziti kao funkciju od z, kao y = f(x) = — v a? — 22 na intervalu [0, a], tako da ¢e
a

fo x)dx predstavljati ¢etvrtinu povrsine polazne elipse. Dakle povrsina elipse P bice jednaka:

2

s
4

= 4/ Va? — 22 dz = {vidi Primer (i1) u 6.16.} =
0o a

Q\@

=abm.

DuZina luka krive. Neka je dato preslikavanje segmenta v : I = [a, b] — R? formulom
v(t) = (x(t),y(t),2(t)), za t € [a,b]. Skup v([a,b]) zove se put. Ako je A = y(a) i
B = ~(b), kazemo da put vy spaja tacke A i B. Tacka A zove se pocCetak puta, a tacka
B kraj puta. Put je zatvoren ako je A = B. Ako je preslikavanje v bijekcija za put
kazemo da je prost put ili da je parametrizovana kriva. Put je klase glatkosti k£ ako su
takve funkcije z(t),y(t) i 2(t), i to zapisujemo v € C¥[a, b]. Ako je put prost i klase
barem C! ili je po delovima takav’, mozemo na put gledati kao na krivu u prostoru
po kojoj se kretala materijalna tacka od trenutka ¢ = a do trenutka t = b. Tako da
mozemo govoriti o duzini, {[t1, ts], puta kojeg je ona presla od trenutka a < t; < to < b.
Kako je za neki mali vremenski interval At tacka presla put od neke tacke X do tacke
X + Az, mozemo pisati Az ~ |v(t)| At, gde je |v(t)| brzina tacke u trenutku ¢. Kako
je

(O] = Va2 (t) + (1) + 22(t),

prelaskom na limes kada A(t) — 0 dobijamo da je duzina luka krive od trenutka ¢t = a
do t = b data formulom

(130) l[a,b]:/ |v(t)\dt:/ V() 4 g2 (t) + 22(t) dt .

Primetimo da analogon prethodne formule (130) vazi u slucaju kada posmatramo
puteve i krive u bilo kojoj dimenziji, pa tako i u dimenziji 2. Ako je kriva data
kao grafik krive y = f(z) tada za parametar t mozemo uzeti x i duzina luka krive je

b b b
l[a,b]:/ ]v(t)]dt:/ VRO L PO dt= {t—= y=f2)} —> l[a,b]:/ VIt (@) de

2 2
x
Primer. Odrediti obim elipse date svojom kanonskom Jednacmom — + y2 = 1.

b

Uzmimo standardnu parametrizaciju elipse z = a sint i y = b cost, t € [0,2 ], tada formula (131) postaje

2m w/2
lg = \/acost —b sint)? dt = / \/a2 (a? ) sin?t dt = 4a/ \/1—

0

sm2 tdt

/2 2

2 a®>-b
=4a / V1—e2sin?t dt. Primetimo da je e ekscentricitet elipse, jer je e? = — = 5 -
0 a

a

Integral

t
E(e,t) :/ V1 —e?sin?t dt
0

10 tj. mozemo ga razbiti u konacan broj segmenata na kojem je v diferencijabilna funkcija i njen izvod je neprekidna
funkcija.
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ne moze se izraziti preko elementarnih funkcija i kako se javlja prilikom izra¢unavanja duzine elipse naziva se
elipti¢kim integralom druge vrste. Vrednost koju on prima za t = 7/2 zavisi samo o ekscentricitetu elipse i tada

koristimo oznaku E(e) = E(e,7/2). Tako smo dobili da je obim elipse jednak l., = 4a E(e).

Zapremina rotacionih tela. Neka je dat grafik neke funkcije f : [a,b] — R na intervalu
la,b] i zamislimo da grafik rotira oko x ose, tako ¢e nastati jedno rotaciono telo,
koje mozemo shvatiti kao da je sastavljeno od niza malih cilindara'! visine Az i ¢ija je
povrsina baze, povrsina kruga poluprecnika f(x). Tako da je priblizna zapremina ovog
malog cilindra V & f(z)* m Az. Prelaze¢i na limes kada Ax — 0 i zatim integrale¢i po
celom segmentu [a, b] dobijamo da je zapremina rotacionog tela jednaka

(131) V:W/bf(a:Q

Primer. Odrediti zapreminu elipsoida koji nastaje rotacijom grafika elipse :13_ + Z_Q =1,
koji se nalazi iznad z—ose (y > 0).

b
Primetimo da y mozemo izraziti kao funkciju od z, kao y = f(z) = — Va2 — 22 na intervalu [—a, al, tako da
a

primena formule (131) na ovaj primer daje

a /p 2 b2 a ) ) b2 ) 3
Vg =m /f x:7r/_G<a a2—x2> dx:agw/_a(a —:L‘)dac:a27r<a :1:—3>

= b27r<2a3—2a3> = irb’a
3

Odakle dobijamo u slu¢aju lopte, a = b, polupre¢nika a da je njena zapremina jednaka

M yadi se zapravo o cilindru ¢ije baze nisu jednake, ali za malo Az, mi ga aproksimiramo pravim cilindrom.
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