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GLAVA 0

UvOoD

Ova glava sadrzi potrebna predznanja za uspesno savladavanje gradiva koje je izlozeno u nastavku ove knjige.
Velika veéina ovih predznanja trebalo bi da je ¢itaocima poznata iz srednje Skole. Vecina ostalog gradiva
predstavlja nesto Sto je vazno, a tome se ne pridaje toliki znac¢aj u srednjim sSkolama, a manji deo su neke
generalizacije ili informacije o nekim objektima o kojima viSe detalja ¢itaoci mogu naci u literaturi.

1. Skupovi

0.1. U ovoj knjizi ne¢emo uvoditi pojam skupa formalnom definicijom niti éemo izlaganja zasnivati na ak-
siomatskoj teoriji skupova, ve¢ éemo koristiti intuitivan i operativan pristup skupu kao kolekciji datih objekata.
Za one koji su skloniji formalnom i apstraktnom jeziku mozemo tretirati skup kao osnovni pojam koji ne
definisemo.
Uz pojam skupa javlja se i pojam elementa skupa (ili pripadanja skupu) koji takode ne definisemo. Za dati
element a skupa A, pisatemo a € A. Negaciju ovog iskaza, tj. a ne pripada (nije element) A zapisujemo
a¢ A.
Primer. Najvazniji skupovi brojeva koji su nam poznati iz srednje Skole su N—skup prirodnih brojeva, Z—skup
celih brojeva, Q—skup racionalnih brojeva, R—skup realnih brojeva i C—skup kompleksnih brojeva.
Skup koji nema elemenata nazivamo praznim skupom i obelezavamo ga sa (). Skup A je kona&an ako ima
kona¢an broj elemenata. Sa ||A|| ili sa card A obelezavamo broj elemenata skupa A.
Kako se skupovi sastoje od elemenata skupovi se obi¢no zadaju na dva nac¢ina:
(i1) popisivanjem svih elemenata, npr. A = {1,2,3,7},
(i2) zadavanjem zajedni¢kom osobinom, tj. A = {x € X | P(x)} je skup svih onih elemenata datog
skupa X koji zadovoljavaju osobinu P. Tako skup svih realnih brojeva ve¢ih od 3 obelezavamo sa
A={aecR | a>3}

Drugi nacin zadavanja skupova je mnogo prikladniji i uglavnom se koristi u matematici.

0.2. Podskup. Skup B je podskup skupa A, ako je svaki element skupa B ujedno i element skupa A, tj.
ako iz x € B sledi da je x € A. To zapisujemo kao B C A ili ponekad kao A O B, i ¢itamo A je nadskup
od B (ili A sadrzi B). Skupovi A i B su jednaki ako sadrze iste elemente, preciznije oni su jednaki ako
je AC B i BC A, izapisujemo A = B. Skup B je pravi podskup skupa A akoje BC A i A +# B. Za
pravi podskup koristimo oznaku B C A (ili B ; A). Jasno, prazan skup je jedinstven i on je podskup svakog
skupa. Ocigledno vaze tvrdnje,

(i1) A C A,

(i2) ACBi BCC = ACC.

Primer. Kao §to znamo: N S Z S Q SR S C,jer Z>0¢ N; Q >1/2¢ Z; R>V2¢ Qi
Coi=+v-1¢R.

U vedini primena skupovi sa kojima radimo su podskupovi nekog datog skupa X, koji se ponekad naziva
univerzalnim skupom (ili kraée univerzumom). Skup svih podskupova datog skupa X, obelezavamo sa P(X) i
zovemo ga partitivnim skupom skupa X.

0.3. Operacije sa skupovima. Neka je dat skup X. Na skupu svih podskupova skupa X defininisane su
sledeée (prirodne) operacije,

komplement skupa A C X jeskup A°={zx e X | z ¢ A}.

unija skupova AiBCX jeskup AUB={zxe X |z€ A iliz e B}.

presek skupova A i BC X jeskup ANB={zreX |z€A ixe B}

razlika skupova A1 BC X jeskup A\B={ze€ X |z€ A ix ¢ B}.
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2 0. Uvod

Primetimo, daje A UA°= X i ANA° =), kaoitodaje A\ B = AN B°. Dakle, razlika skupova nije osnovna
operacije jer se moze izraziti preko drugih. Za skupove A i B kazemo da su disjunktni ako je AN B = ().
Simetri¢na razlika skupova A i B jeskup AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B).

0.4. Osnovna svojstva unije i preseka. Za proizvoljne skupove A, B, C' C X vaze sledeca svojstva:

(asocijativnost) AUu(BUC)=(AUB)UC, ANn(BNC)=(AnB)NnC,
(komutativnost) AUB=BUA, ANB=BNA,
(distributivnost 1) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC),

(distributivnost II) AN(BUC)=(ANB)U(ANnCQC),

(neutral) AUD=0UA=A, ANX=XNA=A,
(idempotentnost) AUA=A, ANA=A,

(de Morganovi® zakoni) (AUB)¢ = A°N B¢, (AN B)¢ = AU B°.

Dokaz. Dokaza¢emo osobinu distributivnost Il. Ostale osobine dokazuju se analogno. Potrebno je dokazati jednakost dva skupa, a
to je ekvivalento (vidi 1.2) sa pokazivanjem dve inkluzije: AN(BUC) C(ANB)U(ANC) i (ANB)U(ANC)CAN(BUCQC).
Pokazimo prvu: neka je x € AN(BUC) tj. x € Aix e BUC. Kakoje x € BUC, tj. x € B ili x € C ikakoje z € A sledi da
jex € ANB ili z € ANC. Dakle, z € (AN B)U (AN C). Drugu inkluziju mozemo dokazati na isti naé¢in, ali dajemo kraéi dokaz
u kojem smo iskoristili o¢iglednu osobinu inkluzije skupova.

Kako je B C BUC, odmah sledidaje ANBC AN(BUCQC). Slicno vazii ANCCAN(CUB)=AN(BUC). Dakle,

(ANB)U(ANC)C (AN(BUC)U(AN(BUC))=(ANn(BUCQ)). O

0.5. ProsSirenje osnovnih skupovnih operacija. Neka je dat neki neprazni skup X i neka je F familija
podskupova skupa X tada definiSemo uniju skupova iz F kao skup svih onih elemenata koji pripadaju barem
jednom od skupova familije F. Analogno, presek skupova iz F je skup koji se sastoji od onih elemenata koji
pripadaju svim skupovima familije F. Operativnija realizacija ove konstrukcije sastoji se u tome da elemente
familije F indeksiramo elementima nekog skupa S, tj. F = {4, € X | a € S}. Ispostavlja se da mnoga od
gore pomenutih svojstava vaze i za familije skupova. Preciznije, neka je data familija F i neki B C X

() U= N T @ (U A)nE= U (4.05)

a€es a€es a€eS a€esS

2 N A= U A @) (N A)UB= N (4.U8)

a€es a€cs a€eS a€esS

0.6. Dekartov 2 proizvod. Dekartov proizvod dva skupa A i B, je skup
Ax B={(a,b) | a € A,be B},
pri ¢emu su uredeni parovi (a1,b1) i (az2,bs) jednaki ako i samo ako je a3 = ay i by = by. Iz same definicije

jasno je da Dekartov proizvod nije komutativan, npr. ¢im A # B, sledi da A x B # B x A. Dekartov proizvod
direktno se uopstava na konacan broj faktora, tj.

Ap X Ag x -+ xAk:{(al,ag,...,ak) | a1 € Ay, ag € Ao, ..., ag GAk}
i uredene k—torke (ai1,as,...,a;) = (b1, ba,...,b;) se podudaraju ako i samo ako (=akko)® je a; = b; (j =
1,...,k). Direktan proizvod moze se generalisati na proizvoljnu familiju skupova F = {A, | a € I}, $to éemo

zapisivati kao [],c; Aa-

Ako su skupovi A i B konacni tada je i skup A x B konacan. Specijalno, ako skup A ima n elemenata a
skup B m elemenata, skup A x B imace n-m elemenata. Na ovoj jednostavnoj ¢injenici zasnivaju se osnovne
tehnike prebrojavanja skupova.

Skup elemenata

{(a,a) | ae A} C Ax A,
zove se dijagonala Dekartovog proizvoda A x A.
1 Augustus de Morgan, 1806 —1871, engleski matematicar i logicar.

2 Descartes Rene, 1596-1650.
3 U buduée éemo frazu ”ako i samo ako” krade zapisivati ” akko”.
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0.7. Dekartov proizvod i osnovne skupovne operacije. Za svaka tri skupa A, B, i C vazi:
(i1) (AUB)xC=(AxC)U(B x (), (i2) (AxB)U(C xD)C (AUC)x (BUD),
(i3) (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC), (i4) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BUD,),
(i5) (A\B)xC=(AxC)\ (BxQO).
Dokaz. Pokazimo (il). Ova tvrdnja posledica je sledeéeg niza ekvivalencija:
(z,y) E(AUB)xC <= z2€ AUBiyeC<«<=(z€AiyeC)ili (zreBiyel)
— ((z,y) e Ax () ili ((z,y) € BxC(C) <= (z,y) € (AxC)U(BxC(C).

Ostala tvrdenja dokazuju se analogno. a

2. Funkcije

0.8. Definicija. Neka su A i B neprazni skupovi tada je funkcija (preslikavanje) uredena trojka (A4, B, f)
¢ije prve dve komponente su dati skupovi A i B, a tre¢a je 'zakon’ f kojem se svakom elementu skupa A
dodeljuje ta¢no jedan element skupa B. Obi¢no se uredena trojka (A, B, f) poistoveéuje sa f, i zapisuje kao
f : A — B. Postoje razne ekvivalentne definicije pojma funkcije (koja je bez sumnje jedan od najvaznijih
objekata u matematici). Tako npr. funkciju sa A u B mozemo definisati kao skup My C A x B takav da
za svaki a € A postoji jedinstven b € B takav da je uredeni par (a,b) € My. Za element b(zbog njegove
jedinstvenosti) koristi se oznaka b = f(a). Skup A zove se domen funkcije f, a B njen kodomen.

Napomenimo da su funkcije (A, B, f) i (C, D, f) jednake akko je
(i1) A=0C, (i2) B=D, i (i3) f=g(+= VeecA=C, f(x) =g(x)).

0.9. Injekcija. Surjekcija. Bijekcija. Za funkciju f: A — B, kazemo da je injekcija ili '1-1" ako za bilo
koja dva razlicita elementa 1, xo9 € A i njihove slike su razli¢ite, tj. f(z1) # f(x2). Formalnije, ovaj uslov
zapisujemo:

(Va1, 22 € A) (21 # 22) = (f(21) # f(22)).

Cesto se u dokazima koristi obrat po kontrapoziciji* gornje implikacije, tj. slede¢a implikacija,

(Fa1, 22 € A)(f(z1) = f(22)) = (21 = 22).
Za funkciju f : A — B, kazemo da je surjekcija ili 'na’ ako za svaki b € B postoji x € A takav da je
b = f(a). Formalnije,

(Vbe B)(3ac A) takavdaje b= f(a).

Funkcija koja je istovremeno '1-1’ i 'na’ naziva se bijekcija.

0.10. Slika i praslika. Inverzna funkcija. Neka je data funkcija f: A — B, ineka je X C A tada skup
f(X)={yeBly=f(z),ze X} ={f(z) | z€ X} CB,

nazivamo slikom skupa X. Specijalno, ako je X = A tada za f(A) koristimo oznaku ImA i nazivamo ga
slikom funkcije f. Jasno, funkcija f je 'na’ akko je ImA = B. Analogno, za Y C B skup

YY) ={ye Al fly) eY}cCA,
nazivamo praslikom skupa Y.
Primetimo® da za neki b € B moze postojati vise elemenata iz A koje f preslika u b. Tada nije moguée
na jedinstven nacin definisati funkciju f~!: B — A, ociglednom formulom f~1(b) = a, za b = f(a). Da
bismo mogli definisati f~! potrebno je da se praslika svakog elementa iz B sastoji od ta¢no jednog elementa,
§to je ekvivalentno sa ¢injenicom da je funkcija f bijekcija. Ispostavlja se da je '1-1’ sustinska osobina za
egzistenciju inverznog preslikavanja, jer ako f nije 'na’ onda mozemo suziti kodomen na ImA i tako dobiti
bijekciju f: A —> ImA.
Dakle, ako je f bijekcija onda je dobro definisano preslikavanje f~!: B — A, formulom: f~(b) = a, za
b= f(a). Preslikavanje f~! naziva se inverznom funkcijom od f.

4 Akosu a i b iskazi tada je iskaz a = b ekvivalentan sa |b =]a. Ja je negacija od a.
514 definicije funkcije.
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0.11. Kompozicija funkcija. Nekasu f: A — B i g: B — C, dve funkcije. Tada na prirodan nacin
definisemo funkciju go f: A — C formulom (Vx € A)

def
(gof)z) = g(f(x)).
Funkcija go f zove se kompozicija funkcija f i g. Za kompoziciju funkcija vazi svojstvo (ho(gof)) = (hog)of),
koja se naziva asocijativnost. Preciznije, vazi slede¢a jednostavna teorema:
Teorema. Komporzicija funkcija je asocijativna kad ima smisla.

Dokaz. Dokaz ove &injenice posledica je sledeeg niza jednakosti (Vx € A),
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((go f)(x)) = (ho(go f))(x),
sto krace zapisujemo: ((hog)of)y=(ho(gof)).

I dokaz je gotov O

Na svakom nepraznom skupu A definiSemo funkciju idg(z) = = koju nazivamo identitetom na A. Neka je
f: A — B, funkcija, tada je egzistenciju inverzne funkcije f~! moguée opisati preko kompozicije funkcija:
ako za datu funkciju f: A — B postoje funkcije g: B— A i h: B— A takve da je

fog=idg i hof=idy tadaje h=g=f""'.

Primer. Navedimo sada nekoliko vaznih primera inverznih funkcija, koji su nam poznati iz ranijeg Skolovanja.

(i1) Za linearnu funkciju f:R — R, f(x) = 2z+3 odredimo inverznu funkciju. Koristimo relaciju fof~! = idz i nalazimo

ide(2) =2 = (fof )(@)=f(f () =2/ "(x) +3

:f_l(x):%x—g.

(i2) Za stepene funkcije, fan+t1(z): R — R, fony1(z) = g2ntt (n € N) inverzne funkcije su
f2711+1(95) ‘R — R, font1(z) = 2"z (n € N).
(i3) Za stepene funkcije, fon(z): Ry — R, fan(z) = 2" (n € N) inverzne funkcije su
fii (@) i RE — RY, fon(@) = 2z (n €N).
(i4) Eksponencijalna funkcija® f(z) : R — RY, f(2) = ¢” ima inverznu funkciju - logaritamsku funkciju f~': RT —

R, f~(z) = In(z).

(i5) Inverzne funkcije osnovnih trigonometrijskih funkcija, f:[—7n/2,7/2] — [-1,1], f(z) =sin(z) 1 ¢g: [0,7] — [-1,1],
g(xz) = cos(z) su f~':[-1,1] — [~7/2,7/2], £ (x) = arcsin(z) i g~ : [-1,1] — [0,7], g~ '(x) = arccos(z),
redom.

(i6) Za funkcije, f(x): (—7w/2,7/2) — R, f(x) = tg(z) = sin(z)/cos(z) i g(z) : (0,7) — R, g(x) = ctg(z) = cos(z)/sin(x)
inverzne funkcije su f~'(z) : R — (—n/2,7/2), f~*(z) = arctg(z), i g7 () : R — (0,7), g~ '(x) = arcctg(x) redom.

Napomenimo da smo u primerima (i3), (i5) i (i6), morali da smanjimo domen funkcija f koje nisu '1-1’ na
¢itavom domenu.

0.12. Neka svojstva kompozicije. Nekasu f: A— B, i g: B — C, dve funkcije. Tada ako
(i1) je go f '1-1’ onda je f '1-1°, (i2) je go f 'na’ onda je g 'ma’,
(i3) su f i g '1-1’ onda je go f ’1-1’, (i4) su f i g 'na’ onda je go f 'na’,
(i5) su f i g bijekcije onda je i
go [ bijekcija.
Dokaz. (i5) je posledica (i3) i (i4). Dokazimo prvo (i2). Neka je go f 'na’ tada za svaki y € C postoji neki € A takav da je
(go f)(z) =y. Sada iz definicije kompozicije sledi da je g(f(z)) =y i ako stavimo z = f(z) € B vidimo da je g(z) =y, tj. g je

‘na’.

Dokazimo jos (i3). Nekasu f i g '1-1’. Tadaza z,y € A i = # y imamo redom,
v#y = fl)#fly) = g(f(@)#9(fy) <<= (gof)(x)# (go[f)(z),
odakle odmah sledi da je funkcija go f injekcija. ]

6 Eksponencijalna funkcija je jedna od najvaznijih funkcija u matematici.



Relacije 5

0.13. Funkcije i osnovne skupovne oparacije. Neka je f: A — B funkcija, neka su X, X; C A i neka
su Y, Y; C B, tada

(i1) za X C X1 = f(X) C f(X1), (i2) f(XUXy)=f(X)U f(X1),

(i3) F(X N X1) C f(X) N f(X1), (i4) za Y C Y1 = f71(Y) C f71(X),
(i5) fFHYuy) =i (Y)u (X, (i6) f7HY NY) = fHY)N (),
(i7) fH Y\ ) = I\ (), (i8) X CfHf(X)) i f(fU(Y)) CY.

Dokaz. Iz same definicije slike i praslike o¢igledno vazi (i1), (i4) i (i8). (i3) sledi iz
zef(XNX))=3JyeXNX; takavda z=f(y) = Jye Xiye Xy
takav da z = f(y) =z € f(X) iz € f(X1) =z € f(X)N f(X1).

Obratna inkluzija ne mora da vazi jer npr. za neki = € f(X) N f(X1) mogu postojati y € X \ X1 1 y1 € X1 \ X takvi da je
z = f(y) = f(y1) 1ne mora da postoji z € X N X1 takav da je f(z) = =.
(i5) je posledica sledeéeg niza ekvivalencija

refTH(YUY)) < f)eYUY: < fx)eYif(z)eYi<= zcf'(V)ize f ' (V1)
— zefT'Y)UuSftm).

(i2), (i6) i (i7) analogno kao (i5) O.

3. Relacije
0.14. Relacija. n-arna relacija p na skupu A je svaki podskup Dekartovog proizvoda

A" =AXx Ax - - x A.

n primeraka skupa A

Od svih relacija na skupu A najvaznije su binarne relacije, tj. podskupovi skupa A x A. Za (a,b) € p koristi
se 1 oznaka a p b. Kako su relacije p, o na A podskupovi jasno je sto znace iskazi p C o, pUa, pNa, p°.

0.15. Operacije na skupu relacija. Neka je dat skup A na njemu postoji specijalna relacija: dijagonala
94 = {(a,a) | a € A}. Za proizvoljnu binarnu relaciju p na A definisemo i relaciju p=! = {(b,a) | (a,b) € p}.
Takode za binarne relacije p, 0 na A definiSemo njihov proizvod, tj. relaciju po, na sledeéi nacin: z(po)y
akko postoji z € A takav da je zpz i zoy.

0.16. Svojstva relacija. Najvaznije osobine koju neka binarna relacija p na skupu A moze imati su:
(r) refleksivnost: (a,a) € pzasvakia € A <= 34 C p;

(ar) antirefleksivnost: (a,a) ¢ pzasvakia € A < jaNp=10;

(s) simetrignost: iz (a,b) € psledi (b,a) €p <= p=p 1
(a)
)

1

a) antisimetri¢nost: iz (a,b) € pi(b,a) €psledia=b <= pNp~" =ja;

(t) tranzitivnost: iz (a,b), (b,c) € psledi (a,¢) € p <= p> Cp.

0.17. Relacija ekvivalencije. Relaciju p na A koja je refleksivna (r), simetri¢na (s) i tranzitivna (t) zovemo
relacijom ekvivalencije. Svaka relacija ekvivalencije na skupu A razbija taj skup na medusobno disjunktne i
neprazne klase (podskupove),

(0.1) A=JAa  Aands=0 za (a#p),
a€el
pri ¢emu je I skup kojim su indeksirane klase. Dakle, A, = [an] = {z € A | zpa,} je klasa svih onih

elemenata iz A koji su u relaciji p sa elementom ag.
Obratno, svako razbijanje (0.1) nepraznog skupa A na disjunktnu uniju nepraznih skupova definise relaciju
ekvivalencije p (na A) na sledeéi na¢in: zpy akko x, y pripadaju istoj klasi.

Primer. Relacije ekvivalencije su npr.

(i1) onme relacije u ¢ijoj osnovi je neka jednakost (medu nekim objektima) kao sto je npr. jednakost skupova;
podudarnost trouglova u ravni (dva trougla se podudaraju ako postoji translacija i rotacija u ravni
kojom jedan prelazi u drugi); jednakost razlomaka m/n =mi/n; <= m-ny =n-mq,1isl,
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(i2) ’biti paralelan’ na skupu svih pravih u ravni ili prostoru;

(i3) za fiksni prirodan broj n > 1 na skupu N (ili Z ) relacija xpy akko z i y daju isti ostatak pri delenju
sa n.

0.18. Relacija parcijalnog poretka. Refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna binarna relacija p na skupu
A zove se relacija parcijalnog poretka. Obi¢no se relacija poretka oznacava sa < .

Antirefleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna binarna relacija p na skupu A zove se relacijom strogog poretka.
Obicno se relacija strogog poretka oznacava sa < .

Primer. Relacije parcijalnog (strogog) poretka su npr.
(i1) < (<) na skupu realnih brojeva;
(i2) € (C) na skupu svih podskupova datog nepraznog skupa X ;
(i3) relacija deljivosti (aLb a je deljiv sa b) na skupu N.

0.19. Funkcija binarne realcije. Neka je p neka binarna relacija na skupu A. Tada na prirodan nacin
definisemo funkciju

1, ako (a,b) € p,

fo: Ax A—{0,1}, formulom f(a,b) = {0, ako (a,b) ¢ p.

Jasno je da je zadavanje relacije p na skupu A ekvivalentno sa zadavanjem funkcije f, na A x A. Ako je

A ={ai,as,...,a,} konacan skup onda funkciju relacije f, mozemo predstaviti u obliku sledece tablice:
fo ax ag ay am
ar | folar,a1)  folar,a2) -+ folar,ax) - folar,am)
az | folaz,a1) folag,a2) -+ folag,ar) -+ folaz,am)
aj | folaj,a1)  fplaj,az) -+ folaj,an) - folaj, am)
am fp(amaal) fp(amaa2) fp(amaak) fp(amaam)-

Primetimo da se iz gornje tablice odmah mogu prepoznati neke osobine relacija. Ako je relacija p
- refleksivna, svi elementi glavne dijagonale su 1,
- antirefleksivna, svi elementi glavne dijagonale su 0,
- simetri¢na, tada je tablica simetricna s obzirom na glavnu dijagonalu, tj. f,(ar,a;) = fy(a;,ar),

- antisimetri¢na onda su na glavnoj dijagonali 1 i tablica je antisimetri¢na s obzirom na glavnu dijago-
nalu, tj. ako je za k # j, fy(ax,a;) =0 tada je f,(a;,ar) =1 iobratno.

4. Brojevi: celi, racionalni i realni

0.20. Prirodni brojevi. Skup N = {1,2,...}, nazivamo skupom prirodnih brojeva. U ovom skupu dobro su
definisane dve uobicajene binarne operacije (N x N — N): sabiranje i mnozenje prirodnih brojeva, koje imaju
sledeéa svojstva (Va,b,c € N):

(A1) a+(b+¢)=(a+b)+c (A5) a-(b-¢)=(a-b)-c
(A4 a+b=0b+a, (A8) a-b=b-a.

Primetimo da za mnozenje postoji istaknuti broj 1, koji ima osobinu (Va € N),
(A6) a-1=1-a=a.

Ako skup N prosirimo brojem 0, dobijamo skup Ny = NU{0} u kojem vazi analogon svojstva (A6) za operaciju
sabiranja prirodnih brojeva,

(A2) a+0=0+a=a.
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Operacije sabiranja i mnozenja povezane distributivnim zakonom (V a, b, ¢ € N):
(A9) a-(b+c)=a-b+a-c

0.21. Matemati¢ka indukcija. Skup prirodnih brojeva moze se opisati i Peanovim 7 aksiomama:

(i1) 1 je prirodan broj (tj. skup prirodnih brojeva nije prazan),

(i2) dobro je definisano preslikavanje £ : N — N, formulom £(n) =n + 1,

(i3) 1 nije u slici preslikavanja &, tj. ne postoji prirodan z takav da je &(x) =1,
(i4) preslikavanje & je '1-1°,

(i5) (aksioma matematicke indukcije) za M C N takav da vazi

(bi) 1 € M,

(ki) ako iz n € M sledi da jei £(n) € M,

tada je M =N.
Primetimo da aksioma matematicke indukcije funkcionise na sledeéi nacin: 1 € M, zbog (bi), zatim (ki)
primenimo na n = 1 i dobijamo da je £(1) = 2 € M, zatim (ki) primenimo na n = 2 i dobijamo da je
£(2) =3 € M, itd.
Napomenimo da se provera (bi) iz gornje definicije zove baza indukcije, implikacija (ki) zove se korak indukcije,
a n € M iz (ki) zove se pretpostavka indukcije koju éemo obelezavati sa (pi). Aksiomu matematicke indukeije
koristimo onda kada neku tvrdnju treba pokazati za svaki prirodan broj, a to éemo raditi u mnogim glavama
ove knjige.

Primer 1. Pokazite da za svaki prirodan broj n vazi slede¢a formula

1
(0.2) 14+2+- +n—Zk:_ n+)

Dokaz. Neka je M = {n € N | (0.2) vazi za n}. Tada je oCigledno 1 € M jer je 1 = (1(1 + 1))/2. Pretpostavimo da je neki
prirodan broj n € M, tada redom imamo,

i 1 1 1 1 1
1424 4n+m+1) = Q+24+n)+m+1) & %wﬁq: S (nt2) = (n+ W”;* )+D
tj. 1 n+1 € M. Sada AMI (aksioma matematicke indukcije) implicira da je M = N, tj. (0.2) vazi za sve prirodne brojeve. O

Primer 2. Dokazite da za svaki n € N i V3 > —1 vazi Bernoullijeva nejednakost: (1+ )" >1+nj,
Dokaz. Baza indukcije je trivijalna, jer je (14+ 8! >1+1-6.

Korak indukcije. Pretpostavimo da je nejednakost ta¢na za neki prirodan broj n, sada imamo redom

LA™ = (4B 148" 2 Q4B (1 +nf) =14 (n+D)B+nf>1+(n+1)8. O

0.22. Fibonaccijev (Fibonaci) niz®. Niz definisan rekurzivnom formulom,
VneN, apto=an+apy1, uz ay=ay=1,
zove se Fibonaccijev niz. Nekoliko prvih ¢lanova niza su: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, .. Pokazite da
(i1) su svaka dva uzastopne ¢lana niza uzajamno prosta.
(i2) da je svaki ¢etvrti ¢lan niza deljiv sa 3.
Dokaz. (i2) Baza indukcije. n =1 a4.1 =3, ijasno 3 | as.1.
Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N 3 | A4n, tj. aan = 3, tada imamo redom

A4(nt1) = G4nt+d = Qan+3 + Gant2 = 20ant2 + Qant1 = 3Aant1 + 2 a4n E3a4nt1+2-3a=3 (aspt1 +2a) = 3 ! Aq(nt1y- 0
—_—

€N

0.23. Celi brojevi. U skupu prirodnih brojeva nije moguce resiti jedna¢inu « + a = b, za proizvoljni izbor
a,b € N (npr. a = 5,b = 2) zbog toga se pitamo da li je moguce prosiriti skup Ny tako da u tom prosirenom

7 Peano Giuseppe, 1858-1932.
8 Fibonacci Leonardo, 1170-1240 (?), poznat i kao Leonardo iz Pise.
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skupu svojstva sabiranja (A1), (A2) i (A4) ostanu sacuvana i da mozemo resiti jednac¢inu = + a = b, za svaki
izbor a, b iz tog novog skupa. Odgovor na ovo pitanje je pozitivan i najmanji takav skup je skup celih brojeva
Z=A{..,-2,-1,01,2,...} =—NUNj. Primetimo da u skupu Z vazi i svojstvo: Va € Z postoji jedinstveni
broj —a € Z takav da je,

(A3) a+(—a)=(—a)+a=0.

Broj —a zove se suprotni element od a ili inverzni element od a s obzirom na sabiranje.
Na skupu Z (ali ve¢ i na N) postoji relacija poretka < (’biti manji ili jednak’). Ako uvedemo uobi¢ajenu oznaku
a < b, koja zna¢i a < bia # b, vidimo da na skupu Z vazi,

(A10) YaeZ a < a,
All) Va,beZ a<b i b<a = a=0b,

Al12) a<b i b<e¢ = a<ec

>

13) Va,b € Z tacna je barem jedna od relacija a <b ili b<a.
Al4) a<b i c€Z = a+c<b+eg,

(
(
(
(
(A15) a>0 i b>0 = a-b>0.

Primetimo da svojstva (A10)-(A13) znaci da je relacija < relacija totalnog poretka na Z; (A14) i (A15) znaci

da se relacija poretka slaze sa sabiranjem i mnozenjem celih brojeva.

Iz dosada evidentnih svojstava vidimo da su ona podeljena na tri dela: svojstva (A1)-(A9)? su algebarska
svojstva, (A10)-(A13) su svojstva relacije <’ i (A14)-(A15) predstavljaju kompatibilnost relacije ’<’ i operacija
sabiranja i mnozenja celih brojeva.

Napomenimo da se uredeni par (G, x) gde je G neki neprazan skup, a x binarna operacija za koju vaze aksiome
(A1)-(A3) zove grupa, a ako jo§ vazi i aksioma (A4) tada govorimo o komutativnoj ili Abelovoj grupi.
Sliéno za uredenu trojku (G, +,-) za koju vaze aksiome (A1)-(A6) i (A8)-(A9) kazemo da je komutativni
prsten sa jedinicom.

Dakle, (Z,+, ) je komutativni prsten sa jedinicom.

0.24. Deljivost i prosti brojevi. Pretpostavljamo da oznake a < b, a < b, |a| imaju uobicajeno znacenje.
Kazemo da a deli b $to zapisujemo kao a | b, ili da je b deljiv sa a akko postoji ¢t € Z takav da je b = at.

Prirodan broj p > 1 koji je deljiv samo sa 1 i sa samim sobom zove se prost broj.
Skup svih prostih brojeva Pr ={2,3,5,7,11,13,... } je beskonacan.

0.25. Teorema o delenju. Za svaki m € Z i n € N postoje jedinstveni brojevi t € Z i 0 < r < n takvi da

m=n-t+r.

Dokaz. Egzistencija. Pretpostavimo da je m € N, i posmatrajmo niz
Qo=m,g1=m-n,@a=q@—-—n=m-—2n, ..., ¢k =qx—1 —n=m-—kn, ....

Kako je ovaj niz strogo opadajuéi postoji najmanji indeks ¢ takav da je g:4+1 < 0. Tada je 0 < r =¢q; = m —tn < n odakle sledi
tvrdnja za m > 0. Ako je m <0 onda je —m > 0, i na osnovu upravo dokazanog imamo

—-m=n-t+r, 0<ri<n = m=n-(—t)—-m+n—n=n-(—t—1)+(n—r1)
=n-(-t—1)+r, 0<r=n-—-ri<n.

Jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje dva para takvih brojeva (t1,71) i (t2,72), tj. m =n-t1+7r1 = n-t2 + r2. Ako ih
oduzmemo odmah dobijamo

re—ri=n-(ti—ts) = |r2—ri|=nlta—ti|=n>|rz—r1|[n
- |7“2—7"1|:0 = ro=1r1 1 ta =1t1.

Time je dokaz zavrSen. |

0.26. Svojstva deljivosti. 1z definicije odmah sledi da za relaciju deljivosti vazi:

(i1) tranzitivnost, tj. a |bib|c = a|c,

9 Primetimo da je (A7) zasada preskoceno.
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(i2) albialec = a|bxec,
(i3) ako a | b onda za svako ¢ € Z vazi a|b-c,

(i4) ako a| by, a| by, ...,a| by onda za sve ¢y, co, ...,c, € Z vazi
a|b1'cl+b2'02+---+bk-ck.

0.27. Najveéi zajednicki delitelj (divizor). Najveéi zajednicki deljitelj celih brojeva a i b, u oznaci
NZD(a,b), je prirodan broj d koji ima sledeca svojstva

(d) dlaid|b (d jezajednicki delitelj),
(n) ako dy |a i dy|b = dy|d (d jenajvedi zajednicki delitelj).

Ako je NZD(a,b) =1 onda kazemo da su brojevi a i b uzajamno prosti.

0.28. Namanji zajednicki sadrzalac. Najmanji zajednicki sadrzalac celih brojeva a i b, uoznaci NZS(a,b),
je prirodan broj s koji ima sledec¢a svojstva

(s) alsib|s (a jezajednicki sadrzalac),

(n) ako a|s1 1 b|s; = s|s; (d jenajmanji zajednicki sadrzalac).

0.29. Euklidov algoritam. Neke su a, b € N, onda iz Teoreme o deljenju imamo niz jednakosti (a > b)

a=>b-q +r, Th—3 = Thk—2 " Qk—1 + Th—1,
b=r1-q2+r2, Th—2 = Th—1"Qk + Tk » Tada je NZD(a,b) = 7.

Tk = Tk—1 " qk+1 -

Posledica 1. Neke su a, b € N, neka je NZD(a,b) = d ineka je d; € N takav da d{d;. Tada jednacine (po
ziy)
a-r+b-y=d, ima reSenjau Z.
a-x+b-y=d;, nema reSenja u 7 .
Specijalno, ako su a i b uzajamno prosti onda postoje x, y € Z takvi da je
a-x+b-y=1.

Dokazi prethodnih teorema i njihovih posledica mogu se na¢i u Glavi 3, reference [5] u kojoj analogne teoreme
dokazujemo za polinome ili u knjigama koje se bave deljivos¢u celih brojeva.

Posledica 2. Neke su a i b uzajamno prosti brojevi. Ako a | b-c tada a | c. Specijalno, ako prost broj deli
proizvod celih brojeva tada on mora deliti barem jedan od njih.

0.30. Relacija kongruencije. U poglavlju o relacijama spomenuli smo kao primer relacije ekvivalencije (i2),
o kojoj ¢emo sada nesto vise reéi. Za dati 2 < n €N iza a, b€ Z kazemo da je a kongruentno b po modulu
n 1 piSemo

a=b(modn) <= 3JteZ takav da je a—b=mn-t,

tj. a i b daju isti ostatak pri delenju sa n.

Teorema. Relacija kongruencije po modulu n > 1 je relacija ekvivalencije na 7Z. Ova relacija razbija skup
Z na sledece klase
Z = [0}, U[l]pU---Uln—1],, gde je
(kln = {k,k —n,k+n,k—2nk+2n,....k—jn,k+jn,...}.
Dokaz. Refleksivnost. a = a(mod n) jerza t =0 vazi a—a=0-n.
Simetri¢nost. Ako je a =b(modn) = 3t € Z takav daje a —b=n-t, odakle je b—a=mn-(-t), tj. b=a(modn).
Tranzitivnost. Ako je a =b(modn) i b=c(mod n) = 3t1,t2 €Z takvidaje a—b=n-t1, i b—c=n-t2, odakle je
a—c = (a=b)+(b—c)=n-ti+n-to=n-(t1 +t2) =n-t,
gdeje t=ti+t2 €Z = a=c(modn).

Preostale tvrdnje posledica su ¢injenice da svaka relacija ekvivalencija razbija skup na disjunktne unije nepraznih podskupova. [
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0.31. Teorema (Osnovni stav aritmetike). Za svaki prirodni broj a jedinstveno su odredeni prosti brojevi
p1 < p2 < ...<p, iprirodni brojevi a1, ao,..., o, takvi da je
_ 01 Qa2 (e77)
a=py "P2" " Pn -
Dokaz. Egzistencija. Ako je a prost broj onda je dokaz gotov. Ako nije onda postoji najmanji prost broj ¢i1 takav da ¢ | a <
a=gqi-a1 1 a>ai jerje g > 2. Sada analogno razmatranje primenimo na a;. Dakle, ako je a1 prost broj dokaz je gotov jer je
a = q1-ai1, ako a1 nije prost onda postoji minimalni prost broj g2 > g1 (jer u suprotnom ¢; ne bi bio minimalan koji deli a) takav
da g2 | a1 <= a1 =q2-a2 i a1 > a2 jer je g2 > 2, itd. Tako dolazimo do niza prirodnih brojeva a =ao > a1 >az2--->ar > 11

algoritam staje kada je ax prost. To se mora desiti jer izmedu a i 1 ima konaéno mnogo prostih brojeva. Ako sada medu prostim
brojevima ¢1 < g2 < -+ < qr < ar skupimo iste dobijamo trazenu dekompoziciju.

Jedinstvenost. Pretpostavimo da imamo dva predstavljanja broj a kao proizvoda prostih brojeva, tj.

a=pit-py*pn” :‘Jfl 'Q§2"'Q§Lm7

takvida je p1 <p2-- <pn i ¢ <@+ < gm. Sada pretpostavimo da postoji najmanji indeks ¢ takav da je

p1=q1, a1 =P1; p2=q2, a2 =25 ... pi-1 = qi—1, Qi—1 = fi—1; i
Di # q; 111 Pi = Qqi, ah (673 7é ,67,
jer je u suprotnom dokaz gotov. Pretpostavimo da je npr. p; < ¢; onda jei p; < ¢; (j = ¢,...,m), sada imamo sa jedne strane

pi | a=pit - p3?---pam asadruge pita= qfl . q§2 ... gPm §to je nemoguée. Sliéno dobijamo i u slucaju da je p; > ¢;. Neka je

sada p; = ¢; ali je npr. a; > fB; odakle
a=pi-ar = piilaipta a=pli-ac = plilai pitfas,

tj. sa jedne strane pJ? | a a sa druge strane pg* {a, §to je nemogude. O

0.32. Racionalni brojevi. Kako u skupu celih brojeva jednacina a - x = b, nema reSenja za proizvoljne
a,b € Z (npr. a =2, b = 1), postavlja se sli¢no pitanje kao i kod sabiranja u skupu prirodnih brojeva (1.23),
tj. da li je moguce prosiriti skup Z tako da u tom prosirenom skupu svojstva (Al)-(A6) i (A8)-(A15) ostanu
sacuvana i da mozemo resiti jednacinu a - x = b, za svaki izbor a # 0°b iz tog novog skupa. Odgovor na ovo
pitanje je pozitivan i najmanji takav skup je skup racionalni brojeva Q = {m/n | m € Z,n € N}. Primetimo
da u skupu Q vazi i svojstvo: za a € Q, a # 0, postoji jedinstveni broj 1/a = a~! € Q takav da je,

(A7) a-at=atl-a=1

Broj a~! zove se inverzni element od a s obzirom na mnozenje.

Skup racionalnih brojeva ima jednu osnovnu osobinu (koja ga izdvaja od ostalih skupova), a ta je da su
rezultati svih fizickih merenja racionalni brojevi. Uredena trojka Q = (Q,+, ) je polje, tj. algebarska
struktura za koju vaze aksiome

(i1) (Q,+) je Abelova grupa.

(i2) (Q\ {0},-) je Abelova grupa.

(i3) vazi distributivnost (Va,b,c € Q),a-(b+c¢)=a-b+a-c.
Stavise Q je najmanje polje koje ima beskonaéno mnogo elemenata.

0.33. Skup realnih brojeva. Sada nastavljamo na slican nacin, tj. pokuSavamo da reSimo u skupu racionalnih
brojeva jednac¢inu x? = 2. Sledeca teorema pokazuje da reSenje te jednacin ne postoji u skupu Q.

Teorema. \/2 nije racionalan broj.

Dokaz. Pretpostavimo da je /2 racionalan broj. Tada on dozvoljava zapis u vidu v2 = p/q, gde je NZD(p,q) = 1 (tj. razlomak
p/q smo maksimalno skratili). Ovu relaciju prepisemo u ekvivalentnom vidu kao 2¢® = p?, odakle sledi da p = 21 jer je leva strana
poslednje jednakosti parna, tako da p mora biti paran. Sada imamo

2¢° = (21)° = ¢ =20~
Odavde sledi da 2 | q, tj. NZD(p,q) > 2 §to je nemoguce. ]

Posmatrajmo sada skupove A = {g € QT | ¢> <2} i B={q € Q" | ¢*> > 2}. Ocigledno je da su A, B neprazni
skupovi. Primetimo da su npr. 1,1.4,1.41,.. € A i postoji racionalni broje M (npr. 2,3,4,...) takvidaVq € A
vazi da je ¢ < M. Brojeve M sa ovakvim svojstvom zovemo majorantama (gornjim granicama) skupa M. Od svih
gornjih granica od posebnog je interesa najmanja gornja granica koja se zove supremum skupa A i obelezava
se sa sup A. Analogno, skup B nema majorantu, ali zato ima minorantu m € Q (npr. 0,1/2,1,1.2,...), tj. broj

10jer ako je a = 0 i b proizvoljan ceo broj razli¢it od 0 onda jednacina a - * = b ocigledno nema reSenja.
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takav da V¢ € B vazi da je ¢ > m. Od svih minoranti od posebnog je interesa najveca koja se zove infimum
skupa B i koja se obelezava sa inf B.

Iz prethodne teoreme sledi da je supA = inf B = v/2 ¢ Q, tj. npr. skup A nema supremuma u Q, tj. u
nekom smislu je Supalj. Tako se opet namece pitanje da li je mogucée skup Q prosiriti tako da da sva svojstva
(A1)-(A15) ostanu sa¢uvana i u tom prosirenju, ali da vazi da svaki podskup A tog prosirenja koji je odozgo
ogranicen ima supremum u tom prosirenju. Odgovor i na ovo pitanje je pozitivan, najmanji takav skup je skup
realnih brojeva R. Dakle, skup realnih brojeva je skup u kojem vaze svojstva (A1)-(A15), ali jos vazi i,

(A16) Svaki neprazan i odozgo ogranicen skup A C R ima supremum u skupu R.
Vazi sledeca teorema,
Teorema. Skup R jedinstveno je odreden aksiomama (A1)-(A16) (do na izomorfizam).

Dakle, za polje Q vaze sve aksiome kao i za R osim aksiome (A16). Napomenimo da je proSirenje sa Q na
R znatno komplikovanije od prethodnih prosirenja, sa N na Z i sa Z na Q. Skup I = R\ Q zove se skup
iracionalnih brojeva. Napomenimo da je skup Q gust u skupu R u slede¢em smislu:

Teorema. Za bilo koja dva realna broja r1 < ro postoji racionalni broj q takav da jer; < q < rs.

0.34. Algebarski brojevi. Izraz f(z) = a,2™ + ap_ 12" ' + ... + a1x + ag, zove se polinom n—tog stepena
(ako je a, # 0) nad poljem Q ako su svi koeficijenti ap,an—1,...,a1,ao racionalni brojevi. Skup Ny = {zg |
f(xo) = 0} zove se skup svih nula polinoma f. Skup N; ne mora biti podskup od R.

Za broj a € R kazemo da je algebarski nad Q ako postoji polinom f sa racionalnim koeficijentima (za skup svih
polinoma sa racionalnim koeficijentima koristimo oznaku Qlz]) takav da je f(a) = 0. Skup svih algebarskih

brojeva nad Q obelezavamo sa A. Jasno je da je Q C A. Realni brojevi iz skupa 7 = R \ A, tj. koji nisu
algebarski nazivaju se transcedentnim brojevima, takvi su npr. m, e, /7, ...

0.35. Decimalni zapis realnog broja. Kao $to znamo iz svakodnevnog iskustva u praksi koristimo dekadski
brojni sistem, tj. sve brojeve predstavljamo pomocu cifara 0,1,2,...,9. Tako npr. oznaka 12345 predstavlja
prirodni broj

12345 =1-10*+2-10% +3-10* +4-10' +5-10°,
ili u opstem obliku svaki celi broj!! moze se predstaviti u obliku polinoma (z = 10) na sledeéi nacin:
M = GGy -1 G1G0 = ap - 10" + -+ +ap - 10" + ag - 10°, a, #0.

Postoje i drugi brojevni sistemi, a veoma su popularni oni koji se koriste u racunarstvu ¢ije su osnove 2, 8 ili
16.

Primetimo da proizvoljne razlomke (npr. 1/2) ne mozemo predstaviti kao polinome sa osnovom 10 (ili bilo
kojom drugom). Ovaj problem se prevazilazi tako da dozvoljavamo i negativne stepene broja 10 i tamo gde
pocinju negativni stepeni uvodimo decimalni zarez. Tako je npr.,

1
(0.3) 5:0,5:0-100+5-10—1,
ali se ispostavlja, kao Sto pokazuje slede¢i primer,
1 . —
(0.4) 5 =03333 - =03=0-10"+3-107""+3-107 4= } 3-10",
n=—1

da moramo dozvoliti da se iza decimalnog zareza pojavljuje beskona¢no mnogo ¢lanova 2.

Postavlja se prirodno pitanje kako iz decimalnog zapisa realnog broja prepoznati da je on racionalan. Primeri
(0.3) i (0.4) su tipicni tj. broj je racionalan ako i samo ako je njegov decimalni zapis konacan (tj. sve cifre
nakon nekog mesta su 0, npr. u slu¢aju broja 1/2, cifre a_9 = a_3 = --- su jednake 0) ili nakon nekog mesta
postoji konacan niz cifara koji se ponavlja (primer je broj 1/3, kod kojegje 3=a_1 =a_9="--+).

Primer. Predstaviti broj 17/7 u decimalnom obliku.

17/7 = 2,428571 428571 . ..
S——

1 Ako je broj negativan dodamo — ispred broja.
12 Pitanjima suma sa beskona¢no mnogo ¢lanova bavi¢emo se u 2. glavi Nizovi.
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1z gore recenog sledi da decimalni zapisi iracionalnih brojeva nisu konacni i ne postoji konacan niz cifara koji
se ponavlja. Drugim re¢ima cifre u decimalnom zapisu iracionalnog broja redaju se bez nekog reda, npr. prvih
50 cifara u decimalnim zapisima brojeva 7 i v/2 su:

m = 3,1415926535897932384626433832795028841971693993751
V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753769 .

0.36. Brojnost (Kardinalni broj) skupa. Za svaki prirodan broj n obelezimo sa S, = {1,2,...,n}
skup prvih n prirodnih brojeva. Kazemo da je skup A konalan ako postoji bijekcija sa nekog od skupova
Sp u A. Npr. ako je A = {ay,a2,...,as55} onda je A u bijekciji sa skupom Ss5 i jedna od bijekcija je npr.
fG@) =a;i=1,2,...,551,

Niz u skupu B je svako preslikavanje sa skupa N u B. Elemente niza obelezavamo sa a1 = f(1),a2 =
f(2),...a, = f(n),... Kazemo da je skup B prebrojiv ako se njegovi elementi mogu poredati u niz, tj. ako
postoji bijekcija f sa N u B. Ovo znaé¢i da skup B ima ’isti broj’ elemenata kao i skup N.

Tako su npr, Z i Q prebrojivi 14 skupovi. Postavlja se pitanje kako npr. sve cele brojeve poredati u niz. Jedno
reSenje je:

0,1,-1,2,—-2,3,-3,..., §to mozemo zapisati i formulom

f(0)=0, f(2k)=k i f(2k+1)=—k, keN.
Za skup Q dokaz je komplikovaniji. Dakle, iako skupovi N,Z i Q imaju beskona¢no mnogo elemenata i vazi

NGZSQ 15 6ni su prebrojivi i u tom smislu imaju isti kardinalni broj. Ipak, skup realnih brojeva R ima
bitno viSe elemenata od prebrojivih skupova, kao §to pokazuje sledeca teorema.

Teorema. Skup R nije prebrojiv.

Dokaz. Pretpostavimo da je skup R prebrojiv. Tada je prebrojivi svaki njegov podskup, pa specijalno i interval [0, 1]. Svaki element
iz intervala [0, 1] mozemo predstaviti u dekadskom obliku. Dakle, postoji bijekcija f: N — R, takva da je

f(1) =a1 =0,alalal...al...

(
f(2) =az =0,a%2a3d?... a2 ...
f(3)=as=0,a3a3a}...aj ...
f(4) = as =0,atajal... ad

Sada posmatrajmo sledeéi realni broj,
b=0,b1bobs ... by ...

gde smo izabrali cifre b1, be, b3, ..., bn,... tako da je b1 # ai, ba # a3, by # a3,... b, # a?, .... Odavde sledi da broj b nije u slici
funkcije f jer b # f(j) = a; za svaki j € N (jer se broj b razlikuje barem u j.-toj cifri od broja a;. Dakle, nasa pretpostavka da je
R prebrojiv dovela nas je u kontradikciju, jer upravo opisana procedura ' pokazuje da ne postoji surjekcija sa N u interval [0, 1]. O
Napomena. Rezimirajmo, kardinalni broj (brojnost) skupa:

- S, je n (broj njegovih elemenata),

- N je X (alef 0) (prebrojiv),

- R je c¢(kontinum).
Iz gore recenoga mozemo da zaklju¢imo da se pojam jednakobrojnosti konac¢nih skupova na prirodan (tj.

najjednostavniji) na¢in generaliSe i na skupove koji imaju beskona¢no mnogo elemenata slede¢om definicijom:
skupovi A i B su istobrojni ili kazemo da imaju isti kardinalni broj ako postoji barem jedna bijekcija sa A na B.

13 Odredite broj bijekcija sa Sy, u A.
14 Prebrojiv je i skup algebarskih brojeva.

15 primetimo da ne postoji bijekcija sa pravog podskupa kona¢nog skupa na taj isti skup.
16 Koja se inace zove Kantorov (Cantor) dijagonalni postupak.
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5. Kompleksni brojevi

0.37. Skup kompleksnih brojeva. Nastavljajuéi u istom duhu, pokusavamo da resimo jednacinu 22 = —1
u skupu R. Lako se mozemo ubediti (koriste¢i aksiome (A1)-(A16) da ta jednacina nema reSenja u skupu R.
Ako resenje te jednacine obelezimo sa i = y/—1, 1 nazovemo ga imaginarna jedinica, mozemo posmatrati skup

C={z=a+ibla,beR} 2 R.

Skup C zove se skup kompleksnih brojeva. Realne brojeve a = R(a +ib) i b = S(a + ib) nazivamo redom
realnim i imaginarnim delom kompleksnog broja z = a + 7 b.

Na skupu C definisane su binarne operacije sabiranja i mnozenja, koje su prosirenja odgovaraju¢ih operacija
sa skupa realnih brojeva, formulama

(05) 21+ 29 = (a1 +ibl) + ((12 +ibg) = (a1 +(12) +i(bl + bg),
(0.6) 21 29 = (a1 +’ibl) . (ag +’ibg) = (a1 as — by bg) +1 (a1 by + as bl).

Ispostavlja se da ovako definisane operacije sabiranja i mnozenja kompleksnih brojeva imaju iste osobine kao
kod realnih brojeva (A1)-(A9). To zapravo znaci da je skup C polje s obzirom na operacije (0.5) i (0.6). Moze
se pokazati da na skupu C ne postoji relacija parcijalnog poretka ' <’ koja bi bila proSirenje relacije poretka
na R, i koja bi se slagala sa operacijama sabiranja i mnozenja kompleksnih brojeva.

0.38. Geometrijska interpretacija. Primetimo da su dva kompleksna broja jednaka akko imaju jednake
realne i imaginarne delove, §to je posledica sledeéeg niza implikacija:
z1=a1+1iby =29 =as+iby = a3 —az =1i(ba — by) kvadriranjem
= (a1 —a2)? =i*(by —b1)* = —(ba —b1) => a1 —as = (by — by) = 0.
Ova ¢injenica nam omoguéuje da skup C identifikujemo sa R x R = R? na sledeéi nacin (Slika 1):
z=a+1ib —— z=(a,b)
i onda formule (0.5) i (0.6) odmah prepisujemo kao

(07) 21+ 29 = (al, bl) + (CLQ + bz) = ((11 + a9, b1 + bg) s
(0.8) Z1 R = (al, bl) . (ag, bg) = (a1 ag — b1 bg,al bg + a9 bl) .
Primetimo da broju i odgovara uredeni par (0,1).

Ravan R? u kojoj predstavljamo kompleksne brojeve zove se Gausova ravan, ose odgovarajuéeg koordinatnog
sistema Gausove ravni nazivaju se realna i imaginarna osa (Slika 1).

S Ry
b
z = (a,b) z = (a,b)
Izl
¢ ”° 5
o) @ 0)
©z=(a,—b)
Dekartov i polarni oblik kompleksnog broja Konjugovanje

Slika 1. Gausova ravan
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0.39. Konjugovanje. Preslikavanje ~ : C — C, definisano formulom
Coz=a+ib — Z=a—-1ibeC,

zove se konjugovanje kompleksnih brojeva. Geometrijski konjugovanje predstavlja osnu simetriju s obzirom na
realnu osu u Gausovoj ravni, Slika 1. Konjugovanje kompleksnih brojeva slaze se sa operacijama sabiranja i
mnozenja kompleksnih kao $to pokazuje sledeéa propozicija.
Propozicija. Za bilo koje kompleksne brojeve z1, zo vazi:
(i) zitzm=zZ1+%.
(i2) i ;m=7"%.
(i3)  z1-Z=R(21)> +S(21)? = || 21|
Dokaz. Neka je z1 =a+1ibi 22 = ¢+ id, tada imamo,
(1) ZmFzm=(a+c)+i(b+d) =(a+c)—i(b+d) = (a—ib)+ (c—id) =7 — .
(i2) zZ1-z2=(a+1ib)-(c+id)=(ac—bd)+i(ad+bc)=(ac—bd)—i(ad+bc)
=(a—ib)(c—1id) =71 %3
(i3) 21-71 = (a+ib)(a—ib) = R(z1) + S(21)? = |2 0

Broj ||z1]| zove se modul (moduo) kompleksnog broja z; i predstavlja u Gausovoj ravni rastojanje broja z; od
koordinatnog pocetka.

0.40. Trigonometrijski oblik kompleksnog broja. Izraz z = a + ¢ b zove se Dekartov oblik kompleksnog
broja. Formule (0.5) i (0.7) pokazuju da je Dekartov oblik kompleksnog broja pogodan za sabiranje, dok
je formula za mnozenje kompleksnih brojeva (0.6) (ili (0.8)) mnogo komplikovanija. Dekartov oblik mozemo
prepisati na sledeéi nacin,

(0.9) z:a—l—ib:\/a2+b2<

Primetimo da je

a +i b )
Va2 + b2 Vaz+u2)

2 2
a b
=) (== =1,
<\/a2+b2> (\/a2+b2>
odakle sledi da postoji ugao ¢ (0 < ¢ < 27 ) takav da je

cos ¢ = i

a ) b
= SN @ —————,
Va? 4 b? ¢wﬂ+m

tako da formula (0.9) prima sledeé¢i oblik,
(0.10) z=a+1ib=|z|(cos¢p+ising),

koji se zove trigonometrijski ili polarni oblik kompleksnog broja.
Ugao ¢ zove se argument kompleksnog broja z i piSemo ¢ = arg(z).

Geometrijska interpretacija trigonometrijskog broja vidi se u Gausovoj ravni ako vrh broja z = a + i b ortog-
onalno projektujemo na koordinatne ose, dobijamo da je R(z) = ||z]| cos ¢ i I(z) = ||z|| sin ¢, Slika 1. Kako
smo skup C identifikovali sa R x R tada trigonometrijski oblik kompleksnog broja omoguéava da u ravni R x R
uvedemo koordinatni sistem ¢ije su koordinate r-rastojanje tacke M od koordinatnog pocetka i ¢ ugao koji
zaklapa poluprava OM (O je koordinatni pocetak) sa pozitivnim delom ose z. Ovaj koordinatni sistem zove se
polarni koordinatni sistem u ravni.

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja pogodniji za mnozenje kompleksnih brojeva od Dekartovog kao Sto
pokazuje sledeCa propozicija.

Propozicija. Neka su z; = ri(cos¢1 + i sin¢y) 1 zo = 12(cos ¢2 + i sin ¢o) dva proizvoljna kompleksna broja
tada vazi formula

(0.11) 21 - 29 = 1172 (cos(P1 + ¢2) + i sin(¢1 + ¢2)) -
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Iz ove formule vidimo da se kompleksni brojevi mnoze tako Sto se moduli pomnoze, a argumenti saberu.
Dokaz. z1-2z2 = ri(cos¢1 + i sinp1) r2(cos P2 + i sin ¢p2) = r1 72 ((cos p1 cos p2 — sin @1 sin ¢2)

+ 4 (cos ¢1 sin g2 + sin @1 cos Pp2)) = 1172 ((cos(P1 + P2) + ¢ sin(p1 + ¢2)) - ]

Posledice. Za 0 # z =71 (cos¢ + i sing) € C i n € N vaze sledece formule:

(i1) 2" = r"(cos(ng) + i sin(ne)),
(i2) 27" =r""(cos(n¢) — i sin(ng)),
(i3)  ako jer = ||z|| = 1 onda vaze i poznate Moavrove formule:

(cos ¢ +i sin @) = cos(ng) + i sin(ne),
(cos¢p — i sin )" = cos(ng) — i sin(nae).

Dokaz. (il) sledi lako indukcijom iz Propozicije za z = z; = z3.
(i2) Primetimo da je,
1 1 1 1 1 1 1 cos ¢ — 1 sin ¢

z = — = =

z  r(cos¢+ i sin @) ;.cos¢+isinq5:;.cosgﬁ—&—isinqﬁ.cosqb—isingﬁ

= ril(cosqzﬁ — i sin @),

i primena formule (il) na broj z™" = (27!)" uz koriséenje &injenice da je sinus neparna, a kosinus parna funkcija daje trazenu
formulu.

(i3) Moavrove formule su sada direktna posledica formula (il) i (i2) za ||z|| = 1. O

Napomenimo da se kompleksni brojevi mogu predstaviti i u Eulerovom obliku, tj. vazi

z=a+ib=r(cosp+isinp) =re?.

0.41. n-ti koren iz kompleksnog broja. Neka je z € C, i
w'=z=a+1ib=r(cos¢+ising).

Tada w nazivamo n-tim korenom iz kompleksnog broja z. Kako je w kompleksan broj mozemo ga predstaviti
u obliku w = p(cosa + i sin ), a zatim primena Posledice (i1) iz prethodne tacke daje,

w" = p"(cos(na) + i sin(na)) = r (cos ¢ + i sin @) odakle je

2k
pPt=r, na=o¢+2kn, ke, tj. p=r, ak:?—i-—ﬂ,kEZ.
n n
Zbog toga sto je osnovni period funkcija sin i cos jednak 27, iz prethodnog izraza za ay sledi da je sinqgy =
sinay, = --- = sinaqy, za svaki p € Z, ili opstije sinay = sinay,4 = -+ = sinay,4; za svaki p € Z i
k€ {0,1,2,...,n — 1}. Analogne formule vaze i za funkciju kosinus. Odakle, onda sledi da svaki kompleksan

broj z # 0 ima ta¢no n razli¢itih n—tih korena. Time smo pokazali sledeéu teoremu.

Teorema. Neka je 0 # z = r (cos ¢ + i sin¢) € C. Tada postoji tacno n kompleksnih brojeva wg, w1, ... wn—1
takvih da je w}! = z za k € {0,1,2,...,n — 1}, i pri tome vazi

2 2
Wy = C/F(cosiqﬂ_ ]m—kisinigb—i_ lm) )
n

n

Primer. Odredite sve pete korene iz broja z = 3 — i 4.

Na osnovu prethodne teoreme prvo imamo da je r = /32 + (—4)2 = 5, tako da je
5 3 4 3 ) 4 .4
z=5|-—1i= = cosa=-, sina=—-—- = = —arcsin—.
5 5 5’ 5 5

Sada na osnovu prethodne teoreme zaklju¢ujemo da su peti koreni iz 3 — i 4:

5 . 2 . 2 5 4 . 4
wO:\/S(cosg—&—zsmg),wl:\s/g(cosa—'_ 7T—|—zsma—; 7r),(,.;2:\/5<cosa+ W—&—zsmoH_ 7T),

5 5 5 5 5

w3 = %(COSOZ—E&T + ¢ sin oc—;67r) ,wa = {"/g(cos O[_E&T + ¢ sin oe—;87r) ,
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0.42. Sfera (krug) $' i n—ti koreni iz jedinice. Neka je $! = {z € C | ||z|| = 1} jedini¢ni krug u R2.
Kako je o¢igledno skup $! zatvoren za mnozenje kompleksnih brojeva (proizvod dva kompleksna broja modula
1 je opet kompleksni broj modula 1) i sadrzi broj 1, kako su asocijativnost i komutativnost nasledne osobine
(prenose se sa skupa na svaki njegov podskup) i kako je inverz kompleksnog broja modula 1 isti takav broj (vidi
1.41 Posledica (i2)), sledi da je ($!,-) podgrupa grupe (C*,").

Skup K, je skup n—tih korena iz jedinice i vazi, K, ={2 € C|z =
ei¥,k; =0,1,...,n — 1}. Na analogan nacin kao i za krug moze ?
se proveriti da je K, grupa s obzirom na mnozenje kompleksnih

brojeva. Nije tesko videti da grupa K,, ima svoju realizaciju kao ﬁ
grupa rotacija ravni koja ostavlja fiksnim pravilni n—ugao. Dakle,
K, ={eco=1,e1,...,en} gdeje er =cosdn+ i sinepn, qzﬁn:%r. kJ

—1

€1

1

Sada iz formule za mnozenje kompleksnih brojeva imamo slede¢u <
propoziciju. Slika 2. n—ti koreni iz 1 (n = 8)

Propozicija. U grupi n—tih korena iz jedinice K,, vaze identiteti:
(1) ep=¢k zasveke{0,1,...,n—1}.

(12) En—k = Ek-

6. Elementi kombinatorike

0.42. Varijacije. Permutacije. Kombinacije. Neka je dat neki konacan skup A = {aj,ae,...,a,}.
Posmatrajmo skup

Varg(A) = {(b1,ba, ..., bx) C A¥ | b; £bjza i #j}.

Elementi skupa Varg(A) zovu se varijacije bez ponavljanja (ili krace varijacije), k—tog reda skupa A.

Teorema. Broj elemenata skupa Vary(A), jednak broju injekcija sa skupa Sy = {1,2,...,k} na skup A.

Dokaz. Neka je f: Sy — A ’'1-1’, tada za izbor f(1) = b1 imamo n moguénosti. Sada kada smo izabrali f(1) = b1 € A,
za izbor f(2) = bz imamo n — 1 = card (Si \ {f(1)}) moguénost, itd., tako da za izbor f(k) = by preostaje n —k + 1 =
card (Sk \ {f(1), f(2),..., f(k —1)}) moguénost. Kako su izbori za f(1), f(2), ..., f(k) nezavisni, broj svih injekcija sa S; na
A (odnosno cardVarg(A))jeVii=n-(n—1)----- (n—k+1). O

U slucaju k = n broj varijacije reda n na skupu od n elemenata jednak je broju bijekcija (= injekcija jer je
A konacan) sa A na A. Kako se bijekecije nazivaju i permutacijama 7 i kako mozemo izabrati A = S,,, vidimo
da je broj svih permutacija (bijekcija) skupa od n elemenata P, jednak

P,=V'=n-(n—-1)----- 2-1=n!.
Po definiciji se uzima da je 0! =1.
Drugi slican problem je problem odredivanja broja svih k—¢lanih podskupova skupa A (koji ima n elemenata),
tj.
Cy,={BC A|cardB = k}.
Svaki k—clani podskup od A zove se kombinacija k—tog reda skupa A. Da bismo odredili card (Cy) potrebno

je primetiti da svih k! permutacija skupa {b1,bo,...,br} (uredenih k—torki) definisu isti skup B, tako da je
taj broj C}' jednak

cp VB _m (k) n! _<n>

P, [y T Em-k! \k

Broj () zove se binomni koeficijent.

17y slucaju da je A konacan skup.



Zadaci 17

0.43. Binomni koeficijenti. Neka od osnovnih svojstava binomnih koeficijenata su (0 < k < n)
. n n . n n—1 . n n n+1
@ (1) =) @)= Go) @ @)=

Dokaz. (i1) i (i2) direktno iz definicije binomnih koeficijenata.
(i3) sledi iz

(Z)+(£1) = k!(:!—k)!+(k—1)!(:bz!—k+1)!:k!(n—nl!c+1)!

nlin+1 n+1)! n+1
X(n_k+1+k):k!(n(—k+)l)!:k!((n—lc)+1)!:< Z) =

Upravo dokazana formula (i3) poznata je kao i Pascalova' jednakost za binomne koeficijente.

0.44. Teorema (Binomna formula). Neka su a, b € R proizvoljni realni brojevi, i n proizvoljan prirodan
broj tada vazi sledeé¢a formula ',

(a—l—b)”:];) <Z> ankbk:an+<7;> an1b1+"'+<Z) ankbk++<nrr_ll> albnfl_i_bn‘

Dokaz: Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Za n = 1 formula je taéna jer je (a + b)' = a' + b'.

Pretpostavimo da je binomna formula tacna za neki n € N, tada je

(a+b)"" = (a+b)(a+b)" (2D (a+b) i (Z) a" bk — i (Z) QR

k=0 k=0
n n n n n+1 n
n—k  k+1 _ n—k+1 1k n—(k—1) 1k
+Z(k)a b _Z(k)a b+z<k_1)a b
k=0 k=0 k=1
n n+1 "+ 1
_ n+1 n+1 n n n—k+1 3k _ (n+1)—k 1 k
= "yt Kk)+(k—1)} a b—Z(k)a b
k=1 k=0
- (":1) (vidi 1.43 (i3))
dakle, formula je tada tacna i za n + 1. a

0.45. Neke posledice binomne formule. Ako u binomnu formulu prvo uvrstimo a = b = 1, a zatim
a=1,b=—1, dobijamo sledec¢a dva identiteta

(1+1)”=2”:§: <Z> 1”*’“1’€=§: (Z) :

k=0 k=0

(1-1)"=0"=0= Zn: (Z) 17k (—1)k no(—l)k (Z) .

k=0

Posledica. Kako je (Z) jednak broju k—c¢lanih podskupova skupa A koji ima n elemenata, vidimo da je uku-

pan broj svih podskupova skupa A, tj. broj elemenata partitivnog skupa P(A) jednak card P(A) = Z (Z) =2".
k=0

7. Zadaci
0.46. Neka su dati skupovi
(a) A={1,2,3,4,5}, B={0,1,2,3,4}, i C ={-1,0,1,2,3}.
(b) A=10,2), B=(1,3]U{5} i C=10,1]U(2,4).

18 Blaise Pascal, 16231662, francuski matematicar.
19 Poznata kao binomna formula.
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Odredite skupove

(i1) AUB, AuC, (i2) AnB, BnC, (i3) X =AUBUC, A°u X,
(i4) A\ B, B\ 4, (i5) A\C, B\ C, (i6) X\ B, X\C,
(iTy AANB, AAC, (i8) P(A), P(B), (i9) P(AUB), P(AN B).

0.47. Pokazite da je AU B = A ako i samo ako B C A.
0.48. Dokazite preostale jednakosti iz 1.4.
0.49. Dokazite sve jednakosti iz 1.5.
0.50. Neka su A i B proizvoljna dva skupa. Pokazite da je
(i1) P(ANB) =P(A)NP(B), (i2) P(AUB) 2 P(A)UP(B).
Dokaz: Pokazimo (il). Dokaz je posledica sledeéeg niza ekvivalencija,

XePANB) <= XCANB <<= XCAi XCB<+= XeP(A) i P(B) < XeP(A)NP(B). O

0.51. Dokazite (i2)-(i5) iz 1.7.

0.52. Neka su A, B i C proizvoljni skupovi. Pokazite da vazi,
(i1) AA\B=A\(AnB)=(AUB)\ B, (i2) (AuB)\C=(A\C)u(B\O),
(i3) (ANB)\C=(A\C)Nn(B\C(O).

0.53. Neka su A i B konaéni skupovi i neka je f: A — B neka funkcija. Pokazite da su ekvivalentni sledeéi iskazi:
(i1) f je’1-1’, (i2) f je ma’. (i3) f je bijekcija.

0.54. Neka su date binarne relacije p, o i 7 na A. Pokazite da vazi

(i) (po)'=pto ", (i2) (po)T=p(o7),
(i3) p(cUT) = poUpT, (i4) plcnT)Cponpr.

0.54. Neka su p i o dve binarne relacije na skupu A. Dokazite
(i1) (pUo) "t =p U, (i2) (pno)t=ptno
(i3) (p\o) ' =p""\o, (i4) (p)~"=(p71)".

0.55. Neka skupovi A i B imaju konacan broj elemenata. Pokazite
(i1) da vazi formula, card(AU B) = cardA + card B — card(A N B).

(i2) da je cardP(A) =244 gde je P(A) (partitivni skup od A) skup svih podskupova skupa A.

0.56. Dokazite da je

(i1) D [%,1}:(0,1], (i2) ﬁ [%,1]:{1}.

=1 i=

-

0.57. Neka su A i B konacni skupovi i neka je ||A||=n i ||B||= m. Koliko ima funkcija sa A u B? Koliko je medu njima
injekcija, surjekcija i bijekcija.

0.58. Neka je skup A konacan, tj. ||A||= m. Koliko ima relacija na skupu A ? Koliko je medu njima refleksivnih, antirefleksivnih,

simetri¢nih i antisimetri¢nih relacija ?

Resenje: Prema 1.19 svakoj relaciji na A odgovara tac¢no jedna tablica tipa m x m, funkcije te relacije. Dakle, u tablici ima
2

ukupno m? mesta, a na svakom moze biti ili 1 ili 0. Prema tome, ukupan broj relacija je 2™ .

Da bi relacija p na A bila refleksivna u tablici njene funkcije (vidi 1.19) na dijagonali moraju biti sve 1, a na sva preosta mesta

nema nikakvih uslova. Dakle, ukupan broj svih takvih relacija je 2™ (Mm~1,

Analogno, kao i za refleksivne relacije njihov broj je 2™ (™=,

Primetimo da uslov simetri¢nosti neke relacije p implicira da proizvoljno mozemo izabrati vrednostiu f,(a1,a1), fo(az,a1), fo(az,az), ...

folam,a1), ..., fo(@m,am), 1 preostale vrednosti od f,(as,a;) (i < j), su potpuno odredene. Kako je broj uredenih parova (4, j)

m (m+1)
takvih da ¢ > j, 4,7 =1,...,m jednak 14+2+---4+m =m(m+ 1)/2, broj trazenih relacija je 2 E



Zadaci 19

Za antisimetri¢ne relacije analogno kao i za simetri¢ne samo primetimo da je kod antisimetri¢nih relacija i dijagonala fiksirana, tako
m (m—1)

da je njihov ukupan broj 27 2 . &

0.59. Dokazite da je skup Pr svih prostih brojeva beskonacan.

Dokaz: Pretpostavimo da Pr = {pi1,p2,...,pr} konacan i da ima ta¢no k elemenata. Posmatrajmo broj II = pi - p2---pr + 1,
oc¢igledno ovaj broj nije deljiv niti sa jednim prostim brojem p; jer pri delenju sa svakim od njih daje ostatak 1. Prema definiciji
ovaj broj deljiv je samo sa 1 i sa samim sobom, tj. on je prost $to je kontradikcija sa pretpostavkom da su svi prosti brojevi elementi
skupa Pr = {p1,p2,...,Dk} d

0.60. Nadite Euklidovim algoritmom NZD(a,b) ako su

(i1) a=125b="75, (i2) a = 12600, b = 23760,
(i3) a = 5246, b = 982, (i4) a = 2250, b = 2700.

0.61. Dokazite da je NZD(a,b) - NZS(a,b) = a - b.

0.62. Neka je a =p{' -pi2 -+ pim i b=q}' - g2~ q)™. Odredite NZS(a,b) i NZD(a,b).

ReZenje: Ako sa P(a) = {piy,Dis,---,Pin } 1 P) = {pj;,Pjs,---,Pjm + obelezimo skupove prostih brojeva koji uestvuju u
rastavima brojeva a i b redom.

Ako je {p1,p2,...,pu} = P(a) NP(b) tada je NZD(a,b) = p]* - p3?---p* pri Cemu je p; = pi, = pj,. 1 v = min(a,, Bj.)-

Sli¢no, ako je {p1,p2,...,p} = P(a) UP(b) tada je NZS(a,b) = pfl ~pg2 ~~~pfl gde je p; = pi, ili p; = pj, 16 = max(au,, By,.). <

0.62. Neka je M C N i neka ima sledeéa svojstva
(i1) no € M, (i2) neM = n+1leM,
tada M D{n €N |n>no}.
Dokaz: Neka je M = {1,2,...,no — 1}, tada iz Peanovih aksioma sledi da je MUM =N, tj. M DN\ M. O
0.63. Neka je M C N i neka vazi
(i1) 1 € M, (i2) me M, Vm<n = n+1€M,

tada je M = N.

Dokaz: Pretpostavimo da je N\ M # (. Izaberimo minimalni element no € N\ M (takav uvek postoji jer je N dobro ureden,
pa svaki njegov neprazan podskup ima minimalni element). Zbog (il) no # 1, i primena svojstva (i2) za m = no — 1 impliciraju
no € M §to je nemogudée. Dobijena kontradikcija pokazuje da je pogresna polazna pretpostavka N\ M # @, dakle M = N. O

0.64. Neka je M C N i neka ima sledeca svojstva
(il) 1e M, 2e M, (i2) n,n—-1eM = n+1eM,
tada M =N.

Dokaz: Pretpostavimo da je N\ M # (), tada postoji minimalni element ng € N\ M. Zbog (il) no # 1, i no # 2, ako je no
onda su zbog minimalnosti od no brojevi no —1 i ng — 2 € M i primena svojstva (i2) implicira ng € M §to je kontradikcija sa
polaznom pretpostavkom. Dakle, M = N. O

0.65. Dokazite da za svaki prirodan broj n vaze slede¢e jednakosti:

1

(i1) éjle:%n(n—kl)(Qn—kl), (i2) kX::Ik3:Zn2(n+1)2,
. n 1 n n 1
(i5) kZ::1 CE-DkED) =ontl’ (i6) kzz:lk(n—k—l—l):6n(n+1)(n+2),

n+1

n —1

(i7) za 1£2€R, Safb=2—"~ (i8) \/2+\/2+-~~+\/5:2cos T
k=1 r—1 2n+1

n dvojki pod korenima

Dokaz: (il) Nekaje M ={n e N|Y }_k*=1/6n(n+1)(2n+1)}.

(bi) 12 1:%1(1+1)(2-1+1) = le M.
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(ki) Neka je neki n € M tada imamo redom,

n+1

SR =S K+ (nt1)? (2>én(n+1)(2n+1)+(n+1)2
k=1

-

[ w@lwﬁ

(n+D(n@n+1)+6(n+1) = % (n+1)(2n + Tn+6)

= S (@0 43) = ¢ D (4 D)+ 1)+ 1),
tj. n+1¢e M.
(12) Neka je M ={n e N |>}_ k*=1/4n*(n+1)*}.
(bi) 13:1:312(1“)2 = 1€ M.
(ki) Neka je neki n € M tada imamo
n+1

u i) 1
DK =3 K+ (m+1)? ) Zn2(n+1)2+(n+1)
k=1 k=1

3: (n—|—1)2

T (W +4(n+ 1)

= 1 G 1)+ 1)

tj. n+1e M. (i3) Nekaje M ={neN|>]_1/(k(k+1))=n/(n+1)}.

(bi) za n =1 ocigledno se leva i desna strana jednakosti podudaraju, tako da je 1 € M.
(ki) Neka je neki n € M tada imamo

’il 1 _i L 1 Bon 1
~k(k+1)  Zk(Ek+1) (n+)(n+2) nt+l (n+1)(n+2)
nn+2)+1 (n+1)2 n+1 n+1

T n+D)(n+2) (+1)(n+2) (n+2) (n+D+1)°
tj. n+1¢e M.

(i4), (i5) i (i7) analogno prethodnim zadacima (i1), (i2) i (i3). Za (i6) iskoristi formulu >, _, k=1/2n(n+1) i (il).
m
o1 +1
Korak indukcije. Pretpostavimo da je gornja formula ta¢na za neki prirodan broj n, tada je

\/2+\/2+\/2+~~+x/§_ 2+\/2+\/2+~~+x/§":i \/2+2c052f+1

n+1 dvojka pod korenima n dvojki pod korenima

B T\ o T T _ T
= \/2 (1 + cos —2n+1) = \/4‘305 gniz = 2C0S 5omg = 2008 oy

jer je 14 cos(2a) = cos’>a. Dakle, formula je taéna i za n+4 1 i onda AMI implicira da je formula tacna za sve prirodne brojeve.

¢

0.66. Pokazite da za Vn € N\ {1} broj 22" u dekadskom sistemu zavrsava cifrom 6.

(i8) Baza indukcije. Za n = 1 imamo /2 = 2cos = 2cos g , §to je tacno.

Dokaz: Neka je M = {n € N | 22" zavrava brojem 6}. 2€ M jer je 22° — 16. Pretpostavimo da je neki n > 1 element iz M, tj.
22" =10z + 6, (z € N). Sada imamo,

22" = 222" = (22") = (10- 2 +6)2=100- 2> +2-6-10- 2 +36 = 10y +6,
pri éemu je y = 10 - 2% + 122 + 3. Time je proveden korak indukcije i dokaz je gotov. O

0.67. Dokazite da za svaki n € N broj nastao dopisivanjem dekadskih zapisa brojeva 2™ i 5" ima n+ 1 cifru.

Dokaz: Za n =1 radi se o broju 25 koji oc¢igledno ima 2 cifre. Pretpostavimo sada da je tvrdnja istinita za neki n € N i neka
broj 2" ima k cifara, a broj 5" ima m cifara (k+m =n+ 1). Tada imamo dve moguénosti

(1) 10 '<2"<5-1070 1 (12) 5-10F' < 2" < 10",
Potrebno je pokazati da broj nastao dopisivanjem brojeva 27! i 5! ima taéno n+2 =k +m+ 1 cifru.
(i1) 2"*! < 10* i broj 2"*! ima k cifara. S druge strane je 2" - 5" < 5"t . 1071, odakle sledi da je 10" FT! < 571 tj. broj
5"*1 ima barem n + 2 — k cifri. Vige ih ne moze imati zbog 5" < 10" F*! — 571 <« 5. 107~ *+1 < 10"~*+2, Tako da u ovom
slucéaju tvrdnja vazi.
(i2) 5-10F7! < 2™ < 10*, odake sledi da je 10F < 2"*! ibroj 2"*! ima k+1 cifru. Iz druge nejednakosti sledi 57711071 < 107,

odakle je 5! < 10" **+1 tako da brojevi 5™ i 5"*! imaju isti broj cifara m = n—k+1. Dakle, ukupan broj cifara broja nastalog
dopisivanjem brojeva 2" i 5" i u ovom slucaju, je n+2 =k +m + 1.
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0.68. Dokazite da za svaki prirodan broj n vaze sledeée nejednakosti:

(i) |Isinnz||< n |sinz|, (i2) za VB < -3 vazi (1+6)*" ' <1+(2n-1)43,
. (2n +2)>"*! .1 3 5 2n-1 1

3) 2n)! < S——— L 4) -2 o < :

(3) @)t < == =5 M) 576 20 = ATl

Dokaz: (i2) Baza indukcije. Za n =1 imamo, (1+8)*'"" ' =14+8<1+8=1+(2-1-1)8.
Korak indukcije. Pretpostavimo da je nejednakost ta¢na za neki prirodan broj n, sada imamo
2n+1 2 on (BD 2
(1+5) = (1+8)°(1+8" < +8) " (1+@2n-1)p) =1+Q2n+1)p
+20@2n -1+ +@2n-1)p*<1+@2n+1)8,

21

jerje 2(2n—1)8%+ 8%+ (2n—1)8* <0, za = < —3. Pokazimo sada ovu nejednakost. Ako je 8 =0 onda nejednakost vazi. Ako
B # 0 tada je ova nejednakost ekvivalentna sa (2n—1)84+4n—1<0ili 8 <(1—4n)/(2n—1). Poslednja nejednakost posledica

je sledeéeg niza ekviivalencija (Vn € N),

4n—1 4n—1

2n—22>0 <= 4n—-1<6n—-3 < <3 <= p<-3<L .
2n—1 2n—1

(i4) Baza indukcije. Za n =1 imamo 1/2 <1/4/3-1+1, §to je tacno.
Korak indukcije. Pretpostavimo da je nejednakost ta¢na za neki prirodan broj n, pa imamo redom

n

2k—1  2n+1 2k—1 ®) 2p+1 1 < 1 1
2k—|—1_2n—|—3k:12k+1 ~ 2n+3 V3n+1 \/3n—|—4 V3 (n

n+1

k=1

jer je poslednja nejednakost ekvivalentna (koren je monotona funkcija pa mozemo da kvadriramo poslednju nejednakost) sa

(An’*+4n+1)Bn+4) < (An*+8n+4)3n+1) —
12n° 4+ 28R +19n+4<12n°+28n> +20n+4 < n>0.

0.69. Dokazite da za svaki prirodan broj n vazi:

’I’L2 ’I’L3
(i1) —+7+?€N (i2) 6] n(n+1)(4n+5),
(i3) 9| n® 4+ (n+1)> + (n+2)%, (i4) 30| n° +5n® —6n,
(i5) 3] 5™ +2m*, (i6) 64| 32" +40n — 27,
(i7) 9|3-4™*' +10""" —4,, (i8) 17] 3.5+ 4237+t

Dokaz: (il1) Baza indukcije. Za n =1 imamo 1/6+1/3+1/2=1¢€ N.
Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N je n/6 +n?/2 +n?/3 = a € N, sada imamo,

n+l  (m+1)?  (n+1)7°> 1 1 1
6 + 5 + 3 —a+6—|—n—|—2+n +n+3€N.

(i2) Definisemo polinom f(z) =z (z + 1) (4z + 5). Sada je tvrdnja ekvivalentna sa 6| f(n) za svaki n € N.
Baza indukcije. Za n =1 imamo f(1)=1-(1+1)-(4-14+5)=1816 | 18.
Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N, n|f(n), tj. f(n) =6« za neki a € N. sada imamo,
fn+1) = m+1)(n+2)dn+9)=n(n+1)(dn+9)+2(n+1)(dn+9)
=nn+1)(@dn+5 +4nn+1)+2(n+1)(4n+9)=f(n)+4n(n+1)
+2(n+1)(4n+9) 2 6a+2(n+1)(6n+9)=6a+6(n+1)(2n+3)
= 6(a+(n+1)(2n+3)) = 6[f(n+1).

€N

Korak indukecije u (i3) i (i4) slican je istom od (il), a korak indukcije u (i5)-(i7) slican je koraku indukcije od (i8), tvrdnju koju

¢emo sada dokazati.

(i8) Definisemo funkciju f(z) =3-5***! 4+ 23**! Sada je nasa tvrdnja ekvivalentna sa 17| f(n) za svaki n € N.

Baza indukcije. Za n =1 imamo f(1) =3-5""" 4231 =3.125+16 =391 =17-23 i 17| f(1)
Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N, n | f(n), tj. f(n) =17« za neki a € N. sada imamo,
fin+1) = (3-5%"F2 4 22*H =75 5% 4 8. 22 =g (3. 57 4 23
+51-52H B8 17 a4 17-52F = 17 (8a +3-52"1) — 17| f(n+1).

€ N

0.70. Dokazite da
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(i1) Vn>5, vazi 2" >n?, (i2) Vn > 10, vazi 2™ > n®,

; .. 4" (2n)!
(i3) Vn>2, vazi ] e

(i4) Va,beRV, a#b, in>2 vazi (a+b)" < 2

na®+b"
T

(i1) Baza indukcije. Za n =5 imamo 2° = 32 > 25 = 5°.

Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki 4 < n € N, 2" > n?. sada imamo,

(n+1)?=n*+2n+1 22" 42n+1<2"

jer je 2m + 1 < 2™, za svaki n > 3, 5to éemo pokazati takode indukcijom. Za n = 3 tvrdnja vazi jer je 2-34+1 =7 < 8 = 23,
Sada pretpostavimo da je ova nejednakost ta¢na za neki 3 <n € N i imamo

2nt1)+1=(2n+1)+2 22" 42<2m 422 =2,
Dakle, time je pokazano daza 3 <n €N je 2n+ 1 < 2", a samim tim je dokazana nasa tvrdnja.
(i2) analogno kao (il).
(i4) Baza indukcije. Neka su a, b€ R, a # b, tada za n =2 imamo
R

0<(a—0)° < (a+b)’<2(a®+b*)=2 5

Korak indukcije. Pretpostavimo da je nejednakost tatna za 2 <n €N isve a, b € R, a # b. Sada redom nalazimo,
jer a+b>0

(a+b)"=(a+b)(a+b)" " < (a+b)2" (a"+b") < 2" (a" T 47T,
Poslednja nejednakost je ta¢na jer je ekvivalentna sa
(a+b)(a"+b") <2(@" +b") < "' —a"b+0"" —ab" >0
<~ (a—0b)(a"=0")>0,

§to je tacno jer je stepena funkcija monotona.

0.71. Za «, f € R definisemo niz
1 1
0,125(&4—/3)7 agzi(ﬂ—kal), zan>2 an=

Pokazite da za svaki prirodan broj vazi formula
1 1\ 1 1\
3 )er e E))a
=3 ( 2) JertzPt(m3) )P

Dokaz: Baza indukcije. Kako rekurentna formula uklju¢uje dva susedna ¢lana niza bazu je potrebno proveritiza n=1 1 n = 2.

(an—1+ an—2).

N =

et = 30 (1))ard s (5))5=33ar 00
R (e AR 1O PR EARE LI METE

Korak indukcije. Pretpostavimo da je data formula ta¢na za dva susedna prirodan broja n —1 i n, sada imamo redom

ann = 3 (a1 +a) P2 [20-(D a3 (1= () ak 3 2+ (1)) 8
1 n 1 1 1\n—1 1\" 1 1
t5erE)a))=ga(1-5((-3) +(-3)))+58(2+3
<((=3)" +(=3) N =5 (-0 )ar g (e ) s
e ()7 (A () 0D -8

0.72. Pokazite da vaze sledeéi identiteti,
(i) vreN, 3 k (Z) =2""!n, (i2) VneN, > (D" (Z) =0,
(i3) Yn,m eN, m >n, S (=1 R <7:) = <m— 1) ,

n

. k -m m\ _ [n
(i4) Vn,k,meN, k, m <mn, ]go < j ) (k—j) _(k)

Uopstite (il) i (i2) poveéavajuéi stepen od k u sumama.



GLAVA 1

UVOD: KLASICNA ALGEBRA VEKTORA I ANALITICKA
GEOMETRIJA PRAVIH I RAVNI

1. Definicija vektora—istorijski uvod

1.1. Malo istorije. Geometrija koja se u¢i u osnovnoj i srednjoj sSkoli zasnovana je na pretpostavci da je
prostor E u kome zivimo dobro aproksimiran euklidskim prostorom, ili preciznije pretpostavljamo da je opisan
aksiomama koje je ponudio D. Hilbert, krajem 19. i poc¢etkom 20. veka prilagodavajuéi Euklidovu aksiomatiku
datu u ”Elementima”, savremenom matematckom jeziku.

Pojam vektora u euklidskoj geometriji nije sasvim jednostavan jer ga uvodimo kao klasu ekvivalencije na skupu
svih usmerenih duzi (usmerena duz je duz kod koje razlikujemo pocetnu i krajnju tacku). Preciznije, prvo
imamo sledeé¢u definiciju.

1.2. Definicija. Kazemo da su uredeni parovi tacaka prostora E, (A, B) i (C, D) ekvivalentni ako duzi AD
i BC imaju zajednicko srediste (Slika 1). To zapisujemo ovako (A, B) ~ (C, D).

Slucaj I Slucaj 1T
C D
a) o oo o —°
A B C D
b) o o
A B A=B C=D

Slika 1. Uvodenje vektora

Kako je svaka usmerena duz odredena svojom pocetnom tackom A, i krajnjom tackom B, mozemo je identi-

—

fikovati sa uredenim parom tacaka (A, B) € E x E. Za usmerenu duz (A, B) koristimo uobic¢ajenu oznaku AB
—

i pri tome tacku A zovemo pocetkom, a tacku B krajem usmerene duzi AB.

Primedba. Poznato je da je cetvorougao ABC D paralelogram?® ako i samo se duzi AC i BD polove. Koristeéi ovu
¢injenicu vidimo (vidi Sliku 1) da postoje dva tipa ekvivalentnih usmerenih duzi (A, B) i (C, D): ¢etvorougao
ABDC je paralelogram (nedegenerisani slucaj), tacke ABDC pripadaju istoj pravo]j (degenerisani slucaj) i
zadovoljavaju uslov da se duzi AD i BC polove. Odavde vidimo da je ova definicija relacije ekvivalencije u
sustini ravanska (nedegenerisani slucaj), pa je stoga dobra i u prostoru, ali na svu sreé¢u (degenerisani) slucaj
pokazuje da je ona dobra i u slu¢aju prave.

1.3. Relacija ekvivalencije. Bududi da je relacija ekvivalentnosti na skupu svih usmerenih duzi (5to je
sugerisano “slu¢ajno” i njenim imenom) jedna relacija ekvivalencije ona mora biti i tranzitivna. Za dokaz
tranzitivnosti potrebna nam je sledeca:

Lema. Neka su ABDC' i CDFE paralelogrami. Ako tacke A, B, E i F' nisu kolinearne tada je ¢etvorougao
ABFFE paralelogram.

1y oznacavanju temena poligona koristimo konvenciju da temena poligona obelezavamo u pozitivhom smeru tj. u smeru suprotnom od
kretanja kazaljki na satovima starijim od 50 godina. Ovaj vremenski uslov je neophodan jer su se u zadnje vreme pojavili satovi Cije se kazaljke
kreéu u suprotnom smeru od satova iz starih dobrih vremena.

23



24 1. Klasi¢na algebra vektora i analiticka algebra

Dokaz ove Leme izostavljamo, on se moze na¢i u [BBRL].

Osnovna osobina relacije ~ data je u sledec¢oj teoremi.

Teorema. Uvedena relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu svih usmerenih duzi prostora E.

Dokaz: Potrebno je pokazati da relacija ~ ima osobine refleksivnosti, simetri¢nosti i tranzitivnosti. Refleksivnost i simetri¢nost
relacije ~ su o€igledne iz definicije. Tako npr. simetri¢nost sledi iz: (A, B) ~ (C, D) onda se duzi AD i BC polove, pa se onda
polove i duzi CB i DA §to pokazuje da je i (C,D) ~ (A, B). Neka je sada (A, B) ~ (C,D) i (C,D) ~ (E, F). Lako se proveri da
je tada i (A, B) ~ (E, F) u svim slucajevima, osim ako su ABDC i CDFE paralelogrami i ako tacke A, B, F' i E nisu kolinearne,

ali i u tom slucaju dokaz sledi iz prethodne leme. O

1.4. Vektor. Osnovna osobina svake relacije ekvivalencije je da razbija skup na kojem je definisana na me-

prazni. Primenjujuéi ovu ¢injenicu na nas skup, E x E, dobijamo slede¢u definiciju.

Definicija. Svaka od klasa ekvivalencija na koje je skup uredenih parova tacaka (usmerenih duzi) E x E
razbijen relacijom ~ zove se vektor.

Prema tome, vektor je skup [(4, B)] = {(X,Y) | (X,Y) ~ (A, B)}, definisan svojim predstavnikom usmerenom
duzi (A4, B). S obzirom da je gornja oznaka glomazna koristimo oznaku [(A, B)|] = AB, da bismo naglasili razliku
izmedu usmerenih duzi i vektora. Takode, vektore ¢emo obelezavati malim latini¢nim slovima z,v,a,b, . ...

Dakle, jasno je da skup svih vektora V =ExE/ ~ = {AB | (4, B) € ExE}. Kada budemo zZeleli da naglasimo
da smo skup vektora dobili relacijom ~ tako §to smo za skup E uzeli pravu (E!), ravan (E?) ili prostor (E3)
onda éemo koristiti redom oznake V1, V2 ili V3.

1.5. Odredenost vektora. Meru duzi XY, drugim reCima rastojanje izmedu tacaka X i Y, nazivamo
duzinom, intenzitetom ili modulom vektora XY i obelezavamo je sa || XY||. Za rastojanje dve tacke A i B
koristimo i oznaku d(A, B). Jasno je da svi predstavnici datog vektora imaju istu duzinu, kao i to da usmerene
duzi koje nemaju istu duzinu ne mogu biti u istoj klasi.

Ako je prava p odredena tackama X 1Y (X # Y) ili je paralelna pravoj XY zvaéemo je pravcem vektora
XY. Primetimo da svi predstavnici datog vektora imaju isti pravac, kao i to da usmerene duzi koje nemaju
isti pravac ne mogu biti u istoj klasi.

Vektore koji imaju isti pravac nazivamo kolinearnim, a one kojima su pravci paralelni nekoj ravni w, ko-
planarnim. Smatra¢emo da je nula vektor kolinearan (ili koplanaran) sa svakim skupom kolinearnih (ili
koplanarnih) vektora.

Pod orijentacijom (ili smerom) vektora XY podrazumevamo smer prave p2 odreden pocetkom i krajem

—
predstavnika XY na pravoj p. Primetimo da smer vektora ne zavisi od izbora predstavnika XY, kao i to da
usmerene duzi koje nemaju istu orijentaciju ne mogu biti u istoj klasi.

—
Vektor ¢iji je predstavnik usmerena duz X X, kojoj se pocetak i kraj poklapaju, nazivamo nula vektorom i
obelezavamo ga sa 0. Jasno je da vektor ima duzinu 0 ako i samo ako je on nula vektor. Nula vektor nema ni
pravac ni smer. Za vektor YX kazemo da je suprotnosmeran vektoru XY.

Lako se vidi da je svaki vektor jednoznacéno odreden sa svoje tri osobine intenzitetom, pravcem i
smerom.

2. Linearne operacije na skupu vektora

1.6. Homogenost prostora. U skup vektora (na nekoj pravoj, u nekoj ravni ili u prostoru), zelimo da
udahnemo malo ’'zivota’ tako Sto ¢emo uvesti dve osnovne, linearne algebarske operacije, i tako dobiti
jednu od najvaznijih algebarskih struktura na prostoru svih vektora. To su operacija sabiranja vektora i
operacija mnozenja vektora brojem.

Buduéi da je definicija vektora relativno komplikovana jer se radi o klasama ekvivalencije postoje dva nacina
definicije operacija na skupu vektora. Prvi nacin sastoji se u tome da se operacija definiSe na predstavnicima
vektora (usmerenim duzima), a zatim se pokaze da taj izbor ne zavisi od izbora predstavnika vektora. Drugi
nacin sastoji u tome da se rezultat operacije definiSe u terminima intenziteta, pravca i smera polaznih vektora.

— =
2 Za dva nenula vektora istog pravca odredena svojim predstavnicima XY i XZ kazemo da su istog ili suprotnog smera ako su tacke Y i Z sa
iste odnosno sa suprotne strane tacke X.
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Ako je rezultat operacije vektor onda je potrebno i dovoljno, u ovom drugom nacinu, definisati njegov intenzitet,
pravac i smer.

Prvo dokazimo slede¢u veoma vaznu ¢injenicu kojom ¢emo pokazati da je sabiranje vektora dobro definisano.

Teorema. Ako je A proizvoljna tacka skupa [E, za svaki vektor a € V' postoji jedinstvena tacka B € E takva
da je a = AB.

Dokaz. Pretpostavimo da je a # 0, jer u suprotnom stav_ir}no B=A

i dokaz je gotov. Neka je a dat svojim predstavnikom CD, tj. a = X

CD. Ako tacka A pripada pravoj odredenoj sa C'D onda na toj istoj B

pravoj postoji tacno jedna tacka B takva da su rastojanja d(A, B) i / D
d(C, D) jednaka i da se duzi AD i BC polove. U slucaju da tacka A ne P /
pripada pravoj C'D (Slika 2) prvo zaklju¢ujemo da postoji (prema 5.-om A ¢

Euklidovom postulatu) taéno jedna prava koja sadrzi tacku A i paralelna
je sa pravom CD, a zatim da je na toj pravoj jedinstveno odredena tacka
B koja je teme paralelograma ABDC. Tako da je (C, D) ~ (A, B), §to Slika 2.
zapravo znaci da je a = CD = AB. d

Primedba. Primetimo da upravo dokazana teorema tvrdi da svaki vektor a € V u svakoj tacki A € E ima
tacno jednog predstavnika kojem je tacka A pocetak, drugim re¢ima da je prostor homogen jer su sve tacke
ravnopravne.

1.7. Sabiranje vektora. Teorema iz prethodne tacke pokazuje da sledeca definicija sabiranja vektora ima
smisla.

Definicija. Neka je A proizvoljna tacka iz E i a,b € V, i neka
—

C
su vektori a i b dati svojim predstavnicima AB i BC' onda pod .
zbirom vektora (Slika 3) a i b zovemo vektor ¢ ¢iji predstavnik
. . TA b
je usmerena duz AC.
Pokazimo da je definicija sabiranja vektora korektna, tj. da ne A a B
zavisi od izbora predstavnika.
Propozicija. Zbir dva vektora ne zavisi od izbora njihovih pred- <
stavnika. Slika 3. Sabiranje vektora
Dokaz. Neka su a i b € V dati redom svojim pred-
o

stavnicima a = AB=A'B' ib=BC =B'C’. Tada su B
Eetvorouglovi ABB’A’ i BCC' B’ paralelogrami (Slika 4)
(ili degenerisani paralelogrami), te su duz AA’ i CC’
podudarne i paralelne. Stoga je ACC’A’ paralelogram,
odnosno parovi (4, C) i (A’,C") odreduju isti vektor, §to

je i trebalo proveriti. O
Ako je ¢ = AC, zbir vektora a = AB i b= BC A
pisa¢emo X

Slika 4. Nezavisnost sabiranja vektora od predstavnika

AB +BC = AC.
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Primedba. Gornja definicija sabiranja vektora zove se sabi-

ranje vektora po zakonu trougla. Sabiranje vektora ponekad B c
se definise na sledeéi nacin (Slika 5): neka je O € E '
proizvoljna tacka i neka su a i b_I)Jroizvoljni vektori iz E ¢iji
su predstavnici usmerene duzi OA i OB. Zbirom vektora_a> i
b zovemo vektor c¢ koji je odreden svojim predstavnikom OC,
pri ¢emu je C' jedinstvena tacka u [E, takva da je ¢etvorougao
OACB paralelogram. Ovaj na¢in sabiranja vektora zove se
sabiranje vektora po zakonu paralelograma. X

O a A

Slika 5. Zakon paralelograma

Definicije sabiranja vektora po zakonu trougla i paralelograma su ekvivalentne.

1.8. Mnozenje vektora sa skalarom. Operacijom mnozenja vektora skalarom (realnim brojem) bilo
kojem skalaru a € R i bilo kojem vektoru a € V' dodeljujemo jedinstveni vektor b € V' koji zadovoljava sledecta
tri uslova® (Slika 6):
(i) Intenzitet vektora b jednak je proizvodu apsolutne vrednosti broja « i intenziteta vektora a, tj. ||b|| =
ol - [lal]-
(p) Ako ni jedan od vektora a i b nije nula vektor onda oni imaju isti pravac.
(s) Vektor b(# 0) je istosmeran ili suprotnosmeran vektoru a (# 0) u zavisnosti od toga da li je a > 0 ili
a<0.

—a 2a

o ° A
Slika 6. Mnozenje vektora skalarom

Vektor b nazivamo proizvodom broja (skalara) « i vektora a, i obelezavamo ga sa: aa. Primetimo da je
— AB = BA, sto nam omoguc¢uje da proizvod broja — 1 i vektora a (Slika 6) obelezavamo sa — a i piSemo

(=1)a=—a.
Zbir vektora a i — b obelezavaéemo sa a — b i pisatemo
a+(—=b)=a—b.

Izraz a — b zva¢emo razlikom vektora a i b.

1.9. Osnovna svojstva sabiranja vektora i mnozenja vektora sa skalarom. U slede¢oj teoremi isticemo
osnovna svojstva kojima se odlikuju uvedene linearne operacije definisane na skupu vektora.

Teorema. Ako su a, b i ¢ proizvoljni vektori i « i 5 realni brojevi, tada je:

(S1) a+(b+c¢c)=(a+b)+c, (M1) a(a+b)=aa+ab,
(S2) a+0=0+a=a, (M2) a(Ba)=(apB)a,
(S3) a4+ (—a)=(—a)+a=0, (M3) (a+B)a=aa+ Ba,
(S4) a+b=b+a, (M4) 1-a =a.

Dokaz. U dokazima osobina (S1)-(S4) i (M1) koristimo 1.6 Teorema i 1.7 Propozicija.
(S1) Neka su A, B, C'i D cetiri tacke takve da je a = AB, b = BC i ¢ = CD. Tada je
a+(b+c¢) =AB+ (BC+ CD)=AB+ BD
=AD=AC+CD=(AB+BC)+CD=(a+b)+c

3 Drugim re¢ima, mnozenje vektora sa skalarom je preslikavanje, - : R X V' — V| pri ¢emu - izostavljamo iz oznaka, tj. piSemo aa umesto
a-a.
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(S2) Ako su tacke A i B takve da je AB = a, bice
a+0=AB+BB=AB=qa, i 0+a=AA+AB=AB=a.
(S3) Ako su tacke A i B takve da je AB = a, bice
a+(—a)=AB+BA=AA=0=BB=BA+AB=(—a)+a.
Zbog ove osobine vektore a i — a zovemo suprotnim vektorima .
(S4) Neka su O, A i B tri tacke takve da je OA = a i OB = b, i neka je C tacka takva da je ¢etvorougao OAC B paralelogram.
Tada je
a+b=0A+AC=0C=0B+BC=b+a.
(M1) Ako je @ = 0 tvrdenje se dokazuje neposrednom proverom. Razmotrimo slucaj
kada je a # 0. Neka su O i A dve proizvoljne tacke i neka su tacke B i C takve da
je AB=aiBC =1b. Akosu A’, B' i C' tacke (Slika 7) takve da je OA’ = a OA,
OB = a 0B i 0OC' = a0OC, tada je:
A'B'=aAB, B'C'=aBC, i A'C' =aBC,
jer se u homotetiji sa sredistem O i koeficijentom «, trougao ABC preslikava u trougao
A'B'C’. Stoga je
a(a+b) =a(AB+BC)=aAC=A'C'=A'B'+B'C'=aAB+aBC =aa+ ab.
(M2) Tvrdenje se dokazuje neposrednom proverom ako je a nula vektor ili je neki od
brojeva « ili 8 jednak nuli. Stoga pretpostavimo da je a # 0,a # 01 8 # 0. Jasno X
je da vektori o (B a) i (af)a imaju isti pravac, zato pokazimo da imaju isti smer i Slika 7.
jednake intenzitete.

Prvo od tih svojstava se dokazuje neposredno jer, ako brojevi « i f imaju isti znak, pomenuti vektori su istosmerni sa a, a ako « i
[ imaju suprotan znak, pomenuti vektori su suprotnosmerni sa a.
Drugo svojstvo sledi iz relacija:

e (Ba)ll = lal-[[Ball = |al - 8] - lall, [(aB)all =lapl|-llall = |af-[B] - [la].-
Dakle,
a(Ba) = (ap)a.
(M3) Ako je a = 0 ili ako je a + 8 = 0 tvrdenje je ocigledno. Stoga pretpostavimo da je a # 01 a+ 8 # 0. Tada vektori (a + 3) a
i aa+ faimaju isti pravac, a ako je zbir a 4+ 8 pozitivan, onda su pomenuti vektori istosmerni sa a. Tada je
[(a+ B)all = |+ Bl [|a] = allal| + B [al].
Posmatrajmo sada posebno slucajeve kada su skalari « i 8 pozitivni i kada su suprotnih znakova. U oba slucaja je
laa+ Ball = allall+ Bl
pa je tada
(a+B)a=aa+ Ba.
Ako je zbir a + 8 negativan, taj isti zbir sa suprotnim znakom biée pozitivan. Tada je, na osnovu prethodnog,
(—a—p)a=—-—aa—Ba.
Mnozenjem obeju strana ove jednakosti sa — 1 nalazimo, uz koristenje osobine (M2), da je

(a+B)a=aa+ Ba.
(M4) Sledi direktno iz definicije. O

Primedba. Svojstva iz prethodne teoreme veoma su opsta, tako da su posluzila za definiciju veoma vaznih
matematickih objekata:

(G) Uredeni par (G, x) koji se sastoji iz nepraznog skupa G i binarne operacije * : G x G — G, za koju
vaze svojstva (S1)—(S3) naziva se grupa, a ako jos zadovoljava i (S4) onda se naziva komutativna ili
Abelova grupa. 4

(P) Uredena trojka F = (FF, +, -) takva da:

(s) (F,+) je Abelova grupa,
(m) (F* =TF\ {0},-) je Abelova grupa,
(d) vazi distributivnost, a- (b+c¢) =a-b+a-c, za sve a,b,c € F.
naziva se polje.
(VP) Uredena cetvorka (V,R,+,-) takva da:
(s) (V,+) je Abelova grupa,
(m) za preslikavanje®, - : R x V — V, vaze svojstva (M1) — (M4),

4 Abel, Niels Henrik, 18021829, norveski matematicar.

5 mnozenje vektora sa skalarima
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naziva se realni vektorski prostor.

3. Linearna nezavisnost vektora. Baza i dimenzija.

1.10. Linearna nezavisnost. S obzirom na asocijativnost i komutativnost sabiranja vektora u vektorskom
prostoru V, dobro je definisan slede¢i vektor

(1.1) a=aaia1+asas+ -+ ay am,

gde su a,as9,...,any, nenula vektori a aj,aq,...,q, realni brojevi. Vektor a nazivamo linearnom kom-
binacijom vektora ai,as,...,a,. Skup nenula vektora, W = {ay,aq,...,a,} C V, nazivamo linearno
zavisnim ako postoje brojevi ay, aq, ..., o, od kojih je bar jedan razli¢it od nule, takvi da je

(1.2) aral +asas + -+ ay =0,

a linearno nezavisnim ako takvi brojevi ne postoje. Iz definicije neposredno sledi da su vektori a1, as, ..., am

linearno zavisni ako i samo ako je neki od njih linearna kombinacija preostalih. ” Maksimalan broj” % linearno
nezavisnih vektora nekog vektorskog prostora naziva se njegovom dimenzijom, i za te vektore se kaze da ¢ine
bazu tog vektorskog prostora. Za vektorski prostor kazemo da je kona¢nodimenzion ako ima barem jednu bazu
koja ima konacan broj elemenata.

Teorema. Nenula vektori a 1 b su linearno zavisni ako i samo ako su kolinearni.

Dokaz. Pretpostavimo, najpre, da su a i b kolinearni vektori. Oni tada

mogu biti ili istosmerni ili suprotnosmerni (vidi Sliku 8). Neka je, u b
prvom sluéaju, a = [|b]| : ||a||, a u drugom neka je o« = — ||b|| : ||a||. Tada B o 2 A
je b = aa. Obratno, ako je b = a.a, iz definicije mnozenja vektora brojem
sledi da su vektori a i b kolinearni. 0 b
Posledica. Neka je E prava i neka je e; neki nenula vektor u o 2 A B
V1, tada je za proizvoljni vektor x € V! jedinstveno odreden X Slika 8

1 .

skalar x, takav da je x =z e;.

Primedba. Dakle, iz prethodne posledice i definicije baze vektorskog prostora vidimo da je vektorski prostor
V! jednodimenzion i da se svaka baza sastoji od jednog nenula vektora.

1.11. Baze vektorskih prostora V2 i V3. U ravni situacija je nesto slozenija $to pokazuje slede¢a teorema.

Teorema 1. Ako je E ravan onda u vektorskom prostoru V2 postoje dva linearno nezavisna vektora. Svaka
tri vektora iz V2 su linearno zavisna.

Dokaz. Kako u ravni postoje tri nekolinearne tacke O, A, B vektori OA i OB su nekolinearni pa, prema tome, i linearno nezavisni.
Time je dokazan prvi deo teoreme.

X

Dokazimo i drugi. U tom cilju pretpostavimo, najpre, da su dva od triju vektora
a, b, ¢ neke ravni, kolinearni. Ako su to vektori a i b tada su oni i linearno zavisni
pa postoje brojevi a i 8 od kojih je bar jedan razli¢it od nule, takvi da je

aa+ Bb=0, tako dajetadai aa+ b+ 0c=0,

pa su i vektori a, b, ¢ linearno zavisni.
Pretpostavimo da nijedan par vektora iz skupa {a,b,c} nije kolinearan.

Obelezimo sa O proizvoljnu tacku ravni, sa A, B,C tacke te ravni takve da
je OA =a, OB = b i OC = ¢ (§to mozemo zbog 1.6 Teorema i sa X i Y tacke
pravih OA i OB takve da je cetvorougao OXCY paralelogram (Slika 9). Buduéi
da su vektori OX i OY kolinearni, redom, sa vektorima OA i OB, na osnovu
1.10 Teorema postoje brojevi a i 8 takvi da je OX = aa i OY = b. Otuda je

c=0C=0X+0Y =aa+ b,

pa su vektori a, b, ¢ linearno zavisni. O

Slika 9. Razlaganje vektora u ravni

Posledica 1. Neka je E ravan i neka su ey, es € V2 dva linearno nezavisna vektora. Za svaki vektor x € V2
jedinstveno su odredeni skalari x1 i x9 takvi da je x = 1 e; + x2e2.

6 Odnosi se samo na slucaj kada je taj maksimalan broj konacan. Vise detalja o pojmu baze bi¢e dato u narednoj glavi.
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Primetimo da Posledica 1 zapravo tvrdi da je V? dvodimenzion vektorski prostor i da se svaka njegova baza
sastoji od dva linearno nezavisna vektora.

Razmotrimo dalje, linearnu zavisnost i linearnu nezavisnost vektora u prostoru.

Lema. Vektori a, b, c su linearno zavisni ako i samo ako su koplanarni.
Dokaz. Iz prethodne teoreme neposredno sledi da su koplanarni vektori a, b i ¢ medusobno linearno zavisni.

Obrnuto, ako su a, b i ¢ linearno zavisni vektori tada je jedan od njih linearna kombinacija ostalih, recimo ¢ = pa + v b (Slika 9).

Buduéi da je ¢ jednak zbiru dvaju vektora kolinearnih vektorima a i b, vektori a, b i ¢ su koplanarni. O

Teorema 2. Ako je E prostor onda u V3 postoje tri medusobno linearno nezavisna vektora. Svaka éetiri
vektora iz V3 su linearno zavisna.

Dokaz. Buduéi da u prostoru postoje ¢etiri nekoplanarne tacke O, A, B, C
vektori OA, OB i OC su takode nekoplanarni pa, dakle, i linearno neza-
visni. Time je dokazan prvi deo teoreme.

Da bismo dokazali drugi deo teoreme pretpostavimo da su a, b, ¢, d etiri
vektora prostora. Ako bi bilo koja tri od njih bili koplanarna, tvrdenje bi
sledilo sli¢no kao u dokazu Teoreme 1 (kada smo posmatrali sluc¢aj kada su
dva od triju vektora a,b i ¢ neke ravni bila kolinearna). Pretpostavimo,
stoga, da su vektori a, b, ¢ linearno nezavisni. Obelezimo sa O proizvoljnu
tacku prostora i sa A, B, C, D tacke tog prostora takve da je OA = a,
OB = b, OC = ¢, OD = d (Slika 10). Buduéi da su vektori a, b, c
linearno nezavisni tacke O, A, B, C' su nekoplanarne. Obelezimo sa E
tacku ravni OAB takvu da je OC || ED. Tada, na osnovu Teoreme 1,
postoje realni brojevi a i § takvi da je OE = aa+ b, a na osnovu 1.10
Teorema postoji realan broj v takav da je ED = y¢. Stoga je

d=0D=0E+ED=0X+0Y+ED=aa+pb+c X

Slika 10. Razlaganje vektora u prostoru
Time je teorema dokazana. O

Posledica 2. Neka je E prostor i neka su ey, ez, e3 € V3, tri linearno nezavisna vektora. Tada su za svaki
vektor x € V3 jedinstveno odredeni skalari x1,xs i x3 takvi da je x = x1 e1 + x2 e + x3 €3.

Primedba. Analogno 1.10 Posledica i Posledica 1, Posledica 2 tvrdi da je vektorski prostor V3 trodimenzion i da
se svaka njegova baza sastoji od tri linearno nezavisna vektora. Prema tome, u upravo pomenutim Posledicama
pokazano je da vektorski prostori V1, V2 i V3, koji su odredeni relacijom ekvivalentnosti ~ redom na pravoj,
ravni i prostoru, imaju baze koje redom imaju jedan, dva i tri elementa. Zbog toga se za pravu koristi oznaka
E!, za ravan E? i za prostor E3.

Kao sto je veé ranije napomenuto Citava teorija vektorskih prostora razvila se generalizacijom vektorskih pros-
tora V1, V2 i V3. Ispostavlja se da vaze i generalizacije pomenutih posledica, tj. svaki vektorski prostor V'
ima bazu i svake dve baze vektorskog prostora V su ”jednakobrojne” 7. Ovim pitanjima bavimo se u narednoj
glavi.

1.12. Koordinate vektora i tacke. Koriste¢i sada rezultate Posledica iz prethodne dve tacke dolazimo do
definicije veoma vaznog pojma koordinata vektora.

Definicija. Neka je B = (e1,...,en), m = 1,2,3, baza vektorskog prostora V'™ i ako je x € V'™ tada postoje

jedinstveni realni brojevi (skalari), z1,. ..,z takvi da je

(1.3) rT=x1€1 + -+ T Cm-

Realni brojevi x1,...,x,, zovu se koordinate vektora x u bazi B.

Buduéi da je u bazi bitan poredak vektora, tj. koordinate vektora x zavise o redosledu elemenata u bazi,
koordinate zapisujemo kao uredene m—torke tj. koordinate vektora x zapisujemo kao (x1,...,%,). Iz istog
razloga i baze zapisujemo kao uredene m—torke. Primetimo da kada izaberemo bazu B dobro je definisano
preslikavanje ki : V™ — R™, formulom kp(z) = (x1,...,2,). Preslikavanje kg zove se koordinatizacija ili

koordinatno preslikavanje i ono zavisi od unapred odabrane baze. Nije teSko videti da je preslikavanje kg
bijekcija.

Sledeéa teorema daje osnovne osobine svake koordinatizacije.

7 Dve baze Bi1 i B2 vektorskog prostora V' su jednakobrojne ako postoji barem jedna bijekcija sa B1 u Ba.
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Teorema. Neka je B = (e1,...,em),(m = 1,2,3), baza vektorskog prostora V™. Tada vazi:

(i1) Dva vektora su jednaka ako i samo ako su jednake njihove koordinate u odnosu na bazu B.
(i2) Svaka koordinata sume dvaju vektora jednaka je sumi odgovarajuéih koordinata vektora sabiraka.

(i3) Svaka koordinata proizvoda broja i vektora jednaka je proizvodu tog broja i odgovarajucée koordinate
vektora.

Dokaz. (il) Posledica je jedinstvenosti koordinata vektora u bazi.
(i2) i (i3) posledice su svojstava (S1), (S4) i (M1)—(M3) iz 1.9 Teorema. Dokazimo npr. (i2): nekasua =>.7"  zie;iy = ., yiei,
onda imamo redom:

m m

rHy=d wiei+ Yy yiei =) (@i +yi)e H
; =

i=1 1= i=1

Pozabavimo se sada pitanjem koordinatnog opisivanja polozaja tacaka. Neka je O zadata tacka na pravoj, u
ravni ili u prostoru. Tada svakoj tacki X te prave, ravni ili prostora (Slika 11) moze biti pridruzen jedinstven
vektor £ = OX koji nazivamo vektorom polozaja ili radijus vektorom tacke X. Tacka je, na osnovu pret-
hodnog, jednozna¢no odredena svojim vektorom polozaja = u od-
nosu na zadatu tacku O. Drugim re¢ima, ako je zadata tacka
O, postoji uzajamno jednoznacna korespondencija medu vektorima
prostora V!, V2, V3 i tackama, redom, neke prave, ravni i pros-
tora. Koordinate vektora x u odnosu na zadatu bazu vektorskog
prostora V!, V2 ili V3 zvaéemo i koordinatama tacke X u od-
nosu na tacku O i vektore baze. Skup koji se sastoji iz tacke O i es ;
vektora baze (e1), (e1,e2) ili (e1,e2,e3) zvaéemo i koordinatnim
sistemom i obelezava¢emo ga sa (O, e1), (O,e1,e2) 1 (O, e1,e2,e3)
ili kra¢e sa O e1, Oejeq i 0 eq ese3 u zavisnosti od toga da li smo na
pravoj, ravni ili prostoru. Ako sa x1, 22 i 23 obelezimo ose odredene
vektorima e, es i eg i tackom O, koordinatni sistem obelezavamo

i sa Ozq, Ozxiz2 ili Ozjzox3. Tacku O nazivamo koordinatnim
pocetkom, a ose x1, T3, r3 koordinatnim osama. Ako su zy, ili Slika 11. Koordinate tacke

x1 1 xo, ili 1 1 29 1 3 koordinate tacke X u zadatom koordinatnom

sistemu neke prave, ravni ili prostora, tu tacku ¢emo obelezavati i sa X (z1), ili X (z1,29), ili X (1,9, 23),
ili jednostavno sa (z1), (z1,22), (z1,2z2,23), bez bojazni da moze da dode do zabune buduéi da na isti nacin
obelezavamo i vektore.

X(z1,72,23)

iws

Ty

0] €1 Ey

Ako su vektori baze jedini¢ni i medusobno upravni tu bazu ¢emo zvati ortonormiranom, a odgovarajuci ko-
ordinatni sistem ¢emo zvati Dekartovim pravouglim koordinatnim sistemom. Iz geometrijskih razloga,
jasno je da takav koordinatni sistem postoji.

4. Projektovanje i skalarni proizvod

1.13. Paralelno projektovanje. Iz definicije smera vektora sledi da na pravoj postoje dva usmerenja, jer
ako uzmemo dve razlicite tacke te prave A i B, tada usmerenja fiksiramo izborom vektora AB ili vektora BA.
Pod osom podrazumevamo pravu na kojoj je zadato usmerenje. Drugim re¢ima osa je prava sa vektorom ose
e = AB, gde su A, B dve razlicite tacke te prave. Kako je za definiciju usmerenja prave bitan samo smer
nenula vektora e, obi¢no uzimamo da je intenzitet vektora ose e jednak 1.

Neka su u ravni zadati vektor AB, osa s i prava [ koja nije paralelna osi. Paralelnom vektor — projekcijom
vektora AB na osu s u odnosu na pravu [ nazivamo
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o A B o n B oA

Slika 12. Paralelna vektor i skalar —projekcija

vektor A’B’ ¢ija temena su tacke A’ i B’ u kojima prave kroz tacke A i B paralelne pravoj [ seku s. Broj
¢ija je apsolutna vrednost ||A’B’||, a znak pozitivan ili negativan u zavisnosti od toga da li je A’B’ istosmeran
ili suprotnosmeran sa s, nazivamo paralelnom skalar— projekcijom vektora AB na osu s u odnosu na pravu [ i
obelezavamo je sa priAB. (Slika 12).

Ako je e jedini¢ni vektor ose s, tada je A'B’ = (prlSAB) e. Ponekad ¢emo koristi i oznaku prleAB = prlSAB.
U zavisnosti od toga da li je prava [ normalna na osu s ili nije, razlikujemo ortogonalne i kose vektor i skalar —
projekcije. U obelezavanju ortogonalne skalar —projekcije ne¢emo isticati pravu [, tj. pisaéemo pr ,AB.

U potpunoj analogiji sa pojmovima vektor i skalar —projekcije vektora AB na osu s u odnosu na pravu [ u
nekoj ravni, mogu se uvesti pojmovi vektor i skalar— projekcije vektora AB na osu s u odnosu na zadatu ravan
I u prostoru, pri éemu ravan [ nije paralelna osi. Tada paralelnu skalar — projekciju obelezavamo sa priAB, a
paralelnu vektor — projekciju sa (priAB)e, pri éemu je e, opet, jediniéni vektor ose s. Ako je [ ravan upravna
na s, paralelnu skalar — projekciju ¢emo zvati ortogonalnom i jednostavno je obelezavati sa pr,AB.

1.14. Osnovna svojstva projektovanja. Dokazimo sada nekoliko jednostavnih teorema u vezi sa ortogo-
nalnom skalar — projekcijom. No, pre nego $to to u¢inimo napomenimo da uglom koji zahvataju vektori OA i
OB nazivamo ugao AOB, a uglom koji neki vektor zahvata sa osom nazivamo ugao koji zahvataju taj vektor
i jedini¢ni vektor ose.

o
o]

Slika 13. Slika 14.
Teorema 1. Ako vektor AB ravni ili prostora sa osom s gradi ugao w, tada je

(1.4) pr,AB = |AB|| cos w.

Dokaz. Ako je AB || s ili AB L s tvrdenje je trivijalno. Razmotrimo sluc¢aj kada je ugao w tup, (Slika 14). U tom cilju obelezimo
sa A proizvoljnu tacku ose s i sa B’ podnoZje normale iz tacke B na osu s. Ugao kod temena A trougla ABB’ jednak je uglu 7 —w,

i vektor AB’ je suprotnosmeran osi s, pa je pr,AB = — ||AB’|| = — || AB|| cos (7 — w) = |AB|| cosw. O
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Teorema 2. Za svaka dva vektora AB i BC ravni, svaku osu X
s te ravni i svaku pravu | koja nije paralelna osi s, vazi relacija

(1.5) pr. (AB + BC) = prl AB + pr!. BC.

Dokaz. Ako sa A’, B’,C’ obelezimo preseéne tacke pravih kroz A, B,C
paralelnih pravoj [, sa osom s (Slika 15) i sa e jedini¢ni vektor ose s, bide A

(prl (AB+BC))e = (pr.AC)e=A'C' = A'B' + B'C’

= (pri AB + pr. BC)e,
odakle sledi tvrdenje teoreme. O

Primedba. Primetimo da u dokazu prethodne teoreme ne bi
bilo nikakvih promena ako bismo pretpostavili dasu AB i BC
vektori u prostoru i da je u pitanju paralelna skalar — projekcija

Slika 15. Projektovanje zbira vektora
u odnosu na ravan.

Buduéi da dokaz sledece teoreme neposredno sledi iz poznate Talesove teoreme, ne¢emo ga izvoditi. Samo
¢emo napomenuti da ista teorema vazi i ako je AB vektor u prostoru, a zadata je paralelna skalar —projekcija
u odnosu na ravan.

Teorema 3 (Tales®). Za svaki vektor AB ravni, svaku osu s, svaku pravu | koja joj nije paralelna i svaki
realan broj o vazi relacija

(1.6) pri(a¢ AB) = apriAB.

1.15. Skalarni proizvod. Definicija. Skalarno mnozenje definiSemo koristec¢i ¢injenicu da je za svaki vektor
dobro definisan intenzitet (duzina), i da su za sve vektore osim nula vektora dobro definisani pravac i smer.
Preciznije, pod uglom izmedu nenula vektora z i y podrazume-

vamo manji od dva ugla koja grade pozitivni delovi osa odredenih

tim vektorima, vidi Sliku 16. Prema tome ugao izmedu dva vek-

tora pripada segmentu [0, 7 ].

Definicija. Skalarnim ili unutrasnjim proizvodom vektora
nazivamo binarnu operaciju - : V xV — R, kojom bilo ko-
jim vektorima x i y dodeljujemo broj

(L.7) z-y = ||zl ly]l cos w,

gde je w ugao izmedu vektora x i y (Slika 16).

Slika 16. Skalarni proizvod
Za skalarni proizvod se koriste i druge oznake: (x,y), (z|y). Vek-
torski prostor V' snabdeven skalarnim proizvodom oznacava¢emo
sa V.. Iz definicije neposredno sledi da je skalarni proizvod vektora x i y jednak nuli ako i samo ako vazi
najmanje jedna od relacija (i1) =z =0, (i2) y =0, (i3) w = 7/2. Relacije (i2) i (i2) su trivijalne, tako da je
interesantnija relacija (i3). Za dva nenula vektora kazemo da su ortogonalni ako je ugao koji oni grade 7/2.
Dakle, -y =0 je potreban i dovoljan uslov ortogonalnosti dvaju nenula vektora x i y.

1.16. Osnovna svojstva skalarnog mnozenja. Kako je

(1.8) [z]| cosw =pryz i [yl cosw=pr,y,
mozemo pisati i

(1.9) z-y=|z|pr,y =yl pr, .

Osnovna svojstva skalarnog nozenja sadrzaa su u slede¢oj teoremi.

8 TaXeo, Tales iz Mileta, 624546 (?), gréki matematicar.
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Teorema. Ako su z,y,z € V3 proizvoljni vektori i  neki realan broj tada je
(El) z-y=y- -z, (E4) z-2>0,

(1.10) (E2) z-(y+2)=z-y+zx-z, (E5) -2 =0, ako i samo je = = .
(E3) (az)-y=az-y),

Dokaz. Svojstva (E1), (E4) i (E5) slede neposredno iz definicije skalarnog proizvoda.
(E2) Ako je z = 0 tvrdenje se dokazuje neposrednom proverom. Pretpostavimo, stoga, da je x # 0. Tada je

z-(y+2) =|z|pr, (y+2) =zl (pr,y + pr, 2) = lzl|pr,y + [zl pr, 2 =2 -y + 2 - 2

(E3) Ako je y = 0 tvrdenje se dokazuje neposredno. Pretpostavimo, stoga, da je y # 0. Tada je
(az)-y=|yllpr, (az) = alyllpr,z =a(z-y). 0

Svaki vektorski prostor V, u koji je uvedena operacija - sa osobinama (E1)-(E5) naziva se euklidskim ?
vektorskim prostorom .
Navedimo sada tvrdenje koje ¢emo kasnije koristiti.
Lema. Vektori x iy su jednaki ako i samo ako za svaki vektor w vazi x-u=1y"u.
Dokaz. Dovoljno je pokazati da iz (z — y) - u = 0, za svaki vektor u sledi da je x = y (jedini vektor normalan na sve vektore je nula

vektor). To postaje ocigledno kada izaberemo u = x — v, i tada je (z —y) - (x —y) = ||z — y||* = 0. O

1.17. Skalarni proizvod u koordinatima. Razmotrimo sada osobine skalarnog proizvoda dvaju vektora u
funkeciji njihovih koordinata. U tom cilju izaberimo '* najpre medusobno normalne jedini¢ne vektore (eg, eg, e3)
za bazu prostora V33~ Tada su skalarni proizvodi vektora ey, eo, e3 zadati slede¢om tabelom:

| €1 €2 €3 Uvodeci simbol 4;; na slede¢i nacin nalazimo da je
€1 1 0 0 . . —
. _ ei-ei =0,
e[ 0 1 0 (L11) & = { b Y (1.12) AR
e3| 0 0 1 I 1,7 =1,23.

111

Napomenimo da je upravo uvedeni simbol ¢;; poznat kao Kronekerov 4;; simbol ** ili kra¢e Kronekerov 4.

Pre no sto pristupimo ispitivanju osobina skalarnog proizvoda dvaju vektora u funkciji njihovih koordinata
dogovorimo se da, radi jo§ vec¢e jednostavnosti, izraz

3
r1e1+x2ex +xr3€3 = Zxkek,
k=1
ubuducée piSemo bez simbola ), dakle, kratko
Tk €k,
bez bojazni da to moze da izazove bilo kakvu zabunu. Nadalje, kad god se neki indeks (u prethodnom slucaju

k) pojavljuje dvaput u istom izrazu uvek éemo podrazumevati sumiranje po tom indeksu, ako nije naglaseno
suprotno. Ovo pravilo se naziva Ajnstajnovim pravilom !? (ili konvencijom) o sabiranju.

Ako su
T =x1€1 + Toex + x3€3 = T €4, Y= y1e1+Yy2e2 + yses = yjey,
dva proizvoljna vektora prostora V.2, biée, na osnovu 1.16 Teoreme,
(1.13) -y = (zie;) (yjej) =z yj(€i-ej).
Suma na desnoj strani sastoji se od 9 ¢lanova jer indeksi ¢ i j uzimaju nezavisno jedan od drugog vrednosti
1,2,3. No imajuéi u vidu da je e; - e; = &;;, samo tri ¢lana su razli¢ita od nule ' (kada je i = 5) i zato je
(1.14) Ty =1T1Y1 + T2Y2 + T3Y3,
9 EvkXedn(, Euclid 330275, gréki matematicar.
10 Postojanje takve baze sledi iz geometrijskih razloga, a uskoro ¢emo ga i dokazati.
11 Kronecker Leopold, 1823 —1891, nemacki matematicar.
12 Binstein Albert, 1879 —1955, po mnogima najpoznatiji nau¢nik 20. veka.

13 7a proizvoljnu, ne obavezno ortonormiranu bazu, prethodna formula takode izrazava proizvod x -y u koordinatama. Medutim, u dobijenom
izrazu ucestvuje svih devet sabiraka.
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ili, koriste¢i konvenciju o sabiranju,

(1.15) y= iy

Ako je y = ej, bice

(1.16) x-e; = x;(e-€j) = x;0;5 = x;.

Stoga su koordinate vektora x u ortonormiranoj bazi, jednake ortogonalnim skalar —projekcijama tog vektora
na ose odredene odgovarajuéim vektorima baze.

1.18. Neke primene skalarnog proizvoda.

Kona¢no, navedimo kako se neki geometrijski odnosi mogu interpretirati koristeéi skalarni proizvod.

(1*) Duzina ili norma vektora = = z; ¢; je data formulom

2l = V& -z = /b zi ;= V/Ei T -
Svaki vektor & # 0 moze se normirati, tj. moze mu se dodeliti kolinearan jediniéni vektor * z,. Zaista,
x

Lo = 7 -
e

(2*) Kosinus ugla w koji zahvataju vektori z = x; ¢; i y = y; ¢; dat je formulom

L5 Yi

BICNENE

(3*) Ako je x jedini¢ni vektor, tada je njegova i—ta koordinata x; jednaka kosinusu ugla ¢; koji vektor x gradi
sa vektorom e; baze, tj.

COSW =

T; =T - €e; = COS ;.
Osim toga je
cos? ¢y + cos? ¢y + cos? 3 = 1,
jerjex-x =1.
(4*) Skalar —projekcija vektora x = x; e; na vektor a = a; e; data je formulom
proz == = 4o

lal = /a2

Primedba. Svojstva (1*) i (2*) pokazuju da u euklidskim vektorskim prostorima V™ (m=1,2,3) dobro su defin-
isani pojmovi duzine i ugla, tj. osnovnih pojmova sadrzanih u Euklidovim aksiomama. U glavi posvecenoj
eukldskim (unitarnim) vektorskim prostorima videéemo da se moze se uvesti euklidska geometrija, sto je posled-
ica Kosi - Svarcove nejednakosti.

1.19. Postojanje ortonormirane baze. U tacki 1.17 definisali smo pojam ortonormirane baze u V.2, preciznije
ako je B = (ey,ea,e3) baza vektorskog prostora V.2 , ona je ortonormirana ako je eej = 0;5, 4,J = 1,2,3.
Egzistencija ovakve baze moze dokazati koriS¢enjem geometrijskih argumenata, ovde dajemo jedan opstiji
dokaz.

Prvo razmotrimo sada sledeée pitanje: da li je moguée proizvoljnoj bazi (z,y,2) prostora V.3 pridruziti na
pogodan nac¢in neku ortonormiranu bazu?

Odgovor daje sledeca teorema.

Teorema|Gram —Smitova,'> ortoganalizacija] Neka je (z,v, z) baza vektorskog prostora V.3, tada postoji
pozitivno orijentisana ortonormirana baza (ey, eq, e3) takva da je

T =x1€1,
(1.17) Yy =y1e1+y2ez,

Z = z1€e1+ z9e9 + 23 €3,

gde suxy >0,y >01z23>0.

14 Naziva se i ort vektora .
155 p. Gram, danski matematicar i aktuar, E. Schmidt, nemacki matematicar.



Vektorski i mesoviti proizvod 35

Dokaz. Izaberimo najpre, e; = HTIH.Z‘ i z1 = ||z]]. Ako sada skalarno pomnozimo drugu jednakost u (1.17) sa e vidimo da je
y1 =y - e1 (Slika 17). Odatle nalazimo da je y2e2 =y — (y - e1) e1, odnosno

1

e2=——————(y— (y-e1)er).
ly = (y-ex) el
Na slican nacin dobijamo 21 = z-e1 , 22 = z - e2 i konacno
1
= |z — (2-e1) er — (2 - e2) ez (2= (z-e)er = (z-ex)er).

Time je lema dokazana. |

Postupak opisan u dokazu prethodne teoreme naziva se Gram — Smitov postupak ortogonalizacije .

Primedba. Primetimo da iz formula (1.17) sledi da je Gram —Smitov postupak linearan i da je trougaoni, tj.
vektor ortonormirane baze e; je linearna kombinacija prvih ¢ vektora polazne baze. Takode, napomenimo da

pd

se Gram — Smitov postupak moze generalisati.

z—(z-e1)e1 — (z-e2)e2

y—(y-e1)er
e

€1

(y-e1)er

Slika 17. Geometrijski smisao Gram —Smitovog postupka

5. Vektorski i meSoviti proizvod

1.20. Orijentacija baze. Pre nego uvedemo vektorsko mnozenje neophodno je da vidimo kako se orijentise
prostor odnosno kako se uvodi pojam orijentisane baze '°. Kao $to se prava i ravan mogu orijentisati na dva
nac¢ina izborom odgovarajuéih baza tako se i prostor E? orijentiSe izborom neke baze prostora V3. Za trojku
linearno nezavisnih vektora (z,y, z) kazemo da je pozitivno orijentisana (ili kraée pozitivna) ako bismo,
posmatrano sa vrha vektora z, kreéuéi se kra¢im putem od vektora x do vektora y, kretali se u smeru suprotnom
od kretanja kazaljki nekog (uobicajenog) sata (Slika 18). Ako je (z,y, z) pozitivno orijentisan reper onda su
(y,z,2) i (z,—y, z) negativno orijentisani reperi. Inace, poznati su pravilo desnog zavrtnja i pravilo desne ruke
za odredivanje pozitivno orijentisanog repera. Primetimo da se ciklicnom zamenom vektora nekog repera ne
menja orijentacija baze, tj. reperi (z,v, 2), (y, z,2) i (z,z,y) imaju istu orijentaciju.

X

16 Orijentacija ¢e detaljnije biti razmatranu u nekoj od narednih glava.
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Slika 18. Pozitivni i negativni reper

1.21. Definicije vektorskog i meSovitog proizvoda. Sada prvo definiSemo vektorski proizvod, koji je
specifican samo za dimenziju 3.

Definicija. Vektorski ili spoljasnji proizvod vektora je binarna operacija x : V.3 x V.3 — V3| kojom bilo
kojem paru vektora z i y dodeljujemo vektor x x y (Slika 19) koji ima sledeéa svojstva:

(i) intenzitet vektora z x y jednak je broju ||z [|y||sinw, gde je w = Z(z,y); drugim re¢ima intenzitet
vektora x X y jednak je povrsini paralelograma koji je odreden vektorima x i y,

(p) vektor z X y je normalan na svaki od vektora x i ¥,

(s) uredena trojka vektora (x,y,z X y) pozitivno je orijentisana.

T Xy

Yy XT

X
Slika 19. Vektorski proizvod

Definicija. MeSovitim proizvodom vektora nazivamo operaciju duzine tri [-,-,-] : V.2 x V.2 x V.2 — R,
kojom uredenoj trojki (x,y, 2) vektora vektorskog prostora V3 dodeljujemo broj [x, ¥, 2] koji je dat formulom

(1.18) [z,y,2z] = (x xy)- 2.

1.22. Geometrijska interpretacija meSovitog proizvoda. Geometrijska interpretacija mesSovitog proizvoda
data je u sledecoj teoremi.

Teorema. Apsolutna vrednost mesovitog
proizvoda [z,y,z] jednaka je zapremini par-
alelepipeda odredenog vektorima z, y i z.

Dokaz. Neka vektori x i y odreduju bazu par- T Xy
alelepipeda ¢ija je povrsina B (vidi Sliku 20). Primetimo pr
da se tada odgovarajuca visina H dobija projektovanjem

vektora z na vektor x X y. Odatle je zapremina paralele-

pipeda V'

V=BH = |z xy||pr

er?] = llz X yll ]| cos ]

= |(x><y)z| = |[l’,y,Z”,

pri ¢emu su koriSéene osnovne osobine skalarnog i vek- Slika 20. Geometrijska interpretacija mesovitog proizvoda
torskog mnozenja. O

1.23. Osnovna svojstva vektorskog i meSovitog proizvoda. Sledeta teorema sadrzi osnovne osobine
vektorskog i mesovitog proizvoda.

Teorema. Ako su x,v,z,v proizvoljni vektori prostora V> i a neki realan broj tada je
(L) zxy=—(yxa), (

(L2) (az) xy=a(zxy), (P2
(L3) z+y)xz=xx2+y Xz, (
(
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Dokaz. Svojstva (L1), (L2), (P1) i (P3) dokazuju se direktno koriste¢i definicije vektorskog i mesovitog proizvoda kao i osobine
skalarnog proizvoda date u 1.16 Teorema. Kako je apsolutna vrednost mesovitog proizvoda vektora z,y i z jednaka zapremini
paralelepipeda razapetog nad tim vektorima to je
Hx,y,z]! = Hy,z,x]! = Hz,x,yH
Da bismo zavrsili dokaz svojstva (P2) potrebno je dokazati da isto orijentisani reperi imaju isti znak meSovitog proizvoda. Primetimo
da je dovoljno pokazati jednakost [z,y, z] = [y, 2z, z]. Pretpostavimo npr. da je [z,y, z] > 0. Iz dokaza 1.22 Teorema vidimo da je
ugao Z(x X y, z) ostar, tj. da su vektori X y i z sa iste strane ravni odredene vektorima z i y. Tada su i vektori y X z i = sa iste
strane ravni odredene vektorima y i z (Slika 20), pa je i ugao Z(y X z,x) ostar, tj. [y, z,2] > 0. Time je pokazano svojstvo (P2).
Pokazimo sada osobinu (P4),
[z+y,zv]=[z,viz+y] = (zx V) (@+y) =(zxV) o+ (z2xV) y=[zv,z]+ [z v,y = [z,2,v]+ [y, 2,v]
Za dokaz preostalog svojstva (L3) iskoristimo 1.16 Lema po kojoj je dovoljno proveriti da je
[(x+y) x 2] v=[(zx2)+(yx2)] v,

za proizvoljan vektor v, a to se svodi na upravo dokazano svojstvo (P4). O

1.24. Vektorski i meSoviti proizvod u koordinatama. Ako je (ej, e, e3) ortonormirana baza vektorskog
prostora V.2 tada su vektorski prozvodi vektora baze zadati sledeé¢im tabelama

X | el €9 es3 X | el €9 es3
€1 0 €3 —€2 €1 0 — €3 €2
€2 | —€3 0 €1 ’ €2 €3 0 — €1 ’
€3 €y —€1 0 €3 | —€2 €1 0

pri ¢emu se prva tabela odnosi na sluc¢aj kada je baza (e, es,e3) pozitivno orijentisana, a druga, kada je ta
orijentacija negativna.

Pre nego sto u funkciji koordinata vektora x, y i z zadatih u ortonormiranoj bazi (ej, eg, e3), izrazimo koordinate
vektora = X y i vrednost meSovitog proizvoda [z,y, 2], uvedimo dva simbola € i €;;, na slede¢i nacin: € = 1, ako
je baza (e1, e, e3) pozitivno orijentisana, ¢ = — 1, ako je ta baza negativno orijentisana. Zatim,

(1.19) €123 = €231 = €312 = €, €213 = €132 = €321 = — €,

i g;j1 = 0 kad god su barem bilo koja dva od indeksa i, j, k jednaka. Simbol ;5 koji zavisi od izabrane baze,
naziva se antisimetriénim Kronekerovim simbolom. Koristeéi se njime mozemo kratko da zapiSemo neke
formule. Na primer, gornje dve tabela mogu se zapisati formulom

(1.20) €; X €5 = Eijk €k,
gde se, u skladu sa Ajnstajnovom konvencijom, podrazumeva sumiranje po ponovljenom indeksu k.
Pokazimo sada da u pozitivno orijentisanoj ortonormiranoj bazi (e, e, e3) vektor z X y ima koordinate
(1.21) (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-
Zaista, kako je

rT=mie, Yy=yjej 1 € Xej=cijper,
na osnovu 1.23 Teorema, bice

Xy = (7€) X (yjej) =z yj (€; X €j) = €4k Ti Yj ek,

pri ¢emu se u poslednjem izrazu, naravno, podrazumeva sumiranje u odnosu na sva tri indeksa i, j, k. Dakle,

(1.22) zxy=cl(rays —x3y2) 1 + (w3 y1 — T1Y3) €2 + (T1y2 — T2 Y1) €3],

§to mozemo zapisati u kompaktnijem obliku formalne determinante

€1 €2 €3
(1.23) TXy=c¢c¢| 1 T9 T3
W Y2 Y3

Rezimirajmo, ako je z = x X y, njegove koordinate date su formulama
(1.24) 2 = €4k T3 Yj,  ili preciznije,

(1.25) 21 =€ (T2y3 — x3Y2), 2o =€ (T3Y1 — 1 Y3), 23 =¢€(T1Yy2 — 2291),
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jer je i = egij. Dakle, ako je baza pozitivna, tj. € = 1, vidimo da se formule (1.25) svode na formule (1.21).

Da bismo vrednost mesovitog proizvoda [z,y, z] izrazili u funkciji koordinata vektora z, y, z u odnosu na neku
ortonormiranu bazu, dokazimo najpre, da je

(1.26) [62', ej, €k] = 5ijk'
Zaista, kako je
leisej,ep] = (e X ej) e, =€ijie- ey, 1 e -ep =0,
bice
€ijl €l * €k = Eijk-

Ako su x = x;e;, y = y;€ej, 2 = 2 e}, tri proizvoljna vektora prostora V3, bice
[z,y, 2] = [zi i, yj €j, 2k €x] = T3 yj 2k €5, €5, ex] = €ijk T Yj 2k

Primetimo da izraz na desnoj strani sadrzi 3% = 27 sabiraka od kojih je samo njih 6 razli¢ito od nule jer se u
ostalim sabircima pojavljuju ¢inioci €;j; sa barem dva jednaka indeksa. Zato je

(1.27) [2,y,2) =€ (T1y223 + Tays 21 + T3 Y1 22 — T2 Y1 23 — T1 Y322 — T3 Y2 21),

Sto zapisujemo kompaktnije kao determinantu

r1 x2 x3
(128) [l‘,y,Z] =&l WU Y2 Y3
z1 z9 z3

1.25. Neasocijativnost vektorskog mnozenja. Jakobijev identitet. Postavlje se prirodno pitanje da li
je vektorsko mnozenje asocijativna operacija. Odgovor na to pitanje sledi iza naredne teoreme.

Teorema. Za ma koja tri vektora x,vy,z prostora V3 vazi sledeéa formula

(1.29) (xxy)xz=(x-2)y—(y-2)x.

Dokaz. Direktan dokaz sledi primenom formule za vektorski proizvod u koordinatama. Dakle, neka je e = (e1,e2,e3) pozitivno
orijentisana ortonormirana baza, i neka su « = (1, x2,23),y = (y1,v2,¥3) i z = (21, 22, z3) vektori prostora V.. Tada je

€1 €2 €3 €1 €2 es3
(zxy)xz = | 1 T2 z3 | Xz=| (x X y) (z X y)2 (zxy)s |={(xXy)2zzs — (x Xy)zz2)er + ((x X y)3 21
Y1 Y2 Y3 Z1 22 23

—(@xy)hrzs)ez+ (X Y22 — (zxXy)2z1)es = (23 y1 —21Y3) 23 — (T1y2 — 2291) 22) €1 + (T1y2 — 22y1) 21
—(w2ys —x3y2) z3) e2 + ((w2y3 — T3 y2) 22 — (T3 Y1 — T1Y3) 21) €3
= (121 + T222 + w323)(y1€1 + y2e2 + yses) — (y121 + y222 + yszs)(x1e1 + z2e2 + w3€3)
= (@-2)y—(y-2)z.
Drugi dokaz ove teoreme moze se naé¢i u [BBRL]. O
Posledica. Vektorsko mnozenje nije asocijativno.
Dokaz. Formula iz prethodne teoreme i osobina skalarnog i vektorskog proizvoda sledi da za bilo koja tri vektora =,y i z je
ex(yxz)=@Exyxe=(z2)y—(y-z)z=(z-2)y—(z-y)z
Za linearno nezavisne vektore x = (1,0,0),y = (1,1,0) i 2 = (1,1, 1) desna strana jednakosti (1.29) jednaka je y — 2z, dok je desna

strana jednakosti (1.30) y — z. Dakle, za ovaj izbor vektora x,y i z pokazali smo da : = X (y X 2) # (x X y) X z, tj. vektorsko

mnozenje ne vazi asocijativno.

Time smo dokazali da vazi svaka od triju formula koje se jedna iz druge dobijaju ciklitnom permutacijom
vektora x,y, z. Napisimo ih sve tri:

X (yxz)=(z-2)y—(z-y)z
(1.30) yx(zxz)=(y z)z—(y 2z,
zx(xxy)=(2-y)r—(2-2)y
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Sabiranjem relacija (1.30) lako dobijamo sledeéu relaciju

(L4) rx(yxz)+yx(zxz)+zx(zxy)=,
poznatiju kao Jakobijev (Jacobijev) identitet 17 Kako vektorsko mnozenje nije asocijativna operacija,
Jacobijev identitet predstavlja zamenu za asocijativni zakon.

Primedba. Napomenimo da za bilo koji vektorski prostor V, u koji je uvedena binarna operacija [-, ] : V xV —
V, za koju vaze aksiome (L2) i (L3), kazemo da jealgebra (nad R), a ako jos (analogno vektorskom mnozenju

x) vaze i aksiome (L1) i (L4) tada V nazivamo Lijevom (Liejevom) algebrom 8.

Primer. Skup realnih kvadratnih matrica u odnosu na operaciju mnozenja matrica je algebra, a u odnosu na
mnozenje dato sa [A, Bl = AB — B A, je jedna Lijeva algebra. Vise detalja o Lijevim algebrama moze se naéi
npr. [H].

6. Prava

1.26. Razne jednacine prave. Neka je zadat Dekartov pravougli koordinatni sistem (O, ej,e2) i u njime
odredenoj ravni, prava [ koja sadrzi O. Odredimo jednacinu

takve prave koriste¢i koordinate u odnosu na zadati sistem.

Neka je tacka Y, ¢ije su koordinate (y1,y2) # (0,0), fiksna 2 !

tacka te prave (Slika 21), onda tacka X (z1, z2) pripada pravoj
[ ako i samo ako je

0Y = a O0X. X
Ako se prava [ poklapa sa osom x1, bi¢e yo = x2 = 0, pa se za o
jednacinu
x2 =0, 0

kaze da je jednacina ose O z; jer su koordinate svake tacke
(z1,0) njena reSenja.

Ako se prava [ razlikuje od ose x1 bice % = i—f [: — %] pa su
koordinate bilo koje tacke prave [ reSenja linearne jednacine X

Slika 21. Jednacina prave kroz O
(1.31) axy+bxe =0.

Stoga se ta jednacina naziva jednaéinom prave [. Pri-
metimo da vektor sa koordinatama (b, —a) odreduje pravac = l
prave. Ako prava [ ne sadrzi koordinatni pocetak O, onda je i
prava [ slika neke prave kroz O pri translaciji za vektor OO '
(Slika 22), gde je O(O1,Os) proizvoljna tacka prave I. Tom
translacijom se koordinatni sistem O ej ey preslikava u novi
koordinatni sistem O e; es, sa koordinatama (Z1,Z2) u kojem
je

aZ1+bxy =0,
jednacina prave [. Kako je £, = =1 — 011 %y = x9 — O,
jednacina prave [ u koordinatnom sistemu O e; eo bice
(1.32) a(z1— O1) +b(z2—O) =0, ili azy +bxs +c=0,

gde je ¢ = —a Oy — bOy. Jednacina (1.32) zove se opsta
jednacina prave. X

B . . o . . Slika 22. Opsta jednacina prave
Obratno, tacke ¢ije su koordinate resenja jednacine (1.32) pri-

padaju jednoj pravoj. Dakle, neka jednacina f(z1,22) = 0 je jednac¢ina prave ako i samo ako je f(z1,x2)
linearni polinom.

Dve prave zadate linearnim jedna¢inama oblika (1.32) bi¢e paralelne ako su im vektori pravca kolinearni, tj.
ako im je odnos a/b isti, uklju¢ujuéi i moguénost da im je obema b = 0 (tada su te dve prave paralelne pravoj

17 Jacobi Carl Gustav Jacob, 1804 —1851, nemacki matematicar.
18 Lie Sophus, 1842 —1899, norveski matematicar.
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x1). Presek dveju pravih koje nisu paralelne biée tacka ¢ije su
koordinate reSenja sistema jednacina kojima su te dve prave
zadate. Prava u ravni moze se odrediti raznim geometrijskim
uslovima. Svaki od njih odreduje odgovarajuéi oblik jednacine
prave. Analizirajmo to na sledeéim primerima.
Prava je odredena zadavanjem presec¢nih tacaka prave sa osama.
Jednacina prave koja sete ose x1 i z2 u tackama Pj(p;,0) i
P2(0>p2)> p1-P2 # 07 bice
(1.33) n, %
p1 P2
Ako je b # 0, jednacina (1.32) ekvivalentna je sledecoj jednacini

=1.

axr]+c¢
b

Na taj nacin svakoj vrednosti promenljive 1 dodeljena vred-
nost promenljive xo (Slika 24). Tada je k = —a/b = tan#,
koeficijent pravca prave [, gde je # ugao koji gradi prava
[ sa pozitivnim delom ose x1 i n = —¢/b odreduje presek
prave [ i xo ose. Za jednac¢inu prave (1.34) kazemo da je u
eksplicitnom obliku. Ako je data jednacina F(x1,x2) = 0 ili
x9 = f(x1), tada se tacke ¢ije koordinate zadovoljavaju zadatu
jednac¢inu mogu odrediti dodeljivanjem vrednosti promenljive
9 svakoj vrednosti promenljive x1. Ponekad je korisno izraziti
promenljive x1 i x9 u funkciji neke promenljive ¢t. Promenljivu
t u tom slucaju nazivamo parametrom, a jednacine kojima su
zadate vrednosti promenljivih x; i 22 u funkciji od ¢, param-
etarskim jednacinama (Slika 25).

Tako na primer, svaka prava kroz tacku P(pi,p2) u pravcu
vektora v = (a,b), moze se predstaviti pomoéu parametarskih
jednacina

(1.35) z1 =p1 +at, Ty = pa2 + bt,

(1.34) xTg = =kx +n.

gde brojevi a i b zavise od ugla koji prava zaklapa sa
osom. Promenljive 1 i 9 mogu biti izrazene i u funkciji dve-
ju promenljivih t1 i to. Tako prava koja sadrzi tacke P(pi,p2)
i Q(q1,q2) (Slika 26) moze biti predstavljena pomoéu paramet-
arskih jednacina

r1 = t1 p1 + t2 po,
(1.36) 2 =11 q1 +t2qo,
uz uslov t1 +1to = 1.

Primetimo da ¢e tacka X (x1, z9) koja pripada duzi PQ, podeliti
tu duz u odnosu t; : t9, pa je stoga nazivamo srediStem masa
t1 u tacki P, ity u tacki Q. Lako se vidi da za t; € (0,1) tacka
X pripada duzi PQ.

Prava [ moze se jednozna¢no odrediti i uslovom da sadrzi tacku
P i da je normalna na vektor n (Slika 27).

z2

P2(0,P2)

Pl(p170)

X
Slika 23. Segmentni oblik jednaline prave
T2 l
7(0,1) L7\ o
x]
O

X

Slika 24. Eksplicitni oblik jednacine prave
I 422
R w2(t)
" P(p1,p2)
O 1
07t -
v A
x1 (t)
X
Slika 25. Parametarska jednacine prave
l
x]
O

Slika 26. SrediSte masa
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Izaberimo neku tacku O za centar koordinatnog sistema. Tada
tacka X pripada pravoj [ ako i samo ako je PX normalan na T2
n, odnosno ako je

PX-n=0. ©
Koristeéi radijus vektore tacaka P i X, dobijamo T(0,n)
(1.37) ren=nmp, p/b/ o
gde je p konstanta i r = OX. o

Nadimo vezu izmedu vektorske i opste jednacine prave. Iz-
aberimo ortonormiranu bazu (e, e2) u ravni i neka je OP =
p = (p1,p2), i n = (n1,n2). Jednacina (1.37) dobija oblik X

Slika 27. Vektorska jednacina prave
(1.38) 1Ny + rang = p,

tj. oblik opste jednacine prave.
Parametarski oblik zadavanja prave je najprirodniji jer se moze generalisati na Siroke klase krivih i povrsi u

bilo kojoj dimenziji.

1.27. Rastojanje tacke od prave. Ako su A i B proizvoljni skupovi u ravni, tada se postavlja prirodno
pitanje kako definisati rastojanje izmedu tih skupova koje bi bilo poopstenje naseg geometrijskog iskustva iz
svakodnevnog zivota. Sledeca definicija daje odgovor kako to najprirodnije uraditi.

Definicija. Neka su A i B skupovi tacaka na pravoj, u ravni ili u prostoru. Tada rastojanje izmedu
skupova, d(A, B), definisemo kao
(1.39) d(A,B) =inf{d(A,B) | A€ A, Be B}.

Dakle, rastojanje izmedu dva skupa svodi se na dobro poznato rastojanje izmedu tacaka A i B (d(A,B) =
|AB||) datih skupova. Pri tome moramo uzeti infimum ' skupa {d(A,B) | A € A, B € B}, jer ovaj skup ne
mora imati minimalni (najmanji) element u opstem sluc¢aju (npr. ako je A = (0,1), a B = (1,2)).

Sada se prirodno postavlja sledece jednostavno pitanje: Kako se odreduje rastojanje tacke od prave ¢

S obzirom na naSe geometrijsko iskustvo ocekujemo da se najkraée rastojanje od tacke do prave ili ravni
ostvaruje normalom iz tacke na tu pravu ili ravan.

Lema. Neka je data tacka A, prava | (ili ravan o). Neka je B podnozje normale iz A na pravu l (ili ravan o) i
neka je C' proizvoljna druga tacka sa te prave (ili ravni). Tada je

(1.40) d(A,B) <d(A,C), odnosno d(A,l)(d(A,0)) =|AB|.
Dokaz. Uoc¢imo trougao A ABC' (Slika 28), s obzirom da je AB L (ili AB L o) trougao A ABC' je pravougli.

A
§e)

,
.
.
,
.
,
,
,
I .
B

T C

Slika 28. Rastojanje tacka do prave i ravni

Primenom Pitagorine teoreme ?° je

IAB|* = | AC|I* = |[CB|]* < [lAC|*.

Potpuno analogan dokaz vazi i za slucaj ravni. O

19 najveéu donju ogradu

20 Pitagora, 580500, gréki matematicar, filosof, ...
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Upravo dokazana lema direktno daje nacin kako da odredimo, u nekom konkretnom slucaju, trazeno rastojanje.
Potrebno je odrediti jednac¢inu prave normalne na pravu koja sadrzi datu tacku, a zatim odrediti koordinate
presecne tacke polazne prave i normale. Ali postoji i drugi nacin da se odredi to rastojanje ne odredujudéi
eksplicitno podnozje normale, te je zbog toga znatno racunski jednostavniji.

Propozcija. Neka je tacka A zadata vektorom polozaja a i prava | zadata jednac¢inom

(1.41) ren=p.

Tada je rastojanje tacke A od prave [ dato formulom
1

(1.42) d(A,l):W‘a'n—p‘.
n

Dokaz. Primetimo da je vektor “"T“ jedini¢ni i da su vektori n i BA kolinearni. Tada zbog prethodne leme imamo
1 1
d(A,1) = || BA|| = ‘BA-L‘:— l[(@a=b)-n|=—la-n—b-nl|.
[nll T lnll [Inl]
Kako tacka B pripada pravoj I, njen vektor polozaja, b, zadovoljava jednacinu (4.38), te dobijamo trazenu jednakost. O
Pretpostavimo sada da su tacka A i prava [ zadate u Dekartovom koordinatnom sistemu koordinatama A(a1, as)
i jednacinom u opS$tem obliku: a x1 + bxo = p.

Kako smo veé¢ uspostavili vezu izmedu jednacine u opstem i vektorskom obliku, formula za rastojanje tacke do
prave (4.39) postaje

. ‘(116L+(12b—p|

(1.43) A D) = s

7. Ravan i prava u prostoru

1.28. Jednacine ravni i prave u prostoru. U narednim tackama izuCavamo ravni i prave, osnovne
geometrijske objekte u prostoru, kao i njihova glavna svojstva.
Neka je u prostoru zadat Dekartov pravougli koordinatni sistem
(O, e), pri ¢emu je e = (eq,ea,e3) baza vektorskog prostora V3.
Ako je o proizvoljna ravan koja sadrzi O, a n(aq,as,as) bilo koji
nenula vektor normalan na tu ravan, tacka X sa koordinatama
(z1,x2,x3) ¢e pripadati ravni o ako i samo ako je
n-0X =0,

tj. ako i samo ako koordinate tacke X zadovoljavaju jednac¢inu

a1x1 +as Ty + azxr3 = 0.
Stoga prethodnu jednacinu nazivamo jednacéinom ravni o. Ako ra-
van o ne sadrzi O onda je ona slika neke ravni koja sadrzi tacku
O, u translaciji za vektor OP, (Slika 29) pri ¢emu je P(p1,p2,ps)
proizvoljna tacka ravni ¢. Tom translacijom se koordinatni sis- <

tem (O, e) preslikava u novi koordinatni sistem (P, e) u kojem je Slika 29. Ravan
jednacina ravni o data sa

a1 x1 +asxo +azrs =0.
Kako je T =x1—p1, Ty = T2 — P2, T3 = 13 — p3,
jednacina ravni o u koordinatnom sistemu (P, e) bi¢e: a; (x; — p;) =0, ili
(1.44) a1r1+asxo+azxs3+b=0, pricemuje b= —a;p;=—aip — asps — asps.

Jednacina (1.44) naziva se opSta jednaéina ravni.

Primetimo da na jeziku vektora jednacina ravni ima obliku
(1.45) (r—p)-n=0, odnosno r-n=—>b, gdeje—>b=p-n,konstanta.

Naziva se vektorska jednacina ravni. Pri tome vektor n nazivamo normalnim vektorom ravni ili vektorom
normale ravni.
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Ako je [ proizvoljna prava koja sadrzi koordinatni pocetak Dekartovog pravouglog koordinatnog
sistema (O, e) i neku tacku A(ai,as,as3), tada tacka
X(x1,x9,x3) pripada pravoj [ ako i samo ako je es

OX =10A, X

tj. ako i samo ako koordinate tacke X zadovoljavaju
parametarske jednacine

T =Aa;, 1€ {1,2,3}. €2

Translacijom te prave za vektor OP, pri ¢emu je
P(p1,p2,p3) proizvoljna tacka prostora (Slika 30), do-
bija se prava kroz tacku P odredena pravcem vektora
a(ay,as,as), ¢ije su parametarske jednacine X

€1

Slika 30. Prava
(146) I :p1—|—la1, ) :p2+la2, I3 :p3+la3.

Eliminacijom parametra A dobijaju se kanonske jednacine prave:

ay az az

(1.47) 1‘1—171_332—102_953—173'

Primetimo da je a(a1, as,as) vektor prave. U formuli (1.47) u oznakama razlomaka dopustamo da su neke od
koordinata vektora a(aq, as,as) nula, pri éemu podrazumevamo da su tada odgovarajuée koordinate tacaka sa
prave konstantne. Na primer, za prave odredene vektorom a(a1,0,a3), je T2 = po.

Primetimo, da je ravan data kao skup, N,, nula funkcije linearnog polinoma u tri promenljive,
f(w1,29,23) = a1 71 + az x2 + azx3 + b,

tako da ona predstavlja analogon prave u prostoru 2. Dakle, postoji bijekcija izmedu ravni u prostoru E3 i
svih linearnih polinoma u tri promenljive do na proporcionalnost.

Sliéno iz naseg ” geometrijskog iskustva,” a i iz formula (1.46) i (1.47) vidimo da se svaka prava moze videti kao
presek dve ravni Ny, i Ny,.

1.29. Rastojanja od tacke do ravni i prave. Kao sto znamo, rastojanja od tacke A do ravni ¢ i prave [
odredene su njenim normalnim projekcijama A; i Ay redom na ravan ¢ i pravu [, odnosno

(1.48) d(A,0) = min [|[AX]|| = ||AA1] i d(A4,]) =min|AX] = |AA:].

Xeo Xel
Odredimo sada eksplicitno ta rastojanja. Neka je najpre ravan o zadata jednacinom u vektorskom obliku,
r-n = — b, gde je n vektor normalan na ravan (Slika 29). Sli¢no kao u poglavlju 4.1. izvodi se sledeée tvrdenje.

Propozicija 1. Rastojanje tacke A od ravni o je

1
(1.49) d(A, o) = Tl la-n+b|,
n
gde je ravan zadata jednacinom r-n = — b, a a je vektor polozaja tacke A.

Ako je ravan o zadata jedna¢inom u opStem obliku (1.44) a tacka A koordinatama (%1, 2, T3) tada je rastojanje
odredeno slede¢om formulom

. \a1i1+a2§:2+a33?3+b|

1.50 d(A, o) =
(1.50) (4,0) NCETET

Odredimo sada rastojanje tacke A od prave [.

Propozicija 2. Rastojanje tacke A od pravel je

(1.51) (A1) = ﬁ“(a—q) <,

pri ¢emu je prava | odredena tackom (Q i pravcem v, a a i q su vektori polozaja tacaka A 1 Q.
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e

Dokaz: Posmatrajmo paralelogram ¢ije su strane odredene vek-
torima QA i v (Slika 31). Njegova povrsina, P, izrazava se na
sledec¢a dva nacina:

P=dA D] 1 P=l(a—q)xuvl,

na osnovu definicije povr§ine paralelograma i definicije vektorskog
proizvoda. Iz ovih jednakosti sledi rezultat. O

Y

Y

Interesantno je da se rastojanje d(A, ) moze izraziti koristeéi samo
skalarne proizvode vektora QA i v.

Ako su A,Q i vektor v zadati redom svojim Dekartovim koor-

dinatama A(a1,a2,a v(v1,v2,v3), onda formula
( 1,02, 3)7 Q(q17q2793): ( 1,v2, 3)7 Slika 31. Rastojanje tacke od prave

(1.51) u razvijenom obliku postaje

a2 —qg2 a3 —q3 2+ ar —q1 a3 —q3 2+ ar —q1 a2 —Qq2 2

\/ v2 v3 v1 V3 v1 v2
dAb) = NG ESTERT

1.30. Mimoilazne prave. Posvetimo sada paznju dvema pravama u opStem polozaju u prostoru, odnosno
mimoilaznim pravama. To su disjunktne prave koje nisu paralelne (Slika 32). Za mimoilazne prave vazi sledeca
vazna ¢injenica.

Propozicija 1. Za proizvoljne dve mimoilazne prave [ i k postoji tacno jedna prava koja ih sece i normalna je

na njih. Pomenutu jedinstvenu pravu nazivamo zajednickom normalom pravih [ i k.
Dokaz: Neka su paralelne ravni 71 i w2 odredene redom, pravom

[ i pravcem prave k, i pravom k i pravcem prave [. Posmatrajmo
sada ortogonalne projekcije, k1, prave k na ravan 7 i 1 prave [ M
na ravan m2. Ako sa M i N redom obelezimo tacke preseka pravih /v\/.' ks

l i k1 odnosno k i l;, tada prava odredena tackama M i N ima !

sve trazene osobine, dakle ona je zajednicka normala pravih [ i k.
|

Postojanje zajednicke normale se moze utvrditi i anal-
itickom (koordinatnom) metodom resavanjem odgo-
varajuceg sistema linearnih jednacina.

Osnovna pitanja u ovom odeljku su ¢ime je odredeno ™
rastojanje izmedu mimoilaznih pravih i kako se ono X
izraCunava?

Slika 32. Zajednicka normala
Na prvo pitanje odgovor daje sledeta propozicija.

Propozicija 2. Neka su l i k mimoilazne prave i tacke M € [ i N € k takve da je prava M N zajednicka
normala pravih | i k. Za proizvoljne tacke X €l iY € k je

(1.52) IMN| < |XY]|, odnosno, d(i,k)= inf d(X,Y)=|MN]|.
XelLYek

Dokaz: Kako je vektor MIN normalan na XM i YN bice

[XY|* = (XY,XY) = (XM + NY + MN, XM + NY + MN) = | XM + NY|® + [MN]|?, teje [|XY|*> |MN|?

a to je i trebalo pokazati. O

Nadimo sada rastojanje izmedu mimoilaznih pravih: neka je prava [ zadata tackom A i pravcem u a prava k
tackom B i pravcem v. Jedna moguénost je da se odredi zajednicka normala a zatim i samo rastojanje. S
obzirom da je ovo reSenje racunski zahtevno, potrazimo reSenje ovog problema koje ne zahteva odredivanje
zajednicke normale.
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Propozicija 3. Rastojanje izmedu mimoilaznih pravih
l ik dato je formulom

AB u,v
(1.53) d(l, k) = M

[[u
Dokaz: Posmatrajmo paralelepiped odereden vektorima AB, u
i v. Koristeéi geometrijsku interpretaciju mesovitog proizvoda

(Teorema 2.4), njegova zapremina je V = |[[AB,u,v]|. Ako iz-

aberemo da vektori u i v odreduju bazu paralelepipeda povrsine
B, to je zapremina V = B-d(l, k) = d(l, k) -[|luxv||, zbog definicije Slika 33. Rastojanje izmedju { i k
vektorskog proizvoda. Odavde sledi (4.25). O

Posledica ovog dokaza je da [AB,u,v] ne zavisi od izbora tacaka A i B pravih [ i k redom.

Ako su a i b vektori polozaja tacaka A i B onda se (4.25) zapisuje u obliku

[b— a,u,v]
(1.54) d(l, k) = Q
[l x v
Konaéna formula se moze izraziti u koordinatama polaznih elemenata. Ako su prave [ ik oderedene jednac¢inama
I Ir1 — aq o — a9 r3 — as k .1‘1—b1 .1‘2—b2 .1‘3—b3
' Uy U2 uz ' U1 V2 vy
onda je
bi—ar by—az b3 —as
u1 U2 us
U1 V2 U3
d(l, k) = .
(1K) : :
(A ) + U2 U3 us ux
U1 V2 v2 U3 v3 U1

8. Zadaci, vezbanja i dopune

1.31. Vazni primeri Abelovih grupa (I).

(i1) (Z,+), (Q,+), (R, +), (C,+).

(i2) (nZ,+), (:Z,+) i (V2Z,+) gde jen € N.
(i3) (@*,-), (R*,), (C*,-) gde je Q* = Q\{0} i sl. R*iC*.
(i4) (Q*,), R*T,:) ,gdejeQT ={q€eQ|g>0}isl. RT.

1.32. Dokazite da su Abelove grupe.
(i1) (Ky,-) , gde je K, = {z € C: 2™ = 1}. Ovo je grupa n—tih korena iz jedinice.
(i2) (G,-) gde je G = {a+v2b|a,b € Q,a® + b #0}.
(i3) (G,-) gde je G = {a+ V2b+ Vdc|a,b,c € Q,a® +b> + ? #0}.
(i4) Uopstite primere iz (i2) i (i3).

1.33. Jedinstvenost neutralnog elementa i inverza u grupi. Neka je (G, -) proizvoljna grupa.
(i1) Dokazite da je neutralni element u grupi jedinstven.
(i2) Neka je o € G proizvoljane element grupe G. Pokazite da u G postoji jedinstven inverz od x~ !, kojeg
obelezavamo sa x !
ReZenje. (i1) Pretpostavimo da postoje dva neutralna elementa u G, e i f, tj. nekazasvakiz € Gvazi,z =z-e=e-x=z-f = f-x.
Sada prvo imamo, jer je e neutal: f = f - e, a zatim jer je f neutral, f-e = e, odakle je e = f.

(i2) Pretpostavimo da postoje y i z in G takvidajee=z-y=y -z ==x -z = z -z, tako da imamo,

y=y-e=y-(z-2)=(y-z) 2=€-2=2
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1.34. Skradivanje u grupi. Translacije. Preslikavanja Lo, D, : G — G, definisana formulama L,(x) = a -z i
D,(x) = x - a, zovemo levom i desnom transalcijom za a € G. Preslikavanja L, i D, su bijekcije grupe G, jer
je inverz u grupi jedinstven. Zbog toga §to su ovo bijekcije u grupi se moze skracivati i sa leva i sa desna, tj.
slededi iskazi su ekvivalentni:

(i1) z =y. (i2) z-a=vy-a. (i3) a-x=a-y.

Pokazimo da je npr. L, bijekcija. L, je injekcija jer iz Lq(x) = L(y) sledi a- & = a -y, a zatim ako ovu relaciju sa leva pomnozimo
da jedinstvenim inverzom elementa a, tj. sa a~! imamo

-1 1 -1

o (ax)=a"(ay) <= (a7 -a)zx=(@""a)y = ez=z=e-y=y.

Pokazimo jos da je L, i surjektivno preslikavanje. Dakle, za proizvoljno z € G trazimo x € G takav da je Lo(z) = z. Posledenja
jednakost ekvivalentna je sa a - ¢ = z, odakle odmah vidimo da ako za x uzmemo element z = a~! - z vidimo da ée biti,

Li(z)=a-(a7' 2)=(a-(a7')-2=€e-2=2.

1.35. U svakoj grupi vazi:
(i1) (z"H) =2, Vzed.
(2) (@-y) =yt o Y,y e Gl

Re¥enje.(i2) Koristedi asocijatvnost imamo redom: (z-y) - (y~' -z = (v~ 27 )(z-y) = e, s druge strane znamo da je inverz

elementa z-y jednak (a:~y)71, dakle element z-y ima dva inverza, a kako je inverz u grupi jedinstven, odmah sledi (az:-y)f1 =y lg7t

(i1) Sada je: z7!'-2 = z -2~ ! = e. Odakle, uzimanjem inverza leve i desne strane jednakosti?!' dobijamo (z7')~! .27 ! =

1

z7l. (z71) 7! = e7! = e. Time smo zapravo pokazali da element 2! ima dva inverza (z~')~! i z, pa oni moraju biti jednaki, tj.

vazi: (z™ 1) 7' =

1

1.36. U grupi se stepenovanje moze prosiriti na sve cele brojeve tj. ako stavimo: 7" = inverz od =z, koji je

jedinstven u grupi i 2° = e. Tada vazi:
(i1) @™t =a™-a", Ym,n € Z.
(i2) (@™)* =a™", VYm,n € Z.

Uputstvo. Prvo se indukcijom pokaze da formula vazi za n,m € N. Sada je potrebno analizirati cetiri slucaja
koja se dobiju u zavisnosti o znaku brojeva m i n, tj. m,n>0; m >0,n <0; m<0,n>01im,n <O0.

1.37. Za m € N;m > 1, obelezimo sa Z,, = {0,1,...,m — 1} skup ostataka pri delenju sa m. Euklidova??
teorema o deljenju® nam omoguéuje da na Z,, definiSemo sabiranje po modulu m. (Z,,, ;) je Abelova grupa.
Dokazite.

Resenje. Ocito je Z,, zatvoreno za operaciju sabiranja.

Asocijativnost. neka su x,y,z € Z,,, tada prema Euklidovoj teoremi o delenju imamo: x+y =km+r, k=0,17r € Z,,, Tada
je: a::;y =rineka je r+ z =1[1m + s, tako da je (ar;rly);z = s. Dakle, imamo,

(z+y)+z=km+im+s=(k+l)m+s=xz+@y+2) tj. = (y z) =s.

+, 4+
m"m
Neutralni element je 0.

Inverz elementa k € Z,, je m — k € Zy,. OCito je grupa Abelova.

1.38. Grupa bijekcija (permutacija). Neka je S neki neprazan skup i neka je G = {f € S° | f je bijekcija}
skup svih bijekcija skupa S. Uredeni par (G,o) grupa, koja se naziva grupom bijekcija skupa S ili grupom
permutacija ako je skup S konacan.

ReZenje. Dokaz je vrlo jednostavan jer je komporzicija bijekcija bijekcija i jer je kompozicija asocijativna operacija (najvaznijih
osobina kompozicije), neutral je identicko preslikavanje (ids(x) = z, Va € S), a inverz je inverzno preslikavanje (za f € G

posmatramo preslikavanje f~! koje je definisano na sledeéi nacin: ako je y = f(x) onda je f~'(y) = x).

1.39. Direktan proizvod grupa.* Neka su (G,-) i (H,o) proizvoljne grupe onda je i (G x H,*) grupa gde
je (a,b) x (¢,d) = (a - ¢,bod). Dokazite.

21Sto mozemo jer je inverz u grupi jedinstven.

22 BukAedn¢, Euklid 330-275, greki matematicar.

23 Za proizvoljne n € Z i m € N postoje jedinstveno odredeni brojevi ¢ € Z i r € Zy, takvi dajen =mq+r.

24 Ovaj direktni proizvod grupa poznat je kao spoljasnji proizvod grupa, jer je definisan uz koriséenje struktura grupa faktora.
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Primedba i primer. Ova konstrukcija pokazuje kako se na najjednostavniji na¢in prave nove grupe iz poznatih i
ona sa zove direktan proizvod grupa. Ova konstrukcija moze se prosiriti na proizvoljnu familiju grupa koja
ne mora biti prebrojiva.

Primer. Klajnova?® ¢etvorna grupa, V3 = Zy x Zo.

Redenje. Sve osobine naslede se iz strukura (G,-) i (H,0), dakle, e = (eg,en) i (a,b)™" = (a7, b71).

25 Klein Felix, nemacki matematicar.



GLAVA 2

VEKTORSKI PROSTORI

1. Definicija i primeri vektorskih prostora

2.1. Definicija vektorskog prostora i posledice. Pojam realnog vektorskog polja moze se najjednostavnije
generalisati tako Sto se u definiciji iz prethodne glave R moze zameniti bilo kojim poljem . Preciznije,

Definicija. Neka je V # (), tada se uredena cetvorka (V,F,+,-) =V zove se vektorski prostor nad poljem
F akoVa,BeF,Va,y eV vazi:

(VP1) (V,+) je Abelova grupa,
(VP2) a-(B-2) = (af)z,
(VP3) (a+pB) z=a-xz+f-
(VP4) a-(z+y)=a-z+a-y,
(VP5) 1.z =z,

Primedba. Aksioma (VP5) je vazna zbog toga jer njome izbacujemo trivijalne vektorske prostore tj. one kod
kojih je mnozZenje sa skalarima trivijalno, tj. za svaki vektor z iskalar o vazi a-z =0.

Teorema. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, x neki vektor i o neki skalar. Tada vazi:
(i) a-(—2)=(-a)-z=—(a-a),
(i2) 0-z=0.
(i3) a-0=0,

Ako je a-x =0 tada jeili =0 ili x =0.

Dokaz. (il) Koris¢enjem aksiome (VP2) kao i komutativnosti mnozenja skalara imamo redom:

a-(—x)=a-((-1)-2)=(a(-1) -z = ((-1)a) -z = { E(__li(a(;) 92 z (__(Z). 32

Sada iz (i1) lako slede (i2) i (i3):
0O-z=(a+(—a) z=a-2+(—a)- z2=a- 2+ (—(a-2)) =0, i
a-0=a-(z+(-z)=a-z+((—a) 2)=a-z+ (—(a-z)) =0.
Pretpostavimo da je a # 0, tada u polju F postoji inverz a~! tako da redom imamo
r=1-z=((aNa) z=(aVYa 2)=(a1)-020,
Dakle, ako a # 0 tada mora biti z = 0. g

Primedba. Napomenimo da é¢emo u daljnjem tekstu uglavnom ! ispustati - kao oznake za mnozenje vektora
sa skalarom.

2.2. Primeri vektorskih prostora.
(i1) Proizvoljno polje, F = (F,F,+,-) je vektorski prostor nad samim sobom. Specijalno, Q,R i C su
vektorski prostori.

(i2) Skup svih vektora V3, kao i skup svih radijus vektore V3(O) su realni vektorski prostori. Podsetimo
se da M?’ =E3 x E3/ ~, gde je ~? standardna relacija ekvivalencije, ((4, B) ~ (C, D) ako se duzi
AD i BC polove) na skupu svih orjentisanih duzi E3 x E3.

I Ponekad é¢emo stavljati tu oznaku da naglasimo razliku izmedu mnozenja sa skalarima i neke druge binarne operacije.
274 vise detalja o relaciji ~ vidi npr. [AG], 1. glava.

49
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(i3) Ako sa F" = {(x1,z2,... ,xn)| x; € F}, oznac¢imo skup svih uredenih n-torki sa elementima iz polja F.
Tada je (F™,F,+,-) vektorski prostor ako su operacije sabiranja i mnozenja sa skalarom date sa:
(8) zH+y= (21,22, %) + (Y1, Y2, -, Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, ., Tn + Yn),
(m) Ax=X(21,22,...,2) = Az, AT2,..., ATp).
Specijalno, vektorski prostori su: Q",R", C™.
(i4) Prema (i3), C™ je vektorski prostor nad C, ali je C™ vektorski prostor nad R, C" = (C™",R,+,-) uz
sabiranje vektora i mnozenje vektora kao u (i3).
(i5) Matrice. Neka je

ail ai19 . A1n
asy a9 . aon

My (F) = .. .. | =) =ala; el
aml am2 ... Amn,

skup svih matrica tipa m x n, tj. sa m vrsta i n kolona. Skup M,,, (IF) postaje vektorski prostor nad
[F uz iste operacije kao i F" (vidi prethodni primer (i3)). Preciznije, VA, B € M,,,,,(F) iV € F,

(s) A+ B=(ay)+ (bij) = (ayj + biy),
(m)  A-A=X(ay) = (Aay).

Specijalno My, (Q), My, (R) i My, (C) su vektorski prostori nad Q, R, C redom. Primetimo da je
Myn(C) = Mpn(C), R, +, ) realan vektorski prostor.

(i6) Polinomi. Neka F polje, tada je (F[z],F,+,-) vektorski prostor nad F pri ¢emu je + standardno
sabiranje polinoma, a - je mnozenje polinoma sa nekim skalarom. Jasno, Q[z], R[x], C[z] su vektorski
prostori i C[z] = (Clz],R, +,-) je realan vektorski prostor.

(i7) Skup svih nizova nad F. FYN = {(zy, 29,...2,,...) !xl € F, Vi € N}, uz operacije sabiranja vektora po
komponentama i mnozenja skalara kao u F™, je vektorski prostor nad F. Dakle, vektorski prostor FN
je jedna prirodna generalizacija vektorskog prostora F”. Prema tome, QN, RN CN j (CE su vektorski
prostori.

(i8) Funkcije. Ako sa F¥ = {f | f S — F} ozna¢imo skup svih funkcija sa nekog nepraznog skupa S u

polje F. Tada F° postaje vektorski prostor nad F uz sabiranje funkcija i mnozenje funkcija sa skalarom
date sa (V f,g € FS, VA, x € F):

(s)  (f+9)(x)=f(z)+g(2),
m) (A f)(z) =X f(z).

Analogno prethodnim slucajevima, Q° R, C® su vektorski prostori. Da li je C¥ realan vektorski
prostor ?

(9) Formalni redovi. Kako su formalni redovi F[[z]] = {f(z) = Y ,cy, ai2’ | a; € F} jedno uopstenje
skupa polinoma F[z], skup formalnih redova F[[z]] je vektorski prostor nad F s obzirom na sabiranje
formalnih redova i uobic¢ajeno mnozenje formalnih redova sa skalarom ,(analogno kao za polinome).
Formalnije (F[[z]],F,+,-) je vektorski prostor nad F.

(i10) Loranovi (Laurent)? redovi i polinomi. Analogno prethodnom slucaju, buduéi da je skup Loranovih
redova F[z,271] = {f(z) = 3.5 a;: ' | a; € F} jedno uopstenje polinoma F[z], nije tesko zakljuciti
da je uredena ¢etvorka (F[z,x71],F,+,) takode vektorski prostor nad FF, s obzirom na sabiranje Lo-
ranovih redova (polinoma) i uobi¢ajeno mnozenje Loranovih redova (polinoma) sa skalarom (analogno
kao za polinome).

Nije tesko u svim ovim vaznim primerima proveriti da se zaista radi o vektorskim prostorima. Takode mozemo
zakljuciti da je pojam vektorskog prostora veoma vazan u savremenoj matematici jer ima toliko vaznih primera,
koji se pojavljuju u drugim oblastima matematike.

Zbog vaznosti primera (i3) i (i5) posve¢ujemo im sledeé¢a dva poglavlja.

3 Pierre Alphonse Laurent, 18. jul, 1813.—2. septembar, 1854, francuski matematicar.
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2. Vektorski prostori R™ i C™

2.3. Neki rac¢unski primeri. U ovoj tacki malo viSe paznje posvetujemo ra¢unima u vektorskim prostorima
R™ i C™, uglavnom kada je n = 3.

Neka su z = (2,—1,3),y = (—3,4,2) € R3. Tada je

r+y=(2,-1,3)+(-3,4,2) = (2+ (-3),—-1+4,3+2) = (—1,3,5),

5-2=5-(2,-1,3)=(5-2,5-(=1),5-3) = (10, -5, 15),

—rz=(-1)-z=(-1)-(2,-1,3) =(-1-2,-1-(-1),-1-3) =(-2,1,-3)

5.2 —3-y=(10,—5,15) — (3-(=3),3-4,3-2) = (10,5, 15) — (—9,12,6) = (19, —17,9).
Primetimo, koriste¢i ovaj primer, da nije tesko proveriti da za (F™,F,+,)(FF je polje) sve aksiome vektorskog
prostora (VP1)-(VP5) iz 1.1 Definicija.

Da bismo se u to uverili uvedimo prvo kraée oznake x = (x1,22,...,2,) = (z;), u kojima se jasnije vidi da se
operacije sabiranja i mnozenja vektora sa skalarom svodi na sabiranje i mnozenje u ' na svakoj od komponenti.
Preciznije,

rT+y= (mlax%"wxn)+(y17y27"'>yn> = (xj)—i_(y]) = (xj+yj) = ($1+yla$2+y2>---a$n+yn)
Nx=X(T1,22,...,2n) =X (xj) = (A -2j) = (A2, A 22,..., A - 2p).
Dakle, uz ove oznake asocijativnost sabiranja vektora i aksioma (VP4) lako slede,

(asoc. u IF)

v+ (y+2) = () + ((y) +(2)) = (xj) + (yj + ) = (z; + (y; + %)) = (& +y)+2)
= ((z;) + (y;)) + (25) = (z + y) + 2,

a-(@+y) = a- (@) + @) = a- (@ +y) = (@ (@ +9)) 2" (@ a4+ a-y) = (a-25) + (a-y)

=a (zj)+a-(yj)=a-z+a-y.
Jasno, neutralni element za sabiranje vektora je nula vektor 0 = (0,0,--- ,0). Nula vektor je istaknuti vektor
u vektorskom prostoru jer je jedini vektor koji zadovoljava uslov: 04+ x =z + 0= x.

Preostale aksiome vektorskog prostora: (postojanje neutralnog elementa, postojanje inverznog elementa, komu-
tativnost vektoskog sabiranja, kao i aksiome (VP2), (VP3) i (VP5)), proveravaju se na slican nacin, i ostavljamo
ih za vezbu ¢itaocu.

Kao sto znamo pojam baze je veoma vazan u svakom vektorskom prostoru, tako da je vazno da znamo proveriti
dali je neki skup vektora linearno nezavisan. Npr. ako vektorima x = (2,—1,3) iy = (—3,4,2), dodamo vektor
z = (1,0,0), mozemo se pitati da li je (z,y, z) baza vektorskog prostora R3, zbog 1.12 Teorema (R? = V3) i
1.11 Posledica 2 (dimenzija od V3 je tri).

Proverimo linearnu nezavisnost vektora z,y i z. U tu svrhu posmatramo jednacinu
0 = a1z + oy +azz = a1(2,—1,3) + a2(—3,4,2) + a3(1,0,0) = (2a1, —a1,3a7) + (—3as, 4as, 2as) + (a3, 0,0)
= (201 — 3ag + a3, —a1 + 4as, 3aq + 2a2) odakle dobijamo linearni sistem
200 — 39 + a3 =0, —a1+4as =0, 3a;+ 200 = 0.
Iz poslednje dve jednacine lako sledi a1 = ag = 0, a zatim iz prve dobijamo da je i ag = 0, tj. (z,y, z) je baza

vektorskog prostora R3.

2.4. Veza izmedu vektorski prostora V" i R"”. U prethodnoj glavi videli smo kako se konstruise vektorski
prostor V"(n = 1,2,3). Ista procedura moze se generalisati i na vise dimenzije, i imitirajuéi ideje iz tacaka
1.10-1.12, vidimo da 1.12 Teorema vaZi za svaki n € N. Drugim re¢ima prostori V" i R” su izomorfni*, prostori
dimenzije n. Dakle, ako je B = (ay,as,...,a,) baza vektorskog prostora V", tada svaki vektor v € V" ima
jedinstven zapis u obliku

v=wia; +v2as+ -+ v,ay,, injemu dodelimo njegove koordinate tj. rg(v) = (v1,va,...,v,) € R™

iy glavi posveéenoj linearnim operatorima vide¢emo malo preciznije Sta znaci izmorfnost vektorskih prostora.
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Preslikavanje kg : V" — R"™, zove se koordinatizacija s obzirom na bazu B i analogon 1.12 Teoreme zapravo
tvrdi da je svaka koordinatizacija izomorfizam (bijekcija, koja postuje sabiranje i mnozenje vektora sa skalarima)
vektorskih prostora V" i R™. Primetimo da vektori xg(a1) = (1,0,...,0), kp(az) = (0,1,...,0),..., kp(a,) =
(0,0,...,1), ¢ine bazu vektorskog prostora R™, koja se zove kanonska baza.

Geometrijska kostrukcija skalarnog proizvoda kojeg smo uveli u prethodnoj glavi ne zavisi od dimenzije, i uvek
se moze definisati istom formulom. S druge strane videli smo kako bilo kojoj bazi od V3 mozemo dodeliti
Gram-Smitovovim postupkom ortonormiranu bazu. Gram-Smitov postupak se moze lako generalistati na bilo
koju kona¢nu dimenziju, tj. i u prostoru V™. Time smo se ubedili da u vektorskom prostoru V" postoji
ortonormirana baza e = (e1, €2, ..., €y), tj. baza u kojoj vazi (e;,e;) = 6;5,4,j = 1,2,...,n, i u ortonormiranoj
bazi skalarni proizvod vektora x = x1e1 + zoeg + -+ - +xpen 1y = y1€1 +y2e2 + - - - + yne, dat je formulom (vidi
(1.14))

(2.1) (m,y) =191 + T2Y2+ -+ + T Yn-

Ako sada posmatramo koordinatizaciju, k., s obzirom na pozitivno orijentisanu ortonormiranu bazu e, tada
vidimo da je i kanonska baza u R™ ortonormirana i pozitivno orijentisana, tako da na R"™ za vektore x =
(1,22, 2n) 1y = (Y1,Y2,---,Yn) € R™ definiSemo standardni skalarni proizvod formulom (2.1).

Primer. Neka su dati vektori, z = (2,—1,3),y = (=3,4,2),z = (1,0,0) € R3, kao u prethodnoj tacki 2.4.
(i1) Proverimo, koriste¢i vektorsko mnozZenje, da su vektori x iy linearno nezavisni.

Da bismo ovo proverili potrebno je izrac¢unati vektorski proizvod vektora x i y, i ako je x x y # 0, tada su
vektori z i y linearno nezavisni (tj. nisu kolinearni). Dakle imamo,

€1 €92 €3
rxy=| 2 =1 3
-3 4 2

2 3
-3 2

2 -1

-1 3
= ‘ 3 4 €3 = (—2 — 12)61 — (4 + 9)62 + (8 — 3)63

4 2

62-1-‘

.

= —lde; — 133+ e = (—14,—13,5) #0,

tj. vektori su x i y linearno nezavisni.
(i2) Proverimo, koriste¢i mesoviti proizvod, da su vektori x,y i z linearno nezavisni.

Da bismo ovo proverili potrebno je izracunati mesoviti proizvod vektora z,y i z, i ako je [z,y, z] # 0, tada su
vektori z,y i z linearno nezavisni (tj. nisu koplanarni). Dakle imamo,

1 0 0
-1 3 2 3 2 -1
[zay] =] 2 -1 3 :‘ ‘1—‘ ‘0 ‘ ‘0:(—2—12)1—(4+9)0+(8—3)0:147&0,
I 4 2 ~3 2 -3 4

tj. vektori su x i y linearno nezavisni. Primetimo da je zapremina paralelepipeda razapetog vektorima x,y i 2z
jednaka 14 (vidi 1.22).

2.5. Malo analiticke geometrije. Sada ¢emo iskoristiti racune iz prethodne glave kako bismo ih primenili
na reSavanje nekih od osnovnih geometrijskih zadataka o pravama i ravnima u prostoru.

Neka su dati linearno nezavisni vektori z = (2,—1,3) i y = (—3,4,2) kao i tacke P = (1,-1,2) i M =
(0,—1,—1). Resimo sada sledeée probleme.

1. Odrediti parametarsku jedna&inu ravni m odredene vektorima x,y i tatkom P.

Neka je X = (z1, 72, 23) proizvoljna tacka prostora E3. Tacka P pripada ravni 7 akko je vektor PX linearna
kombinacija vektora x i y. Tako dobijamo parametarsku jednacinu ravni, tj.

Xen <— PX=az+fy tj. (x1—Lze+1l,23—2)=2a—-38,—a+45,3a+2p) ili
r1=142a—-38, axo=—-1—a+48, x23=2+3a+2p0.

2. Odrediti opstu jednalinu ravni 7w odredene vektorima x,y i tatkom P.
Potrebno je eliminisati parametre « i 8 iz parametarske jednacine ravni m date u prethodnom primeru.
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(a) Za to je dovoljno primetiti da su vektori PX,z i y su koplanarni, tako da je zapremina paralelepipeda
odredenog njima jednaka 0 (jer mu je visina jednaka 0), tj.

1 —1 z04+1 x3—2
PX,z,y] = 2 -1 3
-3 4 2

2 -1
-3 4

3

:'_1 3 2 05 —2)

4 2

(-1~

(3:2—1—1)—1—‘

= —14(%1 - 1) - 13($2+1)+5($3 —2) =—14x1 — 1329 +523—9=0.

(b) Drugi nacin da resimo ovaj problem jeste da iskoristimo da je vektor w = 2 X y normalan na vektor PX(vidi
1.28) za svaku tacku X € m. U prethodnoj tacki smo izracunali vektor w = (—14, —13,5). Tako dobijamo,

Xern <= 0=PX,w)=-14(x1 —1)—13(z2+ 1) +5(x3 —2) = —1427 — 1329 + 523 — 9.

3. Odrediti rastojanje tatke M i ravni w odredene vektorima x,y i tatkom P, bez ralunanja podnoZja normale iz
tatke M na ravan .
Za rastojanje tacke M i ravni 7 dato je formulom (1.50), tako imamo

A, ) = |~ 14-0-13-(-1)+5-(-1)-9]  [13-5-9 1
: V=142 1 (—13)2 1 52 V106 + 169 +25 /390

4. Odrediti podnoZja normale N iz tatke M na ravan m, a zatim i rastojanje tataka M i N.
Tacka N je presek normale n i ravni w. Prava n odredena je vektorom te prave, a to je npr. vektor w =
(—14,—13,5) i tackom M = (0,—1,—1). Dakle, tacka X = (x1,z2,z3) € E? pripada pravoj n akko MX = A w,
tj.

(x1 —0,z9 + 1,23+ 1) = A (—14,-13,5) ili x=—-14\, x29=-1—-13)\, x3=—-1+5A\.
Primetimo da je svaka tacka prave n, parametrizovana parametrom A, tj. X, (A) = (=14, =1 =13\, —14+5X).

Mi trazimo onu tacku, ili preciznije parametar A, koja pripada ravni m, tj. koordinate trazene tacke moraju
zadovoljavati jednacinu ravni 7. Tako nalazimo,

1
0= —14(~143) ~ 13(~13A ~ ) +5(5A = 1) =9 =390\~ 1, odakle je Xo= oo

Dakle, tacka N = X,,(1/390) ima koordinate 1/390 (—14, —13,5), i na kraju nalazimo,

—14 2 13 2 5 2 1
d(M,N) = | [ == -0 14+ =241 1+ 241 = — 124132452 =
( ) \/( >+< +390+>+< +390+> 390 Tt

390 390

Dakle, vidimo da je d(M,7) = d(M,N).

5. Odrediti rastojanje izmedu prave [ = I(z, P) (odredene vektorom x i tatkom P) i tatke M.

Primenimo formulu (1.51) iz 1.29 Propozicija 2. Tako prvo imamo MP = (1,0, 3), a zatim
1 0

‘0 3 1 +‘
|MP><1‘H_ -1 3 2 2 -1

] V2 + (-1 + 32 V14 V4

6. Odrediti ortogonalnu projekciju @ tatke M na pravu [ = [(x, P), kao i rastojanje izmedu tataka M i Q.

2 2 2

3
3

il

_ VB3 VIO

d(, 1) = |

Primetimo da tacka @ pripada i ravni o = o(M,x) (odredenoj vektorom normale z i tackom M), tj. @ je
presek prave [ i ravni 0. Kako je,

L. PX=Xz tj. X(\)=(1+2A-1-X\2+3)\) i
0. 0=2(x1 —0) = (x2+1)+3(xg +1) =221 — 22+ 323 + 2.
Sada nalazimo parametar \g takav da je Q@ = X ()\g),

11 ~11, -1
0=2(1+2)) = (-1 =N +3Q+3N+2=1A+11 = N=- = Q=X(7;)=17(835)
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Sada nalazimo rastojanje izmedu tacaka M i Q,

2 2 2
d(M,Q)ZHMQHZ\/C—f—o) +<I—j+1> +<I—j+1> _Llermre- Ly

14 14

V1419 V19
14 V14
Dakle, vidimo da je d(I, M) = d(Q, M).

2.6. Analiticka geometrija u R". Mnoge od izlozenih ideja mogu se generalisati sa dimenzije 3 na proizvoljnu
dimenziju n, kao §to su npr. k—dimenzione ravni za svako 1 < k < n. Prvo, primetimo da ako je dat skup od
k linearno nezavisnih vektora (ayp,...,ax) i tacka P € E™, tada je k—dimenziona ravan = definisana sa

(2.2) Xenm < PX=aja1t+agsag+ -+ apa.

Naravno, prethodnu parametarsku jednac¢inu k dimenzione ravni moguce je napisati i po komponentama kao
uslucajun=31ik=2.

1—dimenzione ravni zovu se prave za svako n, a (n — 1)—dimenzione ravni u R” nazivaju se hiperravni. U R?
hiperravni su prave, a u R? ravni su hiperravni.

Primetimo da su u parametarskoj jedna¢ini k—dimenzione ravni m, koordinatne funkcije z;, tacke X = (z;) € 7
linearne funkcije parametara o, s, ..., a,. Ako dozvolimo da su koordinatne funkcije z; dovoljno ’'dobre’®
funkcije od k promenljivih dobi¢emo mnogo bogatiju i komplikovaniju geometriju. Npr. za k = 1, dobi-
jamo parametarsku jednacinu krive X (t) = (z1(t),z2(t),...,2n(t)). Da bismo dobili ’dovoljno dobre objekte’
potrebno je postaviti barem uslov da je kriva regularna, tj. da je 0 # X = (21(t), Z2(t), ..., Tn(t)).

Upravo opisani objekti predmet su izucavanja oblasti Diferencijalna geometrija.

2.7. Vektorski prostor C". Sve ono $to smo rekli za vektorski prostor R” = (R™, R, +, ) u tacki 2.3, vazi i
za prostor C" = (C",C, 4+, -) uz iste dokaze i racune. Tako npr. R™ i C™ imaju iste kanonske baze.

Primetimo da ima smisla posmatrati i vektorski prostor Cg = (C",R,+,-), tj. uz isto sabiranje vektora i
mnozenje vektora sa skalarima. Jedina je razlika u tome Sto su skalari realni brojevi u C%, a kompleksni
brojevi u C™. Ova ¢injenica ima za posledicu da se kanonska baza od Cy sastoji od 2n vektora:

e1 = (1,0,...,0), ez =(0,1,...,0), ......... . en=1(0,0,...,1),
€n+1:(’i,o,...70), €n+2:(0,i,...70), ......... 5 €2n:(0,07...,7:).

Analognim metodama,®

F".

mozZe se posmatrati i analiticka geometrija pravih i ravni nad C™ i Cg, i jos opstije u

3. Matrice

2.8. Matrice kao vektorski prostor. Neka je

ail a2 ... A1p
asy @ ... A,

M (F) = .. .. | =(a)=Alay €F
Gm1 Am2 ... Omp

skup svih matrica tipa m x n, tj. sa m vrsta i n kolona. Skup M,,, (IF) postaje vektorski prostor nad F uz
iste operacije kao i F". Jedina je razlika u tome §to su kod matrica elementi zapisani tabelu (zbog ¢ega su
indeksirani sa dva indeksa), a kod vektora samo u jednu vrstu. Preciznije, VA, B € M,,,,,(F) iV € I,

(s) A+ B=(aij) + (bij) = (ai; + bij),
(m) A-A=A-(a;) = (Aag).

5 Svakako moraju biti glatke i zadovoljavati neke prirodne geometrijske uslove.
6 Kao u sluc¢aju realnih brojeva
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Dokaz da je, uz upravo definisano sabiranje matrica i mnozenje matrica sa skalarom M,,,, (IF') vektorski prostor
nad FF, je ista kao i u slu¢aju vektorskog prostora F™ uz oznake uvedene u 2.3.

Specijalno M., (Q), My (R) i M, (C) su vektorski prostori nad Q, R, C redom. Primetimo da je M,,,,* (C) =
(M, (C), R, 4+, -) realan vektorski prostor.

2.9. Mnozenje matrica. Posmatrajmo skupove M, (F) i M, x(F) matrice tipova m x n i n x k sa koefici-
jentima iz polja I, tada je moguée definisati mnozenje matrica - : M, (F) x Mnk(F) — M, (F) na sledeéi

. : 1 a2, _ _ : 172 k
nacin: za matrice A = [a',a La] =lar,az,. .. am] = (o) 1 B=1[b",b%...,0"] = [bl,bg,..., nl = (Bij),
gde su matri¢ni elementl (na preseku i—te vrste i j—te kolone) oznaceni sa ay; i f;j, sa a', b' oznacili smo
njihove i—te vrste, tj. a' = (q;1,42,...,q), 1 analogno sa a;,b; oznacili smo i—te kolone 0V1h matrica, tj.
ai;
T a2Z .y ~ . .
npr. a; = (i, A4y« +y Qi)™ = . definiSemo mnozenje matrica formulom:
Ami

n .
A-B=C=(y;), edieje ;= auby={(a",p;) ili
=1

{(a',b1)  (a',by) a', by)
A-B =[al,a?,....a™ - by, bo,... b = <a2§b1> <a2§b2> <a2’:bk> . li jos detalinije
(@™, b) (™, by) ... (0™ by)
r n n n 7
l;lauﬁll l;auﬁm l;lauﬁlk

n n n
Yoo Yoo fBie .. Y oo Pk
=1 =1 =1

n n n
Yo B Y Bz o Y ooy Bk
=1 =1 =1

Osnovna osobina mnozenja matrica je njena asocijativnost, kad god svi proizvodi istih imaju smisla.
Neka su date tri proizvoljne matrice A = (ay;) = ((A)ij) € Mun(F), B = (Bi;) = ((Bij)) € Mpi(F) i
C = (7ij) = ((Cij)) € Mp(F).

((A-B) 'C)ij = Z(A B) zp Z (Z Qs 5513) Ypj = Zais Bsp Ypj = Zaz‘s (Z Bsp '7pj>
p,S S p

P S

p
= <Z Qs <Z 5513 'ij)) zs (B : CCC)Sj = (-’4 (B : C))ij

Kako prethodna formula vazi za sve : =1,...,m;j =1,...,[, sledi da je

(2.4) (A-B)-C=A-(B-C).

Primedba 1. Prvo, primetimo da vektore, tj. elemente skupa F" mozemo smatrati matricama tipa n x 1 ili 1 xn.
Tako da formula (2.3) omoguéava sledecu interpretaciju matrice iz M,,,, kao preslikavanja, M,,,, : F" — F™.
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Za A = (ai;) i = (x;) imamo,

- ;
[ a1 a2 o aan | [ @ ] > an T
=1
n
Q21 Qo2 ... Qop 2 > ag
A(l‘) =Azxr = (aij)(xj) = ' ' ' ‘ . ' = =1
n
| Ol Q2 .. Oy | | Tn | Zamll‘l
L =1 i

Zbog prehodne interpretacije matrica kao preslikavanja, vektore éemo zapisivati u kolone, jer je to u skladu sa
uobicajenim oznakama za funkciju (A(z)) 7.

Primedba 2. U glavi posveéenoj linearnim operatorima vide¢emo dublji smisao formule (2.3) i kraé¢i dokaz
asocijativnosti mnozenja matrica.

2.10. Transponovanje matrica. Primetimo da svakoj matrici iz skupa M,,,, mozemo na ocigledan nacin
dodeliti matricu iz M, tako §to zamenimo ulogu vrsta i kolona polazne matrice, tj. vrste (kolone) polazne

matrice postaju kolone (vrste) nove. Ovo preslikavanje zove se transponovanje matrica, koje obelezavamo
1 .2 n]

sa 7. Preciznije, 7 : M, — My, tj. transponat (ili transponovana matrica) matrice A = [a',a yeees
= [a1,a2,...,am] € My, je matrica A7 = (b1, 6%, ... 6™ = [b1,ba,...,by] € My, takva da je b = ay,
1=1,2,....mibj=d’, j=1,2,... ,n.

Za transponovanje koristimo i oznaku: za A = (a;;) njen transponat je matrica A7 = (a;;).

Propozicija. Transponovanje matrica ima sledea svojstva za sve A, B € M,,,, i A€,
(i1) ANA)T = A7,
(i2) (A+B)"=A"+4+15",
(i3) (A-B)T=A"-A".
Dokaz. (il) i (i2) direktno iz odgovarajuéih definicija sledi da operacije mnozenje matrice sa skalarom i

transponovanje odnosno sabiranje matrica i transponovanje komutiraju. Zato pokazimo (i3). Neka su.A € M,,,,
iBe M,

n n n

(A-B))ij=(A-B)ji=> (Aji- Bl = (AN - (Ba=>_ (B )a- (A)y = (B™- A7)y
=1 =1 =1
Kako ovo vazi zasve 1 = 1,2,...,m1ij=1,2,...,k sledi trazena jednakost. O

2.11. Algebra matrica M, (F). U prethodnoj tacki videli smo da je mnozenje matrica definisano samo u
sluc¢aju kada prvi faktor u proizvodu ima kolona koliko drugi faktor ima vrsti. Vidim da taj problem nemamo
ako su matrice kvadratne, tj. ako je m = n i tada koristimo kra¢u oznaku M,, = M, (F) = M,,,,(F).

Kao sto je 0 matrica istaknuti element u Abelovoj grupi (M, +), ispostavlja se da matrica

10 0 ,

o 1 . 0 aii:].,Z:l,...,n,
I, = . =

0 0 1 Qi = 0, inace.

ima isto svojstvo, neutralnog elementa za mnozenje matrica, zbog ¢ega je nazivamo jedini¢nom matricom.

7Potpuno je legitimno prvo pisati vektor(ali tada kao vrstu), a zatim matricu, mada u savremenijoj literaturi koriste se obi¢no oznake koje i
mi koristimo.
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Pre nego sto proverimo da je matrica I, zaista neutralni element za mnozenje matrica, primetimo da su vrste
i kolone matrice I,, zapravo vektori kanonske baze (e). Dakle imamo,

a - -e; a -ex ... a -e” a1 12 ... Qap
- a’?-e; a®-es ... a®-e” 91 Q9 ... Qop
A ]In:[a’ua’a 70’]'[617627 7€n]: . . .
a-e1 a"-eg ... a’-e, apl Qp2 ... Qpp
el a; el ay el aqn
e-a; €’ ay e a L o "
=A= . :[6,6, ,6]'[&1,&2, >an]:]In A
e a1 e"-as e - an

Iz formule (2.3) jasno je da mnozenje matrica nije komutativna operacija ako je je n > 1, kao §to pokazuje
sledeé¢i primer (n = 2), za

011 ., [0oo0].
A—[OO],lB—[lo]lmamo

1 1 1

o8 AL2 ][5 8] [3 01 [2 81 4] o
Ipak, mnozenje matrica je kompatibilno sa osnovnim operacijama u vektorskom prostoru M,,, kao Sto pokazuje
sledeca propozicija.
Propozicija. Za sve A,B,C € M,, iV € F vazi:

(i1) ANA-B)=(aA)-B=A-(aBb),

(i2) A-(B+C)=A-B+A-C,

(i3) (A+B)-C=A-C+B-C.
Dokaz. Sva tri svojstva dokazuju se tako Sto pokazemo da se proizvoljne (7, j) komponente matrica sa leve i
desne strane jednakosti podudaraju.
(i1) je ocigledno.
(i2) Dokazimo (i2). Neka su A = ((A)i;), B = ((Bi;)) i C = ((Cij)) € M,,. Tada redom imamo,

n n n

(A-(B+C))ij = Y (A)eB+Chrj = > _(Air((Blrj + Crg) = D> _((Air (B)rj + (A)ir (C)y)

k=1 k=1 k=1
= Z(A)zk (B)r; + Z(A)zk Crj=(A-B)ij+(A-C)ij =(A- B+ A-C)yj.
k=1 k=1

Analogno se dokazuje i (i3). O
Definicija. Neka je V neki neprazan skup. Tada za strukturu V = (V,F,+,,-) kazemo da je F—algebra ako
jer

(A1) (V,F,+,-) vektorski prostor nad poljem F.

(A2) (V,+,x*) prsten, tj. preslikavanje x : V x V' — V| koje nazivamo mnoZenje vektora, zadovoljava sledeée
aksiome VA, B,C € V vaizi:

(i1) ) Ax(B+C)=A+«B+ AxC,
(i2) (A+B)*xC=AxC+ B=xC.
(A3) Preslikavanje, * je kompatibilno sa mnozenjem matrica, tj. VA,B € V iVa € F vazi:

a-(AxB)=(a-A)xB=Ax(a-B).

U zavisnosti od toga da li u prstenu (V,+, %) vazi jo§ po neko od svojstava:
(Ad) Ax(BxC)=(AxB)xC,
(A5) postoji neutalni element za operaciju *, tj. postoji element E € V takav daje Ax E =1, « F = A,
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(A6) A*B=DBxA,

kazemo da je V' asocijativna algebra, algebra sa jedinicom i komutativna algebra, redom.

Dakle, ako sada uzmemo u obzir sve §to smo do sada naucili o strukturi skupa matrica M, (F), mozemo
formulisati slede¢u teoremu.

Teorema. M, (F) je asocijativna F—algebra sa jedinicom.

Napomena. U skladu sa tradicionalnim duhom koji se obi¢no koristi u matematickoj literaturi, oznake za
mnozenje skalara, skalara i vektora i vektora pojednostavljujemo tako Sto izostavljamo oznaku za mnozenje
(, %), bez bojazni da ée to dovesti do zabune.

2.12. Opsta linearna grupa. Sada zelimo jos da ispitamo da li je M, grupa s obzirom na mnozenje matrica.
Iz prethodne tacke znamo da je (M,,,-) monoid, tj. operacija mnozenja matrica ima sledeéa svojstva: zatvore-
nost (proizvod dva elementa iz M, takode je element skupa M,,), asocijativnost i postoji neutral za mnozenje
matrica (jedini¢na matrica). Dakle, da bi (M, -) bila grupa, trebalo bi da svaka matrica iz M,, ima inverznu
matricu, tj. da za svako A € M, postoji matrica A~! takva daje A- A1 =1, =471 A

Primetimo da npr. nula matrica ne moze imati inverz, jer je proizvod nula matrice i bilo koje druge matrice
uvek nula matrica, tj. ne moze biti jednako jedini¢noj matrici. Naravno, mogli bismo iskljuciti iz skupa M,
nula matricu i posmatrati skup M,,* = M, \ {0}, kao $to se radi u definicije tela i polja, ali sledeéi primer
pokazuje da ni u M,,* svi elementi nemaju inverz.

0 1
0 0
kada bi npr. postojala matrica B takva da je A- B = I, tada bi bilo

A=A Th=A-(A-B)=(A- A -B=A>.B=0-B=0,

§to je nemogude jer A # 0.

Primer. Posmatrajmo matricu A = i primetimo da je A? = A- A = 0. Matrica A nema inverz, jer

Napomena. 1. Matrica A € M,, zove se nilpotentna ako postoji n > 1 takva da je A™ = 0. Nilpotente matrice
su objekti koji ne postoje u polju IF, i zapravo predstavljaju osnovnu razliku izmedu matrica i brojeva.

2. Pojam nilpotentnog elementa moze se, analognom definicijom, uvesti u svaki prsten (vidi 1.9).

Dakle, iz gornjeg primera vidimo da iz (M,,(F), ) moramo da izbacimo ”lose” elemente, tj. one koji nemaju
inverz i tako dobijamo grupu koja se zove opsta linearna grupa i koju oznac¢avamo sa GL (n,F) ili kraée GL,,.

Invertibilne elemente monoida (M, (F),-) zovemo regularnim ili invertibilnim (inverzibilnim) matricama. Dakle,
matrica A € M, je invertibilna ako postoji matrica A~! takva da je:
(2.5) A A=1,=A"" A

Napomenimo da je grupa GL (n,F) jedna od najvaznijih grupa u matematici.

2.13. Neki vazni podskupovi od M,,(F). Navedimo sada neke vazne podskupove od M,, = M,,(F), ¢ijom
strukturom ¢emo se baviti u nastavku.

(s) Matrica A je simetri¢na ako vazi A = A”. Skup svih simetriénih matrica reda n obelezimo sa S,. Nije
tesko proveriti da je S, = (S,,F,+, ) vektorski prostor. (S,,-) nije grupa, jer npr. proizvod dve simetri¢ne
matrice ne mora biti simetri¢na matrica.
(a) Matrica A je kososimetri¢na ili antisimetri¢na ako vazi A = — A". Skup svih kososimetri¢nih matrica reda
n obelezimo sa IC,,. Nije tesko proveriti da je K, = (A,,F,+,-) vektorski prostor. (K,,-) nije grupa, jer npr.
jedini¢na matrica nije kososimetri¢na.
(o) Matrica A je ortogonalna ako vazi A- A™ =1, = A" - A, tj. ako je A~ = A".
Skup svih ortogonalnih matrica O (n,F) nije vektorski prostor, jer npr. zbir dve ortogonalne matrice ne mora
biti ortogonalna matrica.
Pokazimo da je (O (n,F),-) podgrupa od GL (n,F), tj. O (n,F) & GL (n,F) i O (n,F) je i sama grupa s obzirom
na istu operaciju (mnozenje matrica) kao i GL (n,F). O (n,F) se zove ortogonalna grupa.
Da bismo se proverili da je O(n,F) grupa, tj. da zadovoljava aksiome grupe (vidi tacku 1.9), potrebno je
proveriti da je

(i1) proizvod dve ortogonalne matrice ortogonalna matrica

(i2) inverz ortogonalne matrice je ortogonalna matrica,



Baza i dimenzija vektorskog prostora 59

jer je jedini¢na matrica I, ortogonalna i jer je asocijativnost nasledna (sa skupa GL (n,F) na svaki njegov
podskup) osobina.

Dakle ako je A € O(n,F) onda je A~' = A7, i koriséenjem idempotentnosti® transponovanja i inverza, redom
nalazimo,

AN =AU =A=UHT=U)"L, tj. A e On,TF).
Ako su A, B € O(n,F) onda je
(A-B)'=B1A1=B"-A"=(A-B)", tadajei A-BeOn,F).
Prema tome O(n,F) je podgrupa od GL (n,[F).
(d) Matrica A je dijagonalna ako za sve 7,5 € {1,2,...,n} takve da i # j vazi «;; = 0. Skup svih dijag-
onalnih matrice reda n, D, je vektorski prostor. Skup svih regularnih dijagonalnih matrice D] obrazuje

podgrupu opste linearne grupe GL (n,F).? Ponekad éemo dijagonalne matrice obelezavati na sledeé¢i nagin:
diaglair, @92, . . ., g, tj. popisivanjem dijagonalnih elemenata matrice (ostali matriéni elementi su 0).

(sc) Matrica A je skalarna ako je oblika A = A1, , A € F. Lako se proverava da je skup svih skalarnih matrica
reda n, Sec,, je vektorski prostor od M,, a skup svih regularnih skalarnih matrica Sc¢}, (A # 0) je podgrupa
opste linearne grupe GL (n,F) 1.

4. Baza i dimenzija vektorskog prostora

2.14. Linearna kombinacija vektora i skup generatora. Neka je dat neki podskup B vektorskog
prostora V| koji ne sadrzi nula vektor. Kazemo da je x € V linearna kombinacija vektora iz B, ako postoje
n € N, vektori aq,as,...,a, € B iskalari aq,as,...,a, € F takvi da je

(2.6) r=awa1a1+agag+ -+ ayan,.

Relaciju (2.6) mozemo interpretitati i na slede¢i nacin: vektor x je linearna kombinacija vektora ay, ag, ..., a, €
B ako vektorska jednacina (2.6) ima reSenja u aq, s, ..., q, € F.

Od posebnog je interesa slucaj kada je svaki vektor z € V' linearna kombinacija vektora iz skupa B. Tada
kazemo da je skup B skup generatora!! vektorskog prostora V.

Primedba. 1z same definicije skupa generatora, lako se vidi da za proizvoljni skup generatora B od V vazi:

(i1) ako je dat vektor 0 # y tada je i skup B’ = {y} U B takode skup generatora, tj. nadskup skupa
generatora i sam je skup generatora.
(i2) ako je neki y € B linearna kombinacija vektora iz B” = B\ {y} tada je B” takode skup generatora.

2.15. Linearna nezavisnost. Neka je dat neki podskup B = {ai,...,a,} C V vektorskog prostora V.
Kazemo da je B linearno nezavisan ako jednacina linearne (ne)zavisnosti:

(2.7) aira] +asag+ -+ apa, =0, a €F (i=1,...,n),

ima samo trivijalno (koje uvek postoji) resenje: a3 = ag = --- = «,, = 0. Skup B je linearno zavisan ako nije
linearno nezavisan, tj. ako jednacina (2.7) ima netrivijalno resenje 2. Ako je skup B beskonaan kazemo da je
linearno nezavisan ako je svaki njegov kona¢ni podskup linearno nezavisan.

Primetimo da ako skup B = {aj,as,...,a,} sadrzi nula vektor onda je on linearno zavisan jer ako je npr.
a1 = 0, imamo netrivijalnu linearnu kombinaciju nula vektora,

O:5-O—|—O-a2—|—0-a3—|—-~-+0'an.
Zbog toga ¢emo uvek podrazumevati'® da skup kojem ispitujemo linearnu nezavisnost ne sadrzi nula vektor.

Primedba. Iz same definicije linearno (ne)zavisnog skupa lako se vidi da vaze sledeée ¢injenice:

(i1) ako je B jednoélan tada je on linearno nezavisan.

S(AT)T =AiAH1=4

9 Proverite !

10 proverite !

iy generisudi skup.

12 Barem jedan od skalara oy, i = 1,...,n je razli¢it od nule.

13 4 ponekad i naglasavati.
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(i2) ako je B = {a1,a2} dvoclan, tada je on linearno zavisan akko su vektori v; i vy proporcionalni, tj.
ako postoji skalar 0 # A takav da je as = Aajy.

(i3) redosled ¢lanova u skupu B ne utic¢e na linearnu (ne)zavisnost skupa B.
(i4) svaki podskup linearno nezavisnog skupa i sam je linearno nezavisan.

(i5) svaki nadskup linearno zavisnog skupa i sam je linearno zavisan.

Propozicija. Neka je B = {aj,aq9, - ,a,} podskup vektorskog prostora V' koji ne sadrzi nula vektor. Skup B
je linearno zavisan akko postoji indeks i > 1 takav da je vektor a; linearna kombinacija svojih prethodnika .

Dokaz. Neka je vektor a; linearna kombinacija prethodnika, tj. neka je a; = ay a1 + agas + -+ + a1 0,1,
tada imamo netrivijalnu linearnu kombinaciju

a1a1+a2a2+---+ai,1ai,1+(—1)ai+0ai+1 —I—Oai+2—|—---0an ZO,

tako da je skup B linearno zavisan. Obratno, ako je skup B linearno zavisan postoji barem jedna netrivijalna
veza oblika aja; + asas + -+ + a, ay, = 0. Ako u ovoj relaciji uo¢imo najvedi indeks i takav da je a; # 01
tada je

. aq (%) o1
0=aja; +agas + - +a;_1a;—1 +a;a; odakleje aj=—-——a; ——ag— +— —
i Q; Q;

tj. vektor a; je linearna kombinacija svojih prethodnika. U

aij—1 ,

2.16. Teorema o bazi vektorskog prostora. Podskup B vektorskog prostora V koji je istovremeno
njegov skup generatora i koji je linearno nezavisan zove se baza vektorskog prostora.

Osnovne ¢injenice o bazi vektorskog prostora date su u slede¢oj fundamentalnoj teoremi.

Teorema (o bazi). Neka je V proizvoljan vektorski prostor nad poljem F. Tada,
(i1) postoji barem jedna baza B vektorskog prostora V.
(i2) ako su Bj i By dve proizvoljne baze vektorskog prostora V' onda postoji bijekcija f : B] — Bs.

Primedba. Tvrdenje (i2) iz prethodne Teoreme kaze da sve baze vektorskog prostora imaju ’jednak’'® broj
elemenata, $to nam omogucuje da definiSemo pojam dimenzije vektorskog prostora. Dakle, dimenzija vek-
torskog prostora V je kardinalni broj neke njegove baze. Kazemo da je V kona&nodimenzioni vektorski
prostor ako ima barem jednu kona¢nu bazu.

Kanonska baza. Podsetimo se, da u vektorskom prostoru F™ postoji najjednostavnija (najprirodnija) baza,
e=(e1,e9, - ,e,) gde je
(2.8) e1 =(1,0,...,0), ex=(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,...,0,1).
koja se zove kanonska baza. Da je e linearno nezavisan vidimo iz

0 =are; +ages + -+ ane, =a1(1,0...,0) +a2(0,1...,0) +...2,(0,0...,1) = (1, 2...,ap),
odakle je jasno a3 = ay--- = ay, = 0. e je skup generatora jer za proizvoljni vektor = = (z1,z9,...,x,) € F"
imamo,

x = (r1,22...,2,) =21(1,0...,0) +22(0,1...,0) +...2,(0,0...,1) = z1e1 + x2€2 + - - + Tp€n.
Obelezimo sa IE;; € M,, matricu koja na preseku i—te vrste i j—te kolone ima 1, i sve ostale elemente jednake
0. Primetimo, da matri¢ne elemente matrice IE;; mozemo zapisati na slede¢i nacin: (IE;;), = 0y 6jx.
Analogno slucaju F", kanonsku bazu u prostoru M,, ¢ine matrice {I;;, 4,5 =1,2,...,n}.

Vazna napomena. Ako se u daljnjem tekstu (i zadacima) ne spominje dimenzija prostora pretpostavlja se da je
ona konacna ili da ne uti¢e na dati iskaz.

Kako éemo se u ovoj knjizi baviti konaénodimenzionim vektorskim prostorima dac¢emo dokaz tvrdnje iz (i2)
Teoreme o bazama u kona¢nodimenzionom slu¢aju. Potpun dokaz teoreme o bazama moze se naé¢i npr. u knjizi
S. Langa, Algebra. Da bismo dokazali (i2) iz Teoreme o bazama u kona¢nodimenzionom slu¢aju, pokazimo prvo
slede¢u lemu koja govori o vezi izmedu nekog skupa generatora od V i nekog linearno nezavisnog skupa.

14tj. vektora ai,a2,...,a;—1.
15 Tada su svakako Qip] =42 = =oap =0.
16 tj. da postoji bijekcija sa jedne baze na drugu.
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Lema. Nekaje B = {ay,aq,...,a,} nekiskup generatora vektorskog prostora V' ineka je S = {by,ba,... by}
linearno nezavisan podskup od V. Tada je m <n i V je generisan skupom vektora

{bla b27 SERE) bmaaipaiw s aainfm}
Specijalno, svaki podskup od V, koji sadrzi barem n + 1 vektor je linearno zavisan.

Dokaz. Posmatrajmo prvo skup By = {b1,a1,as,...,a,}. Ovajskup je linearno zavisan jer je nadskup skupa ge-
neratora, pa na osnovu 2.15 Propozicija postoji najmanji indeks ¢ takav da je a; linearna kombinacija prethod-
nih vektora {b1,a1,as,...,a,—1}. Sada posmatrajmo skup By = {b1,bs,a1,a2,...,0i—1,Gi+1,...,0n}. Skup
By je linearno zavisan iz istih razloga kao i B;. Takode, primetimo da je skup {b1,b2} linearno nezavisan (kao
podskup linearno nezavisnog skupa), tako da u ovom koraku ne moze biti izbacen vektor by, i postoji najmanji
indeks j takav da je a; linearna kombinacija prethodnih vektora {by,ba, a1, as,...,a;—1} 7 Analogno nastavl-
jamo dalje i u k—tom (k < m ) koraku definiSemo skup By = {b1, b2, ... b, a;,,a;,,...,a;, _, }. Skup By je
linearno zavisan iz istih razloga kao i svi prethodni skupovi B;. Primetimo takode da je skup {bi,bo,...,bx}
linearno nezavisan (kao podskup linearno nezavisnog skupa), tako da u ovom koraku ne moze biti izbacen niti
jedan vektor iz skupa {b1,b, ..., b} i postoji najmanjiindeks j; takav da je a;, linearna kombinacija prethod-
nih vektora. Tako smo konstruisali novi skup generatora {bi,ba,... by, a;,,aj,,... s gy ys Qg e e - ’ajn—k+1}'
Ako je m <n u m.—tom koraku'® dolazimo do trazenog oblika za skup generatora, jer je dovoljno primeniti
rezultate k.—tog koraka (stavljajuéi k& = m) uz zamenu indeksa vektora iz skupa B, koji prezive svih m
izbacivanja.

Kada bi n < m, tada bismo u n.—tom koraku dosli do skupa generatora {bi,bs,... by}, i dodajuéi tom
skupu sledeéi vektor dolazimo do skupa Bjy1 = {b1,b2,... by, bpt1} koji je linearno zavisan (kao nadskup
skupa generatora {bi,ba,... b,}) Sto je nemoguce jer je B,i+1 podskup linearno nezavisnog skupa S. Ova
kontradikcija pokazuje da ne moze biti n < m. Time je zavrSen dokaz ove leme. O

Koristedi sada ovu lemu, dobijamo (i2) iz Teoreme 1 za kona¢nodimenzionalne prostore kao njenu posledicu.

Dokaz (i2) iz Teoreme (o bazi) za kona&nodimenzione prostore. Nekasu e = {e1,e2,...,e,} 1 f={f1, fo,.- -, fm}
dve baze vektorskog prostora V. Primetimo da je dovoljno dokazati da je n = m, jer bijekcija izmedu dva
konaéna skupa postoji akko ti skupovi imaju jednak broj elemenata. Kako je svaka baza vektorskog prostora
linearno nezavisan skup i skup generatora, prvo primenimo prethodnu lemu na B = e i S = f, odakle sledi
da je m < n, a zatim primenimo lemu na B = f i § = e, odakle sledi da je n < m. Prema tome, iz m <n
i n <m sledi da je n =m i tvrdnja je dokazana. 0

2.17. Jos neke teoreme o bazi konaénodimenzionog vektorskog prostora. Navedimo sada jos nekoliko
jednostavnih teorema o bazi kona¢nodimenzionih vektorskih prostora, koje su korisne i ¢esto se koristiti.

Teorema 1. Neka je V vektorski prostor dimenzije n. Tada,

(i1) svaki podskup od V' koji sadrzi barem n + 1 vektora je linearno zavisan.

(i2) svaki linearno nezavisan skup a = {a1,as,...,a,} je baza od V.

(i3) svaki skup generatora B = {by,b,...,b,} od V, je i njegova baza.
Dokaz. (il) je dokazano u 2.16 Lema. Za (i2) dovoljno je izabrati neku bazu e od V i primeniti 2.16 Lema
na B =e i S = a, koja implicira da je skup a i skup generatora, pa je baza od V. (i3) kada B ne bi
bio linearno nezavisan onda bi, na osnovu 2.15 Propozicija, postojao vektor b; koji je linearna kombinacija
prethodnih vektora, pa bismo ga mogli izbaciti iz B i dobijeni skup B koji ima n — 1 element opet bi bio
skup generatora. Ponavljajué¢i ovu proceduru kona¢no mnogo puta dosli bismo do skupa generatora B od V

koji je linearno nezavisan, pa je prema tome baza od V. koja sadrzi manje od n elemenata $to je nemoguée
jer je svaka baza od V ima n elemenata (2.16 Teorema (i2)). O

Teorema 2. Neka je S skup generatora kona¢nodimenzionog vektorskog prostora V. Tada,
(i1) maksimalan broj linearno nezavisnih vektora u S je baza od V.

(i2) ako iz S izbacimo sve vektore koji su linearne kombinacije svojih prethodnika dobijamo bazu od V.

Dokaz. Neka je B = {aj,aq,...,ar} maksimalan linearno nezavisan podskup od S. Za proizvoljni = € S
posmatrajmo skup B, = {aj,as,...,ar,x}. Skup B, je linearno zavisan, jer u suprotnom B ne bi bio
17

ako je 7 > 1 tada u linearnoj kombinaciji ne ucestvuje vektor a; koji je izbacen u prvom koraku.
18 Stavimo k = m i primenimo zakljucke za k.—ti korak.
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maksimalan linearno nezavisan podskup od S, i kako su vektori ai,as,...,a; linearno nezavisni vektor = je
njihova linearna kombinacija. Ako sada iz skupa S izbacimo vektor x preostali skup je i dalje skup generatora.
Kako je x proizvoljan vektor iz S\ B zakljucujemo da je skup B skup generatora od V, pa je time i baza.

(i2) ako iz S izbacimo sve vektore koji su linearne kombinacije svojih prethodnika dobijamo maksimalan
linearno nezavisan podskup od S, i primenom (il) zaklju¢ujemo da je taj skup baza vektorskog prostora V. O

Teorema 3. Neka je S = {a1,aq,...,a,} linearno nezavisan podskup vektorskog prostora V dimenzije n.
Tada je S podskup neke baze od V, tj. S je moguce nadopuniti nekim vektorima do baze od V.

Dokaz. Neka je B = {ej,eq,...,e,} neka baza od V. Iz skupa generatora S’ = {a1,as,...,a,,€1,€2,...,e,}
od V izbacimo sve vektore koji su linearne kombinacije svojih prethodnika i na osnovu (i2) iz Teoreme 2
zakljucujemo da je dobijeni skup S” baza od V. Primetimo da vektori a1, as,...,a, ne mogu biti izbaceni jer
su linearno nezavisni, tako da je S” = {ay,aq9,...,a,,€;,,€i,,...,€; _ }, i dokaz je gotov. O

5. Potprostor

2.18. Definicija potprostora. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je L podskup od V. L je
potprostor od V' ako je i sam vektorski prostor nad poljem F s obzirom na iste operacije sabiranja vektora i
mnozenja vektora sa skalarima kao u V.

Da bismo nasli efektivnu karakterizaciju ' potprostora potrebno je ispitati koja svojstva definisana u aksioma
vektorskog prostora su nasledna, tj. prelaze sa skupa na podskup. Nije se tesko uveriti da su to asocijativnost
i komutativnost sabiranja i aksiome (VP2)-(VP5). Tako da lako dobijamo slede¢u karakterizacionu teoremu.

Teorema (Karakterizacije potprostora). Neka je () £ L podskup vektorskog prostora V. Sledeéi iskazi su
ekvivalentni:

(i1) L je potprostor vektorskog prostora V,

(i2) (a) za proizvoljne vektore x,y iz L i njihova suma x +y pripada L,
(b) za proizvoljni vektor = iz L iskalar a € F vektor ax pripada L,

(i3) za proizvoljne vektore x,y iz L iskalare o, € F vektor z = ax + By pripada L,

(i4) za proizvoljne vektore x,y iz L iskalar a € F vektor z = ax +y pripada L.

Dokaz. (il) Ako je L potprostor tada je on zatvoren na operacije sabiranja vektora mnozenja vektora sa
skalarom pa lako slede (i2), (i3) i (i4). Iz (i2) sledi (i3) jer prvo zbog uslova (b) sledi da vektori ax i Sy
pripadaju L a zatim zbog (a) sledi da i njihova suma pripada L sto dokazuje (i3). Sli¢no se vidi da iz (i2) sledi
i (i4). Primetimo da iz (i2) sledi (il) jer su preostale aksiome nasledne osim eventualno neutrala za sabiranje i
inverza za sabiranje. Kako je () # L na osnovu svojstva (b) sledi da je za neki vektor y € L i 0 € F vektor
0-y=0¢€ L. Dakle, 0 € L, pa je nula vektor jasno neutral i u L, aza y € L je i vektor (—1)-y = —y u L.
Odakle, sledi da je L potprostor. Da iz (i3) sledi (i2) vidi se izborom skalara a i 5 : za svojstvo (a) dovoljno je
uzeti @ = 3 =1, a za (b) dovoljno je uzeti @ =1, = 0. Sli¢no iz (i3) sledi (i4) izborom S = 1. Na kraju,

pokazimo da iz (i4) sledi (i2). Prvo uz izbor y = x i @ = —1 sledi da je 0 € L, a zatim izborom « = 1
dobijamo uslov (a) iz (i2). Uslov (b) dobijamo ako izaberemo y = 0.
Time je u potpunosti dokazana teorema. O

Primer 1. Pokazimo da je V = {x € R3 | 21 — x5 + 423 = 0} potprostor od R? dimenzije 2.
Neka su x = (x1,29,23),y = (y1,¥2,y3) € V,a, € R proizvoljni elementi tada je: z1 — x9 + 423 = 0 i
y1 —y2+4y3 =0.
Kako je oz + fy =z = (21,292,23) = (ax1 + By, x2 + By2, ax3 + S y3), imamo:
21—z +4dz=ar + By — (az2+ By2) +4(axs + Bys) = a(z1 —z2 +4x3) + B(y1 —y2 +4y3) = 0.
Dakle, V je zaista potprostor od R3. Sada nadimo jednu njegovu bazu. Neka je x € V tada redom imamo:

x = (z1,22,23) = (v2 — 4x3,29,23) =22 (1,1,0) + 23 (—4,0,1) = z9a + x3 b,

odakle vidimo da vektori a = (1,1,0) i b = (—4,0, 1) razapinju V, a lako se proveri da su i linearno nezavisni
pa je skup {a,b} baza od V, i dimenzija od V jednaka je 2.

19 tj. neke potrebne i dovoljne uslove
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Primedba 1. Geometrijski (vidi 1.28) znamo da uslov kojim je definisan skup V predstavlja ravan koja prolazi
kroz koordinatni pocetak (nula vektor). Nije tesko videti da samo ravni, koje sadrze nula vektor, predstavljaju
vektorske potprostore u R”.

Primer 2. Pokazimo da su skupovi &g i Ko kvadratnih 2 x 2 simetriénih i kososimetri¢nih matrica vektorski
potprostori od Ms(RR) i nadimo neke njihove baze.

Da su Sz i Ko potprostori direktno sledi iz definicije i svojstava transponovanja. Nadimo sada neku bazu od
Sy ={AeMyR)| A= A"}. Neka je A€ S, tada je

A:|:Z Z:|:|:z Ccl:| :AT’ OdakleSIledaJea:ayb:C,CZb,dZd,1V1d1modaJe

A=a&+b&E +d&s, gde je 51:“ 8]752:[? H : 53:[8 (1)]

Dakle vidimo da matrice £, & i &3 generisu Sa, a lako se vidi da je taj skup linearno nezavisan te je dim Ss = 3.
0 1

Analogno nalazimo da je potprostor Ko razapet sa [ 10

} , te mu je dimenzija jednaka 1.

Sada formulis§imo sledeé¢u propoziciju, koja ne vazi ako je V' beskona¢no dimenzioni vektorski prostor.
Propozicija. Neka je L potprostor kona¢nodimenzionog vektorskog prostora V . Tada je dim L <n = dim V.
Specijalno, ako je dimL =n tada je L =1V.

Dokaz. Primetimo da proizvoljna baza od L ne moze sadrzavati vise od n elemenata, jer je svaki podskup
vektorskog prostora V' koji ima vise od n elemenata, linearno zavisan (2.17 Teorema 1. (i1)), pa kao takav ne
bi mogao biti baza od L. Dakle, dim L < n.

Ako je dim L = n tada L ima bazu Bj koja se sastoji od n elemenata i kako je to linearno nezavisan skup
on je zbog 2.17 Teorema 1. (i2) baza od V, tako da je L = V. O

Primedba. Primenom 2.17 Teorema 3 na proizvoljnu bazu By potprostora L zaklju¢ujemo da se ona moze
nadopuniti do baze za Citav prostor.

2.19. Presek potprostora. Direktan proizvod potprostora. U mnogim matematickim oblastima postoje
sliéni nacini konstrukcije novih podstruktura iz datih. Jedan od najklasi¢niji je dat u sledecoj teoremi.

Teorema 1. Neka je F = {L;,i € I} familija®® potprostora vektorskog prostora V. Tada je i
L= ﬂ L; potprostor od V.
1€l
Dokaz. Dovoljno je proveriti neke od ekvivalentnih uslova iz prethodne teoreme. Proverimo uslove (i3), dakle

neka su x,y proizvoljni vektori iz L i «, 3 proizvoljni skalari. Tada redom imamo niz ekvivalencija:

L; je potpr.

ryyeliapfelF < zyel,(Viel)ia el ax+pye L, (Viel)

— ax+pyecl. O

Drugi nac¢in da od poznatih vektorskih prostora nad istim poljem F dobijamo nove je direktan proizvod prostora.
Neka su V' i W dva vektorska prostora nad F. Tada na njihovom Dekartovom proizvodu, V x W, definiSemo
sabiranje vektora i mnozenje vektora sa skalarom:

(s) (vi,w1) + (v2,w2) = (V1 +o V2, W1 +4 W2), gde su v, v2 €V iw,wy € W,
(ms) A-(v,w)=Apv, A pw),gdesuveV, weWilekF.

Teorema 2. Neka suV i W vektorski prostori nad poljem T, tada je (V x W,TF,+,-) takode vektorski prostor
nad IF.

Dokaz. Potrebno je proveriti aksiome vektorskog prostora (VP1)-(VP5).

20 g je proizvoljan neprazan skup.
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(VP1): (V x W,+) je Abelova grupa, tj. za sve v,v1,v92,v3 € V, w,w,ws, ws € W, imamo
Asoc.: ((v1,w1)+(ve, we))+(v3, w3) = (V1 +4 V2, W1+ wa)+(v3,w3) = (V1 +4 v2) +4 V3, (W1 +w W2) +u W3)

__ [ asocijativnost vazi u Vi W
] jer su vektorski prostori

}:(’Ul “+u (’Ug +u vg),w1 +w (wg +w wg)):(vl,wl) + (’Ug, +4U3, Wo w3)
= (v, w1)+((v2, wa) + (v3,w3)).

neut.: (v, w) 4 (04, 0y) = (v 44 Oy, w +4 0y) = (v, w) = (0 + v,0, +w) = (v,w) + (04, 0y)
tj. neutral u V-x W je (0,,0,) gde su 0, i 0,, neutralni elementi u (V,+) i (W, +), redom.

inv.: (v, w)+(=v, —w) = ((V +v (=0), W +u (—w)) =0y, 0w) = ((—v) 44 v, (W) +w w)) = (—v, —w) + (v, w)
tj. inverz od (v,w) u 'V x W je (—v, —w) gde su —v i —w inverzi od v iw u (V,+) i (W, +), redom.

komutativnost vaziu Vi W
jer su vektorski prostori

komu.: (v, w1) + (v2, wa) = (V1 4 V2, W1 +o Wa) = { } = (V2 44 V1, W2 F4p W1)

= (v2, w2) + (v1,wy).

Sliéno, proveravamo i ostale aksiome, tj. v,v1,v2 € V, w,wi, w2 € W, i a, € F, redom imamo

(VP2): a-(8-(0,0)) = a- (B0, B w0) = (a4 (Bov)s @y (Bow)) = { L0 50 4 VA0 b = (@ B)vvs (@ B) )

jer su vekt. prostori
= (@) - (v, w).

(VP3): (04 B):(0,0) = (0 + B)wv, (0 + B)wtw) = (o + Brov, vy + Brygu)={ 00 50 VI

jer su vekt. prostori
= (@ v, apw) + (B, frpw) = a- (v,w) + - (v,w).

(VPA): (o1, 1) + (02, w2)) = = (01 +y 03,101 -+ w3) = (- (01 +y 02), @+ (w1 o wp))={ S0 570V

jer su vekt. prostori
= (V1 + @V, W1 + Qywa) = (U1, Ay w) + (@1 + @pwz) = a- (v, w1) + a-(vg, ws).
VP5) vazi u Vi W
(VP5): 1-(0,w) = (1 0,1 w) = {E 03 VN — (v,0).

Time je zavrsen dokaz. U

Napomenimo da ¢emo iz oznaka za sabiranje (4+) i mnozenje (-) ubuduée izostavljati oznake skupova na kojem
one deluju. Stavise ¢esto ¢emo kod svih vrsta mnozenja izostavljati i -.

Primedba 1. Ovako definisan proizvod vektorskih prostora zove se i spoljasnji direktni proizvod vektorskih
prostora V' i W, jer ne pretpostavljamo da su V' i W potprostori nekog vektorskog prostora. Uskoro ¢emo videti
i konstrukciju unutrasnjeg direktnog proizvoda kada ¢emo pretpostavljati da su V i W vektorski potprostori
nekog vektorskog prostora.

Primedba 2. Prethodna konstrukcija moze se uopstiti na proizvoljnu familiju
F ={V; | V; je vektorski prostor nad poljem F,i € I}, gde je I neki neprazni skup indeksa.

U tom sluc¢aju uobicajena oznaka za direktan proizvod familije F je []
definisu se po komponentama, tj.

se1 Vi, a operacije sabiranja i mnozenja
(s) (vi)ier + (wi)ier = (vi +; wi)ier, gde suv;,w; € Vi, zasvei € [
(ms) A-(vi)ier = (A-ivi)ier gdesuv; €V, 1 AEF.
Napomenimo da skup indeksa I moze biti i beskonacan.

Primedba 3. Ako malo analiziramo vektorski prostor F" tada lako mozemo zakljuciti da je on jedan specijalni
slucaj direktnog proizvoda od n primeraka vektorskog prostora F nad F, tj.

F'=FxFx---xTF.
~—_—
n— primeraka

2.20. Lineal. Ako je S C V proizvoljan podskup vektorskog prostora V, tada postoji najmanji potprostor
od V koji sadrzi skup S, koji se naziva lineal nad skupom S i za kojeg koristimo oznaku L(S).

Neke od ociglednih osobina lineala sadrzane su u slede¢oj propoziciji.
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Propozicija. Neka su S i S neki podskupovi vektorskog prostora V. Tada,
(i1) ako je S potprotor od V onda je L(S) = S.
(i2) L(L(S)) = L(9).
(i3) ako je S C Sy tada je L(S) C L(S1).

Eksplicitan opis lineala dat je u sledeéoj teoremi.

Teorema. Neka je S neki podskup vektorskog prostora V. Tada je
L(S) = ﬂ M:{Oélail—F"'-i-Oékaik‘k‘ EN,O&Z‘EF,aijES},

M potpr. od V'
SCM
tj., L(S) je skup svih linearnih kombinacija elemenata iz S.

Dokaz. Iz definicije je jasno da je £(S) jednak preseku svih potprostora od V koji sadrze skup S. Ako obelezimo
skup sa desne strane gornje jednakosti sa L, vidimo da on sadrzi sve elemente skupa S (kao jednoclane linearne
kombinacije sa skalarom 1), tj. S C L. Da je L potprostor lako sledi jer zbir dva vektora koji su linearne
kombinacije vektora iz L duzina n i m je linearna kombinacija duzine manje ili jednake n + m. Proizvod
skalara A € F i linearne kombinacije vektora iz S opet je linearna kombinacija istih vektora. Ako je M neki
potprostor od V' koji sadrzi S onda M (jer je potprostor) mora sadrzavati bilo koju linearnu kombinaciju
vektora iz S, tj. L C M. Drugim re¢ima L je najmanji potprostor koji sadrzi skup S, pa se podudara sa
linealom L(S5). O

Primer. Primetimo da:

(i1) ako je 0 # ay € V da je tada L(a;) jednodimenzioni potprostor od V, kojeg nazivamo vektorska prava
ili samo prava od V,

(i2) ako su aj i ag linearno nezavisni vektori od V', tada je L(a1, as) dvodimenzioni potprostor od V', kojeg
nazivamo vektorska ravan ili samo ravan od V.

Nastavljajuéi na analogan nacin vidimo da je vektorski prostor V lineal nad bilo kojom svojom bazom B, tj.
V = L(B).

6. Suma potprostora i faktor prostor
2.21. Suma potprostora. Neka su L i M potprostori kona¢nodimenzionog vektorskog prostora V. Suma
potprostora L i M je najmanji potprostor od V' koji sadrzi L i M, dakle, L + M = L(LU M).
Za sumu potprostora L i M kazemo da je direktna ako je L N M = {0}.
Oznake koje se u literaturi najéesée koriste za direktnu sumu su L @ M i L+ M.

Ako je L ® M =V onda kazemo da je M direktni komplement od L u V ida je L direktni komplement od

M u V.

Teorema 1. Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V. Tada je
L+M=LLUM)={v|v=1+m,l€L, me M}.

Dokaz. Obelezimo sa N = {v ‘ v=1+4+m,l € L, m e M}. Dovoljno je pokazati da je N najmanji potprostor

od V, koji sadrzi skupove L i M. Prvo proverimo da je N potprostor: neka su x =11 +mq i y = Iy +mo
elementi skupa N ineka su «, skalari iz F, tada imamo redom

z:a$+ﬂy:a(l1+m1)+ﬁ(l2+m2):(al1+ﬂl2)+(am1+ﬂm2):l+m,

gdeje l=alij+plae L im=ami;+Bmg € M, jer su L i M potprostori. Odavde odmah sledi (vidi 2.18
Teorema) da je N je potprostor. Ocigledno N sadrzi L jer L 31 =1+ 0 € N. Sli¢cno se vidi da N sadrzi i
M. Ako je W potporstor od V koji sadrzi potprostore L i M, tada W mora sadrzavati 2! sve vektore oblika
l+m(le Lyme M), tj. N CW.Idokaz je gotov. O

Vazi i sledeca propozicija koja daje karakterizaciju direktne sume vektorskih potprostora.
Propozicija. Neka je V vektorski prostor. Tada su sledeci iskazi ekvivalentni :

21 vidi 8.7 Teorema (i2).
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(i1) suma L+ M je direktna,

(i2) svaki vektor iz L + M ima jedinstven prikaz u obliku zbira jednog vektora iz L i jednog iz M.

Dokaz. Pretpostavimo da je suma L + M direktna, i neka neki vektor z € L + M ima prikaze x =1+ m =
li+my,gdesu l,l; € L im,m € M. Iz ove relacije odmah sledi da je vektor y =1 —1; = m; —m, u
LNnM={0} er l—lheLim—meM),tj. l=10 1m=m;.

Obratno, ako je 0# x € LN M, tada vektori = i 0 pripadajui L i M, pa vektor z ima barem dva prikaza
u obliku: x = x + 0 = 0 + z Sto je u kontradikciji sa jedinstvenos¢u tog prikaz u obliku zbira jednog vektora iz
L i jednog iz M. Dakle, L " M = {0}. O

U slede¢oj teoremi dokazujemo poznatu Grasmanovu formulu, koja dovodi u vezu dimenzije sume i preseka dva
vektorska potprostora sa njihovim dimenzijama. Preciznije vazi,

Teorema 2 Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V dimenzije n. Tada vazi sledeca formula
(2.9) dim(L + M) =dim L + dim M — dim(L N M).
Formula (5) zove se Grasmanova formula.

Dokaz. Konstruisimo bazu od L + M. Neka je Bray = {c1,c¢2,...,cx} baza potprostora L N M koju,

nadopunimo (2.17 Teorema 3.) vektorima {agy1,axi2,...,a;} do baze Br, = {c1,¢c2,...,Cky k11,0512, ,01}
od L i vektorima {bgi1,bk12,...,bn} do baze By = {c1,c2,..., ¢k, bg11,b512,...,bm} od M.
Tvrdimo da je skup B = {c1,¢2,...,Ck, Q41,42 .-, a7, D511,0512,...,bm}, baza potprostora L + M.

Kako B sadrzi baze potprostora L i M, skup B je generator potprostora L + M = L(L U M) i preostaje
nam da pokazemo njegovu linearnu nezavisnost. Posmatrajmo relaciju,

Yier+y2ce s+ Yk Gk Q1 Qg1 + Qg2 Qg2 + o+ @+ By ber + Brr2 b2 + 0+ B by =0,
koju mozemo prepisati u ekvivalentnom obliku,
T=y10 920+t Yk Ck + Qg1 Q1 + Q2 k2 + o F o = —(Brg1 bk1 + Bry2 bk + 0+ B b)),
odakle zaklju¢ujemo da je x € L??i x € M, tj. € L N M, tako da imamo

x =010 +02¢c04 -+ 0pcp = —(Brr1bkr1 + Braobrio+ -+ Bmbm), ili ekvivalentno
(2.10) 0 =d1c1+02ca+ -+ 0k + Bt b1 + B2 b2 + - + B by

Iz poslednje relacije (2.10) sledi da je 61 = 09 = -+ = 0 = Bgy1 = -+ = B = 0 jer je skup Bys baza pa je
specijalno i linearno nezavisan. Odavde sledi da je x = 0. I na kraju ako iskoristimo da je = € L, tj. da je
linearna kombinacija vektora baze Bj zakljuéujemo da jei 71 =+ = 7x = Qg1 = Qg2 = qy = 0 tj.

skup B je i linearno nezavisan pa je samim tim i baza vektorskog prostora L + M. Formula za dimenzije sada
sledi prebrajanjem baza odgovarajuéih potprostora, tj.
dim(L+ M) =14 (m —k)=dim L + dim M — dim(L N M). O

Posledica. L+ M je direktna akko je dim(L + M) = dim L + dim M.
Dokaz. Suma potprostora L + M je direktna akko je L N M = {0}, a to je ekvivalentno sa dimL N M = 0. O

Primedba. Iz 2.17 Teorema 3 jasno je da za svaki potprostor L od V postoji njegov direktni komplement,
tj. potprostor M takav da je L& M = V. Sa M = V © L obelezavamo direktni komplement od L u V.
Ocigledno, direktni komplement nije jedinstven, ali je dimenzija svih direktnih komplemenata jedinstvena:
dimM = dimV — dim L.

Primer 1. U R3, posmatrajmo potprostor L = L({e1,e2}), gde su ey i es vektori kanonske baze. Tada znamo
da je dimenzija svakog direktnog komplementa jednaka 1. Neki direktni komplementi ?* su

My = L({(0,0,1)}), M,=L({(1,1,1)}), Ms=L({(2,-1,1)}),...
Primer 2. U tacki 2.18 pokazali smo da su skupovi S i Ko simetri¢nih i koso simetri¢nih matrica potprostori

vektorskog prostora Ms. Pokazimo da je suma Sy + Ky direktna i jednaka M.
Posledica: svaka se matrica moze zapisati kao zbir jedne simetri¢ne i jedne kososimetricne matrice.

22 a0 linearna kombinacija vektora baze Brp,.
23 kao linearna kombinacija nekih vektora baze Bjy.
24g¢, je zajednicko svim vektorima sa kojima su odredeni svi direktni komplementi od V' 7
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Kako je SN Ky = {A| A= A" = — A} = {0}, suma je direktna i imamo,

1 1
dim(8Ss + K2) =4 tako da je So @ Ko = My(R). Trazeni prikaz je: A= 3 (A+ A7)+ 3 (A-—A").

(S e,
Ista dekompozicija vazi i u proizvoljnoj dimenziji, tj. S, ® K, = M,,.

Primer 3. Neka je M,,(R) vektorski prostor svih kvadratnih matrica reda n i neka je DT, = {A = (asj) | i; =
0,za i < j} skup donje trougaonih matrica i GT, = {A = (a;;) | ay; = 0,za i > j} skup gornje trougaonih
matrica. Nije tesko videti da su DT,, i GT,, potprostori, ispitajmo da li je suma DT,, 4+ GT,, direktna. Da bismo
ispitali da li je DT,, + GT,, direktna, potrebno je da odredimo DT,, N GT,,.
Bazu potprostora DT,, ¢ine matrice kanonske baze IE;; (i > j). Sli¢no vazi i za GT,, tj. bazu ¢ine matrice
E;j (i < j). Tako da je
dimDT,, =dimGT, =142+ -+ (n—1)+n= w , paje

n(n+1)

2
i suma potprostora DT,, i GT,, nije direktna. Lako se vidi da se presek potprostora DT, i GT,, sastoji od
dijagonalnih matrica (I£;,7 = 1,2,...,n), odakle je dim(DT,, N GT,,) = n. Dakle svaka matrica moéi ¢e se
prikazati kao suma donje i gornje trougaone matrice, ali prikaz necée biti jedinstven kao $to pokazuje sledeéi
primer:

dim DT, + dim GT,, = 2- =n(n+1) >n? = dimM,,

1 2 3 1 2 3 0 0 O 0 2 3 1 00

31 2|={012]|4{3 00}={002]4+]13 10

0 4 2 0 0 2 0 4 0 0 00 0 4 2
eGT,, eDT, eGT, eDbT,

Algoritam za nalaZenje baze sume i preseka potprostora. Neka je V' proizvoljni vektorski prostor i M, N njegovi
potprostori (dim M > dim N), neka je By, = {ay,...,axr} neka baza od M, a By = {b1,...,b;} baza od N.
Bazu vektorskog prostora M + N dobijamo na sledeéi nacin:

(i1) prvo definisemo skup By = By, zatim proverimo da li je skup Bjs U {b1} linearno nezavisan; ako jeste
onda definiSemo B; = By U {b1 }, ako nije onda stavimo By = By. Sada nastavimo analogno dalje, tj. ispitamo
da li je skup By U {b2} linearno nezavisan; ako jeste onda definiSemo By = B U {by}, a ako nije onda stavimo
By = By, itd. Jasno, B; = Bjs4n bice jedna baza vektorskog prostora M + N .

(i2) Pretpostavimo sada da je {a1,...,a,b1,...,bs} jedna baza od M+ N (ovo mozemo pretpostaviti jer nakon
odredivanja baze od M + N vektore iz N u toj bazi samo eventualno prenumerisemo) i neka je dalje

bj=ajia1 +ajoas+ -+ ajpap+Biibi+ -+ Bisbs =e;+ fj, j=s+1,..., 1L

€j fi
Tada je {e;, j =s+1,...,l} jedna baza od M N N.

Da bismo se uverili da je tvrdenje (i2) tacno, primetimo da sue; € M ie; € N, ima ih [ — s koliko i treba (zbog
Grasmanove formule), tako da je samo potrebno proveriti da su linearno nezavisni. Zaista,

0 = Asg1€sq1 T Asq2€sq2 + -+ Nep = Aot (o1 — fsr1) + Asg2 (bs42 — fog2) + -+ X (b — fi)
= Ast1bsp1 + - F Nbp — (Nsg1 fs1 + -+ N f1),

S L({bl b2, ,bs})

kako su by, ..., linearno nezavisni odmah sledi A\g11 = Ag42 = --- = A; = 0. Prema tome vektori es11,...,¢
su linearno nezavisni.

2.22. Faktor prostor.?® Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je L potprostor od V, tada
uvodimo relaciju ~; na V na sledeéi nac¢in: x ~p y akko je x —y € L. Lako se uveriti da je ovo relacija

ekvivalencije na V. Njene klase ekvivalencije su [z|, ={y € L | x ~1 y}, isa V/L = {[z]|r, x € V} obelezimo

25 Sinonimi koji se jos koriste u literaturi: koli¢nicki, kvocijentni prostor.
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skup svih klasa ekvivalencije relacije x ~, y. Na skupu V/L definiSemo operacije sabiranja vektora i mnozenje
vektora sa skalarom koristeéi odgovarajuce operacije na V :
(s) [zlo +olyle =z +yle, zyeV,
(m) a-p[z]p=]a x|, €V, acF.
Operacije sabiranja vektora i mnozenja vektora skalarima dobro definisane, tj. ne zavise od izbora predstavnika,
(s) [#lo =[2]e, Wle=W1 < 2-2"y—y €Lodaklejex—a'+y—y' =a+y—(a'+y)eL
= [r+ylL ="+,
(m) [#]p =[], = 2-2" €l = a-(z—-2)eLl < a-rv—a-7 €l < [a -2 =|a 2L
Umesto [z];, koristi¢emo kra¢u oznaku [z] kada iz konteksta bude jasno o kojem se potprostoru radi.

Teorema 1. V/L = (V/L,+,-1) je vektorski prostor nad poljem F.

Dokaz. Potrebno je proveriti aksiome vektorskog prostora. Prvo proverimo asocijativnost sabiranja vektora.
Neka su [z],[y] i [z] proizvoljni vektori, tada imamo redom

([l +rly) +rle] =[x+l 4o 2] = [z +y) + 2] = [+ (y + 2)] = [2] +1 [y + 2] = [2] +2 ([y] +1 [2)-

Komutativnost sabiranja vektora dokazuje sa analogno kao asocijativnost. Ocigledno, neutral za sabiranje
vektora je klasa [0] = L. Inverz sa sabiranje klase [z] je klasa [—z]. Od preostalih aksioma (VP2)-(VP5),
pokazimo (VP4). Imamo,

ap(Elet+ly)=arlztyl=lo-(@ty)l=lo-v+a-yl=la-z]+rlo-yl=a-Ll]+ra-Lly
Preostale aksiome proveravaju se analogno, i ostavljamo ih za vezbu ¢itaocu. O

U sledecoj teoremi resavamo problem efektivnog pronalaznja baze faktor prostora.

Teorema 2. Neka je L potprostor n—dimenzionog vektorskog prostora V, neka je By = {a1,...,a;} baza
od L, i neka je {ay,aq,...,ak, ag+1,0k+2,--.,an} neka njena dopuna do baze od V. Tada je skup By, =
{lak+1], [ak+2], - - -, [an]} baza faktor prostora V/L i vazi formula dimV/L = dimV — dim L.

Dokaz. Potrebno je pokazati da je skup By, linearno nezavisan skup generatora od V/L .
Linearna nezavisnost sledi iz

n

[0] = Z a; [a;] = Z o; a;l

n
Z o aZ] , paje Z «a; a; € L, 1kako je Br baza od L bice

i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=k+1
n k
(211) Z 5 Qg :Zaiai.
i=k+1 i=1
Kako je {ai,...,ak,ag+1,agr2,...,a,} baza prostora V| iz relacije (2.11) sledi da je a; =0, i =1,...,n.

By, je skup generatora vektorskog prostora V/L, jer je

n n n
:[Zaiai]:Zai[al Zazal—i-L— Z a;a; + L = Z a; a;].
i=1 i=1 i=k+1 i=k+1
Time je dokaz zavrSen. O
Primer. Odredimo bazu faktor prostora R*/M, gde je M = L£({(0,-3,2,1), (-1 ,D)}).
Prema prethodnoj teoremi, prvo nadopunimo bazu od M vektorima e; = (1 O 0 O) i e =(0,1,0,0). Lako
se vidi da je skup vektora B = {aj,as,e1,ea} (a1 = (0,-3,2,1), ag = (—1,2,—1,1)) baza od R*. Skup

Bgay = {le1]n, [e2]ar} je baza faktor prostora R*/M.

Geometrijska interpretacija. Kao $to znamo potprostori vektorskog prostora V' su ravni koje se zadaju homogenim
sistemom linearnih jednacina, dakle potprostori sadrze koordinatni pocetak. Npr. u R? dvodimenzioni pot-
prostori su ravni koje prolaze kroz koordinatni pocetak, a jednodimenzioni potprostori su prave koje prolaze
kroz koordinatni pocetak. Ravni koje ne prolaze kroz koordinatni pocetak su elementi faktor prostora R3/N,
gde je N jednodimenzioni potprostor i njih nazivamo linearnim mnogostrukostima. Hiperravni su linearne
mnogostrukosti dimenzije dim V' — 1, ili kodimenzije 1.
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Ocigledno, ovu geometrijsku interpretaciju mozemo prosiriti na svaki vektorski prostor V i njegove ravni di-
menzije k < n = dim V, mogu se videti kao elementi nekog faktor prostora V/N, gde je dim N = n — k.

2.24. Zavisnost koordinata vektora o bazi. Neka je V vektorski prostor dimenzije n nad poljem F i
neka je e = (eq,...,e,) neka baza od V. Za fiksiranu bazu e, koordinatizacija je preslikavanje, ke : V — F",
koje je definisano formulom:

ke (@) = H<§:me> = (z1,...,2n) = z(e).

Znamo da koordinatizacija k. zadovoljava sledeéa svojstva (vidi 1.12 Teorema),

(ia) Ke(r +y) = Ke(x) + Ke(y), za sve z,y €V,

(ih) RKe(Az) = Ake(x) zasvex € Vi eF.

(ib) ke je bijekcija.
Primedba. Svako preslikavanje, A : V. — W, koje zadovoljava svojstva (ia), (ih) i (ib) zove se izomorfizam
F —vektorskih prostora V i W. Dakle, svaka koordinatizacija je izomorfizam vektorskih prostora V i F".

U sledecoj glavi bavi¢emo se vise preslikavanjima izmedu vektorskih prostora nad istim poljem koji postuju
strukture vektorskih prostora.

Sada se postavlja prirodno pitanje pronalazenje veza izmedu razli¢itih koordinatizacija vektorskog prostora V,

ili preciznije vezi izmedu koordinata istog vektora u razli¢itim bazama.

/

Neka su date dve baze od V, e = (e1,...,e,) i € = (€],...,e,). Ocigledna je ideja kako da nademo tu vezu:

potrebno je vektore jedne baze izraziti kao linearne kombinacije vektora druge baze. Preciznije, imamo
n
e;:Tee/ek:Zaikei, k=1,...,n.
i=1
Obelezimo sa Teer = (cv;) matricu prelaska sa baze e u bazu €’. Za proizvoljni vektor z € V, imamo
n n
T = Z xTie; = Z riel, a zatim racunamo,
=1 =1

n n n

n n n n
E Tie; = ac;-e;- = E x;»Tej = E a:;( E aijei) odakle, prvo sledi E (a:z — E aija:;) e; =0,
=1 1 7j=1 i=1 j=1

j=1 i=1

n

. . . . P /

a zatim zbog linearne nezavisnosti vektora e;, sledi i: x; = E QT
7j=1

Sada prethodne formule mozemo prepisati u matri¢nom obliku,
(2.12) z(e) = Toez(e) ili z(e/) = Ty z(e).

Primetimo, iz same definicije matrice prelaska, da je T.. = I,. Ako je €” treca baza od V onda nakon
eliminacije baze ¢’ dobijamo:

(2.13) z(e) = Toez(e') = (ToeToer) x(€”), aiz (2.12) imamo z(e) = T.enx(e”), tj.
(2.14) 2(6) = (Too o) 2(e") = Teena(e”).

Kako prethodna formula (2.14) vazi za sve vektore z € V', zaklju¢ujemo da vazi formula

(2.15) Toor = Toor - T

Ako sada u formuli (2.15) izaberemo da je ¢” = e dobi¢emo,
(2.16) I, =Tee = Teer - Tere,
odakle odmah sledi da je Ty = [Toer] ™

Time smo pokazali slede¢u teoremu.
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Teorema. Neka su e, e’ i¢e” tri baze vektorskog prostora V. Tada vaZi,
(i1) 2(e) = Towa(e),
(12) Teer = Teer - Terer
(3) [T ] = T,
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7. Zadaci, vezbanja i dopune

2.26. Pokazite da je komutativnost sabiranja vektora posledica ostalih aksioma.

Dokaz. Kako svakiz € V vazi 0-x = 0, imamo 0 = z (1—1) = z+(—1) z, odakle je zbog jedinstvenosti inverza u grupi (—1)xz = — z.
Sada imamo:
O=z4+y—y—z=z+y+(-1)(z+y) odaklesledi, (—1)(z+y)=—-y—uz,
—_——

opet zbog jedinstvenosti inverza u grupi. S druge strane (—1)(z + y) = —x — y, zbog distributivnosti, pa na kraju dobijamo:
—xrx—y=—-y—zx,tj. r+y=y+= |

2.27. Primeri vektorskih prostora. Proverite da su svi primeri iz 2.2 vektorski prostori.

2.28. Neka je A # () neki skup i P(A) njegov partitivni skup. Neka je A simetriéna razlika skupova, tj.
preslikavanje AAB = (AU B)\ (AN B).
(i1) Dokazite da je (P(A),A) Abelova grupa.
(i2) Kakoje (P(R),A) (R jeskup realnih brojeva) Abelova grupa, definiSemo sada i mnozenje sa skalarima,
o:R xP(R) — P(R), formulom,
aoA={azx|zec A} Dalije (P(R),A, o) realni vektorski prostor ?

2.29. Neke posledice definicije linearne nezavisnosti. Dokazite sva svojstva ((il)-(i5)) iz 2.15 Primedbe.
2.30. Svojstva lineala. Dokazite Propoziciju iz tacke 2.20.

2.31. Direktan proizvod vektorskih prostora. Neka je F = {V; | V; je vektorski prostor nad poljem F,i € I},
gde je I neki neprazni skup indeksa, familija vektorskih prostora. Pokazite da je (Hze ; Vi, F,+,-) uz operacije
sabiranja vektora i mnozenja vektora sa skalarom kao 2.19 Primedba vektorski prostor.

2.32. Direktan suma vektorskih prostora. Neka je F familija vektorskih prostora kao u prethodnoj tacki, tada
definiSemo direktnu sumu familije vektorskih prostora JF, kao skup svih I—torki ¢ije su komponente jednake 0;
osim za konacno mnogo indeksa. Oznaka koja se koristi za direktnu sumu je €,.; Vi. Operacije sabiranja i
mnozenja sa skalarima su iste kao i u [[;.; V;. Pokazite da je (@,;c; Vi, F,+,-) uz vektorski prostor.

Jasno, ako je skup indeksa I konacan, tada se direktna suma i direktan proizvod vektorskih prostora podu-
daraju.

2.33. Jedna relacija ekvivalencije. Neka je V' vektorski prostor i L neki njegov potprostor. Tada je u tacki
2.22 uvedena relacija ~; na V na sledeéi na¢in: x ~j y akko je x —y € L. Dokazite da je ~j relacija
ekvivalencije na V.

2.34. Linearna nezavisnost. Ispitaj linearnu zavisnost sledeé¢ih skupova vektora:
(i1) {(1,1,1,1),(1,-1,-1,1),(1,-1,1,-1),(1,1,—1,—1)}.
(i2)  {(5,-3,2,1,10),(—-1,8,1,-4,7),(2,1,9,-3,5),(1,3,—5,9,11)}.

2.35. Linearna nezavisnost. Ako su z,y,z € V, linearno nezavisni vektori. Dokazi da su vektori:

(i1) =z, x +y,  + y + 2 linearno nezavisni.

(i2) x+y, z+ 2z, y+ 2z linearno nezavisni.
(i3) =z —y,y— %, z— x linearno zavisni.
(i4) ax—-py,yy—az fz—vyz (a,f,7 #0) linearno zavisni.

Redenje. (i4) Iz Maz —By)+p(yy—az)+p(Bz—~vz) =0, sledi da je
Aa—py)z+(=AB+puyv)y—pa+pB)z=0, odakleje: Aa—py=0, —-AB+puy=0 1 —pa+pf=0.
Pretpostavimo da je A # 0, tada je a = £ v i 8 = £ v, te je zadnja relacija automatski zadovoljena, tj. polazni vektori su linearno

zavisni. Ako je npr. p = 0, tada iz prve i druge jednacine odmah sledi da je @ = 8 = 0, §to je u kontradikcija sa @ # 0. Analogno

u ostalim slucajevima (A = 0 ili p = 0).
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2.36. Linearna nezavisnost. Dokazite da je skup funkcija {1,z,22%,...,2",...} na:

(1) R,
(i2)  intervalu [a,b] (a # b),

linearno nezavisan.

2.37. Baza. Neka je (a1, as, ..., a,) baza vektorskog prostora V, i neka je dat vektor an+1 = —(ay + -+ + ap).

n+1 n+1
Dokazite da se svaki x € V moze prikazati u obliku x = > \;a;, tako da je > A\; = 0. Da li je taj prikaz
i=1 i=1

jedinstven ?
Regenje. Kako je (a1,a2,...,an) baza u V postoje jedinstveni 0; € R, (i = 1,2,...,n takvi da je = 7 | 0; a;. Nadimo sada A
(1=1,2...,n+ 1) tako da je

n+1 n+1

x:ZAiai i Z)\Z:O
=1

Ako stavimo ¢ = 37, 6;, imamo redom:

n

T = Z)\i a; = Z)\i @i + A1 Gny1 = Z)\i a;i — Anyi(ar+ -+ an) = Z(Al — Ant1) a; = Zﬂi ai,
i=1 i=1

i=1 i=1 i= i=1

odakle je
(217) A —Apt1=0;, zasvei=1,2 ... ,n,iako saberemo sve ove relacije dobi¢emo: Z Ai —NAnt1 = .
i=1
Sada iz uslova Z:.L;ll Ai =0, odmahsledi > 7 ; Ai = —Any1, tako daje Any1 = —¢/(n+1), ikonacno, nakon zamene u prvu

jednakost u (2.17), imamo da je \; = 0; + ¢/(n + 1) (i = 1,2,...,n). Prikaz je jedinstven jer je izbor skalara 6;, (i = 1,2,...,n)

jedinstven.

2.38. Potprostori i dimenzije. Ispitajte da li su dati skupovi potprostori i nadite im neku bazu i odredite
dimenziju. Dobijene baze nadopunite do baze celog prostora.

(i1) V={zeR3 |z —xy+4x3=1},
(i2) V={zeR’ |2y —22+23=0, 290 — 43+ 74 — 275 =0},
(i3) V={2€C} |2 —%+22z =0},
(i4) V={reR’ |z =x3=ux5120— 14 =211 — T3},
(i5) V={2€C3|2—2 =235 — 2},
(i6) Vp={f€Ps(R)[pf —4f =0}, gdejept)=t—3,
(i7)

i7 Sv:{yE]R"‘(x,y):inyi:0,V$€V}gdejeV:{x€}R"|x1+$2+---+xn:0} data
i=1

hiperravan.

ReZenja i uputstva. (il) Neka su x = (z1,22,23),y = (y1,%2,¥3) € V,a, 8 € R proizvoljni elementi tada je x1 —x2 + 423 =1 i
y1 —y2 +4ys = 1. Kako je ax + Sy = z = (21, 22,23) = (az1 + Byi,ax2 + By2, ax3 + Bys3), lako nalazimo:
znn—z2tdzm=axi+ 0y — (aze+ By2) +4(azs+ Bys) =a(rr —z2+423) + B (y1 —y2 +4ys) = a+ 5.

Dakle, npr. o =21 8 =1 vidimo da je z1 — z2 + 423 = 3 # 1, tj. V nije potprostor od R3.
Dakle, ravni u R™ koje ne prolaze kroz koordinatni pocetak, tj. ne sadrze nula vektor nisu potprostori.

(i2) i (i4) Sliéno kao u 2.18 Primer 1 pokazemo da su potprostori. U sluéaju (i2) trazimo bazu. Neka je z € V, tada redom imamo,
x = (w1, T2, T3, T4, T5) = (T2 — T3, T2, T3, —T2 + 423+ 2x5,25) = x2a+ x3b+ x5 ¢,

gde su a = (1,1,0,-1,0), b = (-1,0,1,4,0) i ¢ = (0,0,0,2,1). Odakle vidimo da a,b i ¢ razapinju V i lako se vidi da je skup
{a, b, c} linearno nezavisan, te je tako i baza od V. Dakle, dimV = 3.

U slucaju (i4), za z € V imamo redom,

x = (x1, 2,23, T4, 25) = (T1, T4 + T1,21,%4,21) = T1a + T4 b,
gde je a=(1,1,1,0,1) i b= (0,1,0,1,0). Skup {a, b} je baza od V i dimV = 2.
(i3) Lako se proveri da je potprostor. Kako je @ = o za o € R, tada za z € V imamo redom,

z1 —Zz+ 223 =0, ako sada stavimo z; = z; + i1y, (1 = 1,2, 3), nalazimo, zz =21 + 223 tj. z2 =21 +2x3, y2=—y1 —2,¥s,

azatimi z= (z1+iy1,z2+iy2,x3+iys) =x1(1,1,0) + 23(0,2,1) + 1 (4, —4%,0) + y3 (0, —21,1) .
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Prema tome vektori a = (1,1,0), b = (0,2,1), ¢ = (i, —4,0) i d = (0, —24, %) razapinju V i linearno su nezavisni te tako tvore jednu
bazu od V, jasno dimV = 4.

(i5) nije potprostor jer je @ # «, za proizvoljni « € C, tako da iz z € V ne mora slediti da jei Az € V.
(i6) Neka su f,g € V,, o, € R tadaje pf' —4f =0, pg'—4g=0. Sada redom imamo:
plaf+Bg) —4(af+Bg) =alf —4f)+B(pg —4g)=a-0+5-0=0.
Dakle, V} je potprostor. Nadimo mu neku bazu. Neka je f € V), tako da redom imamo,
fO) =at* +b08® +ct® +dt+e i f(t)=4at®+3bt>+2ct+d, odakle je
0=pt)f'(t)—4f(t)=Aa—4a)t"+(3b—12a —4b)t> + (2¢—9b—4c)t* + (d—6c—4d)t + (—3d — 4e),

tako da na kraju, reSavanjem gornjeg sistema, dobijamo:

b= —-12a, c:—g b=>54a, d=—-2c=-108, ez—Zszla.

Dakle, vidimo da polinom (vektor) f(t) = a (t* — 12¢® + 541> — 108t + 81), generise potprostor Vp, i odmah zakljucujemo da je
dimV, = 1.

(i7) Na standardan nacin, lako se proveri da je V' vektorski prostor i da su vektori baze:

a'=(-1,0,..., 1 ,0,...,0), i=2,...,n, dakle, dimV =n—1.

Pokazimo da je Sy potprostor. Neka su y,z € Sy, a, 8 € R, isada nalazimo

ixiyizo i iaxizizo, VeeV.
i=1

i=1

Kako je i—ta koordinata vektora ay + 8z jednaka ay; + 3 z; (vidi prethodne primere) tako da je
in (ays + Bzi) =« Za:iyi +B2xizi =0, VzeV.
i=1 i=1 i=1

Time je pokazano da je Sy potprostor. Da bismo nasli bazu od Sy dovoljno je posmatrati samo relacije (iz definicije skupa Sv) za
bazne vektore (obrazlozite !!) tj.

(y,aj):Zazyizo, j=2,...,n. Nekajey € Sy, y=(y1,-..,Yn), onda imamo:
=1

(y,a?)=—yp14+1y; =0, j=2,...,n, odaklesledidaje wy;j=91,7j=2...,n

Dakle, vektor a = (1,1,...,1), generise Sy, a kako je jedan onda on tvori bazu i dim Sy = 1.

2.39. Potprostori i njihove suma. Neka su sly = {{A € Mi33(C) | TrA=0}1GT3 = {A e Ms3(C) | A;; =0,i >
j} podskupovi vektorskog prostora Mss(C).

(i1) Pokazite da su sl i GTg potprostori od M33(C), odredite njihove baze i dimenzije.

(i2) Na koliko je na¢ina moguée predstaviti matricu, B = u obliku B = C + D, pri ¢emu je

N O =
w = N
Uk W

Cesls i DeGTs.

2.40. Potprostori i dimenzije. Neka je M, (R) vektorski prostor svih kvadratnih matrica reda n. Ispitajte da li
su dati skupovi vektorski potprostori od M,, i nadite im dimenziju.

i) Sp={AeM,(R)|A=A"}iK,={AecM,(R)|A=—-A"},
(i2) DT, = {A = (a4j) | ;5 =0, za i < j} skup donje trougaonih matrica i
GT,, = {A = (o) | &ij =0,za i > j} skup gornje trougaonih matrica.

(i1) Vidi 2.18 Primer 2. dim S, = 22 i dim K, = 220
(i2) dim DT,, = dim GT,, = 2%

2.41. Lineal. U R® dati su vektori: ap = (1,2,3,4,5), by = (1,0,0,—6,24),
az = (17_171’_1’1)’ by = (071’07 1710)’
as = (2,-1,3,1,-1), by = (0,0,1,4,—13).

W

y

Dokazi da su potprostori L = L({a1,a2,a3}) i B = L({b1,b2,b3}) jednaki.
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ReZenje. Kako je dimenzija od B jednaka 3 (lako se vidi) dovoljno je svaki od vektore by, by i b izraziti kao
linearne kombinacije vektora aj,as i ag. Dakle, treba resiti sisteme:

l=a+B+2y (= 0), (= 0 3at+y= 1, (1), (0),
0=3a-B—7 (= 1), (= 0 Sa+2y= 1, (0), (1),
0=3a+B+3y(= 0), (= 1) odakle sledi a= 2 (1), (-1),
—6=4a—-8+7~ (:—1)7 (: 4) =9 (3)7 (_5)7
24 =5a+pB—~ (=10), (=-13) 7= -5 (-2), (3).

Prema tome, na kraju dobijamo: by =2a; +9as —5as, bo =a1 +3as —2as, i b3 =—a; —5as+ 3as.

2.42. Sume potprostora. Neka su dati podskupovi od R3: N = {z | 71 + 23 + 23 = 0,421 — 329 + 223 = 0} i
M ={x|2x1 +3xy —x3 =0}

Dokazite da su M i N potprostori, da je dimM =2, dimN =1, MNN = {0} i R® =M @ N.

Resenje. Lako se proverava (analogno kao u 2.18 Primer 1. da su M i N potprostori. Nadimo sada bazu od M,

rEM = x3=2x1+322, ¢ = (x1,22,221 +3x2) =21 (1,0,2) + 22 (0,1,3) i0od N

2 7
reEN = 3zx1—4ro+23=0,21+22=321—422 = 221 =050T2,22= le, T3 = —gan,
odakle, stavljajuéi 1 = 5 vidimo da je N = £{(5,2,—7)}. Kada bi M N N bio netrivijalan (# {0}) morao bi biti jednak N, §to je
ekvivalentno sa (5,2, —7) € M. Tada bi jednacina
@(1,0,2) +8(0,1,3) = (o, 8,2+ 38) = (5,2, -7),

morala imati reSenja. Usporedujuéi prve koordinate prethodne jednacine dobijamo da je o« = 5, a zatim iz drugih koordinata
nalazimo da je § = 2. Ali to nije resenje jer se ne podudaraju treée koordinate, naime —7 # 2a+3 8 = 10+ 6 = 16. Dakle, M & N
ima dimenziju 3, pa je M @ N = R3.

2.43. Sume potprostora. Neka je V. = {f | f : R — R} = R prostor realnih funkcija (jedne realne
promenljive) i neka su redom dati skupovi parnih i neparnih funkcijana R, M = {f € V' | f(t) = f(-t),Vt € R}
i N = {feV|ft) = —f(—t),¥t € R}.
Dokazite da su M i N potprostori od V,daje MNN={0} i M®& N =V.
Resenje. M i N su ocigledno potprostori, npr. za M imamo redom
Vi,ge M,Va,BteR = (af+Bg)1t) = af(t)+Bg(t) =af(-t)+Bg(-t)=(af+Bg)(-1)
Neka je f € M NN = f(t) = f(-t) = —f(-t),Vt = f(t) =0,Vt= f=0.
Buduéi da vektorski prostor V = R® nema konaénu dimenziju (i tako ne mozemo koristiti Grassmannovu formulu za dokazivanje

jednakosti dva prostora) uzmimo g € V' stavimo

o= 0TI 008Dy yancy — men-v

eEM eEN

2.44. Sume i preseci potprostora i njihove baze.

(i1) U R3 dati su potprostori M i N svojim bazama, M = L({a1,as}) i N = L({b1,b2}), gde su
a1 = (1,0,3),as = (1,—1,1) i by = (1,1,0),bs = (1,0, —1).
Odredi po jednu bazu za M + N i M N N.

(i2) U R3 dati su potprostori X = L({x;,i =1,2,3}) i Y = L{yi,i = 1,2,3}), gde su
x1 =1(2,1,0), 20 = (1,2,3),23 = (=5,—2,1) iy1 = (1,1,2),y2 = (—1,3,0),y3 = (2,0, 3).
Odredi neku barem jednu bazu i dimenziju potprostora X, Y, X +Y i X NY.

(i3) U R* dati su potprostori X = L({z;,i =1,2,3})1Y = L({y;,i = 1,2,3}), gde su: 21 = (1,1,1,1),
2o = (1,1,-1,-1),23 = (1, 1,1, 1) i y; = (L, —1, —1,1), 42 = (2,—2,0,0),y3 = (3, —1,1,1).
Odredi neku bazu i dimenziju potprostora X,Y, X +Y i X NY.

ReZenje. (il) Prema algoritmu datom u 2.21., ispitajmo da li je b1 linearna kombinacija od a1 i a2, tj. reSavamo jednacinu
b1 = aai1 + B az. Tako dobijamo linearan sistem,

l=a+p, 1=-8, 0=3a+pF, iz prve dve jednacine sledi: = —1,a = 2, ali onda 3. jednacina postaje 0 =3-2—-1=25,

a to je nemoguée. Dakle, skup {a1, a2, b1} je linearno nezavisan tako da zbog dimenzionalnih razloga sledi da je baza od M + N.
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Prema tome, sledi da je b2 € M + N, i reSavamo jedna¢inu: by = a a1 + B a2 + vb1. Na kraju dobijamo, a = —3/5, 8 =~ =4/5,
tj.

3 4 (1 4

©2="putge= (57‘3

(i3) Lako se dobija da su skupovi vektora {z1, 22,23} 1 {y1,y2,ys} linearno nezavisni, te su redom baze od X i Y, i dimX =

dimY = 3. Sada ispitajmo da li je y1 linearna kombinacija vektora zi,z2 i x3, tj. resimo jednainu: axzi1 + fx2 +vyT3 = yi.

Ispostavlja se da ova jednacina nema resenja, tj. 1,22,23 i y1 su linearno nezavisni, te tako tvore bazu za R* = X + Y. Zbog
dimenzionih razloga, jasno je da ta suma nije direktna.

,—1) ~ (1,—4,-5), tako da je {e2} baza od M N N.

Bazu od X NY trazimo koriste¢i algoritmu iz 2.21, tj. moramo da resimo jednacine,
a1+ Bratyrz+dyi=y2, 1 acrmi+Priza+mas+oiy =ys,
a(1,1,1,1)+68(1,1,-1,-1) +~(1,-1,1,-1) + 6 (1,-1,-1,1) = (2,-2,0,0), i
a1 (1,1,1,1)+ 61 (1,1, -1, —1) +~1 (1,-1,1,-1) + 61 (1, —1,-1,1) = (3, -1, 1,1).

Tako dobijamo resenja: ReSavajuéi ih istovremeno dobijamo: a ==0,y=d=111 =0,a1 =v1 =6 = 1.
Dakle, bazu potprostora X NY ¢ine vektori:
e1t=az1+Brx2+vr3=0-214+0-22+1-23=23=(1,—-1,1,-1), i
e2=azx1+Bx2+vyrs=1-21+0-22+1 23 =21 +23=(2,0,2,0).
2.45. Linearne mnogostrukosti. Neka je V' vektorski prostor dimenzije n i M potprostor dimenzije k£ i neka je
xg € V/M. Dokazi da je linearna mnogostrukost xo + M presek od n — k linearnih mnogostrukosti dimenzije
n — 1 (hiperravni).
ReZenje. Neka je N potprostor koji sadrzi M. Tada je jasno, o + M C xo + N. Neka je (ai,...,ar) baza potprostora M, i
neka je (@k+1,--.,an) njena dopuna do baze prostora V. Posmatrajmo linearne mnogostrukosti xo + N;, 1 = k+ 1,...,n, gde je

A N o . e . . .
N; = L({a1,...,ak,Qk41, - -, s, ..., an}) (a; znaci da smo izbacili vektor a;) Primetimo da je
n

zo+MC () zo+Ni, jerje mo+M Cao+Ni, Vi=k+1,...,n
1=k+1

Dokazimo sada jos i obratnu inkluziju.

Neka je zo = >  cuar 1 y €41 To+ Ny, tada je y — 20 € Nj, i =k +1,...,n. Dakle za svako i € {k+1,...,n} vazi:
=1

y—z0= Y  fla = y=oma+ Yo (w+B)a.

1€{1,....5,.n} €1, m}
Time smo dobili n — k prikaza vektora y u bazi B = (a1,...,an), te svi oni moraju biti jednaki. Specijalno za i # j(i,j €
{k+1,...,n}) imamo redom
Y= o;a;+ Z (ar+B)a=aja; + Z (s + Br) au,
€1, im) 1e{1, 7 m}
zaklju¢ujemo da je ; = f; = 0. Kako ovo vazi za sve ,5 € {k+ 1,...,n} (i # j) dobijamo da je Bx+1 = -+ = Bn = 0, pa je

k
y—xo= Y. Biar € M. Dakle, y € zo + M. I dokaz je zavrsen.
=1

2.46. U R? zadate su baze e i f. Nadi matricu prelaska iz baze e ubazu f akoje fi =ej+3ey—4des, fo =
2e1 —ea+bes i fyg=4e; +5ex+ 3es.

2.47. Matrica prelaska. U R? date su baze e i f. Odredite koordinate vektora = = 3e; — 2ey u bazi f ako
je fi=be1+3ex i fo=re1+es.

2.48. Matrica prelaska. Date su dve baze a i b vektorskih prostora: (i1) C? i (i2) C3. Odredite matricu prelaska
sa baze a u bazu b ako je:
(il) a1 =2e1—3ex 1 ap=—e;+3e; by =—4e; +6eg i bg =e1+3eo.

(12) a1:2€1+€2—63, as = e1 + €3 ia3:2€1;b1:€1—62, b2:2€1—62 i b3=€1+€2—63.

2.49. Koordinate vektora u bazi. Neka je e kanonska baza u F3, a f = (f1, f2, f3) baza koja se sastoji od
vektora f1 = (1,1,1), fo =(1,1,2) i f3=(2,1,1). Nadite (f1 + f2)(e) i (e1 —e2)(f).
ReSenje. (f1+ f2)(e) = file) + fale) = (1,1,1) + (1,1,2) = (2,2,3).
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Da bismo izracunali, (e; — e2)(f), koristimo formulu (3.21) tj. imamo

(e1 —e2)(f) =T "'(e1 —e2)(e), gde je T matrica prelaska sa baze e u bazu f.

11 2 -1 3 -1
Kakoje, T= |1 1 1| ,na standardni nacin nalazimo: T~ ' = 0o -1 1.
1 21 1 -1 0
-1 3 -1 1 —4
Konaéno je: (e1—e2)(f)=T'=| 0 -1 1 -1 = 1.
1 -1 0 0 2

2.50. Koordinate vektora u bazi. U R? date su baze e i f. Odredite koordinate vektora z = e; + 2es + 3e3
ubazi f akoje fi=e1 —ex+es, fo=2e1 —ex+2e3 i f3=e;+ex+bes.

2.51. Koordinate vektora u bazi. Dokazite da je {f1, fo, f3} baza od R3, a zatim u toj bazi nadite koordinate
vektora x ako je:

(i1) f1=1(1,2,3), f2=(-1,4,0), f3=(1,0,0) i =z = (5,2, —6).
(12) fl = (0>_1>4)> f2 = (3>07 _1)> f3 = (27 1a_2) iz = (_47 0) 5)



GLAVA 3

LINEARNI OPERATORI

3.1. Linearni operator. Preslikavanja izmedu dva vektorska prostora U i V nad istim poljem [F, koja
postuju strukture vektorskih prostora igraju veoma vaznu ulogu u matematici, zbog toga ¢emo njima posvetiti
ovu glavu, kao i jednu od narednih u kojoj ¢emo se baviti dubljim osobinama linearnih operatora.

Definicija. Neka su U,V vektorski prostori nad istim poljem F. Preslikavanje A : U — V| nazivamo linearni
operator ! ili linearna transformacija? ako vazi jedan od ekvivalentnih uslova (Vz,y € U, Yo, 3 € F):

(i1) (a) Az +y) = A(x) + Aly),
(b) A(azx) = aA(z).
(i2) Alaz +By) = aA(z) + B A(y).
(i3) Alaz+y) = aA(z) + A(y).
Ponekad se u obelezavanju linearnih operatora koristi i skracena oznaka Ax := A(z).
Injektivni linearni operator nazivamo monomorfizmom, surjektivni epimorfizmom, a bijektivni izomorfizmom.

Ako je U = V tada za linearni operator kazemo da je endomorfizam od V', bijektivni endomorfizam nazivamo
automorfizmom.

Skup svih linearnih operatora sa U u V obelezavamo sa Hom (U, V'), kada je poznato polje F onda ga ispustamo
iz ove oznake. Ako je U = V oznaku jos skra¢ujemo i piSemo samo Hom V.

Propozicija. Uslovi (i1), (i2) i (i3) iz prethodne definicije su ekvivalentni.
Dokaz. Pretpostavimo da vazi (il), tada Vz,y € U, YV, € F imamo prvo za v = ez i w = Sy zbog uslova
(b), da je Av =a A(z) i Aw = B A(y), a zatim iz (a) sledi

Alaz+ By) = Alv+w) = A(v) + A(w) = a A(x) + 5 A(y),

sto je (i2). (i3) dobijamo ako izaberemo da je § = 1. Time smo pokazali da iz (il) sledi (i2) i (i3).
Ako u (i2) stavimo S = 1 odmah sledi (i3). Da iz (i3) sledi (i1)(b) vidimo tako §to izaberemo y = 0, a za
(i1)(a) dovoljno je u (i3) izabrati oo = 1. O

Primeri. (il) Nula preslikavanje. Neka je O : U — V, nula preslikavanje koje sve x € U preslikava u 0 € V.
Tada je jasno, da za sve x,y, i skalare «a, 8 € F vazi

O(az+By) =0=0a0(z) + B 0(y),

tj. nula preslikavanje je linearni operator (nula operator).

(i2) Identi¢ko preslikavanje. Neka je V' vektorski prostor, tada je identicko preslikavanje, id(z) = x, Vz € V,
oc¢igledno jedan linearni operator.

(i3) Projekcija. Neka je P : R* — R* preslikavanje definisano formulom, P(z1,x9,z3,24) = (21,0, x3,0), tj.
projekcija na ravan xix3, . Pokazimo da projekcija P, zadovoljava uslov (i2) iz prethodne definicije, tj. da je
linearni operator. Za vektore x = (r1,z2,23,24) 1 y = (Y1, Y2,Y3,v4), 1 skalare a, 8 € R imamo redom,
Plaz+ By) = Plax1 + By, oz + By, axs + Bys,azs + Bys) = (w1 + By1,0,axs + Sys,0)
= (Oé.Tl,0,0él‘:g,O) + (/Byl’ovlgy?no) = Oé(.Tl,O,l‘:g,O) +/8(y1’07y3?0)
= aP(zx1,72,23,74) + B P(y1,Y2,¥3,¥1) = a P(z) + B P(y).

I Tradicionalno se prelikavanja izmedu dva vektorska prostora nazivaju operatorima.
2 Termin linearna transformacija se vise koristi ako je U = V.

s
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(i4) Diferenciranje. Neka je V vektorski prostor svih glatkih® funkcija na R. Tada je operator diferenciranja
D =d/dt:V — V linearan operator jer za sve f,g € Vi a € R vazi,

(f+9) _df

D/ +g) = b _ o2

dg

- =a—=aD(f).
dt dt * dt dt dt ()
Kao sto smo videli u prethodnim primerima za proveravanje da je neko preslikavanje linearni operator ko-
risti¢emo neki od tri ekvivalentna uslova iz definicije linearnog operatora, u zavisnosti od toga koja nam je od

tri osobine najpogodnija. Obi¢no ¢ée to biti uslov (i2), a ponekad (il).

D(f) +D(g),  D(af)=

Za proizvoljni linearni operator A € Hom (U, V), kao i kod svakog preslikavanja, ima smisla posmatrati sliku
preslikavanja Im A = A(U), ali kako u svakom vektorskom prostoru postoji istaknuti element-nula vektor,
vaznu ulogu igra i skup Ker A = {x € U | Az = 0} = A~(0) kojeg nazivamo jezgro linearnog operatora A.
U narednim tvrdenjima bavimo se osnovnim svojstvima linearnih operatora.

Teorema 1. Neka su U i V vektorski prostori nad poljem F, i neka je A € Hom (U,V) linearni operator.
Tada je

(i1) A(0)=0, (i2) A(—z) = —A(z),

(i3) Ako je Uy potprostor od U tada je i A(Uy) (i4) Ako je Vi potprostor od V tada je i
A(Uy) potprostor od V, A~1(V1) potprostor od U,

(i5) Specijalno, Im A i Ker A su potprostori, (i6) A je monomorfizam akko Ker A = {0}.

Dokaz. (il) Kako je A(0) = A(0 + 0) = A(0) + A(0), dodajuéi levoj i desnoj strani ove jednakosti inverzni
element od A(0), tj. —A(0), dobijamo trazenu jednakost.

(i2) Kako u svakom vektorskom prostoru vazi: —z = (—1)-z, biée A(—x) = A((—1)-z) = (—1)-A(z) = —A(x).
(i3) Neka su z,y € A(U;) tada postoje u,v € U; takvi da je A(u) =x 1 A(v) =y, inekasu o, € F, tada

redom imamo: a-z+ - -y=a-A(u)+ 8- AW) =A(a-u+ S -v),

tj. vektor a-x + 8-y € A(Uy), bududi da je vektor z = o - u+ - v € Uy (jer je Uy potprostor).
(i4) Neka su x,y € A=1(V}), tada postoje u = A(z),v = A(y) € Vi, inekasu o, € F, tadaza z=a-2+ -y

redom imamo: A(z) =A(a-z+p-y)=a-Alx)+ 8- Aly) =a-u+p-veV,

jer je V4 potprostor. Time je pokazano da je A~'(V}) potprostor od U.
(i5) Kako je Im A = A(U), zbog (i3) Im A je potprostor od V. Sli¢no za V; = A~1(0) = Ker A, na osnovu
(i4) zakljuCujemo da je vektorski prostor od U.

(i6) Ako Ker A # {0}, tada postoji neki 0 # = € Ker A. Kako je zbog (i1) 0 € Ker A uvek, A nije 1 — 1, tj. ni-
je monomorfizam. Obratno, pretpostavimo da je Ker A = {0}, pokazimo da je tada A injektivno presli-
slikavanje. Neka je A(x) = A(y) za neke z iy € V. Kako je A linearan operator iz ove jednakosti sledi da
je A(lx —y) =0, tj.  —y € Ker A = {0}. Dakle, x =y i A je 1 — 1 preslkavanje. O

Teorema 2. Komporzicija linearnih operatora je linearni operator. Ako je dimV > 2 tada je (HomV,o)

nekomutativni monoid, ¢iji invertibilni elementi su automorfizmi.

Dokaz. Nekasu A: U — V i B:V — W linearni operatori, pokazimo da jei Bo A: U — W linearni
operator. ZaVx,y € UiVa,p € F imamo,

(Ao B)(az+ By) = A(Blaz+By)) = Ala B(z) + 8 B(y))
— a A(B(x)) + BA(B(y)) = a (A0 B)(z) + B (Ao B)(y).

Prethodna tvrdnja pokazuje da je Hom V' zatvoren s obzirom na kompoziciju. Kako je kompozicija preslikavanja
asocijativna potrebno je jos pokazati da postoji neutral. Ocigledno je identicko preslikavanje neutral.

Pokazimo da ovaj monoid nije komutativan. Neka je e = (e1,es,...,¢e,) neka baza od V, i neka su

A(zre1 + woes + - + xpey) = A(xy, 29, ..., 2) = (0,21,0,...,0), 1 B(x1,22,...,2,) = (22,0,0,...,0),

3 ‘glatka funkcija’ = ’beskonacno puta diferencijabilna funkcija’.
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linearni operatori® na V. Sada ra¢unamo,
(Ao B)(1,1,...,1) = A(B(1,1,...,1)) = A(1,0,...,0) = (0,1,0...,0)
(BoA)(1,1,...,1) = B(A(1,1,...,1)) = B(0,1,0,...,0) = (1,0,...,0),
odakle odmah sledi da je Ao B # Bo A.

Invertibilni elementi ovog monoida su automorfizmi vektorskog prostora V. Neka je A € HomV bijekcija,
potrebno je pokazati da je inverzno preslikavanje A~! takode linearno. Neka su a, b proizvoljni vektori iz V i
a, B proizvoljni skalari i kako je A bijekcija, postoje vektori = iy iz V takvi da je a = A(x) i b = A(y), tako da
redom imamo,

AN aa+ Bb) = AN (a A@) + B A(y)) = AL (A(az + By)
= (A oA ax+By)=ax+By=aAd (a)+BAD).

Dakle, A~! je linearna bijekcija, tj. automorfizam od V. O

3.2. Rang i defekt linearnog operatora. Neka je A: U — V linearni operator, tada se postavlja prirodno
pitanje: koji je najmangi skup podataka koji u potpunosti odreduje A.
Odgovor na ovo pitanje daje sledeéa lema.

Lema. Linearni operator A € Hom (U, V') u potpunosti je odreden svojim dejstvom na nekoj bazi e vektorskog
prostora U.

Dokaz. Neka je e = (e1,e9,...,€e,) neka baza od U. Obelezimo sa f; = Ae;, (i = 1,2,...,m) slike baznih vektora
pri dejstvu operatora A. Ako sada uzmemo proizvoljni x € U postojace jedinstveni skalari x1,xo, ..., T, takvi
da je x = >, wie;, jer je e baza od V. Tako da, koristeéi linearnost od A, mozemo izra¢unati Az na sledeéi
nacin,

1=1 1=1 i=1
time je dokaz zavrsen. O

Digresija. Formula (3.1) ponekad se zove i prosirenje operatora A po linearnosti.

Neka je A : U — V linearni operator i dim U,V < oo® i kako su Ker A i Im A potprostori definisemo rang i
defekt linearnog operatora:

rang A = r(A) = dim(Im A) i defekt A = d(A) = dim(Ker A).
Vaznu ulogu igra sledeca jednostavna teorema.

Teorema (o rangu i defektu linearnog operatora). Neka je A : U — V linearni operator i neka je
dimU < oo, tada je

d(A) + r(A) = dim U.

Dokaz. Neka je d(A) = dim Ker A defekt operatora A, i neka je ex = (e1,ea,...,eq) baza potprostora Ker A.
Sada skup e nadopunimo vektorima egy1, ..., e, do baze za ¢itav prostor U. Da bismo dovrsili dokaz potrebno
je pokazati da su vektori Aegi1,..., Ae,, linearno nezavisni. U tu svrhu ra¢unamo,

0= ANip14eqi1 + Agyedeqio + - + Apdeny = A(Ngp1€a41 + Adv2€dr2 + -+ Amem),

odakle sledi da je vektor Agyi€4+1 + Agr2€dio + -+ + Amem € Ker A. Kako je ex = (e1,€2,...,€e4), kao baza
vektorskog prostora Ker A, ujedno i skup generatora od Ker A sledi da je

(3.2) Adt1€d+1 + Adr2€d2 + -+ Amem = A1er + Agea + - - + Ageq.

S druge strane znamo da je e = (eq,ea,...,€y) linearno nezavisan skup, jer je baza vektorskog prostora U,
tako da je prethodna jednakost (3.2) moguéa samo na trivijalan nacin, tj. Ay = Ay = --- = A, = 0. Time je
pokazano da je skup {Aegi1, Aegio, -, Aep} linearno nezavisan, i dokaz je gotov. O
4 Dokazati !

5

zapravo dovoljno je zahtevati samo da je dimU < oo.



80 3. Linearni operatori

Posledica 1. Neka je L pravi potprostor konacnodimenzionog prostora U. Tada L i U nisu izomorfni, tj. ne
postoji linearna bijekcija sa U na L.

Dokaz. Kako je L & U, tada je dim L < dim U i pretpostavimo da postoji linearna bijekcija A : U — L. Tada
bi prethodna teorema implicirala, da je n = dim U = r(A) +d(A), a kako je r(A) < n sledilo bi da je d(A) > 1,
tj. A ne bi bilo injektivno preslikavanje, zbog tvrdnja (i6) 3.1 Teorema. Dobijena kontradikcija pokazuje da ne
postoji linearna bijekcija sa U na L pa oni nisu izomorfni. O

Posledica 2. Neka je V konac¢nodimezionalni prostor i neka je A : V. — V linearni operator. Tada je
ekvivalentno:

(i1) A je izomorfizam,
(i2) A je monomorfizam,

(i3) A je epimorfizam.

Dokaz. 1z definicija je jasno da iz (il) slede (i2) i (i3). Dovoljno je dokazati da su tvrdnje (i2) i (i3) ekvivalentne.
Dokazimo prvo da iz (i2) sledi (i3). Ako je A monomorfizam, onda je KerA = {0} i d(A) = 0, pa je
r(A) = dim V. Kako je s druge strane Im A C V' i oba vektorska prostora Im A i V' imaju istu dimenziju, oni
se podudaraju tj. ImA =1V.

Obrat, tj. neka je A epimorfizam, Im A=V, paje r(A) =dimV i d(A) = 0. Sada iz d(A) = 0 zakljuCujemo
da je Ker A = {0}, pa je A monomorfizam. O

Posledica 3. Neka je V' konacnodimenzioni vektorski prostor, neka je A : V. — V linerani operator i neka
je B : V. — V linearni operator takav da je ili AB = idy ili BA = idy. Tada je A izomorfizam i A~! = B.

Dokaz. Pretpostavimo npr. da je A B = idy, odakle zaklju¢ujemo da je preslikavanje A epimorfizam (ako je
kompozicija dve funkcije fog surjekcija onda je f surjekcija). Sada Posledica 2 implicira da je A izomorfizam, pa
postoji A~' € Hom V. Dakle, imamo daje AA™' = A"'A=idy i AB =idy, odavde je prvo AB = AA™!,
azatimjei A(B—A"!) = 0. Kadabi B—A~! # O onda bi postojao 0 # x € V takavdaje (B—A"1)z #0,
pabii A(B— A1)z #0, $to je nemoguée. Prema tome dobijena kontradikcija pokazuje da je B—A~! = 0,
tj, B=A"1

Sliéno se tretira i slu¢aj kada je B A = idy . O

Primer 1. Neka je P, = R,[t] = {ap + a1t +azst?+ - - +ant" | ag,a1,...,a, € R} vektorski prostor realnih
polinoma stepena manjeg od n + 1, i neka je D = d/dt : P, — Pp—1 operator diferenciranja.

Odredimo rang i defekt operatora ID. Kako je skup e = (1,%,¢2,...,t") baza vektorskog prostora P, i kako
je D(e) = (0,1,2t,...,nt""1) zaklju¢ujemo da je d(D) = 1, jer D samo konstantne polinome preslikava u 0,
tako da je, na osnovu Teoreme o rangu i defektu(TRD), (D) = n jer je dimP,,—1 = n. Primetimo da je D
epimorfizam realnih vektorskih prostora P, i Pp_1.

Primer 2. Tvrdenje Posledica 1, 2 i 3 nisu ta¢na ako izbacimo uslov kona¢ne dimenzionalnosti prostora U, kao

sto pokazuje sledeéi primeri. Neka je V = RN skup svih realnih nizova, i posmatrajmo linearno preslikavanje
A:V — V definisano formulom,

Alx) = A(xy, 22, ...y ) = (T2, oo Ty o2 ).

Primetimo da operator A pomera sve komponente niza x za jedno mesto u levo, zato se operator A tradicionalno
naziva levi Sift.

(P1) L ={x € V| 21 = z2} je pravi potprostor od V, i lako se vidi da je A(L) =V, tj. levi sift je linearna
bijekcija sa L na V.

(P2) A je epimorfizam, jer za y = (y1,Y2,---,Yn,---,) € V postoji © = (0,y1,Y2,---+Yn—1,---,) € V
takav da je: Ax = y. Ocigledno, A nije monomorfizam jer A(1,0,0,...,0,...,) = 0, tj. Ker A nije
trivijalno.

Sliéno, ako posmatramo desni $ift tj. preslikavanje, B : V' — V. dato formulom:

B(xz) = B(x1,x9,...,Zn,...,) = (0,21,Z2, ..., Tptly.eny).
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Desni §ift je monomorfizam, jer je Bx =0 ako i samo ako je

Ozl‘l =Ty ="""=Tp = ...,
nije surjektivan jer npr. za y = (1,21,23,...,%,,...,) ne postoji x € V takav da je Bxr =y .
(P3) Za levi i desni §ift vazi,
AB(x1,29,...,&n,...) = A0,21,22,...,Tp_1,-..) = (X1, X2, ..., Tpy...),

tj. AB =idy, ali s druge strane imamo da je
B A(x1,29,...,@y,...) = B(xa,23,...,Tpnt1,-..) = (0,22, 23,...,Zp,...),

pa je ocigledno da je B A # idy. Dakle, ako dimenzija od V nije kona¢na onda ni jedna od relacija
AB=idy i BA=idy ne implicira onu drugu”.

Primer 3: Projektor. Neka je V kona¢nodimenzioni vektorski prostor i neka je P : V' — V linearni operator
za koje vazi da je P? = P. Linearni operatori sa ovom osobinom veoma su vazni u raznim oblastima matematike
i zovu se projektori.

Svaki projektor P zadovoljava slede¢a svojstva:
(i1) = € Im A ako i samo ako je Pz =z,
(i2) ako P #idy onda P nije izomorfizam,
(i3) V=KerP @ Im P.

Dokaz. (il) Neka je x € Im A onda postoji y € V takav da je © = Py, pa imamo redom: Px = P(P(y)) =
P2y = Py = 2. Obratno, ako je x = Pz onda je jasno x € Im A.

(i2) Pretpostavimo da je P # idy, onda je P —idy # O ipostoji 0 # x € V' takav da je (P —idy)x # 0 Sto
je ekvivalentno sa Pz # z, isada (il) implicira da = ¢ Im P, tj. ImP # V i P nije izomorfizam.

(i3) Neka je = € Ker PN Im P onda je Px =0 i Pz = x odakle zaklju¢ujemo da je x = 0, pa je suma direktna
i jednakost je posledica teoreme o rangu i defektu. O

3.3. Regularni operatori. Linearni operator A je regularan ako je maksimalnog ranga. Ova definicija ima
slede¢e dve moguénosti u zavisnosti od odnosa dimenzija vektorskih prostora U i V:

(i1) ako je dimU < dim V tada je A regularan akko je dim Im A = dimU i Ker A = {0},
(i2) ako je dimU > dim V tada je A regularan akko je ImA = V.

U praksi nas ¢e uglavnom interesovati prvi sluc¢aj iz prethodne definicije. Za linearni operator A kazemo da je
singularan ako je Ker A # {0}, tj. d(A) > 1. Primetimo, da u sluc¢aju (il) iz definicije regularnosti operatora
sledi da su iskazi, (r1) A nije reqularan operator i (r2) A je singularan operator, ekvivalentni.

Primetimo, ako je A : V' — V invertibilan element monoida (Hom Vo), tada je A linearan i bijekcija, pa na
osnovu svojstva (i6) iz 3.1 Teorema sledi da je Ker A trivijalno i A je regularan.

Obratno, ako je A : V. — V regularan tada je r(A) = dimV i d(A) = 0. Iz r(A) = dim V' i ¢injenice da je
ImA CV sledidaje ImA =V, tj. A jesurjekcija. S druge strane d(A) =01 3.1 Teorema (i6) impliciraju da
je A injektivno preslikavanje. Dakle, u ovom slucaju A je bijekcija, koja ima linearni inverz A~! (3.1 Teorema
2). Time smo pokazali sledeéu propoziciju.

Propozicija 1. A € HomV je A regularan akko je A invertibilan.

Sledec¢a propozicija pokazuje da komponovanje linearnog operatora sa leva ili sa desna sa regularnim operatorom
ne menja njegov rang.

Propozicija 2. Neka su A € HomV, B € Hom (U,V) i C € HomU linearni operatori takvi da su A i C
regularni. Tada

(i1) r(Ao B) = r(B),
(i2) r(BoC) =r(B),

6jer je prva komponenta vektora Bz uvek jednaka 0.

7 Jednakost AB = idy/, primenimo prvo na operator A, a zatim na B, i tako dobijamo da niti jedna od relacija iz Propozicije 3 ne implicira
onu drugu.
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(i3) (Ao Bo C) =r(B),
(i4) ako je Vi potprostor vektorskog prostora V, tada je dim A(V}) = dim Vj.

Dokaz. Ako je D € Hom (W) regularan operator, bi¢e r(D) =dim W id(D) = 0, ili ekvivalentno ImD =W
i KerD = {0}.

U slucaju (il), jer je A regularan, za x € Ker (A o B) imamo redom,
0= (Ao B)(z)=A(Bz), tj. Bxr € KerA.

Kako je Ker A = {0}, bi¢e B(z) =0, tj. Ker(Ao B) C Ker B i buduéi da obratna inkluzija uvek vazi, sledi
da je Ker(Ao B) = Ker B, tako da je i d(A o B) = d(B). Sada primena teoreme o rangu i defektu linearnog
operatora na A o B implicira da je i (A o B) = r(B).
(i2) Kako je operator C' regularan imamo,

Im(BoC) =(BoC)(U)=B(C(U))=B(U)= ImB, odakle odmah sledi da je 7(BoC)=r(B).
(i3) je ocigledna posledica svojstava (i1) i (i2).
(i4) Primena (TRD) na linearni operator A; : Vi — A(V}), definisan sa Ay (z) = A(x), V x € Vi, uz koriséenje
¢injenice da je A regularan, tj. d(A) = 0, odmah daje tvrdnju. O

Napomenimo da linearni operator A; = Ay, nazivamo restrikcija operatora A na potprostor V.

Na skupu Hom (U, V') definisemo sledeée dve relacije:

(i1) A ~ B ako je r(A) =r(B),

(i2) A = B ako postoje regularni operatori S € HomV i T' € Hom U takvida je A= SoBoT.
Ocigledno, relacija ~ je relacija ekvivalencije na Hom (U, V), zato jer je u njenoj osnovi jednakost &, koja jeste
relacija ekvivalencije. Manje ocigledno je da je i relacija ~ takode relacija ekvivalencije, sto pokazujemo u
sledecoj lemi.

Lema. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na Hom (U, V).

Dokaz. Refleksivnost od & sledi ako uzmemo da je S =idy i T = idy .

Ako je A =~ B tada postoje regularni operatori S € HomV i T € Hom U takvi da je A = S o BoT. Kako su
S i T regularni, oni su invertibilni i $~! € HomV i T~! € Hom U, tako da ako na jednakost A = SoBoT
primenimo regularne operatore S~! i T~! redom sa leva i desna, dobi¢emo,

SloAoT =51 0(SoBoT)oT ' =(S10S)oBo(ToT™ 1) =idyoBoidy = B.
Dakle, B ~ A i relacija & je simetri¢na.
Neka su sada A =~ B i B =~ C tada postoje invertibilni operatori S1,59 € HomV i 11,75 € Hom U takvi da je
A=50BoT; i B=Sy0C oTs. 1z ove dve jednakosti dobijamo,
A=8510BoT) =510(S30C0T3)0oT) =(S108)0Co(Th0T))=S0CoT,
gde je S = 510859 1T =Ty 0T). Kako je kompozicija dva invertibilna operatora invertibilan operator (ako je

S = S1 08, pri éemu su Sp i Sy invertibilni, S~! = S;l o Tfl), iz dobijene jednakosti A = S o (CoT, sledi da
je A~ C irelacija ~ je tranzitivna. Time je dokaz zavrsen. g

Teorema 1. Relacije ~ i ~ se podudaraju.

Dokaz. Ako je A = B tada iz prethodne Propozicije 2 sledi da je tadai A ~ B.

Obratno, ako je A ~ B tadaje r =7r(A) =r(B) i d =d(A) = d(B) = m —r (m = dimU) i potrebno je
naéi regularne operatore S € HomV i T € HomU, takve da je A = So BoT. Zbog 3.2 Lema dovoljno je
definisati dejstvo operatora .S i T' na nekim bazama vektorskih prostora V' i U. Kao u dokazu teoreme o rangu
i defektu konstruisemo dve baze vektorskog prostora U : e = (e1,e2,...,en) 1 f = (f1, f2,..., fm), takve da
su ey =(e1,...,eq) 1 fB=(f1,-.-,fa) baze potprostora Ker A i Ker B, redom. Jasno, skupovi

ey = (€] = Aeqr1, 65 = Aeqro, ... €. = Aey) 1 fp=(fi = B(far1), fo = B(fas2),- -, fr = B(fm))

su baze potprostora ImA i Im B, redom, i kao takvi su linearno nezavisni. I sada ih nadopunimo do baza
vektorskog prostora V, tako da su € = (e},¢eh,...,el) i f/ = (f1, f ..., [}), baze vektorskog prostora V. Na

rn
kraju, definiSemo operatore T' i S dejstvima na bazama f i f’ na sledeé¢i nacin f; = Te;, 1 = 1,2,...,m i

8 rangova matrica.
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e;- = Sf]’-, j=1,2,...,n. Buduéi da operatori S i T prevode jednu bazu u drugu oni su regularni, i pri tome,
iz konstrukcija baza, jo$ imamo,

(SoBoT)(e;) =S(B(Te;)) =S(B(f;)) =S(0)=0=Ae;, i=1,2,...,d

(SoBoT)(e;) =S(B(Tej)) = S(B(f;)) = S(f]’-,d) = 6;751 =Ae;, j=d+1,d+2,...,m.
Kako linearni operatori A i SoBoT deluju jednako na bazi e vektorskog prostora U sledi da se oni podudaraju,
tj,. A=SoBoT. U

3.4. Izomorfizmi vektorskih prostora. Za dva vektorska prostora U i V nad poljem F kazemo da su
izomorfna ako postoji barem jedan izomorfizam sa U u V, tj. postoji barem jedno bijektivno linearno preslika-

~

vanje A : U — V. Oznaka koju koristimo za izomorfizam vektorskih prostora je = .

Time je definisana relacija ’biti izomorfan’(=) na skupu V(IF) svih kona¢nodimenzionih vektorskih prostora nad
poljem F. Osnovno svojstvo ove relacije sadrzano je u slede¢oj lemi.

Lema. Relacija 2 je relacija ekvivalencije na skupu V(F).

~

Dokaz. Potrebno je proveriti da je relacija =2 refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

Za refleksivnost, dovoljno je posmatrati identicko preslikavanje idy : U — U, koje je, oc¢igledno, linearno i
bijekcija, tj. izomorfizam.

Ako su U i V izomorfni tada postoji linearna bijekcija A : U — V. U tacki 3.1 Teorema 2 pokazali smo da je
tada i preslikavanje A=! : V — U linearno, a kako je i bijekcija, iz definicije sledi da su V i U izomorfni, tj.
relacija = je simetricna.

Neka su U,V i W € V(F) vektorski prostori nad F takvi da je U = V i V = W. Tada postoje linearne
bijekcije A : U — Vi B: V — W. U tacki 3.1 Teorema 2 pokazali smo takode da je C' = A o B linearno
preslikavanje, a kako je i kompozicija bijekcija bijekcija, sledi da je preslikavanje C' : U — W izomorfizam

vektorskih prostora U i W. Time je pokazana i tranzitivnost relacije == . O
Kao sto znamo, svaka relacije ekvivalencije na nekom skupu razbija taj skup u medusobno disjunktne klase
ekvivalencije. Tako je i u upravo posmatranom sluc¢aju skupa V(F) i relacije 2. Stoga je potrebno naéi neku

~

jednostavnu karakterizaciju klasa ekvivalencije relacije = kao i najjednostavnije predstavnike istih. Odgovor
na prvo pitanje daje slede¢a teorema.

Teorema. Dva konacnodimenziona vektorska prostora U i V nad istim poljem su izomorfna ako i samo ako
imaju istu dimenziju.

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je dimU = dimV = n. Tada postoje baze e = (e1,ea,...,e,) 1 f =
(f1,f2,--s fn) od U iV, redom. Sada definisemo operator A : U — V, formulom A(e;) = f;, i = 1,2,...,n
i operator A prosirimo po linearnosti formulom (3.1). Pokazimo da je preslikavanje A, '1-1’ i 'na’. Ako je
=" e, 1y=Y i ye bie Ax = Ay akko

Ax = A<Z$i€i> = inA(ei) = Zl‘ifi = Zyifi = ZyiA(ei) — A(Zyiez) — Ay.
=1 i=1 i—1 e P p

Kako su koeficijenti nekog vektora u bazi f jedinstveno odredeni prethodna jednakost je mogucéa akko je
i =19y, t=1,2,...,n Tada je x =y, tj. A je '1-1".

Da bismo pokazali da je A 'na’ uzmimo proizvoljni vektor z =Y , z; f; € V, i sada se nije tesko ubediti da je
Ar=zzax =7y | ze.

Obratno, pretpostavimo sada da su U i V' izomorfni, tj. postoji linearna bijekcija A : U — V. Zbog teoreme
o rangu i defektu primenjene na operator A prvo imamo,

dimU = ?”(A) + d(A) = {jer je A monomorfizam, 3.1 Tm.(i6)} = ?”(A) = {jer je A ’na’} =dimV,
i dokaz je gotov. O

~

Odgovor na drugo pitanje, tj. da pronademo nekog predstavnika klasa ekvivalencije relacije 2, ve¢ znamo:
to su vektorski prostori F" = (F",F,+,-), (n € N), vidi tacku 2.3. Iz pomenute tacke mozemo videti da su
oznake u prostorima F" najjednostavnije i da su oni najbolji prototipovi vektorskih prostora nad poljem F
dimenzije n. Prethodna ¢injenica pokazuje vaznost vektorskih prostora F”, u sustini sva nasa istrazivanja o
kona¢nodimenzionim vektorskim prostorima mozemo svesti na proucavanja vektorskih prostora F™.
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3.5. Teoreme o izomorfizmu. U ovoj tacki navodimo poznate teoreme o izomorfizmu, ¢iji analogoni vaze i
u slucéaju grupa i prstena.

Teorema 1. Neka su U i V vektorski prostori nad poljem F i neka je A:U — V epimorfizam. Tada je
U/Ker A izomorfno sa V.

Dokaz. Prvo primetimo da je kanonska projekcija m : U — U/Ker A, koja je definisana formulom, 7(x) =
[x] = x + Ker A, uvek epimorfizam

r@+y) = eyl = ]+ ] = 7@) + 7). TO2) = Aa] = Afe] = An(a).

Postoji jedinstveni izomorfizam ¢ : U/Ker A — V takav da je A = pom, pricemu je 7m:U — U/Ker A

kanonski epimorfizam, tj. da komutira sledeé¢i dijagram:
Zahtevi na komutativnost dijagrama (svojstvo preslikavanja

¢ ) inspirisu nas da definiSemo preslikavanje ¢ formulom: U A -
plr] = Ax. Pokazimo da je ¢ dobro definisano preslika-
vanje: ako je [z] = [2/] onda je x — 2’ € Ker A, tako da
prvo imamo, a F!le
0=A(x—2")=Az - A2, a zatim sledi
QO[J)]:A.T:A.T/:QD[J}/], U/Ke/'A

a to upravo zna¢i da je preslikavanje ¢ dobro definisano.
Sada pokazimo da je ¢ linearni operator,

plafzl+Bly]) =plaz+ Byl = Alax+By) =aAz+ BAy = aplz] + B[yl
Da bismo zavrsili dokaz potrebno je jo§ pokazati jedinstvenost preslikavanja . Dakle, pretpostavimo da je

1) neko drugo preslikavanje koje ima osobinu da gornji dijagram komutira, tj. preslikavanje za koje vazi da je
1 om = A. Tada nalazimo,

Ylz] = Ax = p[z] zasve [z] € U/Ker A. Dakle, 3 =p. O

Teorema 2. Neka je V vektorski prostor nad poljem T, i neka su L i M njegovi potprostori. Tada je
L+ M/M=L/LNM.

Dokaz. Zbog prethodne teoreme dovoljno je naéi epimorfizam A : L+ M — L/LNM, takav da je Ker A = M.
Pokazimo da preslikavanje, A(l +m) = [l|rna, ima trazena svojstva. Prvo pokazimo da je preslikavanje A
dobro definisano, tj ne zavisi od predstavljanja vektora x € L+ M u obliku z =1+ m, gdejel € Lim € M.
Zato pretpostavimo da je x = [ +m = I’ +m/, odakle sledi da je [ —I' = m' —m € L N M. S druge starane
imamo,

A(l+m) =g = {jer je l = e LN M} = [I'lpae = A +m).

Linearnost preslikavanja A ocigledna je iz njegove definicije, kao i definicije sabiranja u faktor prostoru.

A je surjektivno preslikavanje, jer za proizvoljni y = [x|pAp € L/L N M, imamo da je y = = + LN M, tj.
x € L, a zatim vidimo daza z=x+0¢€ L+ M vazi da je Az =y.

Neka je © =1+ m € Ker A, tada je [0]nn = Az = A(l+m) = [lJonam, odakle je [ € LN M, tj. x € M, tj.
Ker M. O

Teorema 3. Neka je V' vektorski prostor nad poljem T, i neka su L i M njegovi potprostori takvi da je
L C M. Tada je je M/L potprostor od V/L i V/M = V/L/M/L.

Dokaz. Ocigledno, M/L je potprostor od V/L.

Zbog Teoreme 1, dovoljno je naéi epimorfizam A : V/L — V/M, takav da je Ker A = M /L. Pokazimo da
preslikavanje, Alz];, = [z]py, ima trazena svojstva. Neka je [z], = [2]p, onda je x — 2’ € L C M pa je
Alx]r, = [z]pm = [2']m = A2/, tj. A je dobro definisan operator sa V/L u V/M. Sada pokazimo da je A
linearan operator:

Alax + Bylr = lax + Bylu = afz]m + Bylv = aAlz]r + B AlylL.

Jasno, A je surjektivno preslikavanje, jer za proizvoljni y = [z]ys € V/M, imamo da je y = x + M, a zatim
vidimo da za z =z + L = [z] vazi da je Az =y.
Neka je [z]|1, € Ker A, tada je [0]ar = A[z]r = [z]ar, odakle je x € M, tj. KerA={[z] |z e M}=M/L. O
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Primedba. Primetimo, da ako su u Teoremama 1,2 i 3 pretpostavi da su U i V kona¢nodimenzioni vektorski
prostori tada deo tvrdenja o izomorfnosti odgovarajué¢ih prostora odmah sledi jer pomenuti prostori imaju iste

dimenzije: u Teoremi 1 to su U/Ker A i V, u Teoremi 2 to su , Teoremi 3 to su V/M i V/L/M/L.

3.6. Tacni (egzaktni) nizovi. Niz vektorskih prostora {V;}ic, i linearnih preslikavanja {A4; : V; —
Vit1ties :

Aj o Aj g A
...... Vi_o Via Vi

Ajyo

Ajpr
Vigo —— ... ,

Vit

zovemo taénim (egzaktnim) nizom ako je ImA;_; = Ker 4;, Vi € Z. Od posebnog su interesa tkz. kratki
tacni nizovi tj. ta¢ni nizovi oblika:

0y Suv - v=E w2 o).
Propozicija. U kratkom tacnom nizu vazi M = ImA = KerB, U= M iV/M = W.

Dokaz. Iz definicije ta¢nog niza zakljucujemo redom, {0} = Imi = Ker A, pa je A monomorfizam. Sli¢no
iz ImB = Kerm = W, sledi da je B je epimorfizam. Buduéi da je A monomorfizam odmah sledi da je
M = 1ImA = U, i kako je B epimorfizam primjenjujuéi 3.3 Teorema 1 zaklju¢ujemo da je V/Ker B = W.
Iskoristimo li da je niz tacan u prostoru V'Y, bice M = Im A = Ker B, pa jei V/M = W. ]

3.7. Algebra Hom V. U prethodnim tackama bavili smo se nekim svojstvima linearnih operatora nad proizvoljnim
poljem F, tj. elementima skupa Hom (U, V) = Homg(U,V). Ova tacka posveéena je otkrivanju algebarske
strukture skupa Hom (U, V). Tako dobijamo sledeéu teoremu.

Teorema 1. (i1) Uredena c¢etvorka Hom (U,V) = (Homp(U,V),F,+,-), gde je
(a) (A+ B)(z) = Az + Bz, za sve A,B € Hom (U,V) i za sve x € U,
(m) (A-A)(z) =\ Az, zasve A € Hom (U, V), A€ F izasvex € U.

je vektorski prostor nad poljem F.

(i2) Ako su e = (e1,e2,...,em) i f = (f1,f2,--.,fn) neke dve baze vektorskih prostora U i V', redom, i ako
sa IJ;; obelezimo linearni operator, koji u paru baza e i f deluje na slede¢i nacin:

(33) Eij(ek) = Ojk fi, tadaje Skup E = {Ez] | 1= 1,2,...,m, j = 1,2,...,71}
baza vektorskog prostora Hom (U, V). Specijalno, dim Hom (U, V) = dim U - dim V.

Dokaz. (il) Iz definicije sabiranja linearnih operatora i mnozenja linearnih operatora sa skalarima lako se vidi
da je Hom (U, V') vektorski prostor, jer se potrebna svojstva linearnih operatora svode na odgovarajuéa svojstva
u vektorskim prostorima U i V.

(i2) Potrebno je proveriti da je skup operatora E ¥ linearno nezavisan i da je skup generatora.
Linearna nezavisnost skupa E sledi iz

(D(ek) =0= <ZZ)\ZJEZJ> ek ZZ)\ZJEZJ ek ZZ)\mé]kfz Z)\zkfza kE=1,2,....,m
=1

j=11i=1 j=11i=1 7j=11i=1
i kako je skup {fi, f2,..., fn} linearno nezavisan, prethodna jednakost moguca je samo na trivijalan naé¢in:
)\kl :)\kgz"':)\knzo, zasvek::l,2,...,m
Sada uzmimo proizvoljni A € Hom (U, V'), tada u paru baza e = (e1,e2,...,en) i f = (f1, f2,..., fn), imamo
n
(3.4) Aey =Y o fi, k=1,2,...,m.
i=1

Posmatrajmo sada linearni operator B = Y ", 2?21 a;; Bij. Tvrdimo da je B = A, i da bi to dokazali
potrebno je da proverimo da operatori A i B jednako deluju na bazi e. Sada ra¢unamo,

<Zzaw 2j> ek Zzam i ek ZZOZ” ]kfz—zazkfz (?;1) Aeka k:172)---7m7
J=li=l1 j=11i=1 j=11i=1 i=1

91l preciznije na mestu V' u ta¢nom nizu

10 primetite da su sada, u smislu definicije vektorskog prostora, vektori linearni operatori.
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odakle sledi da je linearno nezavisan skup F i skup generatora vektorskog prostora Hom (U, V), tj. E je baza

od Hom (U, V). Kako skup E ima m -n elemenata sledi i formula za dimenziju od Hom (U, V). O
Primetimo, da smo u dokazu tvrdnje (i2) prethodne teoreme morali uzeti par baza e = (e1,ea,...,ep) i
f =1 -y fn), od UiV, redom. I tada smo linearnom operatoru A formulom (3.4) dodelili matricu

A = (ij) € My (F). Iz tacke 2.8 znamo da je skup M, (F) takode vektorski prostor nad F dimenzije m - n,
iste kao i vektroski prostor Hom (U, V). Dakle, sada za fiksirane baze e = (e1,e2,...,emn) 1 f = (f1,f2,---, fn),
od U iV, redom, mozemo definisati preslikavanje,

(3.5) @e.f : Hom (U, V) — M,,,,,(F), formulom ¢, r(A) G 4= (0vj).

Primetimo da je preslikavanje ¢, ¢ linearno, jer za A, B € Hom (U,V) i A € F imamo u paru baza e i f,

n n
Aek:zaikfkiv Bek:Z@'kfi, k=1,2,...,m,
i=1 i=1

n
tako da je prvo, (A+ B)ep = Z(aik + Bik) fis k=1,2,...,m, a zatim je i
i=1
(36) e s(A+B) = f(A)+ e s(B).

Slicno, imamo  (AA)ey = A (Aep) =AY o fi =Y (Naw) fi, k=12,...,m, tako daje
=1 i=1

(3'7) Spe,f()\ A) = )‘@e,f(A)'

Kako je ocigledno Ker (¢, f) = {O} i dimM,,,,, = Hom (U, V') = m-n sledi da je preslikavanje ¢ ¢ izomorfizam
vektorski prostora. Time smo pokazali slede¢u teoremu.

Teorema 2. Vektorski prostori Hom g (U, V) i My, (F) su izomorfni.

Primedba 1. Primetimo da ne postoji kanonski izomorfizam (ne moze se definisati bez koriséenja para baza) sa
Homp(U,V) na M,,,(F), tj. svi izomorfizmi izmedu Homp(U,V) i M,,,(F) su oblika ¢, s za neki izbor
baza e od Ui f od V.

Primedba 2. Zbog onoga $to je receno na kraju prethodne tacke, mogli smo u razmatranjima ove tacke uzeti
daje U=F" iV =F"

Primedba 3. Kao sto znamo kompozicija linearnih operatora je linearni operator, i da bismo to iskoristili
da dobijemo neku bogatiju strukturu na Hom (U, V), potrebno je uzeti da je U = V. Od ranije znamo da je
(Hom V, o) monoid. U tacki 2.11 Teorema pokazali smo da je M,,(F) asocijativna F—algebra sa jedinicom. Sada
ocekujemo da isto vazi i za HomV, i da se preslikavanje ¢, = ¢c . moze prosiriti do izomorfizma F—algebri
(HomV,0) i M, (F). Da je to tako dokazujemo u sledeé¢oj teoremi.

Teorema 3. (il) Uredena petorka HomV = (HomV,F,+,o,-), je asocijativna algebra sa jedinicom.

(i2) Asocijativne algebre sa jedinicom HomV i M, (F) su izomorfne.

(i3) Izomorfizam ¢, : HomV — M, (F) preslikava regularne (invertibilne) operatore u regularne (invertibilne)
matrice.

Dokaz. (il) Buduéi da veé¢ znamo da je HomV vektorski prostor nad F (Teorema 1), i da je (HomV,o)
monoid (3.1 Teorema 2), potrebno je proveriti samo uslov (A3) kompatibilnosti mnozenja vektora i mnozenja
sa skalarima (2.11 Definicija algebre). Preciznije, za VA, B € HomV, A€ F,i x € V, vazi,

(A-(40B))(@) = A(Ao B)(z) = A (A(B)(z)) = (A A)(B(x)) = (A~ A) o B)(x) = A(A- B(x))
— (Ao (A B))().

Iz prethodne relacije (ispustajuéi x iz potcrtanih relacija) dobijamo da vazi i aksioma (A3).
(i2) Da bismo pokazali da je linearni izomorfizam vektorskih prostora ¢, = ¢¢ : HomV — M, (FF), definisan

formulom (3.5), izomorfizam algebri, potrebno je jo§ samo pokazati da ¢, homomorfizam nekomutativnih
monoida, tj. da vazi: (Ao B) = @c(A) pe(B).
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Neka su A, B € HomV zadati svojim dejstvima na bazi (e), tj. neka je Ae; = > )  axjer i Be; =35 Bjiej,
tako da je,

(Ao B)(ei) = A(B(er) = A(Zﬁji ) =3 B Ale) = D0 B D aws = D (Y aw i) e
Jj=1 Jj=1 k=1 1 j=1

j=1 = k=

Kako je (Ao B)(e;) = > j—1 ki €k, zakljucujemo da je vg; = D7 ai; Bji, a to je matricni element proizvoda
matrica, tj. vazi da je vx; = (A B)k;. Sada lako sledi,

QOG(AOB) =A-B= SOG(A) Soe(B)'

(i3) Pokazimo da je A regularan operator ako i samo ako je A regularna matrica. Dokaz provodimo u malo
opstijem slucaju tj. pretpostavljamo da imamo dve izomorfne F—algebre sa jedinicom F i G, tj. neka je
¢ : F — G, izomorfizam algebri. Tada je ¢(1x) = 1g, jer iz jednakosti

v-lp=1r-z=g, sldi ¢()p(lr)=elr)e(@)=p(), v

Bududi da u G, postoji jedinstveni neutral za mnozenje i kako je ¢ bijekcija zakljucujemo da je p(1x) = 1g.
Ako je x invertibilan tada

-1

R

o =1r sledi p(a)p(a™) = pla™p(@) = o(17).
Dakle, ¢(z) je invertibilan i [p(x)]™! = p(z~ 1), tj. ako je x invertibilan element onda je i ¢(x) invertibilan.
Obratno ako je ¢(x) invertibilan imamo,

pr)y = yplr) = (lr),
i primenom inverznog izomorfizma ¢~!, sledi
ro Yy) =9 '(y)z =1F odakle sledi da je i z invertibilan.

Sada primenimo upravo dokazano na nas slucaj u kojem je F = HomV, G =M,, i ¢ = p,.. Ako je operator A
regularan, na osnovu gornjih razmatranja ¢.(A) = A je regularna matrica. O

Posledica. Neka je p.(A) = A. Matrica A € M,, je regularna ako i samo ako r(A) = n.

Primedba 1. Primetimo, termini "regularan” i ”invertibilan” podudaraju se u algebrama HomV i M,,.

Primedba 2. Iz gornjeg dokaza postaje jasnije zasto je mnozenje matrica uvedeno relativno komplikovanom
formulom. Sustina je u ¢injenici da mnozenju matrica odgovara kompozicija odgovarajuéih operatora. Bududi
da su linearni operatori apstraktni objekti (kao takvi nisu operativni) njima, nakon $to izaberemo neke baze
vektorskih prostora, dodeljujemo matrice (matrice operatora u izabranoj bazi) sa kojima znamo racunati (jer
su matrice operativni objekti). Time je reSen problem rac¢unanja u algebri Hom V, tj. ono je izomorfizmom ¢,
svedeno na racunanje u algebri M,,.

Primetimo, da na izomorfizam ¢, mozemo gledati kao na ’prevodilac’ sa jezika linearnih operatora na jezik
matrica.

Elementarne transformacije

3.8. Rang matrice. Ocekujemo da se svi pojmovi koje smo definisali (i eventualno budemo kasnije) za
linearne operatore direktno prenose pomocu izomorfizma ¢, ¢, na matrice.

Ocigledno je da iz formule (3.4) sledi da vektori a; = Aej,as = Aes,...,a,, = Ae,, ¢ine kolone matrice
e f(A) = A = [a1,az,...,an], i kako s druge strane znamo da vektori a1 = Aej,ax = Aes,...,am = Aep,
razapinju potprostor Im A, ¢ija dimenzija se zove rang linearnog operatora A i koji je jednak maksimalnom
broju linearno nezavisnih vektora u skupu {a; = Aej,as = Aeg, ..., a,, = Aey}, definiSemo rang matrice A
kao maksimalan broj njenih linearno nezavisnih kolona.

Dakle, ako je data neka matrica A € M, (F), tada na nju mozemo gledati kao na sliku nekog operatora
A € Hom (U,V) pri dejstvu izomorfizma ¢, ¢, pri ¢emu su e i f neke baze od U i V, redom. Jasno, rang
operatora A ne zavisi od izbora baza e i f.

Ako je A neka genericka (u opstem obliku) matrica, tada ne mozemo jednim pogledom na matricu A odrediti
maksimalan broj njenih linearno nezavisnih kolona. Ali za sledeéu matricu,
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1 0 -~ 0 0 - 07 pri cemu je I, jedini¢na matrica reda r
o1 .- 00 -0 (r <min{m,n})igdesu Oppm—r,On_pr
: . T : : i Op_rm—r nula matrice odgovarajucih
. oL L, | Or m_r d o teisko odrediti o .
D=0 - 0 10 - 0= ’ redova, nije tesko odrediti njen rang i on
0 0 0 0 0 Onerr | One i iznosi r.
Matrice Dj,,, nazivamo kanonskim matri-
(‘) ) O O 0 ) 0 cama ranga r tipa m X n.

Postavija se pitanje kako polaznu matricu dovesti nekim transformacijama, koje ne menjaju rang, do neke od
kanonskih matrica D7, ¢
Odgovor na ovo pitanje nalazi se u tacki 3.3, kao i ve¢ pomenutom izomorfizmu ¢, ;.

T

1. Svojstvo (i3) iz 3.3 Propozicija 2 implicira da matrice kojima svodimo polaznu matricu A na D],

biti regularne.

moraju

2. Kako je ¢, ¢ izomorfizam mozemo definisati i relacije ~ i = i za matrice, tj. kazemo da su matrice A i
B € M, (F) u relaciji

(i1) ~ ako je r(A) =r(B),
(i2) =~ ako postoje regularne matrice S € M,(F) i T € M,,,(F) takve daje A=SBT.

3. Na osnovu 3.3 Lema i Teorema 1 znamo da su relacije ~ i ~ na M,,,(F) relacije ekvivalencije i da se

i
podudaraju, zbog toga kazemo da su matrice A i B € M,,,,,(F) ekvivalentne ako postoje regularne matrice
SeM,(F)iT7TeM,,(F) takve daje A=SBT.

4. Tako da nam ostaje da pronademo najpogodnije *! regularne matrice kojima é¢emo polaznu matricu A svesti
na neku od kanonskih matrica D7, .

Elementarne transformacije (ET) nad vrstama (kolonama) su:
(ell) Mnozenje vrste (kolone) sa skalarom # 0,
(el2) Zamena dve vrste (kolone),
(el3) Dodavanje j.-te vrste (kolone) i.-toj vrsti(koloni), i # j.
U nekoliko narednih propozicija pokazujemo da se elementarne transformacije mogu realizovati mnozenjem

polazne matrice sa regularnim matricama, i to za elementarne transformacije nad vrstama s leva i nad kolonama
s desna. Preciznije, imamo:

Propozicija 1. Neka je IE;; matrica koja na preseku i.—te vrste i j.—te kolone ima jedinicu, a sve ostale
elemente jednake 0. Tada vazi sledec¢a formula,

(3.8) Eij B = 0k B,
kad god ima smisla.

Dokaz. Primetimo da je (E;j;),s = 6;r 0j5, tada za proizvoljni indeks (r,s) iz formule za mnozenje matrica i
osobina Kronekerovog delta simbola sledi:

n

n n
(Bij Brt)rs = > (Big)re(Bai)ts = D Gir 01 Ot 15 = Gir 015 Y 650 Okt = Ok Oir 015 = Sk (Bit)rs = (555 Bt ),
t=1 t=1 t=1

odakle odmah sledi tvrdnja. O

Propozicija 2. Za X\ # 0, data je matrica IF; y = diag[1,1,... ,ﬁ\, 1,...,1] € M,, inekaje A = [a1,a2,...,an]) =
i
[al,a?, ...,a"] € M. Tada je F;x A= [al,a?,...,\d’,... a"], tj. sve vrste osim i.—te, matrica I, y A i A
se podudaraju, a i.—ta vrsta matrice I; y A jednaka je proizvodu A i i.—te vrste matrice A.
i
Analogno tvrdenje vazi i za kolone matrica AT; y (IF; x € My,) 1 A, tj. AF;\ = [a1,a2,..., a4, ..., a0n].
Matrica IFZ% je inverz od It; y, tj. IF; \ je regularna matrica.

g, kojima je najlakse racunati.
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Yee =1, k=1,...,n, k#1
Dokaz. Neka je A = (aup), tada matricu IF; x mozemo zapisatiiu obliku: IF; y = ¢ ~i = A,
Yp = 0, inace.

n

Tada je: (]FL)\ .A)lp = > Mk Qkp ().
k=1

Sada u formuli (*) imamo sledeée dve moguénosti:

(1) I # 4, implicira 3 = Y2 =" =Y-1="Y+1 ="+ =Y = 0,1 7y = 1, tako da u formuli (*) ostaje
samo jedan ne-nula clan i to kada je k =1, tj. (IF; xA);p = ayp = (A)yp za svaki p = 1,...m. Dakle,
l.—te vrste matrica IF; A i A se podudaraju.

(2) I =i tada u u skupu {7v1,7%i2,-..,%n} svi elementi su 0, osim ~; = A, i formula (%) svodi se na
(Fixn A)ip = Aaip = A(A)ip, zap=1,...,m, §to je i trebalo pokazati.

Kako je matrica IF; » dijagonalna i kako je proizvod dijagonalnih matrica dijagonalna matrica, odmah sledi da
je ]FZ-’% inverzna matrica od IF; ) . ]

Propozicija 3. Neka je G;; = I, + Ej; + Ej; — E;; — Ej; € My, i < j, i neka je A = [a1,a9,...,ap] =
¢ J

[al,a?, ... ,a"] € M. Tada je Gy A = [a,a?,...,d,... d%,... a", tj. sve vrste osim i.—te i j.—te matrica

G;; A i A se podudaraju, a i.—ta vrsta matrice G;; A jednaka je j.—toj vrsti matrice A, i j.—ta vrsta matrice

G;; A jednaka je i.—toj vrsti matrice A.

Analogno tvrdenje vazi i za kolone matrica AG;j (Gij € Myy,) 1 A, tj. AGy; = la1,aq,..., alj, o ,c{i, ceey Q.

Kako je G?j =1, tj. G;; jeinverz sam sebi, tj. G;; regularna matrica.

'Ykk:17 k:17~~~77n7k7éi7j
Dokaz. Neka je A = (oup), tada matricu G;; zapisujemo uobliku: Gi; = 9 vij = i = 1,

Yip = 0, inace.

n
Formula za mnoZenje matrica daje, (Gij A)ip = > Yk Cip (%).
k=1
Sada imamo slede¢e moguénosti:
(1) I # 4,7, tada u {vi1,7%i2,--,%in} svi su elementi 0 osim v; = 1, tako da u formuli (x) ostaje samo

jedan ne-nula ¢lan i to kada je k =1, tj. (Gyj A)yp = ayp = (A)ip, za svaki p=1,...,m.
Dakle, ova vrsta matrice .4 se ne menja ako matricu A pomnozimo sa leva matricom Gy;.

(2) 1 =1, tada u skupu {1, %2, . - . ,Vin} svi elementi su 0, osim ~;; = 1, i formula (%) postaje (G;; A)ip =
ajp = (A)jp, za p=1,...,n, dakle i.—ta vrsta matrice G;; A jednaka je j.—toj vrsti matrice A.

(3) I = j, analogno slucaju (2) vidi se da je j.—ta vrsta matrice G;; A jednaka i.—toj vrsti matrice A.
Neka je I,, = [e1, ea,...,e,] € M, jedini¢na matrica, tj. neka su e; vektori kanonske baze, tada je

(Gij)2 ]In = GZJ(GZJ ]In) = Gij [61,62,...,63‘,... ,€JZ',... ,em] = [61,62,... ,en] = ]In,

tj. preslikavanje, G?j deluje na kanonsku bazu prostora F" kao identiteta, tj. G?j =1I,. g

Propozicija 4. Neka je IE);]- =1I,+E;j; € M, i <j inekaje A=lai,az,...,ap] =la",a,...,a"| € M.
i

Tada je E;j.A =[a',a?,...,a'+d’,...,a’,... ,a", tj. sve vrste osim i.—te matrica E;j A i A se podudaraju,

a i.—ta vrsta matrice E;j A jednaka je zbiru i.—te i j.—te vrste matrice A.

’ / . . / i
Analogno tvrdenje vazi i za kolone matrica AE;; (Eij e M,,) i A, tj. AE;; = a1, a2, ..,a; + aj, .., aj, .., ap).

Matrica I, —IE;; € M, je inverz od E;j, tj. E;j je regularna matrica.

e =1, k=1,....n
Dokaz. Neka je A = (o), tada matricu E;j mozemo zapisati i u obliku: E;j =< =1,
Yp = 0, inace.
. . . / n
Posmatrajmo sada formulu za mnozenje matrica: (E;; Ay = kzl Vik Ok - (*)
Analizirajuéi formulu (*) imamo slede¢e dve moguénosti:
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(1)1 #4, tadajeyy = M2 = = Vk=1 = Mkt1 = - = Y = 0, i =1, tako da u formuli (*)
ostaje samo jedan ne-nula ¢lan i to kada je k = [, dakle za sve p je (I;;A)y, = aup = (A)y, tako da
zakljué¢ujemo da se [.—te vrste matrica E;j.A i A podudaraju.

(2) I =1, tada u skupu {71, vi2,...,Vin} svi elementi su 0, osim v;; = 7;; = 1, i formula (*) postaje
aip + ap, dakle, (E;jA)ip = ajp + ajp = (A)ip + (A)jp, za p = 1,...,m, sto pokazuje da je i.—ta vrsta

matrice E;j.A jednaka zbiru i.—te i j.—te vrste matrice A.

~ . - o . . ’
Pokazimo sada jos da je matrica I;; regularna,

By (I, — Bij) = (I, + Eyj) (I, — Byj) =12 — B} =1, odakle sledi da je E;;' =1, — E;. O

Teorema. Neka je A € M,,,,,(F) neka matrica ranga r € {0,1,...,min(n,m)}. Tada postoji konac¢an broj
elementarnih transformacija nad vrstama i kolonama matrice A € M,,,,(F) tako da njihovom primenom,
matricu A € M, (F) svodimo na kanonsku matricu D}, ..

Specijalno, ako je A € M, (F) regularna matrica tada ju je moguée svesti na jedinicnu matricu primenom
elementarnih transformacija samo nad vrstama (kolonama) matrica A.

Dokaz. Dokaz je algoritamski, zato ga dajemo u obliku koraka algoritma.
(i0) Pretpostavimo da je Ay = A = (a45) # Dj,,,,, jer tada nemamo $ta dokazivati.
(i1) Postoji neki matri¢ni element matrice Ay koji se ne ponistava, tj. a;; # 0,
(i2) i.—tu vrstu matrice Ag prvo pomnozimo sa 1/«;; tako da ¢e u dobijenoj matrici A; = (azlj) matriéni

element na mestu (4, j) biti jednak 1.

(i3) i.—tu vrstu matrice .4; mnozimo redom elementima —a%j, —a%j,..,—azl_lj,—azlﬂj,..,—a%n i doda-

jemo redom 1.—o0j, 2.—0j,...,(i — 1).—0j,(¢ + 1).—0j,...,n.—toj vrsti matrice A;. Nakon primene ovih
elementarnih transformacija dolazimo do matrice Ay = (a?j) u kojoj su svi elementi j.-te kolone jednaki
0 osim elementa oz?j koji je jednak 1.

(i4) Sada mnozimo redom j.-tu kolonu matrice As sa —a3, —a%, .., —a?jfl, —a?jﬂ, ., —a?, i dodajemo
redom 1.—oj, 2.—0j,...,(j — 1).—0j,(j + 1).—0j,...,m.—toj koloni matrice A;. Nakon primene ovih el-

ementarnih transformacija dolazimo do matrice Ag = (a?j) u kojoj su svi elementi i.-te vrste i j.-te

kolone jednaki 0 osim elementa a?j koji je jednak 1.

(i5) ako se matrica Az moze svesti nekim zamenama vrsta i kolona na matricu DJ,,, onda smo gotovi, a
ako to nije sluc¢aj mozemo pronacéi matriéni element 0 # a?l i (i1 # i,j1 # j) matrice Ag, i vratimo se
na korak (il), jer je ispunjen uslov iz (il), ali za matricu As. Zatim ponovimo korake (i2), (i3), (i4) i
(i5), za matricu Az (umesto Ay), itd....

(i6) Algoritam, ako nije zavrsio u koraku (i0), zbog kona¢nog broja vrsta i kolona matrice A, mora zavrsiti
u nekoj primeni koraka (i5).

U slucaju kada je A € M, (F) regularna matrica, u prethodnom algoritmu samo presko¢imo korak (i4), i u
najvise n + 1'% ponavljanja koraka (i1),(i2),(i3) i (i5) dolazimo do jediniéne matrice. O

Primedba 1. Prethodna teorema omoguéuje da elementarnim transformacijama nad vrstama i kolonama date
matrice A, istu svedemo na neku od matrica D] . koja ima rang r. S druge strane, u Propozicijama 2, 3, 4
pokazali smo da elementarnim transformacijama (ell), (el2) i (el3) nad vrstama odgovara mnozenje s leva regu-
larnim matricama IF; 5, G;; i IE};]-, redom, a elementarnim transformacijama nad kolonama odgovara mnozenje
s desna tim istim matricama. Kako mnozenje s desna i sa leva regularnim matricama ne menja rang matrice,
to nakon kona¢no mnogo transformacija dolazimo do (ako je rang od A jednak r) matrice D], . Preciznije,

imamo:
(3.9) D =85S St ATiToTs,
S T
gdesu S, € {Fs 5, Gij, B | A€ F i, i,j=1,...,n} i T, € {Fix, Gij, By | N€F,i#j, i,j=1,...,m}.

Primedba. Primetimo, da smo rang matrice definisali kao maksimalan broj njenih linearno nezavisnih kolona.
Ako bismo za dejstvo linearnog operatora (ili matrice) na vektor koristili oznaku x A (umesto A x), tada bi vrste

12 Za5t0 ne mora biti uvek dovoljno n ponavljanja (koraka (i1),(i2),(i3) i (i5)) da bismo zavrsili posao ?
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matrice operatora A u nekom paru baza generisale potprostor Im A i mogli bismo konstruisati izomorfizam
<p/€7 ¥ izmedu Hom (U,V) i M,,, , kao i relaciju ~’; koja bi nakon primene izomorfizma <p/€7 ¥ postala: matrice
A i B su u relaciji ~' ako imaju jednake maksimalne brojeve linearno nezavisnih vrsta. Relacija ~' bi se
podudarala sa relacijom &~ samo $to matrica S bi pripadala M,,, a matrica 7 bi pripadala M,,.

Tada bismo rang matrice definisali kao maksimalan broj njenih linearno nezavisnih vrsta (sa istom geometri-
jskom idejom da je rang matrice zapravo rang odgovarajuceg linearnog operatora).

Kako primenom elementarnih transformacija polaznu matricu A, ranga r, svodimo na kanonsku matricu D7,

nm?
i kako kanonske matrice Dj, ., imaju jednake maksimalne brojeve linearno nezavisnih vrsta i kolona (njih r),

zakljuéujujemo da i polazna matrica A ima jednake maksimalne brojeve linearno nezavisnih vrsta i kolona.

Drugim rec¢ima definicija ranga matrice ne zavisi od izbora da li rang racunamo po kolonama ili vrstama.

Primer. Odredimo dimenziju lineala razapetog vektorima: a; = (5,4,3), a2 = (3,3,2) i ag = (8,1,3). Problem

5 3 8
je ekvivalentan odredivanju ranga matrice A = [4 3 ] )
3 2 3

(1) Uocimo prvo jedinicu na komponenti (2,3) matrice A, a zatim pomnozimo prvo 3.-¢u kolonu matrice A
sa (-4) i dodamo 1.-0j koloni, a zatim 3.-¢u kolonu pomnozimo sa (-3) i dodamo 2.-0j koloni. Nakon ovih

—27 —21 8
elementarnih transformacija dobijamo, A; = [ 0 0
—9 -7 3

(2) Sada pomnozimo 2.-gu vrstu matrice A; sa (-8) i dodamo 1.-0j i 2.-gu vrstu sa (-3) i dodamo 3.-0j vrsti,

—27 —21 0
tako da imamo Ay = 0 0o 1.
-9 -7 0

3 30
(3) U matrici Ay pomnozimo prvu kolonu sa (-1/9), a drugu sa (-1/7) tako da dobijamo A3=| 0 0 1 |.
10
0 0 0
(4) Ako sada pomnozimo 3.-¢u vrstu matrice Az sa (-3) i dodamo 1.-0j vrsti, dobijamo A4 = 0 1.
1] 1 0

(5) i ako na kraju pomnozimo 1.-vu kolonu matrice 44 sa (-1) i dodamo 2.-0j koloni, a zatim zamenimo 1.-vu

1 0 0

i 3.-¢u vrstu, a zatim i 3.-¢u i 2.-gu kolonu dobi¢emo A5 = [ 0 1 0 | =D%.
000

Dakle, kako je A ~ D3; zaklju¢ujemo da je r(A) = 2 = dim £L({ay, az,as}).

nalazenje inverza koja se zasniva na elementarnim transformacijama nad vrstama. Da bismo odredili inverz
(ako postoji) matrice A formiramo matricu n x (2n) tako $to dopisemo jedini¢nu matricu reda n sa desne (leve)
strane matrice A, tj. B =[.A| I, ]. Zatim vr§imo elementarne transformacije ((ell), (el2) i (el3)) isklju¢ivo nad
vrstama matrice B, dok ne ”transformisemo” A u I, istovremeno se u desnoj polovini matrice B, matrica I,
transformise u A~!, tj. imamo:

(310) [./4 ‘ ]In] el.transformacije []In | A_l].

Opravdajmo sada ovu proceduru. Pretpostavimo da matrica A4 ima inverznu matricu. Buduéi da vr§imo
elementarne transformacije nad vrstama matrice A, matricu A mnozimo, sa leve strane, nekim od matrica iz
skupa {IFiv,\,Gij,Egj | AN#0, i # 7, 1,7 =1,2,...,n} dok A ne transformisemo u I, tako da je S-A =1,
gde je S = Sm 'Smfl '82 '81.

Mnozenjem jednakosti S - A = I,, inverzom od S s leva, dobi¢emo da je A = S~! -1, a zatim uzimanjem
inverza od obe strane ove jednakosti, imamo I (S§7!1)"! =1, -8 = S -1, = A~!. Dakle, ako nad matricom
I, izvrsimo iste transformacije (kao i nad matricom A) opisane matricom S ona ¢e se transformisati u matricu
AL

Primedba 1. Primetimo da opisana procedura daje i odgovor na pitanje da li je polazna matrica A regularna.

Ako A nije regularna onda umesto matrice I, = D], , dobijemo neku od kanonskih matrica DJ,,, za r < n.
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Primedba 2. Isti postupak moze se provesti vrseéi iskljuivo elementarne transformacije nad kolonama, ali tada

je potrebno matricu I,, dopisati ispod (ili iznad) matrice A, tj. [ {‘ } )

Primedba 3. Pokazimo da ne mozemo kombinovati elementarne transformacije nad vrstama i nad kolonama,
i da istim postupkom dobijemo inverznu matricu polazne matrice. Dakle, ako bi bilo S - A - T = I, onda
mnoZenjem ove relacije sa leve strane matricom S™!, a sa desne sa 7!, prvo dobijamo A = S~ - I, - 71,
odakle invertiranjem imamo: A~! = 7 -1, - S. Naravno, ako matrice S i 7 ne komutiraju (a komutiraju samo
u specijalnim sluéajevima) onda ovaj postupak nije primenjiv.

SR
O N

|
SIS
I

Primer. Koris¢enjem elementarnih transformacija nad vrstama, odrediti inverz matrice, A = [

Formirajmo, prvo matricu reda n x (2n) tako sto dopiSemo jedini¢nu matricu n sa desne strane matrice A,

tj. B=[A]|L,].
32 —-1]100 2.3 x(=3) + 1.v 0 -1 —=7]1 =30 0 -1 -7|1-30 33 x(7) + Lv
1] 1 2101 0] ~ ~l1 1 210 1o0|~|[1] 1 210 10|~ ~
00 1

22 5| 2.vx(=2)+3.v 0 0 1]0 —2 1 0 0 10 -2 1 3vx(=2)+2v

0 -1 0|1 -17 7 0 -1 0|1 -17 7 Ly 42 v 0 0] -1 17 -7
)

~I[] 1 ojo s5-2{~|[1] 1 oj0 5-2 1] o o] 1-12 5|~

o oo —2 1 o offjo —2 1 Lv x(-1 o o[l o -2 1
zamenimo 1.—vu 0 0] 1-12 5 L —12 5

~ { ' } ~1o 0| -1 17 —7|, Dakle, A== |—-1 17 =7 .
i 2.—gu vrstu 0 0 0 -2 1 0 -2 1

3.10. Linearni funkcionali. Svako linearno preslikavanje, f:V — F, pri ¢emu je V neki vektorski prostor
nad poljem F zove se linearni funkcional. Ako je dimV =n < co onda je skup svih linearnih funkcionala
na V vektorsku prostor, Hom(V,F), dimenzije n za kojeg koristimo skra¢enu oznaku V*.

Primetimo, da zbog Teoreme o rangu i defektu uvek vazi:

rangf <1 i defektf>n—1.
Dakle, ako je f # 0 onda postoji vektor 0 # v € V takav da je f(v) =« #0.

Primeri linearnih funkcionala.

(i1) Neka je e = (eq,...,e,) neka baza od F" tada za svaki vektor x € F™ mozemo predstaviti u toj bazi
kao, x = > i ie; = (z1,22,...,2,). Zaneki j € {1,...,n}, posmatrajmo projektor 13 definisan
formulom 7;(z) = ;. Ocigledno, 7; : F* — F je linearni funcional na F".

(i2) Preslikavanje, Tr : M,(F) — F, definisano formulom:

n n
Tr(A) =) (A); = aj
j=1 j=1
koje se zove trag matrice A, je linearni funkcional na M, (F). Primetimo da je trag linearna kom-
binacija projektora iz Primera (i1), ali na vektorskom prostoru M., (F)

(i3) Neka je dat interval [a,b] C R, i neka je C[a,b] skup neprekidnih realnih funkcija na [a,b]. Tada je
Clap) = (Cla,b], R, +, ) realni vektorski prostor. Za proizvoljni x¢ € [a,b], posmatrajmo preslikavanje,
¢zq : Clap) — R definisano formulom ¢, (f) = f(w0). Preslikavanje ¢, je jedno uopstenje projektora
iz (i1), i lako se proverava da je linearni funkcional.

(i4) U vektorskom prostoru Cjg,1) = (C[0, 1], R, +,-) posmatrajmo preslikavanje ¢(f) = fol f(x)dz. Zbog
linearnosti integralenja ¢ je linearni funkcional, verovatno najvazniji u matematici.

Dualna baza. Neka je V kona¢nodimenzioni vektorski prostor nad poljem F. Obelezimo prvo, analogon
projektora 7; iz Primera (il) sa e} i primetimo da e deluje na bazi e od V' na sledeci nacin, €j(e;) = d;;.
Kako su linearni funkcionali specijalan slu¢aj linearnih operatora, mozemo primeniti rezultate koje smo veé

dobili za linearne operatore. Tako dobijamo,

134a j.—tu komponentu,
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Teorema 1. Neka je e = (eq,...,e,) neka baza konacnodimenzionog vektorskog prostora V. Tada postoji
Jjedinstvena baza e* = (e7,e3,...,e;) od V* takva da je €}(e;) = d;5, i

(i1) svaki linearni funkcional f na V je oblika
n

(3.11) F=Y"flee;,
j=1

(i2) za svaki vektor x € V vazi
n

(3.12) x = Zej(x) e;.
j=1

Baza e* zove se dualna baza bazi e.

Dokaz. Tvrdenje (i2) iz 3.7 Teorema 1 implicira da je e* = (e, e€3,..., e} ) jedinstvena baza vektorskog pros-
tora V*, za koju vazi ej(e;) = ;. Drugim recima za proizvoljni linearni funkcional f € V* postoje skalari
&1,&a,...,&, takvi da je

(3.13) F=Y¢e€
j=1

Da bismo odredili skalare {;, primenimo f na bazni vektor e;, tada imamo

(3.14) flej) = <Z£z 6?)(%) = Gieje) =) &b =¢,
=1 =1 =1

i ako sada zamenimo dobijeni rezultat, tj. £; = f(e;), u (8.8) sledi tvrdnja (il).
Za (i2) primenimo funkcional e} na vektor z = > " | z; e;, odakle dobijamo

(3.15) ei(z) = ej-(in el) = le e;(ei) le dij = x;.
i=1 i=1 i=1

Iz dobijene relacije z; = €}(z), i odmah sledi (i2). O

Anihilator. Ako je dat neki ne-nula linearni funkcional f na V', tada je r(f) = 11id(f) = n — 1. S druge
strane, prema prethodnoj teoremi vazi da je f = Z?:l f(ej) e;, 1 ako ovu formulu primenimo na proizvoljni
vektor x = ) ' | x;e; 1 iskoristimo da vektor dualne baze deluju kao projekcije, dobi¢emo

(3.16) f(z) = ij ei(z) = Zgj xj, gdesu¢; = f(e;) € F.
j=1 j=1

Dobijena relacija (3.16) predstavlja opsti oblik linearnog funkcionala, tako da se postavlja pitanje odredivanja
njegovog jezgra, tj. pronalazenja onih z € V za koje je

(3.17) fla)=) &aj=0.
Jj=1

Od ranije znamo da je skup nula jednacine (3.17) hiperravan u prostoru V = F™.
Prema tome, pokazali smo da ako je 0 # f € V*, tada je Ker f hiperravan u V. Kako vazi i obrat, tj. svakoj

svih hiperravni vektorskog prostora V' i skupa svih ne-nula linearnih funkcionala na V. Dakle, svaka hiperravan
na V je jezgro nekog funkcionala na V.
Za dati 0 # f € V*, posmatramo Ker f, koja je (n — 1) dimenzioni potprostor od V' i neka je By =
(a1,a2,...,an,—1) neka baza od Ker f. Kako je Ker f hiperravan, vidimo da svaku tacku te hiperravni mozemo
predstaviti u parametarskom obliku kao

(3.18) X =zia1+x000+ -+ Tp_1ap_1.

Bazu By = (a1,a2,...,an—1) nadopunimo vektorom ag do baze za ¢itav prostor V. Sada mozemo posmatrati
skup svih onih funkcionala na V koji anuliraju vektor ag (g(ag) = 0), i tako gledati na hiperravan.

Ova konstrukcija moze se generalisati na svaki podskup S vektorskog prostora V. Dakle, neka je S podskup
od V tada skup S* = {f € V* | f(z) = 0,za sve x € S} nazivamo anihilator (anulator) skupa S.
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Zbog definicije sabiranja u V* jasno je da je SY potprostor od V*, bez obzir da li je S potprostor od V ili ne.
Ako je S =V tada se S sastoji samo od nula funkcionala, i ako je S = {0} tada je S° = V. Osnovno svojstvo
anihilatora sadrzano je u sledeéoj teoremi.

Teorema 2. Neka je V konacnodimenzioni vektorski prostor nad poljem F i neka je L neki njegov potprostor.
Tada je

(3.19) dim L + dim L° = dim V.

Dokaz. Nekajel = dim Lieyp = (e1,es,...,¢) nekanjegova baza. Nadopunimo bazu ey, vektorima e;y1, ..., e,
tako da je e = (e1,e,...,e,) baza od V. Neka je sada e* = (ef,e€3,...,e)) dualna baza od e. Dovoljno je
pokazati da je (ef,,€ej o -..,e;,) baza anihilatora od L. Jasno, za j € {I+1,...,n}, iz odgovarajucih definicija

sledi €} (e;) = 0 za svaki vektor e; baze er. Kako je €] linearno preslikavanje bice za svaki x € L,

l l l l
eli(z) = e;<2m16i> = wmej(e) =Y wdy={j ¢ {L,....[}} =D 21-0=0.
=1 =1 =1 =1

Bududi da je skup linearnih funkcionala {e ;,ej ... €} linearno nezavisan, jer je podskup dualne baze,
potrebno je pokazati da je taj skup i skup generatora od L°. Dakle, neka je f € L° tada (3.11) implicira redom

n
f= Z flej)e;, ali kako je f € L° biée f(e;) =0zai=1,2,...,l, i prethodna formula postaje
j=1

n
f=> flee,
J=l+1
a to je i trebalo pokazati. Dakle, {ej, ;,e/ ,...,€5,} je baza od L% idim LY =n—1. O
Posledica 1. Neka je L [—dimenzioni potprostor n—dimenzionog vektorskog prostora V', tada je L presek

(n — 1) hiperravni od V.

Dokaz. Iz dokaza prethodne teoreme vidimo da je L skup svih vektora z € V, takvih da je €j(z) = 0, j =
l+1,1+2,...,n. Ranije smo videli da svakom ne-nula funkcionalu f odgovara jedna hiperravan (ekvivalentno
jedna linearna jednac¢ina u n promenljivih). Buduéi da su funkcionali e;f = O, linearno nezavisni i ima ih ta¢no
n — [, tvrdenje sledi. O

Posledica 2. Neka su L i M potprostori konacnodimenzionog vektorskog prostora V, tada je L = M akko
LY = MO,

Dokaz. Jasno, ako je L = M onda jei L° = MP°.

Obratno, ako L # M tada svaki od potprostora L i M sadrze neki vektor koji nije element onog drugog.

Pretpostavimo da postoji vektor y € L iy ¢ M. Sada uzmemo neku bazu ey = (eg,...,e,) od M i nju
nadopunimo vektorima e,;,+1 = y,€mt2,...,6, do baze e = (e1,e2,...,e,) od V i posmatramo njoj dualnu
bazu e*. Tada funkcional f = ey ,;, pripada MO ali ne pripada LV jer je f(y) # 0. O

Refleksivnost. Primetimo da ima smisla, jer je V* i sam vektorski prostor nad istim poljem kao i F, posmatrati
niz vektorskih prostora: V,V* V** = (V*)* V*** . .

Kako je V kona¢nodimenzioni vektorski prostor, tada svi prostori u ovom nizu imaju istu dimenziju kao i V
pa su izomorfni. U slu¢aju kada je dimenzija od V beskonaé¢na to ne mora biti ta¢no.

Primetimo da mozemo definisati preslikavanje ¢ : V. — V** formulom ¢(z)[f] = f(x), za svaki x € V i
f € V* kojom svakom f € V* dodeljujemo skalar f(z) € F. Primetimo da je ¢(z) linearno preslikavanje, jer
za f,g e V*ia,f €F imamo,

p@)af+Bgl=(af+B9)(x)=(af+B9)(x)=(af)(x)+(Bg)(r) =af(x)+Bg(x)=ad)f]+ Box)g]
Drugim re¢ima, ¢(x) € (V*)* = V**.

Teorema 3. Neka je V konacnodimenzioni prostor nad poljem F. Tada je preslikavanje ¢ izomorfizam
vektorskih prostora V i V**.
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Dokaz. Potrebno je prvo da pokazemo da je ¢ linearno preslikavanje. Pretpostavimo da su z,y € V, f € V* i
a, B € F tako da redom imamo,

dlaz+ By)lf] = flaz+By) = af(z)+ B fy) = a¢(@)[f]+ Bo(y)f] = (a¢(z) + Bo(y))[f],

odakle, sledi da je ¢(ax + By) = a¢(x) + BP(y), tj. ¢ je linearno.

Da bismo zavrsili dokaz dovoljno je pokazati, zbog 3.2 Posledica 2, da ¢ je injektivno, tj. da je Ker ¢ trivijalno.
Za dokaz ove tvrdnje potrebna nam je sledeéa lema.

Lema. Neka je V konacnodimenzioni vektorski prostor nad poljem F, i neka je 0 # x € V. Tada postoji neki
funkcional f € V* takav da je f(x) # 0.

Dokaz Leme. Neka je 0 # = € V tada postoji neka baza e, od V ¢&iji je x prvi vektor, i sada posmatramo dualnu

bazu e} u V*. Iz definicije dualne baze sledilo bi da je ef(x) = 1, tj. trazeni funkcional je f = e]. O
Nastavak dokaza Teoreme 3. Neka je z € Ker ¢, tada je ¢(x) nula funkcional na V*, tj. ¢(z)[f] = f(z) =0, za
svaki f € V* i prethodna lema implicira da je = 0, tj. ¢ je monomorfizam i dokaz je gotov. 0

Posledica 3. Neka je V' konacnodimenzioni vektorski prostor nad poljem F.
(i1) Neka je W € V** tada postoji jedinstveni vektor x € V takav da je ¢(x) = W.
(i2) Svaka baza od V* dualna je nekoj bazi iz V.
(i3) Neka je S proizvoljni podskup od V tada je (S°)" = L(S).

Dokaz. (il) je direktna posledica ¢injenice da je preslikavanje ¢ surjekcija.
(i2) Neka je e* = (e]) neka baza od V*, tada postoji njoj dualna baza e** = (e;*) od V**. Zbog (il) odmah sledi
da za proizvoljni vektor ef* baze e** postoji neki vektor e; € V' takav da je ¢(e;) = e*. Kako je ¢ izomorfizam

i e** baza od V**, biée i e baza od V. Proverimo da je ona dualna baza od e* = (e}),

e; (ej) = o(ej)le;] = e;*[ef] = by

(i3) Ako je L podskup od V* tada je LY podskup prostora V**. Kako smo u prethodnoj teoremi identifikovali
V i V** preko izomorfizma ¢, mozemo na LY gledati kao na potprostor (anihilator bilo kog skupa je potprostor)
od V. Iz definicije anihilatora, jasno je da je S° = £(S)?. Zbog toga mozemo pretpostaviti da je S potprostor,
tj. S = L(S). Iz Teoreme 2 sledi,

dim S + dim S° = dim V, dim S° + dim S%° = dim V*,
i kako je dim V = dim V* biée i dim S = dim S%. Bududi da je S potprostor od S sledi da je S = S%. O

Primedba. (il) Vektorski prostor V' nad nekim poljem je refleksivan ako je V' = V**. Teorema 3 zapravo tvrdi
da su svi kona¢nodimenzioni vektorski prostori refleksivni.

(i2) Primetimo da je preslikavanje ¢ definisano bez koriséenja baze i zato se ponekad za to preslikavanje kaze
da je kanonski izomorfizam.

3.11. Dualno preslikavanje. Neka su U i V dva vektorska prostora nad poljem F i A € Hom (U,V)
neki linearni operator. Tada, na prirodan nacin, linearni operator A indukuje preslikavanje A* : V* — U™,
slede¢om formulom:

(3.20) (A D) == A*[fl(x) = (f 0 A)(x) = f(A()), u 4 >~V

gde je A € Hom (U,V), f € V*ix € U. Primetimo, da je desna strana
jednakosti neki skalar, jer je A(x) € V, a na levoj strani vidimo da
je A*[f] € U*, tj. preslikavanje A* preslikava funkcional f € V* u
funkcional A*[f] € U*, tako da formula (3.20) ima smisla.

Primetimo da je preslikavanje A* linearno, tj. A* € Hom (V*,U*), "
jerza f,geV* xe€Via,p €F imamo, U< A v*

Afla f+ Bglx) = (af +B9)(Ax)) = o f(A(x)) + B g(A(x))

= a A'[f](z) + B A™[g](x) = (a A"[f]+ B A [g])(x) ili A¥[af+pg]=aA"[f]+ 5 A[g].

Time smo pokazali slede¢u teoremu.
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Teorema 1. Neka su U i V dva vektorska prostora nad poljem F i neka je A € Hom (U,V) linearni operator.
Tada postoji jedinstveni linearni operator A* € Hom (V*,U*) takav da je A*[f](x) = f(A(zx)), zasve f € V* i
zeU.

Linearni operator A* zove se dualni(transponovani, adjungovani) operator od A. Ponekad se kaze da je A*
transponat od A, a razlog za to vide¢emo uskoro.

Teorema 2. Neka su U iV dva konacnodimenziona vektorska prostora nad poljem F i A € Hom (U, V). Tada,
(i1) Ker A* = (Im A)°,
(i2) Im A* = (Ker A)°,
(i3) rang( A*) = rang(A).
Dokaz. (i1) Neka je f € Ker A*, tada je A*[f](z) = f(A(z)) = 0, za svaki x € U, i zbog definicije anihilatora,
f € (Im A)°. Dakle, Ker A* C (Im A)°. Ocigledno, ista relacija implicira i drugu inkluziju.

(i3) Neka je dim U = m dim V = n, i neka je r(A) = r. Tada 3.10 Teorema 2 implicira da je dim (Im A)° = n—r,
a zbog (il) je i dim Ker A* = d(A*) = n — r. I napokon, primena (TRD) na operator A* daje,

r(A") =dim V* —d(A*) =dim V —d(4A") =n—(n—r) =r=r(A).
Dakle, linearni operatori A i A* imaju isti rang.

(i2) Svaki funkcional u slici od A* je element anihilatora od Ker A. Zaista, neka je g € Im A* tada postoji
f € U* takav da je g = A*f, i za proizvoljni x € Ker A imamo,

9(x) = A*[f](z) = f(A(z)) = f(0) = 0.
Time je pokazano, Im A* C (Ker A)?, i sada jos primetimo,

dim (Ker A)° = m — dim Ker A 727 1(4) @ 144,

Kako potprostor Im A* ima istu dimenziju kao prostor (Ker A)°, oni se podudaraju. O

Teorema 3. Neka su U i V dva kona¢nodimenziona vektorska prostora nad poljem F i A € Hom (U,V). Neka
je e neka baza od U i e* njoj dualna baza od U*, i neka je f neka baza od V i f* njoj dualna baza od V*. Ako
sa A obelezimo matricu operatora A u paru baza e i f, a sa A* matricu operatora A* u paru baza f* i e* tada

je AT = A*.

Dokaz. Neka su e = (e1,ea,...,em), € = (ef,eb5,....ex), [ = (f1,fa,---s fn) 1 5= (ff  f5,..., ) odgo-
varajuce baze iz iskaza teoreme, i neka je A = (o;) i A* = (8;5). Bududi su A i A* matrice operatora A i A*
u parovima baza e i f odnosno f* i e*, bice,

n m
Aejzzakjfk, j=12..m i Afi=) Byep, j=12...n
_ k=1

Sada racunamo vrednost izraza A*[f](e;) na dva razli¢ita nacina,

(1) ( Z ﬁk] ek 62 Z/Bk] ek ez Z /Bk] Oki = /Bij s

@) (A (e) = FH(Ae) = 2 ( S fk) SN o 1) = 3 o b = .
k=1 k=1 k=1

odakle odmah sledi da je A™ = A*. O
Primedba. Zbog rezultata prethodne teoreme, jasno je zasto se linearni operator A* naziva transponat od A.

Sada rezultate prethodne dve teoreme mozemo iskoristiti da pokazemo, bez koriséenja elementarnih transfor-
macija, da je rang matrice po kolonama jedna rangu matrice po vrstama.

Posledica Neka je A neka matrica nad poljem F. Tada se rang od A po vrstama podudara sa rangom od A
po kolonama.

Dokaz. Matricu A mozemo tretirati kao matricu nekog linearnog operatora A : F™ — F™ u paru kanonskih
baza e od F™ i f od F™. Tada dualnom operatoru A* u paru dualnih baza f* i e* odgovara matrica A", tj.
kolone matrice A podudaraju se sa vrstama matrice A" (Teorema 3).
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Buduéi da se rangovi operatora A i A* podudaraju(Teorema 2 (i3)), maksimalni brojevi linearno nezavisnih
kolona matrica tih operatora u bilo kojim parovima baza ¢e se podudarati, pa tako i u izabranim. Drugim
re¢ima matrice A 1 A” imaju jednak maksimalan broj linearno nezavisnih kolona. Kako su kolone matrice A"
zapravo vrste matrice A zaklju¢ujemo da se rang matrice A po kolonama podudara sa rangom matrice A po
vrstama. O

3.12. Zavisnost matrice operatora o bazi. Neka su U,V i W kona¢nodimenzioni vektorski prostori nad
poljem F, i neka je m = dim U, n =dim V, il = dim W. Neka su dati operatori A: U — ViB:V — Wi

m p

redom baze e, f i g u prostorima U, V' i W, i ako je Ae; = > ayjfi, Bfy = Y Bikgi, tada je u tacki 3.7 pokazano
i=1 =1

da za matricu linearnog operatora C' = Bo A vazi

(3.21) C=C(g,e) = Blg, f) A(f,e) = BA.

U tacki 2.24 reSen je problem, veze izmedu koordinata nekog vektora x € U u paru baza e i €¢/. Ta veza data
je u 2.24 Teorema, tj. vazi

(3.22) x(e) =T, x(e'), gde je T.. matrica prelaska sa baze e u bazu ¢'.

Sada nas interesuje nesto komplikovaniji problem pronalazenje veze izmedu matrice proizvoljnog operatora
A:U — V u parovima baza (e, f) i (¢/, f').

Neka su e € dve baze od U, i f i f' dve baze vektorskog prostora V i neka je A : U — V linearni

operator. Uzmimo proizvoljni vektor x € U i posmatrajmo jednakost y = Az . Koristeéi sada formulu (3.21)
ova jednakost u paru baza (e, f) ima oblik:

(3.23) y(f) = A(f,e) z(e).
Analogna formula u paru baza (¢, f’) glasi:
(3.24) y(f") = A(f',¢') () .

Sada iz (3.23), (3.24) i nekoliko primena formule (3.22) dobijamo,
A(f,e) Tee 2(€') = A(f, e) z(e) = y(f) = Typ y(f') = Typr A(f', €)(€),
kako je x proizvoljan vektor, iz prethodne formule sledi
(3.25) Trp A(f',€)) = A(f,e) Teer  odakle je  A(f,€¢') = [Typ] " A(f, €)Tee,
jer je Tty regularna matrica. Od posebnog interesa je slucaj kada je V = U ikada se baze, e i f odnosno €
i f', podudaraju tada (3.25) postaje:
(3.26) A(e €)= [Teer] " Ale,€) Toer,  ili A(€) = [Tee] ™" Ale) Teer

Time smo pokazali slede¢u teoremu.

Teorema. Neka su U,V konac¢nodimenzioni vektorski prostori nad poljem F. Neka je A : U — V linearni
operator i neka su e, e’ baze od U i f, f' od V. Tada je veza izmedu matrica operatora A u parovima baza (e, f)
i (¢, f") data formulom,

A(f/7 6,) = [Tff/]_l A(f7 e)Tee’a
pri ¢emu su T 1 Tyyr matrice prelaska sa baza eue’ 1 f u f', redom.
Specijalno, ako je V = U 1 ako se baze, e i f, odnosno € i f' podudaraju, tada je

(3.27) A(¢) = [To) " A€) T

Primedba 1. Postavlja se pitanje da li postoje operatori, koji imaju istu matricu u svim bazama. Odgovor
na ovo pitanje mozemo dobiti, analizirajuéi jednakost (3.27), u kojoj se matrice A(e’) i A(e) podudaraju, tj.
A(€e') = A(e) = A. Mnozedi sada jednakost (3.27) sa leva matricom T, = T dolazimo do relacije T A= AT,
koja mora da vazi za svaku regularnu matricu 7. Jasno, nula operator O i identitetiteta id, koji su neutrali za
sabiranje matrica i mnozenje matrica, u svakoj bazi imaju iste matrice i to nula matricu O, i jedini¢nu matricu
IL,, redom. Napomenimo da ¢emo kasnije videti da je tada A = A1, (Surova lema).

Primedba 2. U tacki 3.8 uveli smo relaciju ekvivalentnosti matrica: matrice A i B € My, (F) su ekvivalentne ako
postoje regularne matrice S € M,(F) i 7 € M,,,(F) takve da je A = S BT. Pokazali smo da je ekvivalentnost
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matrica relacija ekvivalencije, ¢ije su klase ekvivalencije karakterisane rangom nekog od predstavnika klase.
Dakle, u istoj klasi su samo one matrice koje imaju isti rang.

Poslednja relacija (3.27) inspirise nas da uvedemo relaciju sli¢énosti matrica na skupu kvadratnih matrica M., (F) :
matrice A i B € M,(F) su sliéne ako postoji reqularna matrica T € My, (F) takva da je B=T 1 AT.
Tada vazi sledeta jednostavna ¢injenica.

Propozicija. Relacija slicnosti matrica na M,,(IF) je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Analogan dokazu 3.3. Lema. g

Prethodna teorema otkriva i Sta su klase ekvivalencije relacije slicnosti—to su linearni operatori. Dakle, ako
su matrice A i B € M, (F) slicne tada postoji neki linearni operator A € V= F" i baze e, ¢’ tako da je A
matrica operatora A u bazi e, a B matrica istog operatora A u bazi ¢’ i pri tome je T = T,./, matrica prelaska
sa baze e u bazu €. Stavise, mozemo uzeti da je baza e kanonska baza u F™.

Primer 1. Neka je e kanonska baza u R3, a f = (f1, fo, f3) baza koja se sastoji 0 —2 1
od vektora fi =3e; +e3+2e3, fo=12e1+ex+2e3 i f3=—e;+2e+5e3i Ale)=1|3 1 0
neka je A € HomR3 linearni operator zadat svojom matricom u bazi e, 2 -11

Nadimo matricu operatora A u bazi f.

Re¥enje. Koristeéi formulu A(f) = T~'A(e)T, gdje je T matrica prelaska sa baze ¢ u bazu f. Prvo nalazimo,

3 2 -1 1 -12 5 -85 —59 18
T=|1 1 2|, azatim T7'=| =1 17 —7 | inakraju A(f)=| 121 84 —25 | .
2 2

5 0 -2 1 -13 -9 3
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1. Zadaci, vezbanja i dopune
3.14. Dokazite da su preslikavanja A i B iz 3.1 Teorema linearni operatori na V.

3.15. Linearni operatori. Da li su sledeca preslikavanja linearni operatori:

(i1) k:C — C, dato sa k(x +iy) = x — iy linearni operator nad R inad C.
(i2) A:R%? — R! dato formulom, A(x1,z2) =22 |.
(i3) B:R3 — R? dato formulom, B(z,y,z2) = (z - 2,9).

ReZenje. (il) k je aditivno u oba slucaja, nije homogeno kada C posmatramo kao kompleksni vektorski prostor, a jeste ako ga
posmatramo kao realni vektorski prostor.

(i2) A(0,0) = A((0,1) + (0,—-1)) = A(0,1) + A(0,—1) = 1 4+ 1 = 2, dakle A nije linearni operator jer ne preslikava nula vektor u
nula vektor.

(i3) Za a ¢ {0,1} i z, z # 0 imamo
Blaz,ay,az) = (®zzay) # a(rz,y) = aB(z,y),

dakle B nije linearan operator jer nije homogen.

3.16. Linearni operatori. Neka je V = R® vektorski prostor realnih funkcija .

preslikavanja sa V' u V linearni operatori:
(it) AU)E) = f(t) -1,
(i2) B(f)(t) = f(t+a),gdeje 0 #a R,
(i3) C)(E) = f2(t) = (fo F)(),
(i4) D)) = (f(1)*.

ReZenje. (i1) Uzmimo za f nula funkciju 0(¢) = 0, tada je A(0)(¢) = 0(¢t) — 1 = —1 # 0, pa B nije linearni operator jer nula
vektor (0(t) = 0) ne preslikava u nula vektor.

Ispitaj da li su sledeca

(i2) Proverimo prvo aditivnost preslikavanja B

B(f+9)t) = (f+9)(t+a) = f(t+a) +g(t+a) = B(f)(t) + B(9)(t) = (B(f) + B(9))(1),

dakle, B je aditivno. Homogenost sledi iz

B(af)(t) = (a f)(t+a) = a f(t+a) = (a B(f))(®).
Prema tome B je linearni operator. Lako se vidi da je B™!(f)(t) = f(t — a) inverz (koji je prema upravo dokazanom takode linearni
operator), pa je B automorfizam vektorskog prostora V.

(i3) C nije linearni operator jer,

C(f+9)t) = f(f(t)+9@) +g(f(t)+91t) # f(f() +9(g9(t) = (C(f) + C(9)) (1),
dovoljno je uzeti npr. f(t) =t, gt) =11t =2.

(i4) D(f + g) # D(f) + D(g), dovoljno je uzeti (Vt € R), f(t)=g(t) = 1.

3.17. Linearni operatori. Neka su dati linearni operatori A : R? — R?, A(x,y,2) = (—x,2),i B : R? —
R3, B(x,y) = (2,y,2x — y). lzracunajte Ao Bi Bo A.
Resenje. Lako nalazimo da je:

(AOB)(a:,y):A(a:,y,Qx—y):(—x,Qa:—y) i (BOA)(a:,y,z):B(—x,z):(—x,z,—Qw—z).

Odavde vidimo da Ao B # B o A, §tavise slike nisu u istom prostoru.

3.18. Dati strogi dokaz da je proSirenje po linearnosti operatora A, uvedeno u dokazu 3.2 Lema, linearno i da
je bijekcija.

3.19. Proverite se da je "levi §ift” iz 3.2. Primer 2 linearna bijekcija.

3.20. Pokazite da je preslikavanje, C' : RN — RN dato formulom,
1
C(a:l,mg,...,xn,...):<x1,2(m1+x2 —sz,...,>,

14 primetite da dim V nije konacna.
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autorfizam vektorskog prostora V = RN,

3.21. Dati strog dokaz slede¢ih tvrdnji: ako je kompozicija funkcija f o g surjekcija onda je f surjekcija i ako
je f o g injekcija onda je g injekcija (vidi dokaz 3.2 Posledica 2).

3.22. Teorema o rangu i defektu. Dokazite da je formulom A(z1,x9,x3,24) = (1 — 22,221 — T2 + x3 + 424)
definisan linearni operator A : R* — R2. Nadite mu rang i defekt, te po jednu bazu za jezgru i sliku.

Re¥enje. Neka su z = (z1, 22,23, %4), ¥y = (y1,¥2,y3,y4) € R* i o, 8 € R, tada je:
Alaz+By) = (a(z1 —22) + B(y1 —w2),a (221 — @2+ a3 +4xa) + B2y —y2+ys +4ya)) = aA(z) + BA(y).

Dakle, A je linearni operator.

Nadimo bazu od Ker A. Neka je z = (z1,%2,x3,74) € Ker A tj. A(z) = 0. Time je odreden sledeéi sistem
1 —x2 =0, 2x1 —x2+x3+4x4 =0,
iz kojeg nalazimo da je x1 = x2, r3 = —x1 — 4 x4. Dakle, ako dobijeno prepisemo na sledeéi nacin
z = (z1,21, -1 — 4x4,24) = 1(1,1,—1,0) + 24(0,0, —4,1),
vidimo da vektori, (1,1,—1,0) i (0,0, —4,1) ¢ine jednu baza od Ker A. Sada nam Teorema o rangu i defektu daje r(A) = d(A) = 2.

Dakle, A je epimorfizam i za bazu potprostora Im A mozemo uzeti bilo koja dva linearno nezavisna vektora u R?, recimo e; = (1,0)
iex = (07 1).

3.23. Teorema o rangu i defektu. Dokazite da je formulom A(z1,x2,x3,24) = (1 — 22,221 — T2 + x3 + 424)
definisan linearni operator A : R* — R2. Nadite mu rang i defekt, te po jednu bazu za jezgru i sliku.

Re¥enje. Neka su z = (z1, 22,23, %4), ¥y = (y1,¥2,y3,y4) € R* i o, 8 € R, tada je:
Alaz+By) = (a(z1 —22) + B(y1 —w2),a (221 —@2 + a3 +4xa) + B2y —y2+ys +4ya)) = aA(z) + BA(y).

Dakle, A je linearni operator.

Nadimo bazu od Ker A. Neka je z = (z1,%2,x3,74) € Ker A tj. A(z) = 0. Time je odreden sledeéi sistem
1 —x2 =0, 2x1 —x2+x3+4x4 =0,
iz kojeg nalazimo da je x1 = x2, x3 = —x1 — 4 x4. Dakle, ako dobijeno prepisemo na sledeéi nacin
z = (z1,21, —x1 — 4x4,24) = z1(1,1,—1,0) + 24(0,0, —4,1),
vidimo da vektori, (1,1,—1,0) i (0,0, —4,1) ¢ine jednu baza od Ker A. Sada nam Teorema o rangu i defektu daje r(A) = d(A) = 2.

Dakle, A je epimorfizam i za bazu potprostora Im A mozemo uzeti bilo koja dva linearno nezavisna vektora u R?, recimo e; = (1,0)
iex = (07 1).

3.24. Teorema o rangu i defektu. Operator A : R® — M3(R) dat je svojim dejstvom na bazi:

01 -1 00 0 -1 1 0 0 0 1 100
Ale)=]0 0 0|, Af)=|-2 3 0|, Ales)=| 0 0 1|, A()=|0 —1 2| iA(es)=]|0 1 0
10 0 01 0 0 0 1 1 10 00 1

Nadite opstu formulu za operator A, odredite mu rang i defekt.
ReZenje. Kako je z = (z1,...,25) =x1€1 + x2e2 + x3e3 + T4 e4 + 5 €5 dobijamo:

Resavajuéi jednacinu A(z) = 0, lako se vidi iz
—T3 + s T1+x3 —Z1+ T formule (3.28) da je Ker A = {0}, npr. dovolj-
(3.28) A(w1, w2, 23, 24, 5) = —2x2 32 —za+xs 3+ 24 no je prvo posmatrati komponente matrice (1,1) i
T1+ x4 r2t+xs x3+25 (3,3),
iz kojih dobijamo zs = x5 = 0, a zatim i komponente (1,3) i (3,1), iz kojih sledi 1 = x4 = 0, i na kraju iz komponente (2,1) sledi
da je zz = 0. Time smo pokazali da je A monomorfizam. Dakle, d(A) =01 r(A) =5.

3.25. Teorema o rangu i defektu. Za proizvoljnu kvadratnu matricu A € My(F) definiSemo preslikavanja
T4, Sa:My(R) — My(R), formulama, T(X) = AX - X A, 1 S(X)=AX+ X A

o o . . . .. 12 . .
Dokazite da su 7" i S linearni operatori i u specijalnom slucaju A = [1 0] nadite r(T),r(S),d(T) i d(95), te
odredite neku bazu jezgre i sliku operatora 7' i S.

Resenje. Dokazimo da je npr. 7' linearni operator.

TaX+BY) = AaX+8Y) - (aX+ BV A=a(AX - XA +B(AY-VA) =aT(X)+BT).
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b
d

0 0| |a b 12+12 a b| _ |2a+b+2c 2a+b+2d
0 0| |c d||1 O 1 0||ec d| | a+c+d b+2c

Odavde dolazimo do linearnog sistema:

Odredimo npr. bazu za Ker S. Neka je X = [(cl ] € KerS,tj. 0 =AX + X A, sto zapisujemo u matri¢nom obliku:

2a+b+2c=0, 2a+b+2d=0, a+c+d=0, b+2c=0, CcijejereSenje c=d, a=—-2d, b=-2d, a=0.

Odakle odmabh sledi da je Ker S = {0}, tako da je r(S) =4 i d(S) = 0. Dakle, operator S je izomorfizam i za bazu slike moze se
uzeti bilo koji skup od ¢etiri linearno nezavisna vektora, npr. kanonska baza {E11, F12, E21, Ea22}.

3.26. Dato je preslikavanje A : Mos(R) — Maz(R) formulom:

2 =2 4
A(X):X-[ 0 0

1 -1 2
0 .

]_2Tr(x)[—1 1 -2

il
i2
i3
i4

Dokazite da je A linearni operator.
Odredite rang i defekt operatora A.
Nadite neku bazu potprostora KerA i Im A.

Odredite matricu operatora A u paru standardnih baza.

(i1)
(i2)
(i3)
(i4)

3.27. Neka je A : V — V linearni operator takav da je V = Ker A @ Im A. Dokazite da onda vazi i
V=KerA" ®Im A", Vn € N.

3.27. Teoreme o izomorfizmu. Dokazite Teoreme 1, 2, 3 iz tacke 3.5 ako su svi vektorski prostori, koji se pominju
u tim teoremama kona¢nodimenzioni.

3.28. Baza vektorskog prostora Hom (U, V'). Provedite detaljan dokaz tvrdnje (il) iz 3.7 Teorema.

3.29. Elementarne transformacije. Dokazite da je matrica IF; y regularna koriste¢i kanonsku bazu £ u HomV,
tj. da je IFZ")\ =1, + ()\ - 1) ;.

Redenje. Primetimo da je F; x =1, + (A —1)E; i F,1=T,+ (3 — 1) Ei; i sada imamo:

FinE, = (I + (A~ D) E)(IL, + (% 1) Ea) =T + </\ 14 % 1+ (- 1)(% _ 1)) Fe = T,

dakle, IE‘Z% jeinverz od IF; » i IF; » je regularna matrica.

3.30. Elementarne transformacije. Dokazite da je matrica G;; regularna koriste¢i kanonsku bazu £ u HomV,
tj. da je Gij =1, + Eij + Eji —E; — Ejj.
Resenje. Kako je Gi; =1, + E;; + Ej; — Ei — Ej;, sada redom imamo:

G?j = (I, — By — Ej + By + E]’i)2 =1, + E}, + E?]’ + E?j + Ei —2(Eu + Ejj — By — By + Ey By — By By — By, By
+18j; By — By Byy — By By — By By — Byy By + By By — By By — By By + By By = {B; By = 0B} =
= In+Ei+Ej; —2E; —2E;; +2E;; + 2Ej; — By — Ejy — Eij + Eis — Eji + Ey;
— 1,

dakle Gi_jl = Gij, tj. Gy; je regularna matrica.
3.31. Dimenzija lineala. Kolika je dimenzija lineala razapetog vektorima:
by = (1,0,0,2,5), by = (0,1,0,3,4), b3 = (0,0,1,4,7) i by = (2,—3,4,11,12).

ReZenje. Zadatak je ekvivalentan odredivanju ranga matrice ¢ije su kolone (vrste) dati vektori.
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10 0 2 10 0 0
01 0 -3 1. kol. x(—2) + 4. kol. 0 1 0 0
0 0 1 4 |~{ 2 kol,x3+4. kol. ~]10 0 1 0
2 3 4 11 3. kol. x(—4) + 4. kol. 2 3 4 0
5 4 7 12 5 4 7 —14
1.0 0 0 1 0 00
01 0 0 01 0 0
~l0 0 1 0|~|0 0 1 0]|=D2,
00 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0
Dakle dimenzija lineala je 4.
3.32. Rang matrice. Odredite rang slede¢ih matrica:
25 31
2 -1 3 -2 4 75 04
(il) A=1[4 -2 5 17 (i2) B=
2 -1 1 8 2 oo
25 32
2 -1 3 —2 4 1. kolonu 1 -1
Resenje. (il) 4 -2 5 1 7 | ~¢ pomnozimo »~ [ 2 =2
2 -1 1 8 2 sa 1/2. 1 -1
1 0 0 0 0 10 00 0
~]l2 -1 5 -1 0f~|2 1 5 1 0|~
|1 -2 10 -2 0 1 2 10 2 0
1 0 0 0 0
~10 1 0 0 0 |=D3, dakle r(A) = 2.
L0 0 0 0 0
L 3 > 1 1. vrs. X (=2) + 2. vrs. L 3
) 2 -1 -3 4 0 -7
(i3) ~ < 1. vrs. X (=5)+ 3. vrs. p ~
5 1 -1 7 . (7)1 4 0 —14
7 7 9 1 . VIS. . VIS. 0 _14
103 5 -1 4. v. 1 3
0 -7 —-13 6 +1.v 0 -7
0 0 0 0 4. v. x (=6) 0 0
0 0 0 1 +2.v.; 0 0
10 0 0 1 0 0
{Z'k'x(lm } 01 1 0 01 0
00 0 0 0 0 0
3. k. x (=1/13) 00 0 1 00 0

3.33. Rang matrice. U zavisnosti o realnom parametru A odredite rang matrica:

(i1) A

N = > W
N s

W W

, (i2) B

1A -1 2 i
=12 -1 X 5|, @3)C=|g
1 10 —6 1 i

[N S

= o o

1. vrs. X (—2) + 4. vrs.; 1. vrs. X (—5) + 5. vrs,
2. vrs. X (—=3) + 4. vrs.; 2. vrs. X (—4) + 5. vrs.
3. vrs. x (—4) + 4. vrs,3vrs x (— 7)+5 vrs,
5. vrs. X (—1/14).; 5. vrs. <> 4. vrs.
17 43 1 3 5 —
53 132 . 2 -1 -3
(i3) C=
54 134 5 1 -1
20 48 7 7 9
3 _9 4 1. kol. 4+ 2. kol.; 1. kol. x (—3)+
3. kol. ; 1. kol. x (2) + 4. kol. ;
5 1 7 ~
1 8 2 1. kol. x (—4)
+5. kol.; 2. i 4. kol. x (—1)

2. kol. x (—2) + 1. kol. ;

2. kol. x (=5) + 3. kol.; 10000

2. kol. x (—1) + 4. kol.; » ~ 01 0 0 O

1. vrs. X (3) + 3. vrs.; -3 2 0 0 O

2. vrs. X (—2) + 3. vrs.;

5 -1 2. v. % (—2) 1 3 5
—13 6 +3.v.; 0o -7 -—13
—26 12 2. v. % (—2) 0o 0 0
—26 8 +4.v.; 0 0 0
5 07 1. k. x (—3) 1 0 0 0

—-13 0 +2. k. 0o -7 —-13 0

0 0 1. k. x (=5) 00 0 o0

0 1] +3. k. 0 0 0 1

0 1 0 0 O

0 01 0 0| .4 B

ol ~lo o1 ol~ Dj3. Prema tome r(C) = 3.

1 Lo 0 0 0
-3 2 4 3 2 5 1 3
—2 3 7 1 . 4 6 3 5
6 -1 —5 o MWP=1y 14 | 7
-3 7T 17T A 2 -3 3 A

BSOS
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31 1 4 . 1 1 4 3 1 0 0 0 2.k.x1/2
o A4 10 1 Lk 2.k 410 1 A| [LExEDF2 ks 4 6 —15 A—12 3.k x1/5
Rezenje. (i1) ~¢ 2. k. 3. ko; o ~el. kox(—4)+3. ks p ~ ~
1 7 17 3 3. k. <> 2. 4. 7 17 3 1 1.k x (=3) + 4. k 7 10 —-25 —20 3. k.+3. k.
2 2 3 o T 4 3 2 o B 2 2 =5 4 3. k. 4. k.
10 00 2. k. x (4) 1000 Lov.x (2) +2 v; 1000
4 3 A—-12 0 +3. k. -2 3 X0 1.v.x(3)+3.v; 00 X O
75 —20 0 2. k. x (—2) -3 5 00 4. v.x (=5) + 3. v; 000 0]}’
2 1 4 0 +4. k. 01 00 4. v. x (=3) + 2. v; 0100
ako je A # 0, tada je r(A) = 3,
odakle sledi
ako je A =0, tada je r(A) =2
1 A -1 2 1“;;(;2) 1 X -1 2 2. v.x (=2) + 1. v. 1 5A+2 —-2X\—-5 0
(2) B=]2 —1 A 5 ~g FET e~ 00 221 A2 1~ B vx () F20v 6~ |0 =BA+9 A=3 0
1 10 —6 1 v 0 10-Xx -5 — 3. v.x (—1) 0 A-10 5 1
+ 3. v.
(i2a) Ako je A =3 onda je r(B) = 2 jer je:
1 17 —-11 0 Lk x (=17) 42 k.5 1 000 1 000
Lk x(11) + 3. k.;
0 0 00 |~ ~]10 0 0O0[~]010O0]{.
0 -7 51 4 ko (7) +2. k.5 0001 0000
4. k. x (=5)+3. k.;
(i2b) Ako je X\ # 3, onda je r(B) = 3 jer je:
1 5A+2 —-2X—5 0 Lk x (=524 2) 42 k; 1 0 0 0 3.k x(3) +2 k.; 1 0 0 0
Lk X(2A+5)+3. k;
0 -3 1 0 ~ 4k x (10— N +2. k. 0 -3 1 0|~< 2 k.« 3. k.; ~[0 1 0 Of.
0 A—10 5 1 4% X (=5) 4 3. k.; 0 0 0 1 3. k. 4. k. 0 0 1 0
3.34. Kroneker-Kapelijeva teorema. Neka su aq,as,...,a; i b vektori u R™. Tada vazi:
k
b= E aja; akko rlaj,az,...,ar]=r[ai,as,...,ax,b],
=1
gde je [ai,ag,...,ax] matrica ¢ije su kolone redom vektori ag,aq,...,a.
Dokaz. Ako je b = 0, zadatak je trivijalan, zato pretpostavimo b # 0.
NuZnost. Neka je b je linearna kombinacija vektora a;, (i = 1,...,k). Tada je broj linearno nezavisnih vektora u matrici
[a1,a2,...,ak,b] jednak broju linearno nezavisnih vektora u matrici [a1,az, ..., ax ]. Sada iz definicije ranga matrice odmah sledi
da je r[ai,az2,...,ar] =rlai,az,...,ak,b].
Dovoljnost. Neka je r[a1,az2,...,ar] =1 < k, BSO mozemo pretpostaviti da su a1, az,...,a; linearno nezavisni (ako nisu onda ih
prenumerisemo). Kako je po pretpostavci r[a1,az,...,ax] = r[a1,az2,...,ak,b], sledi da je rang matrice [a1,az,...,a:,b] jednak

l. Dakle jednacina,

l
ﬂ b+ Z a; a; =0,
=1
je zadovoljena za 8 # 0 (tada je i barem jedan a; # 0) jer u suprotnom, tj. kada bi 8 = 0 sledilo bi, zbog linearne nezavisnosti
skupa {ai,az2,...,a;}, dasusvi a; =0 (i = 1,...,1), a to je nemogudle (jer bi tada rang matrice [a1,az,...,a;,b] bio veéi od
ranga matrice [a1,az,...,ax]). Dakle, 8 # 0, pa iz gornje relacije sledi:
k

b= Na;=0, gdejehi=-a;/f, i=1,...,1 i XN=0, i=I+1,.. k

3.35. Rang matrice. Za koje je skalare, A € R, vektor b = (7, —2,\) linearna kombinacija vektora
a; = (2,3,5), a2 = (3,7,8) i a3 = (1,—6,1).

ReSenje. Primenimo prethodni zadatak, istovremeno trazeé¢i rang matrica [a1,a2,as] 1 [a1, a2, as,b].

23 1 7 3.k.x (3)+ 1. k. 0 0 1 0 1. k. x (1/3) 00 1 0 2.k x(-1)+1. k.
37 -6 —2|~<3kx(=5)+2ko~|15 25 —6 40 [~ ~|5 5 —6 40 | ~{2. k. x(=1)+3. k.
58 1 A 3. k. x (—=7) + 4. k. 3 5 1 A—7 2. k. x (1/5) 1 1 1 A=7 3. k.x (7T—A) +4. k.

0 0 1 0 1ov. x (11) + 2. v.; 0 0 1 0
~ |0 5 —11 —5A475 |~ ~10 0 0 —5x4+75].
0 1 01 0

0 0 3. v.x (=5) + 2. v.;
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Primetimo da je r[a1,az2,a3] = 2 i vektor b je linearna kombinacija vektora a1, az i as, akko je r[ai,a2,as,b] = 2, a to je
ekvivalentno sa —5 A+ 75 =0, ili A = 15. Ako A # 15 vektor b nije linearna kombinacija vektora a1, az i as.

3.36. Rang matrice. U zavisnosti o £ € R odredite rang matrica.

5 -3 2 4 3 2 5 1 3 2
. 2 3 71 . 4 6 3 5 4
(i1) 8 -6 -1 -5 9 |’ (i2) 4 14 1 7 4

7 -3 7 17 ¢ 2 -3 3 ¢ 7

3.37. Inverz matrica. Nadite inverz slede¢ih matrica, ako postoji, slede¢ih matrica:

- (-2 1.1 2
0 1 1
. 4 1 . . 3 -1 1 =2
w5 @ 1o, ) | 4L
L | 1 2 1 -2
- [0 3 -1 1
1 10
. 1 -1 . . 4 0 3 2
|y @[+ 31, Go) |0 2 302
L |1 -1 2 5
_ 1 1 0 O
: -3 -5 . 342 . 01 10
(i7) , (i8) 1 0o 21, (19)
2 3 14 s 00 1 1
- 0 0 0 1
Redenje. Dajemo resenja sledecih zadataka: (i4), (i7), (i5), (i8), (i3) i (i9).
. 1 -1 | 10 Lov.+ 1 -1 | 1 0 2. v.+ 1o | 21 L [2 1
(‘4){—1 2 | 0 I}N{Q.v.; }N{o 1] 1 1:|N{1.v.; }N[o 1] 1 1}' Dalde, A7 =11 1 |-
an [ 5 L1 0] [ 2w+ -1 =2 | 1 1] _f1v.x(2) -1 -2 | 1 1 2. v. % (—2)
! 2 | 0 1 Lv.; 2 3 | 0 +2.v.; 0 -1 | 2 3 +2.v.;
-1 0 | -3 -5 Lov.x (=1); 1 | 3 5 L[ 3 5
N{ -1 | 2 3}”{2.\/%(71),}'“{ 1| -2 3| Dakle AT =1 o 3
1 10100 1 10 | 1 00 2.v. +1.v.
) |4 31]010 N{i'”zg_igigv}N 0 -1 1] -410]|~{2vx(=1) ~
4 -1 41001 ' 0 -5 4] —401 2.v. x (5) + 3. .
10 1] -3 10 3.v. + 1.o. 100 13 -4 1
~101 =1 ] 4 -10|~S30v.x(-1)+20v.3~]010] —12 4 -1
00 -1 ] 16 -5 1 3.v. x (—1) 001 -16 5 —1
13 -4 1
Prema tome A~1= | —12 4 -1
-6 5 —1
3421100 2.0, +3.v. 1 0 20 10 2. 0. 4 3.0.
(i8) 1 02010 ~{2vx(=3)+1uv.p~|0 -4 —4 |1 =30 N{ }N
-1 421001 2.v. < 1o 0 4 4]0 11 2.0. x —1/4
1021 0 10
~101 1] 1/4 =3/4 0
000 1 -21

-2 11 2] 100 0 4.0, % (2) + L. 1 2 1 -2 ] 000 1
3) 3 -1 1 -2 0100/ Javx(=3)+2v [ |0 -7 =2 4] 010 3]

1 23 -1 ] 0010 4.0, x (=1) + 3.0 0o 0 2 1] 00 1 -1

1 21 -2 00 01 40, & 1. 0 5 3 -2 | 100 2

3.v. X (2)+4.v. 1 2 5 0 ] 00 2 -1 2.v. x (—1/10)

3.0, X (—4) +2.0. 0 -7 —-10 0 | 0 1 —4 1

) 3.0 x(2)+ 1w 0 5 70 ] 10 2 of7)2vx(=2)+Lv (7
3.0. <> 4.v. 0 0 2 1] 00 1 -1 2.0. x (=5)+3.v
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1 0 15/7 0|0 2/7 6/T —5/7 v x =T 1 00 0| 0 11 —-12 10
o107 00 7 4T —1T | L 3 x (—10/7) 4+ 2. o1t o0oo0j10 7 -8 7
00 —1/7 0|1 5/7 —6/T 57 30, x (—15/7) + 1. 00 10|-7 -5 6 -5
00 2 110 0 1 -1 3.0, x (—2) +4.v. 000 1] 14 10 —11 9
15 11 —12 10
o, | 10 7 -8 7
odakle je, A™" = _7 s 6 _5
14 10 —-11 9
1100 | 1000 1000 | 1 -1 1 -1
P I T A R gZiE_Bigz ot oo o 1
! 0011 1] 00710 2.v.><(—1)+1.v. 0010 1] 0 0 1 —1 | @ode
000 1] 0O0O0°1 000 1 | O 0 0 1
1 -1 1 -1
. l0o 1 -1 1
AT=l0 0 1 -1
0o 0 o0 1
3.38. Inverz matrice. Izracunajte inverzne matrice od slede¢ih matrica n—tog reda :
(11 1 1] 110 0 0]
01 11 0 1 1 0 0
(i1) T I (i2) o
0 0 11 0 00 11
0 0 0 1 0 00 0 1
Resenje.
11 11 ] 1 0 0 11 10 | 1 0 —1
n.v. X (=1)+1.v
. 01 ... 1 1 | 1 ... 0 0 v X (—1) 420 0o 1 .. 0] 01 ... 0 —1
S T S S S S : S T S P S
0 0 1 1] 00 1 : 0 0 1 0] 00 ... 1 —1
0 0 1] 00 1 nv x (=1 +(n-1) 0 0 01 ] 00 ... 0 1
_ 1 dalj
(n =10 x (<1 +Lv o1 o0 o1l o mnoimo (n ).
N (n—1.0. x (=1) +2.0. N N vrstu sa (—1) i N
: NN N : : dodavanje svim
' 00 ... 1.0 ] 0 0 ... 1 -1 prethodnim vrstama
(n—1).v. X (=1) 4+ (n—2).v. 00 .. 001 1] 00 .. 0 1 i
[ 1 00 | 1 —1 0 0 1 -1 0 0
1 00 | 0 1 0 0 0 1 0 0
~| ot o sttt ot i |. Prematome, Al =
0 0 1 | 0 0 1 -1 0 0 1 -1
L0 0 01 ] 0 O 1 0O 0 0 1

1 -1 (-1t -1

0 1 (_ 1)7172 (_ l)nfl
A= :

0 0 1 -1

0 0 0 1

3.39. Neka je A : V — V linearni operator takav da je V = KerA & Im A. Dokazite da je onda i
V = Ker A2 @ Im A2.
Re¥enje. Prvo primetimo da ako je = € Ker A onda je Az =0, pajei A(Az) =0 (jer je A linearni operator), tj. = € Ker A%

Dakle, uvek vazi da je Ker A C Ker A%, Dokazimo sada i obratnu inkluziju: neka je z € Ker A% onda, zbog pretpostavke zadatka,
imamo da je 2 =y + 2, pri cemu je y € Ker A i z € Im A. Kako je y € Ker A C Ker A? sledi da je © —y = z € Ker A%, (jer su z
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i y € Ker A?). Dakle, s jedne strane je Az € Ker A, dok je s druge strane Az € Im A, tako da je Az = 0. Prema tome z € Ker A
ize€lmA, paje z=01i 2 =y € Ker A. Odavde je prvo Ker A2 C Ker A, a zatim je Ker A = Ker A%

Primetimo prvo da ako je y € Im A%, onda postoji = € V takav da je y = A%z = A(Az), paje y € Im A jer za z = Az, nalazimo
da je y = Az. Dakle, time je pokazano da uvek vazi da je Im A? C Im A. Sada koristeéi teoremu o rangu i defektu redom imamo:

dim (Im A%) = r(A%) = dimV — d(A?) = dimV — d(A) = r(A) = dim (Im A),

i sada napokon iz Im A% CIm A i dim (Im A%) = dim (Im A), zaklju¢ujemo da je Im A? = Im A.

3.40. Nadite primer operatora A € Hom V' takvog da V # Ker A ® Im A.

Re¥enje. Neka je V = R? ineka je operator A odreden svojim dejstvom na nekoj bazi (e) = (e1, ez2), sledeéom formulom: Ae; = ez
i Aez = 0, odakle vidimo da je ez € Ker A,NIm A pa Ker A @ Im A ne moze biti direktna.

3.41. Dokazite da su A, B,C € Hom(R3,R?), data formulama
Alz,y,2) = (x +y,x —22), B(r,y,2)=(x,3y) i H(z,y,2)=(x+y—2z,2z—1y),
linearno nezavisna preslikavanja.
Regenje. Racunamo,
ANA(z,y,2) + pB(z,y,2) + vC(z,y,2z) =0 odaklesledi A(z+y,x—22)+pu(z,3y)+v(z+y—z2—y)=(0,0,0) azatim
(0,0,0)=Ax+ Ay +pr+vet+vy—vz, Az — 2 2+ 3uy +ve —vz)=(xzA+pu+v) +y A+ v)—vz,z(A+v) + 3uy + 2(—=2X — v))

odakle redom zaklju¢ujemo (jer zadnja formula vazi za sve z,y,2 € R), A+ u+v =0, A\+v =0, A\ +v=0,3u=0, v=

0, —2A — v =0, odakle je v = 4 = A = 0. Prema tome F,G i H su linearno nezavisni.

3.42. Neka je A € Hom (V,W) i a € R*. Dokazite da je Ker A = Ker(a A) i ImA = Im(a A).
ReZenje. Prvo dokazimo da je Ker A = Ker(aA). Dokaz je posledica sledeéeg niza ekvivalencija:
r€EKerA <« Ar=0 <= O0=aAz=A(az) <= z¢€Ker(ad).

Neka je € Im A, tada postoji y € V takav da je Ay = x. Za vektor z = y/a, vidimo da je A(az) = Ay = z, dakle
z € Im(aA).

Obratno, ako je = € Im(a A) onda postoji y € V takav da je A(ay) = z. Za vektor z = ay vidimo da je A(z) = A(ay) = =z,
dakle z € Im A.

3.43. Neka je A € Hom(C3?), dat formulom A(z,y,2) = (x +y — 2,y + 2,42z). Dokazi da je A € GL(C?) i
nadi A~L.

ReZenje. Jasno, potrebno i dovoljno je naéi A~*. Ako je A(z,y,z) = (a,b,c), onda je A™*(a,b,c) = (z,y,z), tako da imamo:
a=x+y—z, b=y+z1c=4z Resavajudi ovaj jednostavni linearni sistem nalazimo: z=c/4,y=—c/4+b,z=a+b—c/2.
Dakle, imamo da je A™'(a,b,c) = (a +b—c/2,b— c/4,c/4).

Primedba. Ovaj zadatak mogude je resiti tako Sto se operatoru A dodeli njegova matrica u kanonskoj bazi i zatim se nade njen

inverz.

3.44. Neka je A = [ay,ag, ..., a, | regularna matrica (r(.A) = n). Ako je matrica A(b) = [a1, ag, ..., ag—1,b, Q41 ...

matrica ranga n — 1, za svaki k= 1,2,...,n; dokazite da je onda b = 0.

3.45. Neka su A, B € Hom (F"), gde je n € N, i neka je AB=0.
(i1) Dokazite da je: rang(A) + rang(B) < n.

(i2) Dali za dati operator A i rang(A) < k < n, postoji operator B takav da AB = 0 i rang(A) +
rang(B) = k.

3.46. Pokazite da za svaka dva linearna operatora A, B € Hom (R™) vazi:
rang (A B) > rang (A) + rang (B) — n.

3.47. Neka je V realni vektorski prostor i neka su A, B € Homg V' linearni operatori na V' za koje vazi:
A% = B? i Ker AN KerB = {0}. Dokazite da za operatore A i B vazi:
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(i1) A (KerB) C Ker A.
(i2) dim(A (KerB) ) = dim (Ker B).
(i3) ako je AB =B A ondaje B(A (KerB) )= {0}.

3.48. Zadato D € Hom¢ (V), definisemo preslikavanje f : Hom¢ (V) — C, formulom fp(A) =Tr(AD), A€
Hom ¢ (V). Dokazite da

(i1) je fp linearni operator,
(i2) ako je fp(A) =0, VA€ Homc (V) ondaje D=0,
(i3) Vg € (Hom ¢ (V))* postoji neko B € Hom¢ (V) tako da je g = fp.

3.49. Linearni funkcionali i operatori. Neka je A € Hom V' operator na unitarnom prostoru V' za kojeg vazi da
je (Av,v) € R,Vv € V. Pokazite da je A hermitski operator.

3.50. Dualno preslikavanje. Dali tvrdenje (il) iz 3.11 Teorema vazi i bez pretpostavke da su U i V' kona¢nodimenzioni ?

3.51. Nadite matricu operatora transponovanja u kanonskoj bazi (E) = (E11, F12, Fa1, E9) i u bazi (F) =
(E22, E11, Eo1, E12).

1 0 0 0 1 0 0 0

_ - 0 0 1 0 . - 01 0 0
ReZenje. (E) = 010 0 i (F)= 00 0 1
0 0 0 1 0 0 1 0

3.52. Dati potpun dokaz Propozicije iz tacke 3.12.

3.53. Ako je A(e) = [ 73 _1 ] € My(F). Odredite A(f) ako je fi =eai fo =e1 + ea.

3.54. U prethodnom zadatku nadite koordinate vektora Az u obe baze ako je x = f1 + fo .

3.55. Promena baze. Neka je lin-
earni operator

A € HomR* dat svojom matri-
com u kanonskoj bazi,

(i1) Za vektor z(e) = (1,—1,2,1) odredi (Ax)(e) i (Az)(f), pri ¢emu je f
baza koja se sastoji od vektora f; = ey, fo = e1 + e, f3 = €1 + €9 +
e3 1 fa=e1+ex+e3+ ey

(i2) Neka je y(f) = [—1,—3,6,—8]". Odredite (Ay)(e).

1 2 0 1
30 -1 2 (i3) Neka je g baza koja se sastoji od vektora g1 = f1,92 = —f1 + fo,
Ale) = 2 5 3 1 g3 = —f3+ f1 194 = —fo+ f3. Odredite matricu prelaska sa baze e u g
1 2 0 1 1 0
v . . 3 0 -1 2 -1 3 . -1 .
ReZenje. (i1) (Ax)(e) = A(e) z(e) = 5 5 3 1 5 | =14 Kako je, (Az)(f) = [Ter ] (Az)(e), prvo nalazimo,
1 2 1 3 1 4
1 1 1 1 1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 -3
0o 1 1 1 . _ 0 -1 -1 . 0 -1 -1 0 3 -1
Tey = 0o 1 1|2 zatim Tef1 =10 0 -1 -1 i napokon (Az)(f) = 0 0 -1 -1 4= 0
0 0 0 1 0 O 0 1 0 0 0 1 4 4
1 -1 0 0 1 2 0171111 -2 0 1 0
. —1 0o -1 -1 0 3 0 -1 2 0111 1 -4 -8 -7 . .
(2) A(f) =T Ale)Tey = 0 0 -1 -1 . 001 1l= L4 6 4| tako da prvo imamo:
0 0 0 1 1 2 1 3] 10001 1 3 4 7
—2 0 1 0 -1 8 1111 8 —24
1 -4 -8 -7 -3 19 . 0111 19 —32
(Ay)(f) = A(f) y(f) = 1 4 6 4 6 = _9 ) 1 (Ay) (6) = Tef (Ay) (f) = 001 1 -9 = —51
1 3 4 7 —8 —42 | 0001 —42 —42
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1111 —1 —6 1 2 01 —6 —24
e 01 11| | =3| |-5 ) _ 030 -1 2| |-5| |-32
Drugi nacin: y(f)—Tef y(f) = 0011 61 =1_2 | i (Ay)(e) = A(e)y(e) = 95 31 9| T | =51
0001 —8 —8 1 2 1 3 —8 —42
(i3) Kako vazi formula: Teg =Tey Tyy,
nalazimo:
1111 1 -1 0 0 1.0 00
B Jo1r11|]o 1 o0 -1| o100 . o )
Teg =TefTrg = 0011 0 0 -1 11=looo1l: i kako je ocigledno, T,,” = Tegy, dobijamo
0001 0 0 1 0 L0010
1 000 12 0171000 121 O
I lo1oo||30-12l|lo100]| [302 -1
AG) =Ty AT =g g g 1||l25 31||looo1|"|123 1
0010 1 2 1 3[/10010 2 51 3

3.56. Neka je A € Hom (U, V) linearni operator kojem u kanonskim bazama e i ¢’ odgovara matrica
_9 te neka su f i f/ baze od U i V, pri ¢emu je: f1 = (1,1,1,1)7,

1 20
2 1 .
A(e/ 6): 3 (1) 9 1 f2:(1727272)T7f3:(1727373)T7f4:(1727374)771f{:(572747471)T7
) I
0 -1 1 -1 fé = (_173)17_47 _3)T7 fé: (_173’27_575)7’ fi: (_4’17_47_57_5)7-7 1
-1 13 2 fé = (2)07_273?1)7-‘
(i1) Odredite matricu operatora A u paru baza f i f’.
(i2) Odredite matricu operatora A* u dualnom paru baza f* i (f)*.
(i3) Nadite neku bazu od Ker(A) i izrazite bazne vektore iste u bazama e i f.
(i4) Nadite neku bazu od Im(A) i izrazite bazne vektore iste u bazama e’ i f’.
ReSenje. (i1) Da bismo iskoristili formulu, A(f, f) = [Top ] A€ €) Tey, prvo nalazimo matrice prelaska i njihove inverze:
5 -1 -1 —4 2 —-500 340 75 371 37 U111
2 3 3 1 0 674 —458 —101 —500 —50 L2 9o
Topr=|4 1 2 -4 —2|, T, =|-147 100 22 109 11|, i Ty=|] 5 5 5| takodaje
4 -4 -5 -5 3 —581 395 87 431 43 L2 34
1 -3 5 —5 1 352 —239 —53 —261 —26

—-500 340 75 371 37 1 20 =2 1111 859 1350 3100 3878

674 —458 —101 —-500 —50 2 01 0 192 2 9 —1157 —1819 —4178 —5227

A(f',f)= | —147 100 22 109 11 3 1 2 1 123 3]|= 253 398 913 1142
—581 395 87 431 43 0 -1 1 -1 123 4 997 1567 3600 4504

352 —239 —53 —-261 —26 -1 13 2 —605 —951 —2183 —2731

(i2) Na osnovu ranije teorije znamo da je

859 —1157 253 997 —605
N ;o | 1350 —1819 398 1567 —951
AL =AU = 3100 —4178 913 3600 —2183
3878 —5227 1142 4504 —2731

(i3) Da bismo odredili KerA potrebno je resiti jednac¢inu Az = 0, pri tome vodimo racuna da su i matrica operatora A i vektor
x dati svojim koordinatama u istoj bazi, tako da je A(€’,e)z(e) = 0(e’). Sada lako nalazimo da KerA = {0}.

(i4) Sli¢no kao i pod (i3) imamo: ImA = L({vi(e') = A(e',e)ei, i = 1,...,4}), pri tome su kolone matrice A vektori v;(e’), pa je
potrebno naéi maksimalan broj linearno nezavisnih vektora u skupu {v;(€¢’), i = 1,...,4}. Iz (i3) i zbog teoreme o rangu i defektu
znamo da je taj broj 4. Dakle u bazi €/, imamo

ImA = ‘C({’Ul(el) = (17 2,3,0, _1)T7 1}2(6/) = (27 0,1,-1, 1)T7 U3(el) = (07 1,21, 3)7—7 1}4(6/) = (_27 0,1,-1, 2)7})
Kakoje ImA = L({v1(f),v2(f"),v3(f),va(f)}) tadaformula, z(f) = [T ] 2(e), daje: vi(f') = (368, —495, 108, 427, —259)7,
va(f) = (—1259, 1697, —370, —1463,886)", wvs(f') = (972, —1310, 286, 1129, —684)", wa(f') = (778, —1049, 229, 904, —548)7}.

3.57. Promena baze. Neka je A € Hom (U, V) linearni operator kojem u kanonskim bazama e i ¢’ odgovara
matrica
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1 2 -3 te neka su f i f’ baze od U i V, redom, gde je: fi(e) = (1,1,-1),
A= 9 0 1| fale) = (2,3,-2), fale) = (—1,-2,—1) i fi(¢') = (1,1,1,-2),
-1 1 1 f5(eh) =(2,-1,1,2), f3(¢') =(2,0,1,-1), fi(e') = (-1,2,1,0).

(i1) Dokazite da za matrice prelaska dualnih baza (baza u U* i V*) vazi formula: T« = [Te}]_l.
(i2) Odredite A(f', f), A(¢, f) i A(f',e).

(i3) Odredite A*(e*,e*), A*(e*, f'*), A*(f*, f™*) i A*(f*,e™).

(i4) Ako je z(e) = (2,—3,7) izracunajte x(f), (Az)(e™) i (Ax)(f"™).

(i5) Ako je y*(f™*) = (1,0,5,—2) izracunajte y(e™), (A*y)(e) i (A*y)(f).

3.58. Jedna specijalna baza. Dokazite da za operator A = (c;;) € Hom V' postoji baza e = (e, ..., e,) takva
da operator A u toj bazi ima matricu ¢iji su svi elementi ispod donje sporedne dijagonale jednaki 0, a donja
sporedna dijagonala sastoji se od 01 1, tj. ayj; =0 kada jei —j >21i 1, € {0,1}, i=1,...n—1.






GLAVA 4

DETERMINANTE

1. Simetriéna grupa 3,

4.1. Grupa permutacija. Za svaki prirodan broj n € N definisemo skup $,, = {1,2,...,n}. Bijekcije skupa

$,, nazivamo permutacijama skupa $,,. Jasno ($,,0) je grupa koju nazivamo grupom permutacija ili simetriénom
1

grupom $,,. Kao §to znamo *, simetri¢na grupa ima [|$,| = n! elemenata. Elemente grupe $,, zapisujemo na
sledeéi nacin,

_ 1 2 n
(4:1) 0- - <a_(1) 0_(2) ooooo U(n)) .

U zapisu permutacije (4.1) gornja vrsta predstavlja elemente skupa $,,, a donja njihove slike. S obzirom da je
grupovna operacija u $,, kompozicija funkcija koristi¢emo notaciju,

o= (olyoly oty ) © (oot o ) = (oo wone o)

Primer 1. (1 2 345678910)0(12345678910) _ (12345678 9 10)'

3107518296 4 75983146210/~ \2169735810 4

Primer 2. Kejlijeva tablica grupe ($3,0). Uvedimo oznake

id=(123) 1= (135) - 2= (313) - id|id o1 o2 o3 04 03
032(55?), 04:(:1,)33) i 05:(:1))3113) op|o1 id o4 o5 02 03

o . . . e . . o9 | 02 03 id 01 05 04
Sada na standardan nacin, racunanjem kompozicije ovih preslika- 4
vanja dobijamo tablicu mnozenja (desno) grupe ($3,0). 03103 02 05 04 1d 01

Iz same tablice mozemo zakljuciti da grupa $3 nije komutativna, o4| 04 05 o1 id o3 03

jer tablica nije simetri¢na s obzirom na glavnu dijagonalu. 05|05 04 o3 o3 o1 id

Prethodna tablica mnozenja naziva se i Kejlijeva tablica? grupe (83, o).

4.2. Parnost permutacija. Inverzija permutacije o je svaki uredeni par indeksa (i,7) takav da je i < j i
o(i) > o(j). Broj svih inverzija permutacije o obelezavamo sa (o). Permutacija o je parna ako je I(o) paran
broj, a neparna ako je I(o) neparan broj. Primetimo da bismo odredili broj inverzija permutacije potrebno
je proveriti da li je svaki od (%) uredenih parova (i, j), uz i < j inverzija.

Primer. Odredimo parnost permutacije o = (:1.) i ? ;1 ?) € Ss.

Potrebno je odrediti broj inverzija permutacije ¢. U tu svrhu formirajmo sledeé¢u tabelu, u kojoj se u drugoj
vrsti nalazi + ako je uredeni par iz iste kolone (4, j) inverzija, a — ako nije. Tako dobijamo,

(1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (2,3) | (2,4) | (2,5) | (3,4) | (3,5) | (4,5) | I(0)
-l -1 +1+7 -1 +1T+1+1+1+ 17

Dakle, permutacija ¢ je neparna jer ima 7 inverzija.

Parnost i neparnost mozemo karakterisati uvodenjem sledeéeg preslikavanja: za o € $,, definiSemo,

sgn(o) =[] olk) —o(i)

, k—1i
i<k
Osnovna svojstva preslikavanja sgn data su u sledecoj teoremi.

1Vidi Uvod
2Cayley Arthur, 1821 —1895, engleski matematicar.
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Teorema. (il) sgn: ($,,0) — ({—1,1},-) je homomorfizam grupa.
(i2) Kersgn = A,, je grupa koju nazivamo alternirajucom podgrupom? od $,, ili podgrupom parnih permutacija.

(i3) Al = & nl.

Dokaz. (i1) Neka su 0,7 € $,,, tada imamo:

sgn(ocoT) = H o(r(k)) — U(T(l)) _ H o(r(k)

i<k ki i<k T( (Z) -
_ o(r(k)) —o(r(®)) yp k) =7(0)
= 1l =g U= =@

T(i)<7(k) i<k

(i2) Posledica opste ¢injenice da je jezgro homomorfizma podgrupa.

(i3) Odredimo jos red grupe ||A,||. Obelezimo sa N,, skup neparnih permutacija i neka je o € N, neparna
permutacija tada za levu translaciju L, vazi, L,(IN,) € A, i L,(A,) € N, (zbog (i1)). Kako je L, bijekcija
imamo,

||An|| < ||Nn|| i ||NnH < HAnH dakle HAnH = HNnH Iz NpoUA, =%, N,NA, =0 i HSnH =nl,
zakljuéujemo da je ||A,| = % n!. O

Primedba. Primetimo da iz (il) i (i2) sledi da je inverz parne (neparne) permutacije parna (neparna) permutacija
i prozvod dve permutacije iste parnosti parna permutacija.

4.3. Ciklus. Neka je o € 3,,, neka permutacija. Permutacija o je ciklus duZina k ako postoji uredena k-torka:
(11,12, ..., i), gde su iy,1ig, ..., i, € 5, takvi da je,

J(il) = 19, U(ig) =g, - O'(Zk) =14 1ida je 0'(]) =7, VJ € Sn\{il,ig,....,ik}.
Primedba. Ciklusi duzine dva zovu se transpozicije.

Primetimo da je proizvoljna transpozicija ¢ = (ij), ¢ < j neparna permutacija, jer o fiksira sve elemente
skupa 3, \ {7, 7}, i tako su sve njene inverzije uredeni parovi: (i,7+ 1), (¢, +2),..., (4,5 —1),(¢,7), (i +1,7),
(i4+2,7),...(7—1,7). Dakle, ukupan broj inverzija transpozicije ¢ je neparan broj j—i+j—i+1=2(j—1)+1.

123456
21

Primer. Predstavimo permutaciju o = (5555 Z?) kao proizvod ciklusa.
) =

Uzmimo prvo i = 1, tada je o(1) = 3,0%(1) = 0(3) = 6 i 03(1) = 0(6) = 1, time smo dobili jedan ciklus duzine

3. Sada uzmemo najmanji broj iz $g \ {1,6 3}, tj. ¢© = 2 1 sa njim ponovimo istu proceduru, tj. racunamo:
o(2) =8,0%(2) =0(8) =7, 03(2) = (7)—40(2) o(4) =5i0°(2) = o(5) = 2, tj. dobili smo ciklus duzine

5, tj. polaznu permutaciju mozemo predstaviti u vidu proizvoda disjunktnih ciklus,

o= (55025075) = (136)(28745).

Ideju iz ovog primera mozemo uopstiti na proizvoljnu permutaciju iz $,,.

Propozicija. Svaka permutacija o € S,, moZe se predstaviti kao proizvod
(i1) disjunktnih ciklusa,
(i2) transpozicija.
Dokaz. (il) Neka je o € $,,, posmatrajmo niz: 1,0(1),02(1),....,a%(1),...,6"(1) tada postoje r,s € {1,2,...,n},
takvi da je npr. r < sio"(1) = 0°(1). Poslednja jednakost ekvivalentna je sa 0%~ "(1) = 1, i neka je d najmanji
broj takav da je
cl1)=1,1<d<n i ii= lyig= 0(i1),i3 = 0(ia),....,iqg = o4 1(1).

Time smo konstruisali ciklus (i1, 49, ....,14) 1 sada nastavljamo analogno dalje, tj. uzmemo j minimalni element
skupa $,,\ {1,992, ...., g} 1 sa njim ponovimo istu proceduru kao isa 1, itd. ...., i nakon kona¢no koraka dobijamo
dekompoziciju permutacije o kao proizvod ciklusa. Primetimo da su dobijeni ciklusi disjunktni jer je o bijekcija,
pa se neki broj moze pojaviti najvise u jednom od ciklusa.

3 Alternirajuée grupe igraju vaznu ulogu u pitanjima resivosti algebarskih jednacina pomocu korena.
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(i2) Dovoljno je pokazati, zbog (il), da se svaki cikus duzine d > 2, moze prikazati kao proizvod d — 1
transpozicije. Primetimo da je,

(119 ..cig) = (i1 4q) (11 0g—1) -... (i1 02).
Time je pokazano da je grupa 3,, generisana svim transpozicijama. g

Posledica 1. Kako je transpozicija neparna permutacija na osnovu 4.2 Teorema (il) i prethodne propozicije
zaklju¢ujemo da su ciklusi duzine 2k 4+ 1 parne permutacije, a ciklusi duzine 2k neparne permutacije. Ova
¢injenica nam omogucuje da lakse odredimo da li je neka permutacija parna ili neparna, npr. za permutaciju iz
gornjeg primera, o = (136)(28745), lako nalazimo da je ova permutacija parna jer je predstavljena kao proizvod
dva ciklusa neparne duzine (3 i 5).

Posledica 2. Kako svaka o € $,, dopusta zapis kao proizvod disjuntktnih ciklusa, t;j.
O =T10Ty0" 0T}, gde su 7; ciklusi duzine t;,

i kako disjunktni ciklusi komutiraju, tj. vazi 7,0 7; = 75 07;,V1,j sledi da je ol =717 ... 77, odakle sledi
da je red permutacije o, tj. najmanji prirodni broj takav da je 07 = id, jednak NZS(ty,to, ..., t;). Oznaka koja
se koristi za red elementa je | o |.

2. Determinanta

4.4. Definicija. Determinanta, det : M, (F) — T, je funkcija definisana formulom,

(4.2) det A = Z (—1)1(0) Q1g(1) 20(2) **° Ong(n)s 22 A= (Oéij) € Mn(F)
oeSpn
gde je 3, grupa permutacija skupa {1,2,...,n}, a I(o) je broj inverzija permutacije o. Podsetimo se da je
inverzija permutacije o svaki uredeni par indeksa (i, j) takav da je i < j, a o(i) > o(j).
3 -2 —4

Izracunajmo po definiciji determinantu matrice A= | —1 5 =2

-3 2 1
Kako je

o _ [ (123 /123 /123 (123 (123 /123
37V \123) 70 T \132)727 (213)°7 7 \231/)7* 7 (312/)°7° = (321

imamo da je broj inverzija permutacija iz S3 redom,
I(id) =0, I(01) =1, I(02) =1, I(03) =2, I(04) =2 i I(05) = 3, tako da po definiciji nalazimo,
detA =3-5-1-3-(-2)-2—(=2)-(=1)-14+(=2)-(=2)-(=3)+(—4)- (1) -2
—(—-4)-5-(-3)=154+12—-2—-12+8 — 60 = —39.
Primedba 1. Iz ovog racuna, jasno je da trazenje determinante matrice po definiciji nije prakti¢no, jer veé¢ za
n > 4 bilo bi potrebno sumirati n!(npr.4! = 24) ¢lanova i pri tome treba naéi i broj inverzija istog broja

permutacija. Formula (4.2) ima viSe teoretski znacaj, a za prakticno racunanje determinanti matrica nije

pogodna.

Oznaka koju ¢emo koristiti za determinantu matrice A = (ay;) je |oy;l.

Neka je A = [ay,as,...,a,] = [al,a?,... a"] pri éemu su a; = (a1, @25, ..., 0n;), i @ = (j1,Q52,..., ),
(j =1,...,n) redom kolone i vrste matrice A. Koriste¢i definiciju lako se dokazuju sledeca svojstva determi-
nante.

Propozicija. Neka je A = (a;;) € M,, neka matrica.

(i1) Ako je neka vrsta (kolona) matrice A nula vektor (tj. sastoji se od samih nula) onda je det A = 0.

(i2) Determinante matrice A i njoj transponovane matrice A™ su jednake, tj.
det A = det[ay,as,...,a,] =det[a',a?, ..., a"] = A".

(i3) Ako je A trougaona matrica?, tada je det A = a1y agg - - - . Specijalno, det T, = 1.

4 tj. ima sve nule ispod ili iznad glavne dijagonale
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Dokaz. (il) Dovoljno je primetiti da opsti élan iz (4.2), £(o) = (—1)1(@) Qio(1) ¥20(2) *** Qno(n), Proizvod n
matri¢nih elemenata i to po jedan iz svake vrste i svake kolone matrice A, pa i iz one vrste (kolone) koja se
sastoji od samih 0, tako da su svi sabirci u sumi (4.2) jednaki 0.

i2) Opstem ¢lanu u sumi (4.2), £(0) = (=11 ay,(1) Qag(2) - - - Uno(n), MoZemo pridruziti clan,
(1) %20(2) (n)
0™ = (=11 8,001 By - Botmn  0d det AT predstvaljene formulom (4.2).

Kako je B;; = aj; i kako je I(o™1) = I(o) (jer je I : 8,, — {—1,1} homomorfizam grupa) zakljutujemo da za
svaku permutaciju o € S,,, vazi da je £(0) = ((0~ 1), tako da je

det A= > £(0)=> Clo)= D Clo)= ) ((o) =detA.

oES, oES, o—1les, oc€S,

(i3) Pretpostavimo da je matrica A donje trougaona, tj. «;; = 0 za sve i < j. Posmatrajmo sada opsti
clan £(o) = (—=1)1(@) Qo(1) X20(2) ** * Ono(n) 12 (4.2). Pretpostavimo da je 1 # o(1), tada je 1 < o(1), pa je
aip1) = 01 §(0) = 0. Drugim recima svaki sabirak u sumi (4.2) se anulira ako 1 # o(1). Zato posmatrajmo
one permutacije, o € $,, za koje je o(1) = 1, ali je 2 # ¢(2). Tada je 2 < 0(2), tako da je ags2) = 01i&(0) = 0.
Time smo zapravo pokazali da ako je o(1) # 11 0(2) # 2, da je onda £(o) = 0. Nastavljajuéi analogno dalje,
dobijamo je £(o) = 0, za svako o za koju je o(1) # 1,0(2) #2,..., 0(n—1) #n —1 i suma (4.2) redukuje se
samo na ¢lan o = id, tj. det A = @11 a2 -« * Ay

Ako je A gornje trougaona, tada je A” donje trougaona, tako da zbog (i2) imamo redom,

det A =det A™ = a1 a9 - .- O
4.5. Multilinearnost determinante. Neka su Vi,...,V,, i W vektorski prostori nad istim poljem F za
preslikavanje

(p:V1><V2><"'XVn—>W

kazemo da je multilinearno ako, Vi =1,...,n; VA1, 2 € F i a},a? € V;, vaii slede¢i uslov,
o Aval 4+ Moal.a Y . 1
@[047"'7(17,717 1ai + 2ai7al+17"'7an] - 1¢[a17"'7a2717ai7a2+17"'7an]
2
(43) —l—/\ggo[al,...,ai,l,ai,aHl,...,an].

Svakom preslikavanju ¢ koje zadovoljava gornji uslov multilinearnosti (4.3) i svakoj (n — 1)—torki vektora

a; € Vi,i=1,...,k,...,...,n, (pri ¢emu k znac¢i da smo taj element izostavili) mozemo pridruziti preslikavanje
k . .
oy ipoan Vi, — W formulom:
k
Soal...(fk...an (’U) = <p[a1, sy Ak—1,0, k41, - - - 7a7l]7

tako da uslov (4.3) zapravo znaci da je preslikavanje golglmdkman linearni operator. Buduéi ovo vazi za svaki
argument funkcije ¢, vidimo da je multilinearno preslikavanje linearno po svakom argumentu. Multilinearna
preslikavanja kod kojih je W =T, zovu se multinearni funkcionali.

Multilinearno preslikavanje za koje vazi da menja znak, ako zamenimo bilo koje dve vrste (kolone) zove se
alternirajuce preslikavanje, tj. za svako ¢ < 7, ¢,7 =1,2,...,n,
(44) Qo[a’lu sy @i—1, Ay Qg1 - - -, A5 —1, 05, Q415 - - - 7an] = _QO[(Il, s Bi—1, Q55 A1y -0 A -1, Ay Qg1 - - - 7a’n]

Pokazimo da je determinanta multilinearni alternirajuéi funkcional.

Teorema. Neka je A = (o) = [a1,a2,...,0n] = [al,a?,... a"] € M,. Tada,
(i1) det[a1,a2,...,Na;,...,a,] =det[al,a?, ... Xa’,...;a"] = Adet A, i€ {1,...,n} i N€F.
Specijalno, vidimo da je det (A1) = A™.
(i2) ako je b proizvoljni vektor (€ F™) tada za svaki i € {1,...,n}, tj. za svaku vrstu vazi
det[ai,ag,...,a; +0b,...,a,] =det[ay,a2,...,ai,...,a,] +det[ay,aa,...,b,... a,].
Analogna tvrdnja vazi i za kolone.

(i3) Ako u nekoj matrici zamenimo dve susedne vrste (kolone) onda determinanta menja znak, ili preciznije
Vie{l,...,n—1} vaz, det[a',a?,...,a",a'™! ... a"] = —det[al,a?,...,a" ! a ... a"].
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Dokaz. (i1) Neka je B = (B;;) = det[a',a?, ..., Xd’,...,a™], i primetimo da se u opstem ¢lanu determinante
matrice B (prema formuli (4.2))

£8(0) = (=11 B1,01y Bag@)  * Buoin):

pojavljuje tacno jedan element iz svake vrste i svake kolone, pa tako i iz i—te. U proizvodu £(o), pojavljuje se
faktor B,(;y koji pripada i—toj vrsti tako da je Bi(i) = A Qig(;)- Prema tome, {5(0) = A€ 4(0), jer se svi ostali
faktori koji uéestvuju u proizvodu {5(o) i £ a(0) podudaraju (B;4(;) = j(j), J 7 1). Dakle, na kraju imamo:

detB= Y &p(0) =Y Aal0) =X D €alo) =det A
oESy oESy oES,
(i2) Sliéno dokazu (i1). Ako sa C = (y;;) obelezimo matricu sa leve strane jednakosti, sa A = (a;) 1 B = (8;5)
redom prvu i drugu matricu sa desne strane jednakosti i ako je b = (by,...,b,). Tada opsti ¢lan od detC je

€c(@) = (=) v1,0) Yoo (@) Yno(n)»

a kako je vjo(j) = jo(j) = Bjo(): T F 0 1 Viel) = Qio(s) T bi = Qig(s) + Bio(s)- Tako da imamo, prvo
§c(o) = E&alo) +E&p(0), a zatim

detC= > &elo)= ) &ulo)+ > €n(0) =det A+ detB.

oESH oESH €S,

(i3) Neka je data matrica A i neka se matrica B iz A dobija tako §to se zamenimo, recimo 1. i 2. vrstu®
(BSO, a zbog jednostavnijeg zapisa). Kao u dokazu tvrdenja (il) posmatramo opsti ¢lan od det B, tj. proizvod
¢s(0) = (=1)1@ Bio(1) B2o(2) = Qno(n)- Bududi da matrice A i B imaju sve iste vrste osim 1.—ve i 2.—ge, koje
su zamenile mesta imamo:

&5(0) = (=11 B1,0) Bav(2) -+ Wno(m) = (= 1)1 p(2) Q00 (1)Q30(3) *  + Cno(n)

= _(_1)1(007'12) Vio(1) ¥20(2) A30(3) * ** Cno(n) = —&alooTa).

Dakle, sada imamo:

detB = > &plo)= > —falooma)=— > Laloorp)=— > &a(r)=—detA 0

ocES, ocES, 00T12E8, TES,

Sledeca svojstva determinante su posledica osnovnih svojstava datih u prethodnoj teoremi.

Posledica. Neka je A = (ayj) = [a1,a9,...,a,] = [al,d?,... ,a"] € M.

(i1) Ako matrica A ima barem dve proporcionalne vrste (kolone) onda je det A = 0.

(i2) Dodavanje linearne kombinacije vrsta (kolona) matrice A, nekoj drugoj vrsti (koloni) matrice ne menja
njenu determinantu ili preciznije, ako je b = Z#i aja’, tada je

det[al,a?, ...,a" +b,...,a"] =det[al,a? ... d’,...,a"] = det A.

Dokaz. (il) Pokazimo prvo da se iz iskaza Teorema (i3) moze izbaciti re¢ susedne, tj. da (za j < k, j,k =
1,...,n) vazi,

1 2 j k ni __ 1 2 k j n
det[a’,a%,...,d’,...,a", ...,a" ] = —det[a ,a%,...,d", ...,a’,... d"].

Da bi vrste a’ i a* zamenili mesta (a da se nista drugo ne promeni u matrici A), potrebno je izvrsiti k—j zamena,

susednih vrsta da bismo vektor a’ doveli na k.—to mesto (j. +— (j+1)., (j+1). +— (j+2).,---, (k—1). +— k.)
i tada je vektor a”* na (k—1).—vom mestu, pa je potrebno jos vektor a* dovesti na j.—to mesto, za to je potrebno
izvrsiti jos k — j — 1 zamenu susednih vrsta ((k —1). «+— (k—2).,(k—2). «— (k—3).,--- , (7 + 1). «— j.).
Dakle, ukupan broj zamena susednih vrsta potrebnih za zamenu j.—te i k.—te vrste jednak je 2 (k — j) — 1.
Kako je ovaj broj neparan, i kako se pri svakoj zameni susednih vrsta promeni znak determinante imamo:

det[al,a?,...,d’,...,d", ... ,a"] = (—1)2(k7j)71det[a1,a2,...,ak,...,aj,...,a”]

_ 12 k j n
= —det[a,a”,...,a" ....d,...;a"].

51li kolonu
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Sada se vratimo na dokaz nase tvrdnje, neka su recimo proporcionalne k.—ta i j.—ta vrsta matrice A (tj. postoji
A\ # 0 takav da je a¥ = Aa?), tada je
det A = \det[a',a?,...,a7,..., a’ ,...,a"] = AdetB.
k

Kako matrica B ima jednaku j.-tu i k.— tu vrstu njihovom zamenom neée se ona promeniti, ali prema upravo
dokazanoj generalizaciji svojstva (i3) iz prethodne teoreme imamo redom:

detB = (—1)2(”“_7')_1 det B = —detB, odakle je prvo det B =0, a zatim i det. A = 0.

(12) Radi lakseg zapisa (BSO) pretpostavimo da smo vektoru a' dodali neku linearnu kombinaciju preostalih
vektora, tj. vektor b = > , A\;a’. Sada prvo zbog svojstva (i2) iz prethodne teoreme, a zatim iz multiho-
mogenosti determinante (Teorema (il)), imamo redom,

n
det B = det[a! +b,a%,...,a"] =det[a’,d?,...,a"] +det[b,d?,..., a" :detA—l—det[Z)\iai,a2,...,a"]

=2
n
= det A+ ) Aidet[a’,a?,...,a"] = det A,
=2
buduéi se det|[a’,a?,...,a"], i = 2,...,n, ponitavaju (zbog svojstva iz (il)) jer matrica [a’,a?,...,a"] ima
jednake 1.-vu i i.-tu vrstu. O

6

4.6. Induktivna definicija determinante i Laplasov ® razvoj. Koristec¢i definiciju determinante za n < 3,

mozemo izracnati determinantu po definiciji.

Primetimo da ako jen =11 A = (aq1), tada je det A = a11. Sli¢no, u slucajun =21 A = ( Z; Z;z ), lako

nalazimo da je

det A= a1 - g — g2 - o) = gy - — Q12
apl Qa9

Q21 O
Nije tesko videti da i u slu¢aju n = 3 mozemo primeniti analognu ideju kao i sluéaju n = 2, tj. preciznije vazi,
det A = a1 a2 a3z + 12 i3 31 + 13 21 i3z — Q3 Qo (i3] — (2 Qo] (X33 — (V11 (13 (V32

= all(a22 Q33 — (23 a32) — 12 (a21 Q33 — (23 a31) + O513(0521 Q32 — (22 a31)

= 11| 02 Q2 Q3 | —Oq2| Q21 Qp2 Qi3 | o3| Qo1 Q2 Qp3
oB1 032 033 Q31 OBy 033 031 032 0B3
Ova pravilnost nije slucajna i moze se iskoristiti za induktivnu definiciju determinante, tj. pretpostavljajuéi da

znamo izracunati determinantu proizvoljne kvadratne matrice reda (n — 1), determinantu kvadratne matrice
reda n slede¢om formulom,

o1 a1z ... ain k) —ag Sy a4t Catod Sy e oy
a1 a2 ... Q2p apl @2 ... Q2p Q1 ap2 ... Qon a1 Q22 ... QP
1
= 11 . . . — a1z . . . +o D,
Qnl Gn2 ... Qnn apl Qp2 ... Omp Qnl  Qh2 ...  Qnn Qnl Qn2 ...  Qpp
Q2 Q23 ... OQ2n Q21 Q23 ... O2n Q1 Q2 ... Q2p-—1
@32 Q33 ... Q3n a3l @33 ... Q3n 31 Q@32 ... Q3n—1
1+n
(4.5) =aun| . |-ew2| |+ (=DM
an2 Op3 ... Onpn anpl Gp3 ... Onn Qanl Qp2 ... Qppn—1

svodimo na izra¢unavanje n determinanti matrica reda (n — 1).

Da bismo pokazali formulu (4.5), poznatiju i kao Laplasov razvoj determinante po 1. vrsti, dokaza¢emo opstiju
teoremu, ¢iji ¢e specijalni slucaj biti formula (4.5).

6 Pierre-Simon Laplace, 1749 —1827, ¢uveni francuski matematicar, mehanicar, fizicar i astronom.
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Pre samog dokaza pomenute teoreme uvedimo neke vazne oznake inspirisani gornjim primerima.

Neka je A = (a;j) € M, (F) kvadratna matrica reda n sa koeficijentima u polju F. Tada posmatrajmo
determinantu matrice A;;(A), koja se dobije iz matrice A ispustanjem i.—te vrste i j.—te kolone, tj.
a1l a12 a1j-1 Q141 A1n
o111 Q12 Qaj g Q1n
Q21 Q22 Qg1 Q241 Q2n
Q21 (22 Qap; Qan
(4.6) Aii(A) = Qi—11  Qi—12 Qi—1j-1  Qi—1j+1 Qi—1n
i Cab o
Qip11 Q12 Qif1j-1 OGit1j+1 Qitln
On1  On2 Qg nn
Qnl Qn2 Qnj—1 Qn j+1 Qnn

Broj A;;(A) nazivamo minora matrice A oderedena elementom «;;. Broj,
(4.7) Aij = (=1)7 Ay(A)
zove se algebarski komplement (kofaktor) elementa ;. Sada mozemo formulisati slede¢u teoremu

Teorema (Laplasov razvoj). Neka je A € M,,(F). Tada za svako i,r € {1,2,...,n} vazi,

(48) Z Qi Arj = 51'7“ det A,
j=1
(49) Z Qg A, = 5]'1" det A.

i=1
Napomena. U slucaju kada je u formuli (4.8) i = r, tada dobijena sumu nazivamo Laplasovim razvojem deter-

minante po i.—toj vrsti, a u slucaju kada je u (4.9) j = r, druga suma predstavlja Laplasov razvoj determinante
po j.—toj koloni.

Dokaz. Kako je det A = det A™ (4.3 Propozicija (i2)) dovoljno je pokazati formulu (4.8). Prvo pretpostavimo da
je i =, tj. pokazimo Laplasov razvoj po i.—toj vrsti. Proizvoljni ¢lan &(o) = (—1)1(@) Qlo(1) Q26(2) " * Cng(n)
sadrzi ta¢no jedan faktor iz i.-te vrste (o1, @49, ..., ) matrice A, tako da iz formule (4.2) imamo

det A = a4 A;kl =+ ;o A?Q + ..., Qn Afn'

Jasno, Afj je zbir proizvoda u kojima nema elemenata iz i.—te vrste matrice A. Da bismo dokazali teoremu,
potrebno je pokazati da je

A=Ay = (=1)TAj(A).

Prvo posmatrajmo slucaj kada je i = j = n, tada je zbir ¢lanova u det A koji sadrze «,,, jednaka

QAnpn A;Em = COnn Z (_1)I(U)a10(1) Q25(2) " On—1lo(n—1)
o€y
on)=n
= Qnn Z (_1)I(U)a10(1) Q25(2) """ Op—lg(n—1) = %nn AHH(A) = (_1)n+n Qnn, Ann(A)¢
UESn—l

tj. Ay, = Ann. Sada ispitajmo opsti slucaj za proizvoljne i i j. Posmatrajmo sada determinantu matrice
koju smo dobili iz polazne tako $to smo i.—tu vrstu doveli zamenama susednih vrsta do poslednje vrste, a
zatim j.—tu kolonu doveli zamenama susednih kolona do poslednje kolone. Primetimo da se pri tim zamenama
minora A;;(A) nije promenila jer pomenute zamene nisu uticale na redosled njenih vrsta i kolona. Jasno, pri
tim zamenama promenio se znak det.A, pa time i Aj;, i to n — i puta nakon zamena susednih vrsta i jo§ n — j
puta nakon zamena susednih kolona. Tako da imamo,

Af = (1) A (A) = (=) Ayi(A) = Ay

Time je pokazan sluc¢aj kada je = i¢. Da bismo pokazali i preostali slucaj, tj. kada je r # i. U tu svrhu
posmatrajmo matricu B koja se dobije tako $to zamenimo i—tu vrstu matrice A vektorom b = (51, Bia, - - -, Bin)-



118 4. Determinante

Primenjujuéi upravo dokazani Laplasov razvoj po i.—toj vrsti matrice B = (3;;) dobijamo,

det B = Bi1 Bi1 + Bia Bia + - - + Bin Bin.
Kako B;; ne zavisi o i.—toj vrsti matrice B, dobijamo da je B;; = A;;, za sve j = 1,2,...,n. Tako da je
(4.10) det B = Bi1 Air + Bia Aiz + -+ - + Bin Ain

Ako sada za vektor b izaberemo j.—tu vrstu matrtice A, bi¢e det B = 0, jer matrica B ima dve jednake vrste:
i.—tu i j.—tu. Time jednakost (4.10) postaje,

0=detB = Q41 Ail + Q52 AZ‘Q + -+ Ajn Ain = Zozjk Aik-
k=1

Time je u potpunosti dokazana teorema. g

Primer. Izracunajmo sada determinantu matrice iz tacke 4.4 koriste¢i Laplasov razvoj.

Ra¢unamo determinantu matrice A razvojem po 1. koloni.

3 -2 4
detA—|-1 5 —2|=3.]° 2|_(—9.| L 24| 7L0?
. 2 1 31 2 2

=3-5b+4)+2-(-1-6)—4-(-2+15)=3-942-(-7)+(—4)-13=27—14 — 52 = —39.
Primetimo da je izrac¢unavanje determinante Laplasovim razvojem znatno krace nego ra¢unanje determinante
po definiciji.

Adjungovana matrica. Ako malo pazljivije pogledamo formule (4.8) i (4.9) vidimo da se one mogu zapisati u
matricnom obliku,

Ain Al ... Am
L B Ax Az ... Ape

(4.11) A-A=A-A=(detA)L,, gdeje A= ) ) ) ) = [A;]".
Aln A2n v Ann

Matrica A je transponovana matrica matrice algebarskih komplemenata ([Ai;]) od A i naziva se adjungovana
matrica od A. Ponekad ¢emo za adjungovanu matricu koristiti oznaku adj (\A).

4.7. Determinanta matrice i elementarne transformacije. Ako pogledamo sledeéa svojstva koja smo
ve¢ dokazali kao §to su: 4.5 Teorema (i1),(i3) i Posledica (i2), vidimo da se ona mogu realizovati mnozenjem sa
elementarnim matricama sa leva (vrste) i desna (kolone). Nije se tesko ubediti da vazi sledeca propozicija.

Propozicija. Neka je |E neka elementarna matrica reda n, tada za proizvoljnu matricu A € M,,(F) vazi da je
det (EA) = det Edet A = det (ATE).

Dokaz. Neka je IE proizvoljna elementarna matrica reda n, i neka je A neka matrica reda n. Tada je E €
e, Gij s k=1,2,...,n,i , 11z prethodne glave znamo da matrica:
i, e, Gij | A #0, 4,5,k =1,2 i # 7}, 1 iz prethodne gl d tri
e ixA ima sve jednake vrste, osim i.—te, kao i matrica A, a i.—ta vrsta matrice IF; A jednaka je
1) FiyAi jednak t im i.—te, kao i matrica A, a i.—t t trice IF; y A jednaka j
proizvodu i.—te vrste matrice A sa A.
e i A ima sve jednake vrste, osim i.—te i j.—te, kao i matrica A, a i.—ta vrsta matrice G;; A jednaka
2) Gy A jednake vrste, osim i.—te i j.—te, kao i matrica A, a i.—ta vrsta matrice G;; A jednak
je j.—toj vrsti matrice A i j.—te vrste matrice G;; A jednaka je i.—toj vrsti matrice A.
e .. A ima sve jednake vrste, osim i.—te, kao i matrica A, a i.—ta vrsta matrice IE.. A jednaka je zbiru
3) Ej; A jednak t im i.—te, kao i matrica A, a i.—t t trice I, A jednaka je zbi
i.—te i j.—te vrste matrice A.

Kako je matrica IF; y = diag[l,...,1, )Z\, 1...,1] dijagonalna, njena determinanta je proizvod dijagonalnih ele-
menata, tj. detlf; y = A # 0. Matrica G;; se dobija iz jedini¢ne matrice I, zamenom i.—te i j. — te vrste, tako
da je na osnovu, 4.4 Propozicija (i3) i 4.5 Teorema (i3), det G;; = —1. I na kraju primetimo da je E;j = I, + E;;
gornje trougaona matrica, koja na glavnoj dijagonali ima sve 1, tako da je (4.4 Propozicija (i3)) det E;j =1
Ako mnozimo matricu A s desna elementarnim matricama IE};, Iy, y, G; onda u iskazima (el), (e2) i (e3) treba
zameniti re¢ vrsta sa reci kolona, tj. tada vrsimo elementarne transformacije nad kolonama.

Sada na osnovu svojstva 4.5 Teorema (i1),(i3) i 4.5 Posledica (i2) , imamo redom
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(el) detT; y A =det[a',...,a" ', Na',a"™, ... a"] = et [a',...,a",...a"] = detTF; ) det A.
(€2) det G;j A = —det A = det G;; det A.
(e3) detEj; A =detla’,....a" ! a’ +a/,a"t ... a"] =det[d,...,a" " a’",a"™, ... a"] = detEj; det A.

Analogno se tretira mnozenje elementarnom matricom IE matrice A s desna, jer tada vrsimo elementarne
transforrmacije nad kolonama matrice A. ]

Prakti¢no izratunavanje determinante matrice. U tacki 4.6 posvecenoj Laplasovom razvoju videli smo da deter-
minantu neke matrice mozemo lakSe izrac¢unati koriS¢enjem Laplasovog razvoja. Nazalost i Laplasov razvoj
zahteva, u opStem slucaju, mnogo rac¢unanja i nije ekonomican, zato trazimo bolju metodu.

Posmatrajuéi opsti ¢lan determinante matrice, & 4(c) = (—1)1() Q1) ¥20(2) *** Ono(n), Zakljucujemo da ako u
nekoj vrsti ili koloni (ili u viSe njih) ima mnogo 0 rac¢unanje determinante matrice se pojednostavljuje. Sve
metode za prakti¢no ra¢unanje determinante matrice svode se na to da se koriSéenjem svojstava determinantne
funkcije, opisanih u prethodnim tackama 4.4-4.6, determinanta polazne matrice svede na neki specijalni oblik
(tj. takav da matrica ima mnogo 0) iz kojeg je lakse odrediti determinantu.

Osnovna metoda za izracunavanje determinante matrice je svodenje na trougaoni oblik (gornje ili donje trougaone
matrice) koriséenjem svojstava determinante. Prethodna propozicija omoguéuje da koriséenjem elementarnih
transformacija pojednostavnimo polaznu determinantu, tj. da nakon primene konacnog broja elementarnih
transformacija dovedemo u vezu determinantu polazne matrice i determinantu neke trougaone matrice, ¢ija
je determinanta proizvod dijagonalnih elemenata. Pri tome prethodna propozicija daje i vezu izmedu deter-
minante polazne matrice i dobijene trougaone matrice, tj. preciznije ako je T trougaona matrica takva da je
T=EEsy... ExAEgy; ... E,,, pri cemu su E;, i =1,2...,m elementarne matrice, tada je

detT

detT = det A l_IdetIEi7 odakle je, jer je detlg; #0,i=1,...,m, detA= m .
i=1 1

=1

Koristeéi ideju opisanu za prakti¢no odredivanje matrica mozemo iskoristiti za dobijanje kriterijuma regu-
larnosti kvadratnih matrica.

Teorema. Neka je A proizvoljna kvadratna matrica reda n. Tada su ekvivalentna sledeca tvrdenja,
(i1) A je regularna,
(i2) det. A # 0.

Dokaz. Dokaz provodimo koriséenjem elementarnih transformacija (Gausovim algoritmom). Znamo, da je
svaka regularna matrica ekvivalentna po vrstama’ jedini¢noj matrici I,,. Tako da je

(4.12) L,=E Ey...Ex A, gdesulk;, i=1,2...,k elementarne matrice.

Ako na relaciju (4.12) primenimo determinantu i iskoristimo prethodnu propoziciju, vodeéi racuna da je detI,, =
lidetlE; 20i=1,2...,k, sledi da je det A # 0.

Obratno, ako A nije regularna, tada je ona ekvivalentna po vrstama nekoj matrici D koja ima barem jednu
vrstu koja se sastoji iz 0, tj. vazi

(4.13) D=FE E,...E A gdesuE], i=1,2...,1 elementarne matrice.

Kako jedetD =0idetE, #0, i =1,2...,1, iz (4.13) sledi da je det A = 0. O

Iz relacije (4.11), uz pretpostavku da je det A # 0, sledi da inverz matrice A u grupi GL(n) mozemo izraziti preko
njene adjungovane matrice. Kako je, na osnovu prethodne teorme, uslov regularanosti matrice A ekvivalentan
sa det A # 0, dobijamo slede¢u posledicu.

Posledica. Neka je A regularna matrica reda n, tada je

B 1
~ detA

(4.14) A1 adj A.

Dokaz. Kako je inverz u svakoj grupi jedinstven iz relacije (4.11) sledi trazena formula. O

7tj. moze se svesti na jedini¢nu matricu primenom samo elementarnih transformacija nad vrstama polazne matrice ili ekvivalentno mnozenjem
polazne matrice samo sa leva elementarnim matricama.
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Primer. Odredimo inverz matrice (ako postoji), A

4. Determinante

0 -1 4
=] 4 4 -1
1 1 0

Proverimo, Laplasovim razvojem po 1. vrsti, da li je data matrica regularna.

0 -1 4
4 4 -1 :“11 _(1)’+4-“11 H
1 1 0
[ 4 -1 -1 4 —1
1 0 10 4
. 4 -1 0 4 0
A= _’1 0’ 1 0‘ ’4
4 4 o -1 0
i 11 11 4

Prethodni primer pokazuje da formula (4.14) nije od neke veée praktiéne vrednosti, jer uklju¢uje racunanje n

=1
4
-1

-1
4

Dakle, radi se o regularnoj matrici, i nadimo sada koristeci

adjungovanu matricu njen inverz.

tako da je:
1 4 —15
e L PR Y 1 j
0 -1 4 CdetA T 0 —1

—15
16
4

2

determinanti reda n — 1. Dakle, kad je n > 5 ra¢unanje inverza matrica opisanom metodom postaje Sizifov

posao.

4.8. Primer: Vandermondova ® determinanta. Neka su dati skalari ap, o, ..

(4.15)

nazivamo Vandermondova determinanta odredena brojevima aq, s, .

., o, € F | tada determinantu

V(Oél,Oég,...

1 1 1 ... 1 1
a7 a9 a3 ... Ap—1 (67%%
@ a2 e ... a2,
7an): . . .
of 2 a7 A L Al ap
Pt

1 1 1 ... 1 1
a1 (6%) Qs e QOp1 Ay
2 2 2 2 2
o %3 oz ... oon_ ol
V(ag,ag,...,qn) = : : :
n—2 n—2 n—2 n—2 n—2
o ) fa%% X fa%s ) ozn_% oy )
n— n— n— n— n—
23 Qg Qs QOp—1 Qp
1 1 1
0 o — (] a3 — (1
_ 10 a%—alag a%—alag
n—1 n—2 n—1 n—2
0 ay " —ajag ag T — oy Qg

.., Q. Izracunajmo sada V (g, ag, . .., ap).

n.or. + (—ai) X (n—1).or.
(n—1).vor. + (—aq) x (n—2).or.

3.or. + (—aq) x 2.vr.
2.or. + (—aq) x loor

1
Qp — Qg
2
o — ap oy
n—1 n—2
oy — oy ap

Razvijemo dobijenu determinantu po 1.—oj koloni, a zatim iz 7.-te kolone izvué¢emo ;1 — a1. Tako dobijamo,

n
=[] (@i, — ) -
11=2

1 1 1 o 1
Qa2 Q3 Qg On
2 2 2 2
Qg ag Qy an
n—2 n—2 n—2 n—2
Q9 Qg oy Qn

n
= H(ail —a1)- V(ag,...,ap).
i1=2

Sada primenimo istu proceduru na determinantu V (aaq, .., ay, ), a zatim na V (as, .., ay, ), itd. Na kraju dobijamo,

8Vandermonde, Alexandre-Théophile, 1735 -—1796, francuski matematicar, muzicar i hemicar.
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n n
(4.16) Vi, ag,... o) = [ (i, — o) [ (i, —2)- Vias,...,0n)=.........
11=2 i9=3
= 1l (@i —an)- ] ] (i, —02) | | Ay a1 o
11=2 12=3 in—o=n—1
n n n
= [T (i =) JJ (i, =)+ [] (@iny —an1) = [J(a; — ).
i1=2 i2=3 in—1=n 1<j
Primedba. Primetimo da ako su brojevi aq, as, . .., @, medusobno razli¢iti da je onda V (a1, ag, ..., ap) # 0.

Zbog ovog vaznog svojstva Vandermondova determinanta se ¢esto primenjuje u raznim teoretskim razmatran-
jima i primenama.

4.9. Jedna metoda za racunanje determinanti: Rekurentne relacije. Primetimo da je kljuéna stvar
u resenju Vandermondove determinante n.—tog reda njena veza (rekurentna, rekurzivna) sa Vandermondovom
determinantom (istog oblika) ali reda (n — 1). Jedna od ¢estih metoda kojom se ponekad izra¢unavaju deter-
minante zasniva se na rekurentnim relacijama koje povezuju datu determinantu n.—tog reda, D,, sa nekoliko
determinanti istog oblika, a manjeg reda tj. sa Dy_1,Dp_2,.... Ovde ¢emo opisati metodu za racunanje
determinanti tkz. trodijagonalih matrica tj. matrica oblika

a b 0 ... 0 O
c a b ... 0 O
0 c a ... 0 O
0o 0 0 ... a b
. 0 0 0 ... ¢ a |
tj.
(1) Ako je ¢ = 0 onda iz (4.17) dobijamo:

Laplasovim razvojem ove determinante po prvoj vrsti, a za-
tim po prvoj koloni (ili obratno) dobijamo sledeéu rekurentnu
relaciju (Vn € {2,3,... }):

(4.17) D, =pDp_1+qD,_o.

Analogna metoda moze se primeniti i ako se dobije rekurentna
relacija viseg reda tj. ako umesto (4.17) dobije relacija koja
povezuje D,, sa vise susednih ¢lanova niza sa manjim indeksima,

(Dk)k<n- Sada se vratimo na relaciju (4.17). Razlikujemo dva slucaja: (1) ¢ =0 i (k) g#0.

Dy, =pDp :p2Dn—2 = .- :pnilpl-

Kako je lako izracunati D; jer se radi o matrici reda 1, iz gornje relacije lako nalazimo D,.

(k) Ako je g # 0, onda pretpostavimo da je opste resenje oblika D,, = £ 2", £ # 0. Kada ovaj izraz uvrstimo u
(4.17) i dobijenu relaciju skratimo sa & "2 dobijamo karakteristi¢nu jednacinu

2 —px+q=0.

Neka su « i  njeni koreni, tada Vijeteove ? formule daju, p = a + 81 ¢ = —a 3. Nakon uvritavanja o i 8 u
(4.17) dobijamo relacije
(4.18) Dy —aDp_1 =0 (Dp—1 —aDp_a),
(4.19) Dy, — Dp—1 =a(Dp—1— BDp_2).
Sada, imamo dva slucaja: (a) a # 8 (b) a=p.
Slucaj (a): a # S.
Sada iz (4.19) imamo redom:
Dy — aDp_1 =B (Dpt — aDp_y) = 2 (Dy—y — aDp_3) =... = " *(Dy — aDy),

analogno dobijamo jednac¢inu:

9Viete, Francois, 1540 -— 1603, francuski matematicar.

D, — /BDn—l = an—2 (DQ - /BDI)
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Tako da dobijamo linearni sistem:
Dy, —aDy_1=""%(Dy —aD)
Dy — B Dp—1 = "2 (Dy — 8 Dy).

Ako prvu jednac¢inu ovog sistema pomnozimo sa —f, a drugu sa « i onda saberemo jednacine, a zatim ih
podelimo sa a — 8 # 0, dobijamo resenje:

(4.20)

n—1 an—l
(DQ—ﬁDQ-i-ﬁ_a

(%

a—pj

(421) Dn = (DQ - ole).

Slucaj (b): o = g.
U ovom sluc¢aju umesto dve jednacine u (4.20) imamo samo jednu:
(4.22) D, —aD,_ 1 =a" " 2(Dy —aD).

Nakon zamene n sa n — 1 u ovoj jednacini, dobijamo jednaginu: D, 1 —aD, 3 = a" 3 (Dy — aD1). Nakon
mnozenja prethodne relacije sa a imamo,

(4.23) aDyp_1=0*Dy_o+a" 2 (Dy —aDy).
Nakon zamene aD,_1 iz (4.23) u jednakost (4.22) i kraceg sredivanja, dobijamo,
(4.24) D, =2a""2(Dy — aDy) + o D,_os.

Ako u jednakosti (4.22) zamenimo n sa n — 2 dobijamo,
(4.25) Dypo—aDy_g=a"? (Dy — aDy), koju nakon mnozenja sa o
(4.26) &®Dy0=0D, 3+ a2 (Dy —aDy).
Dakle, ako sada zamenimo o D,,_5 iz (4.26) u (4.24) dobijamo:

D, =3a""2(Dy—aDy)+ o D,_s.
Nastavljajuéi analogno dalje, napokon (nakon odgovarajuéeg broja koraka) dolazimo do jednakosti,
(4.27) D, =(n—1)a""2(Dy —aD;) +a" ' Dy.

Iz jednacina (4.21) i (4.27) lako nalazimo D, jer je D,, funkcija korena karakteristi¢ne jednacine i determinanti
D1 i Dy koje je lako izracunati.

Primetimo da ako su u jednacini (4.17) p,q,D1 1 Dy € Z (Q, R, C) da je onda: Vn e NiD, € Z (Q, R, C).

mozemo zapisati kao:

Primer. Izracunajmo determinantu n.—tog reda:

1 1 0 ... 0 0 -1 1 0o ... 0 0

-1 1 1 ... 00 razvijmo 0 1 1 0 0 razvijmo
0o —1 1 ... 0 0 determi- 0 — 1 0 0 determi-

D, = . . ) ) . | =4 nantupo p=Dp_1— . . . . |={ nantupo ;=
: : . " P 1.—0j : : " " P 1.—0j
0 0o o0 ... 1 1 vrsti. 0 0 0o ... 1 1 koloni.
0 o o ... -1 1 0 0 o ... -1 1
- anl + Dn72~
2

Sada formiramo karakteristi¢cnu jednac¢inu: z* — x — 1 = 0, koja ima korene

1+v5 1-+5
4T T b

a kako su D; =11 Dy = 2 iz formule (4.21) nalazimo:

(4.28)

VB -1 -5 — V51 V5 VB n-1 -5
Pn = (1+2 5) %(2_1 2 5)_(1 2 5) %(2_12 5):(1+2 5) %(2_1 2 5)
_ (1 _2\/5)"71 % (2— 1+2\/5) = in\/g ((1+x/5)"‘1(3+x/5) —(1-v5)""' 3~ \/5)).

Zbog toga §to sup = q = D; = 1 1 Dy = 2, znamo da je D,, € N, a ovi brojevi poznati su kao Fibonatijevi 1

brojevi: 1,2,3,5,8,13,21,34,55,89....

101 6onardo Bonacci, poznat kao Fibonacci, oko 1170 — 1250, italijanski matematicar.



Determinanta 123

4.10. Bine!! -Kosijeva!? teorema. Sada se postavlja prirodno pitanje, da li formulu iz 4.7 Propozi-
cija moZzemo generalisati na proizvoljne dve matrice, pogotovo jer je proizvoljna matrica A ekvivalentna po
vrstama (kolonama) nekoj gornje trougaonoj matrici, ¢iju determinantu lako nalazimo. Odgovor na ovo pitanje
je potvrdan i vazi sledec¢a vazna teorema.

Teorema (Bine-Kosi). Neka su A, B € M,,(F) dve kvadratne matrice, tada je
(4.29) det (AB) = det Adet B

Dokaz. Ako matrica A nije regularna '3, tada i .AB takode nije regularna, tada se, na osnovu 4.7 Teorema, obe
strane jednakosti (4.29) poniStavaju i formula vazi. Zato pretpostavimo da je A regularna matrica, tada je
A=E; Ey ... E,; neki proizvod elementarnih matrica (vidi (4.12)), tako da indukcijom, uz koris¢enje formule
iz 4.7 Propozicija dobijamo,

(430) det (A B) = det ((El Es ... Em) B) = det (El(EQ ... E, B)) = det (El) det (EQ(Eg ... E, B))

= ... = (det (I£1) det (IE3) - - - det (IE,,))det B = - - - = det Adet . O

Primedba. Vaznost prethodne formule za koju ¢emo i kasnije videti (vidi karakterizacije determinante) da je
jedno od osnovnih svojstava determinante, i ono pokazuje da je determinanta homomorfizam multiplikativnih
grupa det : (GL(n,F), ) — (F,-).

4.11. Lema o mnozZenju blok matrica. Matrice ¢iji su elementi matrice zovu se blok matrice. Zanimljivo
je da se pri mnozenje blok matrice ponasaju kao obi¢ne matrice, preciznije vazi:

Lema 1 (o mnozenju blok matrica). Neka su A,B € M, i neka su A11,B11 € My, Aj2,Bi2 € My,_y,

. . A A . B B .
As1,Bor € M,y 1 Agg, Bay € Ml,,_y, tako da je A= [ A; A;z } i B= [ B; BZ } . Tada je

B—
A Aai Bi1 + Az Bar A2 Bia + A Bao

A1 Bin + A12 Bar - Aqg Bz + Aiz Bao }
Dokaz. Direktno iz definicije mnozenja matrica, samo $to pri tom mnozenju vodimo ra¢una da su elementi
matrica A i B rasporedeni na dati nacin. O

Primedba. Primetimo da je jedina razlika izmedu obi¢nog mnozenja matrica i mnozenja blok matrica u tome sto
u matriénim elementima matrice A B mnozenja odgovarajué¢ih "matriénih” elemenata (koji su ovde matrice)
nisu komutativna. Tako npr. Aj; B11 ne mora biti jednako Biy Aj;.

B C

Lema 2. Neka je data blok matrica A = [ o D

} tada je det A = det BdetD.
Dokaz. Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije po redu matrice A.

(bi) Ako je taj red 1 onda nemamo $to dokazi-

! . o - . arp ... Oy A1r41 A1n
vati, a ako je red 2 onda je jasno da tvrdnja vazi
jer se svodi na obi¢nu determinantu.
(ki) Zato pretpostavimo da je tvrdenje tacno za A= rt - Q] Qrrdl eee Gn
sve matrice ¢iji red ne premasuje n —1 (n > 2) i 0 ... 0 |apgirg1r oo Qryin
posmatrajmo matricu A reda n koja ima trazeni
oblik
’ | 0 ... 0 Qnrtl  -+-  Qnp |
Laplasov razvoj po 1.—oj vrsti daje:
n
(4.31) det A= (=1)"ay; A(A)y;.
i=1
Za indekse i = 1,...,r, na minore A(A);; mozemo primeniti pretpostavku indukcije tako da je:

A(A)h = A(B)h detD.

11 Binet, Jacques Philippe Marie, 1786 -— 1856, francuski matematicar, fizicar i astronom.
12 Cauchy, Augustin-Louis, 1789 -— 1857, poznati francuski matematicar.
13 tj. singularna je
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Istom metodom, uz koriséenje pretpostavke indukcije, vidimo da se minore A(A)y; za indekse i =7+ 1,...,n
ponistavaju jer kvadratne matrice koje se pojave

u desnom gornjem uglu imaju jednu vrstu koja a9l ... Qp| Qopig ... Qon
se sastoji od samih 0. Zaista, pri Laplasovom . .

razvoju po 1.—oj vrsti matrice A, iz matrice A

izbacimo 1.—vu vrstu, a ne izbacimo niti jednu Qrr e Qrr o Qrrg2 e Qe
kolonu, pa da bismo na njenom mestu dobili A(A)j,41 = 0 ... 0 Jaryirg2 o0 rgin
kvadratnu matricu moramo dodati deo (r+1).— 0 ... 0 |ari2rsz --. yion
vrste koji se sastoji od samih nula. Uverimo se . . .
da je to tako npr. za i = r+1 (radi jednostavni-

jeg zapisa). 0 ce 0 Opr4-2 ce (6770}

Izracunali smo sve minore koje odgovaraju razvoju determinante A4 po 1.—oj vrsti tako da (4.31) postaje,

T

det A=) (—1)'*" A(B)y;detD = (Z(—nl“ A(B)1i> -det D = det Bdet D.
i=1

i=1
Analogno se moze pokazati ' da vazi ista formula ako u matrici A blokovi O i C zamene mesta. O

Prethodni rezultat mozemo iskoristiti za jedan konstruktivni dokaz Bine-KoSijeve teoreme, tako Sto ¢emo
koriste¢i elementarne transformacije pokazati jednakost

A O,
-IL, B

AB O,

AR R

)

iz koje, primenom prethodne Leme 2, lako sledi Bine-Kosijeve teorema.

Primer. Tlustrujmo primenu Leme 2 na slede¢em primeru: neka su B,C i D kvadratne matrice reda n, pokazimo
da je,
L, B
= det (D — CB).
o g |a@-cp

Primetimo da je,

I, 81[L, -B8] [L -B+B] [LI, O,
c D||oO, I, |~ ~|c p-cB

L, O, ] _ I, B[ I, -B])\ _ I, B I, -B
wo sell %] s ([t B][ 5 B e ]l B e[ X 1E].

} . Sada primenom BKT dobijamo,

]ITL OTL
C D-CB

sada, iz jednakosti (4.32) sledi tvrdnja.

Buduéi da je det [ ] =detl, det(D—CB) i det [ L. —B ] =1,

On I

4.12. Karakterizacija determinante. Postavlja se pitanje, analogno kao u sli¢nim situacijama, pronalazenja
najmanjeg skupa svojstava koje karakterisu determinantnu funkciju. Tako imamo.

Teorema 1. Neka je d : M,,(F) — F, funkcija koja ima svojstva:

(ml) d je multilinearni funkcional kolona matrice,

(a) d je alternirajuce preslikavanje kolona, tj. ako u matrici A = [ay,...,a,] postoje dve jednake kolone
onda je d(A) =0 ili formalnije: i # j, a; = a; tada je d(A) =0,
(n) d(I,) =1,

tada je d = det.
Digresija. Drugim re¢ima determinanta je jedinstveno odredena sa tri svojstva (ml), (a)i (n).

1445 jednostavnije, transponovanjem polazne matrice.
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Dokaz. Iz (n), tj. iz d(I,,) = 1 zakljuéujemo da je d[e1,...,e,] = 1, pri éemu je (ey,...,e,) kanonska baza.
Pokazimo prvo, da zamenom kolona a; i a; (i < j) d menja znak.

(a) i J (ml) i J i J
0= d[aly"yaiflyai +aj7ai+lu -Q5—1, 04 + Qaj, "7a’n] = d[a’lu oy Ay Qi 15 -y Qg "7a’n] +d[a’17 '°7aj7ai+17"7a’j7"7an]

i J
+ d[(ll, vy @iy Q15 45 Ay -y an] + d[a’lu vy Qg At 15 -0y Ay -y an]
i J
= d[a’17 oy Qjy Qg1 -0y (Ij, () an] + d[ah oy a’j7 i1 05 Agy oey an]u
jer se prva dva sumanda anuliraju zbog alterniranosti. Dobijenu jednakost mozemo prepisati kao:
i J
d[a’lu oy @iy Q15 45 Ay -y an] = - d[a’lu sy Qg At 15 o5 Ay -y an]~

Neka je o0 € $,, proizvoljna permutacija, kao sto znamo permutaciju ¢ mozemo zapisati kao proizvod transpozi-
cija, tj. o =7k -+ 79 - 71, 1 pri tome je I(0) = k mod (2). Dakle, ako podemo od identicke permuatacije id i na

nju redom primenjujemo transpozicije 71, .. ., 7 dobi¢emo na kraju permutaciju o. Prema tome ako podemo od
jedini¢ne matrice I, i ako redom vrimo zamene kolona definisane transpozicijama 7; = (i142)'° , i =1,...,k,
tj. u i.—tom koraku zamenimo kolone ; i 49, nakon k.—tog koraka dobi¢emo matricu [60(1)7 €5(2)s - - ,ea(n)], a
kako pri svakoj zameni izlazi faktor (—1) vidimo da vazi:
(4.33) d[n(1) €a@)s- - Com) = (=¥ d[er, ... en) = (=1)/ D der, ... e5] = (1)1
n
Neka je A = (a45) = [a1, ..., ay] proizvoljna matrica, takva da je a; = > oyje;, onda koristeé¢i prvo multilin-
i=1

earnost nalazimo:

n n n
dlay,az, ... an] =d[ Y a1 €y Y Q2iy €igy 0 D Oniy €0y

(4.34) (ml) n =l =t
=" > oy a9y, dleqy €ig, €4,
U150 0n=1
Zbog svojstva (a), dle;,€;,,...,¢€;,] = 0 ako postoje barem dva indeksa i; i i; koja se podudaraju, u sumi

(4.34) mozemo preéi (sa sume u kojoj ima n' ¢lanova) na sumu po simetriénoj grupi $,, (u kojoj ima n!
¢lanova) tj. imamo

dlat, as,. .. an] = Y Q1o(1) 020(2) ** Ono(n) & [€a(1)s €o(2)s - -+ Eno(m)) = {(4.33)}

O’GSn
= Z (—1)1(0) Ql1g(1) X20(2) ** " Ono(n) d [61, €2,. .. ,en] = det [al, ag, ... ,an].

O’ESn
Dokaz je gotov jer funkcije d i det jednako deluju na proizvoljnoj matrici A € M, (FF). O
Primedba. Iz gornjeg dokaza jasno je da su uslovi (ml) i (a) esencijalni jer oni impliciraju osnovne osobine
determinante, a da uslov (n) predstavlja neku vrstu normiranosti.
Dakle, ako u prethodnoj teoremi ispustimo uslov normiranosti (n), tada je funkcija d odredena do na konstantu,
tj. tada bi vazilo da je d = Adet, za A =d(I,,) € F.

Postoje joS neke prirodne karakterizacije determinantne funkcije, sa neSto slabijim pretpostavkama, koje
navodimo u nastavku, a dokaze ostavljamo za vezbu.

15 prisetimo se da se zamena i1.—ve i i2.—ge kolone date matrice A realizuje mnozenjem matrice A elementarnom matricom Gj,;, sa desne
strane.
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3. Zadaci, vezbanja i dopune
4.12. Znamo, da grupa $3 ima red 6. Pokazite da su sve grupa reda manjeg od 6 komutativne.

4.13. Kejlijeva Teorema. Vaznost grupe permutacije otkriva sledeca teorema, jer ona izuCavanje grupa svodi
na izucavanje simetri¢nih grupa 16 4 njihovih podgrupa.

Teorema (Kejli). Svaka grupa izomorfna je nekoj podgrupi svoje grupe permutacija.

Dokaz. Neka je (G,-) proizvoljna grupa tada je leva translacija, Lq(z) = a -z za neki a € G, bijekcija
(permutacija) skupa G. Formulom ®(a) = L, definisano je preslikavanje, ® : G — B(G), gde smo sa B(G)
oznacili grupu svih bijekcija (permutacija) skupa G, Da bismo dokazali teoremu dovoljno je pokazati da je ®
monomorfizam, jer je tada G = ®(G) C B(G).

® je homomorfizam jer je

®(a-b)(x) = Lap(x) = La(Lp(x)) = (La © Lp) () = (2(a) 0 (b))(x),
odakle dobijamo, ®(a-b) = ®(a) o ®(b).
TI;Je '1-1'. Nel;a je <I>l§ a) = ®(b) tada je ®(a)(z) = ®(b)(x),Va € G, i za izbor x = e sledi da je Ly(e) = Lb(eD)

4.14. Prezentacija grupe $,,. Koristec¢i rezultate tacke 4.3, sada nalazimo jednu od najvaznijih i najjednostavni-
jih prezentacija !” grupe $,,. U tu svrhu prvo primetimo da vazi (ab) = (1a)(1b)(1a), odakle sledi da je S,
generisana samo transpozicijama iz G; = {(12),(13) ... (1n)}. Kako nam za predstavljanje grupe $,, trebaju
i relacije koje vaze medu generatorima i kako su one za elemente skupa G; relativno komplikovane, trazimo
skup generatora G ¢iji elementi zadovoljavaju jednostavnije relacije. Buduéi da za svaku transpoziciju oblika
(la) € Gy vazi

(la)=(a—1la)(a—2a—1)---(23)(12)(23) --- (a —2a—1)(a — 1a),

zakljucujemo da je i skup G = {01 = (12),00 = (23),...,0n—1 = (n — 1n)} skup generatora grupe 3,.
Primetimo da vaze relacije

(4.35) o? =e, zai=12,...,n—1.
(4.36) 0i0j = 0j 05, zai,j=1,2,...,n—1, [i—j|>1.
(4.37) 0;0i410; = 0110 0it1 zai=12...,n—2.

Lako se ubediti da je svaka relacija medu generatorima grupe $,, posledica relacija (4.35)-(4.37). Time smo
pokazali sledeéu teoremu.
Teorema. Jedno predstavljanje grupe S, je

S, =<01,09,...,0n_1; O'g =e, 0;,07j=0j0; pi,Jj=12...,n—1,

gdejeli—j|>1 1 op0p410k =0p410k0k+1, K=1,...,n—2>.

Primedba. Prethodna teorema primenjena na sluc¢aj n = 3 daje prezentaciju grupe Ss,
93 =<mn = 03,72 = 02; T12 :7’22 =€, TITeT1 =T2T1 T2 > .

Primetimo da ovo predstavljanje nije jedinstveno, jer ako uzmemo a = o4, b = 09 tada iz Kejlijeve tablice (3.1)
vidimo da je druga prezentacija od $3 data sa

S3=< a,b;a®>=e, b =e,ab="ba%> .

4.15. IzraCunavanje determinante matrica Laplasovim razvojem.

12 -5 —4 a B v x T a+z
i) (-2 1 3 (i2) v a f (i3) r bt+x =z
-7 10 6 8 v « ct+zr =z T

16 Ovo je posebno vazno kada je grupa G konaé¢na i tada se mnoge ¢injenice mogu proveriti uz pomo¢ ra¢unara.
17 Grupe mogu imati viSe razli¢itih prezentacija — predstavljanja popisivanjem svih generatora i relacija, koje ju jednozna¢no odreduju.



Zadaci, vezbanja i dopune 127

ReZenje. (i2) izracunajmo determinantu date matrice Laplaseovim razvojem po prvoj vrsti

a B 7
_ o |la B 4|7 B | o«
ARV Bl 5‘5a‘+7’57’

=a-(@=By)=B-(va=B)+7v (" —ap)a’ + 5 +7" —3apy.

(i3) ra¢unamo determinantu razvojem po 3. koloni

r r atz T b+ T T T T
r btz r = (a+a) c+x T N c+x x T r b4z
ct+x T T

=(@+a)-@° - (b+a)(ctz) —z (@®—z(c+a)+z-(z(b+a)—a®)=-

= —abc—xz(ab+ac+bec).

4.16. Izraunajte sledece determinante.

- ) 11110

@ -2 ¢ b S w ey a L2 13 1

(i1) A P () _al ao a3 _; @3 |14 19 —4

) e T ! 1 8 -1 27 12

@t 4 T4z o4 Ao 1 16 —1 81 —32
7r 1 2 3

4.17. Nadite ¢lanove determinante 22:” ;’x 3 11 koji sadrze 2% i 2% bez njenog racunanja.

T T 1
3z 2 4 bz

ReZenje. Koristedi formulu (4.2) vidimo da se u opstem ¢lanu pojavljuje iz svake vrste i svake kolone taéno jedan matri¢éni element,
kao i to da je taj ¢lan proizvod cetiri matricna elementa. Bududi da se x pojavljuje sa stepenom 0 ili 1 u svakom matricnom
elementu, da bismo odredili ¢lan uz z* potrebno je da se u svakom ¢lanu proizvoda pojavljuje z. Ako primetimo da u 1. vrsti, 3.
i 4. koloni postoji samo jedan matriéni element u kojem se pojavljuje z, onda se z* moze dobiti samo kao proizvod dijagonalnih
elemenata, tako da je trazeni ¢lan jednak: 7-3-1-5 = 105.

Odredimo ¢lan uz z*. Ovde je situacija dosta komplokovanija, pa je potrebno naéi one permutacije o € $4 takve da u skupu
{@10(1), Xo(2)s Qo (3), Qo (4)} POStoje tacno tri clana koja sadrze x. Tako prvo nalazimo permutacije: 01 = (jaag): 02 = (5193)s
o3 = (3557) i 0a = (3227), a zatim odredimo parnost ovih permuacija: I(o1) = 1,I(02) = 2,I(03) = 1 i I(o4) = 5. Na kraju
dobijamo da je trazeni koeficijent: —7-3-2-542-2-2-5—-1-2-1-5—-3-3-1-3=-2104+40— 10 — 27 = —207.

4.18. Inverzna matrica. Odredite inverzne matrice, ako postoje, koris¢enjem adjungovane matrice.

-2 3 -1 1

5 3 =2 0

b= 4 3 -2 1
0 -1 0 2

4.19. Determinanta matrica. Izracunajte determinantu datih matrica.

0 0 0 Q1n 11 a12 oo Olnp—1 Oin
0 0 Qa2 n—1 0 21 Q22 s O2np—1 0
@ | (i2)
0 An—-12 ... 0 0 Apn—-11 Op—12 ... 0 0
Qnl 0 0 0 Anl 0 0 0

ReZenje. Resenje u oba slucaja, (il) i (i2), jednako je
n(n—1)
(-1)7 7 amazn-—1-Qni.

U slu¢aju (il) ovo je jasno, jer u svim preostalim sabircima oblika,

I(o
(_1) (o) A15(1) X25(2) " " Ano(n)s

1 2 ..n—-1n

w1 1) moze dati nesto razlic¢ito od 0, a kako je njen

barem jedan faktor je 0, pa je i taj sabirak 0. Samo permutacija o = (
broj inverzija jednak

(n—l)—|—(n—2)—|—~~~+2—|—1:%n(n—l),
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dobijamo trazeni rezultat.

(i2) sledi analogno samo je potrebno primetiti da u s

je jednak 0, te se tako taj sabirak ponistava.

4.20. Determinanta matrica. Izracunajte det

4. Determinante

vim ¢lanovima osim pomenutog postoji faktor a;,(;) takav da je o(i) > 1, koji

erminante slede¢ih matrica n—tog reda.

1 2 n—1n 1 2 3 n
—1 0 n—1n 1 z+1 3 n
(il) A, = Do : (i2) B,=|1 2 =@+l n
-1 -2 0 n Do : :
-1 -2 1—-n 0 1 2 3 r+1
o1 T x x T pri ¢emu je,
r a2 T T T (a) x# iy, 1=1,2,...,n.
(i3) C. — z o3 z z (b) postoji tacno jedan i € {1,2,...,n} takav da
! A 7 Je = ai.
x x T Qn-1 T (c) postoje barem dva indeksa 7, j takva da je
x x x x Qn T = = Q.
ReZenje. (il)
1 2 n—1n i—tu 1 1 1 1 zadnju
-1 0 n—1mn kolonu -1 0 11 kolonu
det A, = : =< pomno- p =n! EES dodamo
-1 -2 0 n Zimo 1 -1 0 1 ostalim
~-1 =2 1—n 0 sa 1/’L ~-1 —=1 -1 0 kolonama.
2 2 2 1 prvu 22 :
0 1 2 1 vrstu
—nl : : : _ | mnozimo { _ 001 21 2.1 1.1
I : T sal/2i (0 : =n 5 =n!
-1t -1 0 zadnjoj. 00 0 0 1/2
(i2)
1 2 3 n 1 2 3 n
1 =z+1 3 n 1.—vu vrstu 0 -1 0 0
det 5, = 1 2 z+1 n = mnozimo sa —1 i =0 0 T -2 0
: dodamo ostalim. :
1 2 3 z+1 0 0 0 r—n+1
=xz-1)-(z—=2)-...-(x—n+1).
(i3) Uradimo slucaj (a). (b) i (c) resavaju se analogno.
o1 x x x 1.—vu o1 x x x iz i —te
x [e %} T x VI‘St.Il r—o1 Q2 —X 0 0 kolone
detC,=| T T z | o) mnozimo L} g —ay 0 a3 — T 0 = izvuc¢emo
" sa —11i o 7
dodamo .. :1 J
T T T Qn ostalim. T — a1 0 0 Qn — =L
zcjllxl 1733&2 Tr—asg zfman ﬁ a:jaz zfag :Efzan
-1 1 0 0 sve vrste 0 1 0 0
— Ti(e — -1 0 1 o |_J@..om)l_& v | o 0 1 0
B il;ll(al z) "~ ) dodamo [ i:1(az z)
-1 0 0 1 0 0 1
=B (-2 = (1+ X ——=) [llar—o),  Jerje f= ot it 4o =1+ o2
i=1 i=1 Qi — T/ - ! 2 " i=1 7

i=1

4.21. Determinanta matrica. Izracunajte determinante matrica n.—tog reda ako je:

(i1) A = (ayj), gde je a;; = min {i, j}.

(i2) B = (Bi5), gde je Bij = |i — j|.



ReSenje. (i1)

det A, =

Ju—
N e
w

N = O

det B, =

n—2 n—3 n—4
n—1 n—2 n-3

od svake

vrste

oduzmemo
prethodnu,

pocevsi

od n.-te

o

[\]

n—1 n-—1

n—1

=Mn-1)

1

-1

0

—_

2
-1
-2

n

o o
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4.22. Izraunajte determinantu n.—tog reda.

O O =t

0
0

O = W=

0
0
0

_= w N o

0
0
0

w NN oo

N O OO

1

0
0

3

1
0

od svake 1 1. 1
viste 011 . 11
oduzmemo . 0 1. 11 -1
prethodnu, - o
poéevéi 000 1
od pretposlednje. 000 1
n—2 n-—1 1 1 2 ... n—2 n-—1
n—3 n—2 n.—tu vrstu 1 1 ... mn—3 n-—2
n—4 n—3 dodamo prvoj, 1 1 0 ... m—4 n-3
= a zatim iz 1. =(n-1) .
. . izvucemo : : : : : :
0 1 faktor n — 1 1 n—-3 n—4 ... 0 1
1 0 1 n—2 n—-3 ... 1 0
1 2 ... n—2 n-—1
e 3.,4.,...,n.—toj
1 -1 ... -1 -1 vrsti
: : . : : dodamo
1 1 ] ] 2.—gu vrstu .
1 1 ... 1 -1
n—1
-1
—2 _ n—1qgn—2
=(-1) 2 (n—1).
-2
00 120 0 O 00
00 353 0 O 00
00 025 3 0 00
00 002 5 3 00
(12 &= .
20 000 ... 2 5 30
3 2 000 ... 0 2 53
1 3 000 ... 0 0 25

ReZenje. (i1) Sli¢no kao u 4.9 Primer razvojem ove determinante po prvoj vrsti, a zatim po prvoj koloni dobijamo:

(4.38) Dp=5D,_1 — 14D}, 5,
gde je

3 2 0 0 0

1 3 2 0 0

0o 1 3 0 0
Dy, = . . .

0 0 O 3 2

0 0 O 1 3

Determinantu D), ra¢unamo analognom kombinacijom razvoja po 1.—oj
koloni, a zatim po 1.—oj vrsti i na kraju dobijamo rekurentnu relaciju:
(4.39) D, =3D,_ 1 —2D,_,.
Kako je karakteristicna jednac¢ina od (4.39) jednaka z? — 3z + 2 = 0,
dobijamo da su njeni koreni « = 211 8 =1, i kako je D} =3 i D5 = 7 onda
iz (4.21) dobijamo:

271,71 1”71
= 7—
2—-1 (T=3)+ 1-2

Buduéi da je, D), = 2" — 1, onda nakon zamene u (4.38) dobijamo:

D, (7—2-3)=2"""—1.

D,=5-2" D 1) —14. 2" 1) =5.2" —7.2" 1 -5+ 14 =9 — 2"
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4.23. lzratunajte determinante n—tog reda.

a f 68 B 0 a « «
b8 « 6 B b 0 « «a
(i) An=|: D] (@) Ba=|F PO o
B B a f Do :
BB b« g BB 0
4.24. lIzraunajte determinante n—tog reda.
01 1 1 1 1 .
1 0 « a o o 1
] 1 a 0 a o ) 1
(i1) Dp= o .|, (2 F,=| % Q22
1l o « 0 «
1 a « a 0 On—-11 Qp-12
4.25. IzraCunajte sledeée determinante.
11 1 1 1 1
1 2 n+ 12 i + 1 Qs + 1
(i1) Ang1 = 49 (n+1) (i2) Bn=| ai+ai a3+ as
1 2.71, 3.71, (n + )" af +a" ! af 4 al?
1
1 1 1 1 0
1
(e31 Qa2 as Qn—1 1
o3 o3 a3 .oa2 2an-1 1
(i3) Cn=| . : . . , (i4) Dn=
ol art el L e (n-2)ar |
a™t a7t ot ap”y (n—1)ap~? 1

1

Cn

asz +1
a§+o<3

—1
ay + o

4.26. Ako je a;b; #0,Vi,j =1,...,n, izracunajte determinantu n. —tog reda (n > 2)

al bl al bg al b3 .......... al bn71 al bn
ail b2 az bg a2 b3 .......... az bn71 az bn
ail b3 az b3 as b3 .......... as bn_l as bn
(i) Du=| . . . . . @
al bn71 a2 bnfl as bn71 .......... An—1 bn71 an bn
ail bn az bn as bn .......... an—1 bn a bn
4.27. Izracunajte determinantu n.-tog reda
aj + b1 b1 b1 ...... b1
bg as + b2 bg ...... bg
b3 b3 as + b3 ...... b3
bn—1 bn—1 bp—1 ... an—1 + bn_1
by, bn bn ... bn

4.28. Determinante blok matrica. Uopstite lemu o mnozenju blok matrica na slucaj kada se matrice A = (A;)
i B = (B;;) koje mnozimo sastoje od k* matrica odgovaraju¢ih dimenzija.

ai
—x
0

0

by
by
b3

az as

i) 0

x3

0 —I3

0 0

0 0
n

1 n
n 2
n n
n n
1
QAn+41

+1

2
Qi1 + an+1

n n—1
Qnt1t Qg

1 n

0 O

0 O

0 O
Tn—1 0
—Tn—-1 In
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4.29. Determinante blok matrica. Neka su A, B,C i D € M,,. Dokazite da vazi:

A A2 A B

=0, (i2) ‘

Redenje. U dokazu ovih tvrdnji koristimo 4.11., lemu o mnoZenju blok matrica i Bine-Kosijevu teoremu (krace BKT).

AL —A] [A —£2+427 [ A4 0,
Ao, L, | T A AT A 0,

(i1) Primetimo prvo da je, { 2 ] , 1 nakon primene BKT imamo,

A O, | A A L, -A - A A7 L, -A
. A 0O, . I, -—-A . . L .
Kako je, det A2 o | = det AdetO, =0 1 det o I =detl, detl,, = 1, i tvrdnja sledi iz jednakosti (4.40).

(i2) Vidi primer u tacki 4.11.

4.30. Determinante blok matrica. Neka su A, B,C 1D € M, i neka je A regularna matrica. Dokazite

B
c D } =det(DA—-CB),

(i1) ako matrice A i B komutiraju onda je det [

(i2) ako matrice A i C komutiraju onda je det [ 'é g ] =det(AD - BC).

Reenje. Zadatak je slican prethodnom, pa je i takvo reSenje. Bududi su obe relacije, (il) i (i2), simetri¢ne, dokazimo npr. (i2).

Prvo, primetimo da je:
I, O A B | A B | A B
c A C D| |CA-AC AD-CB | | O, AD-BC |’

zatim imamo:

A B
O, AD-BC

I, On A B B I, O. A B |
det <{ c A ] {C D})—det{ c A ]det{c D}-det]lndetAdet{

Iz prethodne dve relacije odmah dobijamo da je

det { } =det Adet(AD - BC) i

B | A B
D]—detAdet{C D]'

Qx

A B

c D

det A -det(AD — BC) =det A - det { c D

] , ili ekvivalentno, jer je det A # 0, det (AD — BC) = det {A B} .

4.31. Blok matrice. Ako kvadratne matrice Aj1, Aj2, A2 1 Az komutiraju, dokazite da je

All A12

det [ Asy As

] =det[ A Az — A2 Aa1].

4.32. Karakteristi¢ni polinom. Neka je A € M, (F). Pokazite da postoji najvise n skalara A € F za koje je
det (A —AL,) =0.

4.33. Karakteristi¢ni polinom. Neka su 4 i B € M,,(F). Pokazite da ako je B invertibilna matrica da tada postji
najviSe n skalara A € F takvih da matrica A 4+ A B nije invertibilna.

4.34. Bine—Kaosijeva teorema. Dokazite Bine — Kosijevu teoremu koris¢enjem 4.11 Lema 2.

Dokaz. Primenjujué¢i pomenutu Lemu 2 iz tacke 4.11, imamo redom:
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(n+1),
11 A1 n 0 0 (’I’L+2).,...,
. . . : 2n.—tu vr-
A 0O, Qnl ... Qnn 0 .0 ste mnozimo
det Adet B :‘—]I B|= = ({redom sa ai1, p =
n —1 0 ﬁll ﬁln 12, ...,01n
: : : . : i dodajemo
0 .. =1 |Bu1 .. Bun 1.—oj
vrstl.
0 .. 0 Saufian Y, o fiz ... a1i Bin
=1 =1 =1
Q21 ... Qop 0 0 e 0
= Qni ... OQnn 0 0 L. 0
-1 ... 0 B B2 Bin
o ... -1 Br1 B2 Brn
sada na isti na¢in, prvo, pomozimo (n + 1)., (n+2).,...,2n.—tu
vrstu redom sa aa1, a2z, ..., a2, i dodamo 2.—oj vrsti, a zatim
) istu proceduru ponavljamo mnoze¢i (n + 1)., (n +2).,...,2n.—tu _
") vrstu redom elementima 3.,4.,...,n.—te vrste -
matrice A i njihovim dodavanjem redom 3.,4.,...,n.—toj
vrsti polazne matrice, tako da na kraju dobijamo:
0o ... 0 Saufian Y aifiz ... > i Bin
=1 =1 =1
0 ... 0| > aifa Y oaifiz ... > 0nifin Primetimo da su sume
i=1 i=1 i=1 n
o Pij koje se
_ n n 0o = ZI:)(l)jawljuju u ovoj = ‘ On AB ’
o ... 0 1;1 ani Bir z; ni Bz .. 7.; ani Bin matrici zapravo ma- ~I. B
tri¢ni elementi matrice
-1 ... 0 B11 B2 e Bin AB, tako da imamo:
0o ... -1 Br1 B2 Brn
zamenimo 7.—tu
_J kolonu sa (n + ). _ n| AB On | n _ n n_
=14 _tom kolonom =(-1) B _1, |= (—=1)" det (AB) det ( —I,) = (—1)" det (AB) (—1)" = det (AB). d

(i=1,...,n)

4.35. Bine—Kosijeva teorema. Dokazite Bine-Kosijevu teoremu, koriste¢i slede¢u karakterizaciju determinante
(vidi 4.12 Teorema 1): Ako je d : M, (F) — F, funkcija koja je multilinearni funkcional kolona matrice i
alternirajuce preslikavanje kolona, tada je d = det (I,,) - det.

4.36. Karakterizacija determinante Il. dokazite sledeéu teoremu:

Teorema 2. Neka je d: M, (F) — F funkcija koja ima svojstva:

(mh) d je multilihomogeni funkcional kolona matrice, tj. Vi € {1,...,,n}, A€ F ia; € F", vazi:
d[alu ey Ai—1, Aa’iy i1, -y an] = Ad[ah ey @y eey an]u
(dv) d se ne menja ako nekoj koloni dodamo bilo koju drugu kolonu tj. (Yi,5 € {1,..,n}, i # j)

7
d[al, vy Qi—1, G5 + Qj, Gt 1, ..,an] = d[al, ey Gy ey an],

(n) d(L,) = 1.

Tada je d = det.

Digresija. Dakle, determinanta je jedinstveno odredena i sa tri svojstva (mh), (dv) i (n), koju su 'na prvi pogled’ slabija nego
svojstva (ml), (a) i (n) iz 4.12 Teoreme (Karakterizacije I determinante).
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Dokaz. Mi éemo u ovom dokazu pokazati da svojstva (mh), (dv) i (n) impliciraju pretpostavke (ml), (a) i (n) prethodne teoreme,
ili preciznije pokaza¢emo da (ml), (a) i (n) impliciraju multiaditivnost i alterniranost. Prema tome dokaz se svodi na pokazivanje
sledeée dve osobine (Vi,j € {1,...,n}, a;, a} € F"):

(ma) dla1,..,ai-1,a; +a?,ait1,..,an) = dai, .., at,..,an] +dla1,..,al, .., an)],
(a) 1 <J, a; = a;, tada je d[al, ..,(J:L.i7 ..,0{'7;, ..,an] =0.
Prvo iz (mh) imamo da je
(4.41) dlai,...,0,...,an] =dla1,...,0 a4, ..., an] = 0-dla1, ..., ai, ...,an] = 0.
Pretpostavimo (BSO '8 radi jednostavnijeg zapisa) da su prve dve kolone matrice A jednake onda redom nalazimo

(4.41)

d
dlai,a1,a3,...,an] =" —d[a1,—a1,as, ..., an] @ —dla1 — a1, —a1,as, ..., Gn] d[0,a1,as, ...,an] = 0.

Time je pokazana osobina (a).
Pokazimo sada jos i (ma). Prvo, koristeéi (mh) i (dv) pokazimo da se d ne menja ako se nekoj koloni doda linearna kombinacija
preostalih kolona. Dokaz ove ¢injenice provodimo indukcijom po broju vektora koji ucestvuju u linearnoj kombinaciji. Radi

jednostavnijeg zapisa (BSO) pretpostavimo da pomenutu linearnu kombinaciju kolona dodajemo 1.-voj koloni.
(bi)zan =1,uz A #0914, € {2,...,n}, imamo:

1 mh a
dlar + Xaiy, a2, ...,an] = d[A (X a1+ i, ), a2, ..., Gn (mh) —)\d[yl F @iy y A2, ooy — iy y vy On)
dv 1 1
@ . d[x a1+ iy — @iy, A2,y —Qig s ey Q] = —A - d[X a1,G2, ..; — Qi ., An]
() dlai,a2,.., i, .., anl.
(ki) Sada pretpostavimo da je:
k
(4.42) dla1 + Z Aij @iy, Q2,03 ..., an] = dla1,az,...,an)
=1
zasve k> 114y,...,ix € {2,...,n}. Sada redom imamo,
k41 K - k
d[al-i-ZAij aij,ag,...,an] = d[(al-i-ZAij ai_j)+)\ik+1 aikﬂ,ag,...,an] = d[a1 +Z)\17 aij,ag,...,an]
j=1 j=1 j=1

(4.42) dla1, a2, ..., an].

Ako je rang (A) < n onda neku od kolona matrice A recimo 1.-vu mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju preostalih, tj.

a1 = Y A\ja;, pa imamo:
1=2

(4.41)

dlai,a2,...,an] = dfa1 — Z)\i Aiy A2,y .y Gn] = d[0, a2, ..., Gn] 0.
=2

Dakle, ako je rang. A < n onda je d(A) = 0. Zavrsimo sada dokaz osobine (ma) za 1.-vu komponentu (jasno radi jednostavnijeg

zapisa). Posmatrajmo determinantu, d[a% +a?,a,..., an], tada imamo dve moguénosti:
(i1) ranglag,...,an] <n-—1
(i2) ranglagz,...,an] =n—1.
(i1) Kako je rang [az, ..., an] < n — 1, onda matrice:
[a%,ag, ce, Gnl, [a%,ag, R | [ai +a3,as,.. ., an]

imaju rang manji od n tako da je
d[ai +a§,a2,...,an] = d[a%,az,...,an] = d[aiaz,...,an] =0,

i (ma) u ovom slucaju vazi.

(i2) Ako matrice [af,az,...,an], [al,az,...,an] i [al + ai,a2,...,a,] imaju rang manji od n onda kao u (i1) tvrdnja vazi. Buduéi
da je rang skupa {ai,a?, a1 + a?} manji ili jednak 2 preostaje da dokazemo trazenu formulu kada je npr.

(4.43) rang [a&7 az,...,an] =n.
Slucaj, rang [a3, az, . .., an] = n, je analogan. Ako je
rang [ai +a2,ag,... an] =,

18 Bez smanjenja opstosti.
19jer ako je A = 0 nemamo §to dokazivati
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onda je barem jedna od matrica [ai,as,...,axs] i [ai,as,...,axs] ranga n, te se svodi na slu¢aj (4.43) (ili njemu analogan). Dakle,
neka je ispunjeno (4.43), tada je uredeni skup (ai, az,...,a,) baza vektorskog prostora F™, pa je a3 = \ial + > o Aiaq za neke
skalare A2,..., A\, € F. Tako da sada imamo,

d[ai + a%,ag, coan] = d[a% +Aral + Z)\i Ai, Q2,03 ..., An—1,an] = d[(1 + /\1)ai + Zz\i iy A2y vy O

=2 =2

(mh)

(4é2)d[(l—&—)\l)a},ag,...,an] = (1—|—>\1)d[ai,a2,...,an]

2)

= d[a%,az7 ey @n] +dA ai,as, veey Q] (4.4 d[a%,ag7 ey an] +d[A ar + Z)w ai, G2, ..., Gn)

=2
= d[a%,ag, ey An] + d[a%,ag, vty Q).

Time je dokaz zavrSen. O

4.37. Karakterizacija determinante Ill. Dokazite slede¢u teoremu:

Teorema 3. Neka je F algebarski zatvoreno polje i neka je d : M, (F) — F, funkcija koja ima svojstva:
(nn)  d(AL,) =A™
(bc) d(AB)=d(A)d(B).

tada je d = det.

Digresija. Dakle, determinanta je karakterisana sa ova dva jednostavna svojstva, koja na prvi pogled izgledaju da su ”slabija
svojstva” od onih iz prethodnih karakterizacija, pa je dokaz relativno komplikovaniji i u njemu ¢emo koristiti rezultate prethodne
dve karakterizacije.

Dokaz. Pokazatemo da pretpostavke ove karakterizacije impliciraju pretpostavke prethodne Teoreme 2. Da bismo to dokazali
pokazimo prvo tri jednostavne leme, koje impliciraju da se svojstva (mh) i (dv) iz te karakterizacije mogu realizovati mnozenjem
sa leva ili sa desna polazne matrice (uz koriséenje Bine-Kosijeve teoreme (BKT)) sa specijalnim matricama (vidi elementarne
transformacije) ¢ije éemo determinante izra¢unati u sledeé¢im lemama. Pre lema, primetimo da uvrStavanjem A = 1 u (nn)
jednostavno sledi (n) iz prethodne karakterizacije.

Lema 1. Za i # j posmatrajmo matricu E}; = I, + AE;; € M, (F) tada je d(E};) = 1.

Podsetimo se da je IE;; matrica koja na preseku i.—te vrste i j.—te kolone ima 1, a na svim ostalim mestima 0.

Dokaz. Iz (bc) i (nn) imamo:

L
d(A)”
Sada ¢emo naéi matrice C i D takve da je IE?J =CDC D! Prvo pretpostavimo da je n > 3 i uzmimo da je C = I, + Epj, p # j
i D=1,+AE;,i#p, tadaje C'=1,-E, i D' =1, — A\E;;,. Kako znamo od ranije, vazi i formula:
(4.44) Eij Bt = 05 Fie.
Koristeé¢i ovu formulu imamo redom,

cpe'pT! = (In + Epj) (In + AEip) (In — Epj) (In — AEip) = (In + Epj + AEip + AEp; Eip)

1=d(I,) =d(AA™) =d(A)-d(A™"), odakle je d(A™") = (%)

4.44 4.44
X(In = Ep; = AEip + AEp; Eip) 4z (In + Epj + AEip) (In — Epj — AEip) 4z L — (Ep; + )‘Eip)Q
= In — (Ep; Ep; + z? Eip Eip + AEip Epj + AEp; Eip)
(4.44)
=V, - AR, =E . (%)

i‘ } ili [ i (1) } . U prvom slu¢aju nije se tesko uveriti da

S =

Ako je n = 2 onda imamo samo dve moguénosti za IE?J ito: {

1 =21 . 4 _ |12 0 U e D N 11
C—[ 1] 1D—[0 1} vazi: [ ]—CDC D .

za

0 0 1

1

N (1) } moze zapisati u istom obliku.

Sli¢no se vidi (npr. transponovanjem) da se i matrica {
Dakle, u svakom slucaju vazi da je E;\] =CDC ' D! za neke matrice C i D, tako da sada, koristeé¢i formulu () redom imamo:
d(E) = d(C) - d(D) -d(C™") - d(D™") = (d(C) - d(C™")) - (d(D) -d(D™")) = 1.
i J
Lema 2. Zai,j € {1,...,n}, i # j i \ # 0 neka je H}5 = diag[l,.., \, 1,.., A" ", 1...,1]. Tada je d(H}}) = 1.

i J
Dokaz. Neka je A\ # 1, posmatrajmo matricu D = diag[l,...,1—1/\,1,...,A—1,1...,1]. Elementarna matrica Gj, ¢ # j,
(vidi elementarne transformacije) koje se iz I,, dobije zamenom i.—te i j.—te vrste ima osobinu da je G;jl = Gy;. Kako je D! =
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diag[1,...,A\/(A=1),1,...,1/(A—=1),1...,1], tako da je matrica G;; D G;; = diag[(1,...,A —1,1,...,(A—=1)/A,1...,1]. Sada
imamo:

1 i Al
..7m717..71] dlag[l,..7)\—1717..7T717..71]

fOTS

—1 —1 —1 —1 .
D™ Gy DG,; = D™ (Gyy DGy ) = diagll, .., o1

,1,.,1] = Hy),

= diag]1, .., ,Z\7 1,..,

> =

odakle na isti naé¢in, primenom funkcije d na prethodnu jednakost uz koriséenje (bc), kao i u dokazu prethodne leme zaklju¢ujemo
da je d(H}y) = 1. O
Lema 3. Za A # 0 neka je IF; » = diag[l,..., A\, 1,...,1] tada je d(F; ) = A
Digresija. Pre samog dokaza primetimo da je, za i # j, H{\]- =FiAFj -1,
Dokaz. Posmatrajmo jednakost dijagonalnih matrica,
(4.45) AL, = Hy Ha; .. . H} 1 HN vy ... Hpy Fian.
Ako sada na (4.45) primenimo funkciju d onda kori§éenjem svojstava (nn), (bc) i Leme 2. dobijamo,
A" =d(\,) = d(Hyy HYy ... Hi g Hv g o Hy Fyan) = d(Hy) d(H3y) ... d(Hp_1;) d(Fian) = d(Fan).
Dakle, imamo da je d(F; xn) = A", a kako je polje algebarski zatvoreno postoji n € F takav da je n™ = A (jer je reSenje polinomijalne
jednacine f(z) = z™ — A = 0). Na kraju imamo:
d(F;i\) =d(Fipgn) =n" =X

i dokaz ove leme je gotov. O

Nastavak dokaza Teoreme 3. Prvo pokazimo da pretpostavke ove karakterizacije impliciraju svojstvo (dv) iz Teoreme 2. Ako u Lemi
1 uvrstimo A = 1, vidimo da matrica AEzlj ima sve kolone iste kao i matrica A osim i.—te kolone kojoj je dodata j.—ta kolona.
Tako da sada imamo:

d(AE;;) = d(A) d(Ej;) = d(A).
Dakle, dodavanjem neke vrste matrice .4 nekoj drugoj vrsti determinanta se ne menja.

Slicno se dokazuje i (mh). Zaista, dovoljno je primetiti da matrica AIF; » ima sve jednake kolone kao i matrica A osim i.—te koja
je pomnozena sa A. Ako sada iskoristimo Lemu 3 i (bc) imamo redom:

d[a1, . .,ai,1,/\ai,ai+1,. . .,an] = d(AFi,)\) (2) d(A)d(Fl,)\) = Ad(A)

Time je u potpunosti zavrSen dokaz ove karakterizacije. O

4.37. Karakterizacija determinante. Pokazite kontraprimerom da se uslov algebarske zatvorenosti ne moze
ispustiti iz pretpostavki Karakterizacije Il ako je n paran. Da li se moze ispustiti u slu¢aju da je n neparan?






GLAVA 5

SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

5.1. Definicija. Neka je dat skup F' = {f1,...,fn} C Flz1,..., 2] linearnih polinoma u promenljivima
T1,...Tm. Skup F definiSe slededi sistem linearnih jednacina:

filze, .o zm) = 1w Fae e+ -+ Qi T — B1 =0,

fa(z1, o 2m) = qo1 71 + age o + -+ Qo Ty — P2 =0,
(5.1)

fn(l‘l,...,l‘m) =Qp1 X1+ Qpa X2+ 0+ Qpm Ty _/Bn = 07

koji kraée zapisujemo kao

m
(5.2) Zaikxk:ﬁi, 1=1,...,n.
k=1

Sistem (5.1) mozemo zapisati jo§ u kompaktnijem matri¢cnom obliku, tj. kao AX = B,

a1 Qg2 o Qi 1 B

Qo1 2 ... Qo T2 B2
(5.3) A= . : ) |, X=1. i b= .

apl Op2 ... Opm Tm ﬁn

Matricu A iz matricnog zapisa nazivamo matricom sistema. Sistemu (5.1) dodeljujemo slede¢u matricu:

ol o2 o Qg | B

a1 2 ... Q2 | B2
(5.4) AP:[A“’]: : : ’

ap1 QR ... Opm /Bn

koja nazivamo proSirenom matricom sistema.

ResSenje sistema (5.1) je svaka uredena m—torka (v1,72,...,7vm) iz F™ koja zamenom: x; = v, i = 1,...,m,
u sistemu (5.1) daje identitete u polju F.

Primetimo da u slu¢aju kada je m = n i kada je A invertibilna matrica, onda iz matri¢ne jednacine A X = B

dobijamo da je resenje dato formulom:
X=A"'B.

5.2. Geometrijska interpretacija. Ako su U i V vektorski prostori nad poljem FF, pri ¢emu je dim U =m i
dim V = n iako u tim prostorima izaberemo baze e i f, tada matrica A predstavlja matricu linearnog operatora
A : U — V. Prema tome, reSavanje sistema (5.1) svodi se na odredivanje vektora x € U takvog da je Ax = b.
Matricu, ili bolje reé¢i kolonu, koja odgovara vektorima x € U i b € V obelezava¢emo redom sa X i B.

Stavise mozemo uzeti da je U =F™ i V =F" ida je A matrica operatora u kanonskom paru baza e od U i
f od V. Sve ono s§to smo naucili do sada o linearnim operatorima, omoguéuje nam mnogo jednostavniji pogled
na linearne sisteme jednacina. Tako da su imamo slede¢u teoremu.

Teorema 1. Neka su U i V vektorski prostori nad poljem F, pri ¢emu je dim U = m i dim V = n. Tada su
sledeci iskazi ekvivalentni:

(i1) sistem (5.1) ima resenja.

(i2) belmA.

(i3) rang A =rang A, .

137
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Digresija. Ekvivalencija uslova (il) i (i3) poznata je kao Kroneker - Kapelijeva 2 teorema

Dokaz. Ekvivalentnost iskaza (il) i (i2) je ocigledna, jer je (i2) samo reformulacija ¢injenice da sistem ima
reSenja na jeziku linearnih operatora.

Pokazimo ekvivalentnost iskaza (i2) i (i3). Ako je b € ImA i kako kolone matrice A predstavljaju skup
generatora potprostora Im A, sledi da je b € L(Aey,Aes, ..., Aey), tj. 7(A) = r(A,). Obratno, neka je
r = r(A), tada postoje indeksi 1 < i3 < iy < --- < 4, takvi da su vektori (kolone matrice A) a;,, ai,,. .., a;,
linearno nezavisni, a preostale kolone matrice A su njihove linearne kombinacije. Kako je i = r(Ay), tada je i
poslednja kolona te matrice, a ta je b, linearna kombinacija kolona a;,, a;,, . .., a;,, drugim re¢ima b € Im A. O
Odavde odmah dobijamo jednostavnu posledicu.

Posledica. Ako je rang A = n, tj. ako je ImA =V onda sistem (5.1) ima resenja.

Kramerov sistem 3. Sistem jednacina (5.2) zove se Kramerov ako je:
(i1) m = n,

(i2) ako je rang A = n.

Teorema 2. Kramerov sistem jednacina uvek ima jedinstveno resenje, koje je dato formulom

Dy,
5.5 =—, k=12,...,n,
(55) vy = 2 n
gde je D = det A = det[ay, aq, ..., a,| determinanta matrice sistema, i gde su Dy, = detlay,...,a5_1,b, 0541, .., an),

determinante matrica koje se dobijaju iz matrice A zamenom njene k.—te kolone vektorom b,

arr ... -1 | B @ikl oo Qap

a1 ... Qop—1 | B2 |2kt .. Qop
(5.6) Dy =

Qpl -+ Opk—1|Bn Unk+1 --- Onn

Dokaz. Primetimo da je uslov rang A = n ekvivalentan sa uslovom det .4 # 0, tako da Kramerov sistem uvek

ima jedinstveno resenje, koje je dato formulom X = A~!b. U 4.7 Posledica dokazali smo formulu,
1

-1 .

=——adjA,

det A 2%

tako da je

1 1 < .
(5.7) X=A1p= ot A (adjA)b ili koordinatno xzp = Tot A E (—1)kti A k=1,2,...,n.
Jj=1

Koristeéi Laplasov razvoj matrice Dy po k—toj koloni vidimo da je

n

Dp=Y ()" A; 8

=1

tako da iz (5.7) odmah sledi trazena formula. O

5.3. Homogeni sistem. Za linearni sistem jednacina (5.1) kazemo da je homogen ako je
b=0, ili ekvivalentno, ako su sve komponente vektora b jednake 0, tj. Br=:=0Bn=0.

Ako se setimo geometrijske interpretacije linearnih sistema datih u tacki 5.2. onda vidimo da je reSavanje
homogenogog sistema ekvivalentno resavanju jednac¢ine Ax = 0, tj. nalazenju jezgra linearnog operatora A.
Preciznije, imamo slede¢u teoremu.

Teorema. Neka je dat homogeni sistem AX = 0, takav da je rang od A jednak r i defekt od A jednak je
d=m—r.

1 Kronecker Leopold, 1823 -—1891 nemacki matematicar
2 Capelli Alfredo, 1855-—1910 italijanski matematicar.
3 Qabriel Cramer, 1704 -— 1752, Svajcarski matematicar
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(i1) Skup resenja homogenog sistema je jezgro linearnog operatora A. Tada postoji bazav = (v1,v,...,0q)
potprostora Ker A takva da je svako reSenje sistema oblika

d
(5.8) T = Z i U za neki izbor parametara Ai, Mo, ..., Aq.
i=1
(i2) Homogeni sistem uvek ima barem trivijalno resenje X = 0, tj. 1 = x9 = --- = x, = 0, tako da je

uvek konzistentan (ne protivrecan).

(i3) Homogeni Kramerov sistem ima samo trivijalno resenje.

(i4) Homogeni sistem u kojem je broj jednac¢ina m manji od broja nepoznatih n uvek ima netrivijalno
resenje.

Dokaz. (il) primetimo da na jeziku linearnih operatora sistem jednacina AX = 0, zapravo tvrdi da je vektor
x reSenje sistema akko x € Ker A. Pri tome operatoru A odgovara matrica A, a vektoru x € U kolona
X. Dakle, ako je rang(A) = rang(A) = r, tada je, zbog teoreme o rangu i defektu linearnog operatora,
d = defekt(A) = dim U —r = m —r, i postoji neka baza v = (v1,ve,...,v4) od Ker A takva da je svako resenje
sistema oblika

d
(5.9) T = Z i U za neki izbor parametara A1, Ao, ..., Aq.
i=1

(i2) sledi iz (il1) jer je u nula vektor uvek u jezgru linearnog operatora A.

(i3) Prema Teorema 5.2 svaki Kramerov sistem ima jedinstveno resenje, a prema (i2) znamo da je 0 uvek
resenje svakog homogenog sistema (pa tako i Kramerovog), koje se onda mora podudarati sa tim koje pomenuta
teorema® daje.

(i4) Ako je dim V = n < m tada iz teoreme o rangu i defektu linearnog operatora, sledi da je d(A) > 1, i

postoji 0 # x € Ker A. O
Primedba 1. Ako uzmemo u obzir da smo na pocetku izabrali baze e i f, u prostorima U i V' i ako ozna¢imo
sa W; = wv(e), i = 1,2,...,d, koordinatne matrice (m x 1) vektora baze v; s obzirom na bazu e, onda skup
{W1,Wa, ..., Wy} zovemo fundamentalnim skupom redenja homogenog sistema. Dakle, svaki vektor X koji je
reSenje ovog homogenog sistema moze se zapisati u obliku,

(5.10) X=MWi+XWot -+ Wy

Rezimirajmo, homogeni sistem za koji je d = defekt A = m — rang A # 0, ima tac¢no d fundamentalnih resenja
i svako drugo resenje sistema je njihova linearna kombinacija.

Primedba 2. Napomenimo da pojam vektorskog prostora, kao fundamentalni pojam Linearne algebre,
mozemo uvesti posmatrajuéi svojstva skupa reSenja homogenog sistema linearnih jednacina. U mnogim kn-
jigama posveéenim Linearnoj algebri tako se i radi. Taj pristup ima prednosti, jer na pocetku ¢Citaocu prakticki
nije potrebno nikakvo predznanje o osnovnim algebarskim strukturama, ali ima i odredenih mana jer zahteva
viSe vremena i neke teme je potrebno vise puta ponavljati. U pristupu prezentovanom u ovom tekstu, ako
dobro razumemo linearne operatore, prica o sistemima linearnih jednac¢ina je direktna posledica onoga sto smo
naucili u prethodnim glavama.

5.4. Nehomogeni sistem. Za sistem (5.1) kazemo da je nehomogen ako je vektor B # 0, tj. ako barem
jedan od B; nije 0. Svakom nehomogenom sistemu A4 X = B pridruZen je homogeni sistem A4 X = 0.

Zbog 5.2 Teorema 1, ako nehomogeni sistem ima resenja onda je dobro definisan broj, r = r(A) = r(Ay), kojeg
zZOvemo rang sistema.

Da bismo resili nehomogeni sistem, koristimo interpretaciju datu u 5.2.. Dakle, neka je A : U — V, linearni
operator kojem u paru izabranih baza e (od U) i f (od V') odgovara matrica A. Ako pretpostavimo da je
nehomogeni sistem konzistentan, onda skup

AN ) ={zreU| Az =b}

nije prazan. Izaberimo sada neko partikularno reSenje, vy, nehomogenog sistema i ako je v bilo koje drugo
resenje nehomogenog sitema, tada imamo (jer su v,vg € A~1(b)):

4Drugi nacin da se u to ubedimo jeste da u resenje Kramerovog sistema dato u Teorema 5.2 uvrstimo da je 1 = B2 =--- = 3, = 0.
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A(v —v9) = A(v) — A(vg) =b—b=0,

odakle zaklju¢ujemo da je vektor v — vy reSenje pripadnog homogenog sistema. Prema tome, v — vy € Ker A,
tj. v € vy + Ker 4, ili ekvivalentno imamo da je A=1(b) C vy + Ker A. Ocigledo vazi i druga inkluzija, tako
da je A71(b) = vg + Ker A. Dakle, resenje nehomogenog sistema je linearna mnogostrukost, odredena nekim
partikularnim reSenjem vg i paralelna je potprostoru Ker A. Time smo pokazali slede¢u teoremu.

Teorema. Neka je AX = B # 0, nehomogeni sistem takav da je r = r(A) = r(A,) rang sistema, i defekt od
A jednak je d = m — r. Tada je skup resenja sistema AX = B linearna mnogostrukost, tj.

d
(5.11) T = Uo—i—Z)\i’Uz‘,
i=1
gde je vy neko partikularno reSenje sistema, (vi,ve,...,vq) baza potprostora Ker A igdesu A\, Ao,...,A\g € F

slobodni parametri®.

Primedba 1. Ako sada sa W oznac¢imo vektor (matricu tipa m x 1) koji odgovara vektoru vp u bazi e, tj.
Wy = vg(e) islitno X = z(e) iako su W;, i =1,...,d fundamentalna reSenja pridruzenog homogenog sistema
(vidi 5.3.), onda vidimo da postoje skalari \;, i = 1,...,d takvi da je

d d
(5.12) X—Wo=)> NW; iliekvivalentno, X =Wo+ > X\ Wi,
i=1 =1
odakle sledi da je opste resenje nehomogenog sistema suma bilo kojeg partikularnog reSenja tog sistema i opsteg
reSenja pridruzenog homogenog sistema.

Primedba 2. Prethodni zakljuc¢ak sugerise i metodu za reSavanje nehomogenih sistema, a ona se sastoji u tome
da se prvo resi pridruzeni homogeni sistem, a zatim se ”pogodi” jedno partikularno resenje, te je opSte resenje
sistema dato formulom (5.12).

Posledica. Neka je AX = B linearni sistem jednacina nad poljem F. Tada skup resenja ovog sistema moze
biti
(i1) ako je charF = 0: prazan skup, jednoclan i beskonacan.

(i2) ako je charF = p (p prost broj): prazan skup, jednoclan i stepen broja p.

Dokaz. Ako je dati linearni sistem konzistentan, tj. ima reSenja, tada je skup reSenje linearnog sistema AX = B
linearna mnogostrukost dimenzije d. U slu¢aju da je d = 0 u oba slu¢aja postoji samo jedno resenje. Ako je
d > 0icharF =0 (tj. polje je beskonacno), tada je skup resenja beskonacan, a ako jed > 0icharF =p > 0(p
prost broj) tada je broj resenja stepen broja p. O

5.5. Gausova metoda eliminacije. Za prakti¢no odredivanje resenja sistema (5.1) postoje razne metode, od
kojih smo veé neke spomenuli u sluéaju kada je matrica A kvadratna i regularna. Tada je opste reSenje sistema
(5.1) dato formulom X = A~! B tj. komponente vektora X mogu se izracunati tako §to se odredi inverz matrice
A ili se primene Kramerove formule xy, = Dy /D, k = 1,2,...,n. Ove metode osim ocigledne manjkavosti, koja
se odnosi na primenjivost samo u specijalnim slu¢ajevima, uklju¢uju i ra¢unanje determinante matrice sistema
koje zahteva mnogo vremena i mnogo rac¢unskih operacija, sto predstavlja drugu veliku manjkavost ove metode.
Zbog ove ¢injenice resavanje linearnih sistema ovom metodom (i kada je primenjiva) treba izbegavati, posebno
ako je n > 4. Problemi u ovoj metodi nastaju ako matrica sistema nije regularna, tj. kada je det A = 0.
U tom sluc¢aju prvom metodom ne mozemo ni zakljuc¢iti da li je sistem konzistentan, a da bismo zakljucili
Kramerovom metodom da sistem nije konzistentan morali bismo izracunati determinante Dy, k =1,2,...,n i
ako se barem jedna od njih ne poniStava sistem nema reSenja, ali i ako se sve ponistavaju opet niSta ne znamo
o skupu resenja polaznog sistema.

Metoda koja je dobra, mora biti primenjiva u svim sluc¢ajevima i mora davati odgovore na sledeca pitanja:
da li je sistem konzistentan i kako izgleda skup reSenja. Pri tome metoda mora biti i ekonomicéna, tj. broj
potrebnih operacija ne sme biti isuvise veliki, npr. treba biti slican broju operacija kao i pri odredivanju ranga
matrice sistema. Naravno, odmah se pitamo da li moZzemo i za ovu namenu primeniti metodu zasnovanu na
elementarnim transformacijama. Odgovor na ovo pitanje je potvrdan i ova metoda zove se Gausova metoda
eliminacije i zasniva se na elementarnim transformacijama koje vrsimo nad vrstama proSirene matrice sistema

5 njihova ’sloboda’ ogleda se u tome da svakom izboru brojeva A1, A2,..., g € F odgovara jedno reSenje polaznog sistema.
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A,. Podsetimo se da smo kod odredivanja ranga proizvoljne matrice A, ¢iji rang ne mozemo odrediti pogledom
na datu matricu, vrsili elementarne transformacije (koje ne menjaju rang !) nad polaznom matricom dok je
nismo sveli na neku od kanonskih matrica Dy,,,, ¢iji

glavne dijagonale. Ideja koja stoji iza Gausove metode je analogna. Dakle, ako je data prosirena matrica sistema
A, tada jednim pogledom na nju obi¢no ne mozemo odrediti skup reSenja polaznog sistema, ve¢ je potrebno
transformisati matricu A, koriScenjem nekih transformacija koje ne menjaju skup reSenja polaznog sistema,
do matrice A, iz koje odmah (jednim pogledom) znamo napisati njen skup resenja. Primetimo da sledece

elementarne transformacije sistema linearnih jedna&ina (ETLSJ) ne menjaju skup resenja polaznog sistema:
(ell) mnozenje neke jednacine skalarom razlic¢itim od 0,
(el2) zamena redosleda bilo koje dve jednacine,
(el3) dodavanje neke jednacine nekoj drugoj jednacini.

Ako samo malo razmislimo vidimo da su (ETLSJ) one iste elementarne transformacije (ET) nad vrstama
matrice A, , koje smo koristili kod odredivanja ranga matrice. Pri tome, na kraju dolazimo do transformisane
prosirene matrice sistema Aj, i gde se matrica A transformisala u matricu A’ koja ima r = rang(A) kolona i
u svakoj od tih kolona nalazi se jedna 1 i svi ostali elementi su 0 (tj. te kolone su ustvari vektori kanonske baze
prostora F™). Kako te kolone matrice A’ ne moraju biti prvih r kolona kanonske baze, na kraju je eventualno
potrebno prenumerisati promenljive tako da pomenute kolone (vektori kanonske baze) matrice A’ postanu prvih
r kolona matrice A’.

Ova poslednja transformacija u sustini predstavlja niz elementarnih transformacija zamene kolona i ona ne
utice na slobodni ¢lan tj, na transformisani vektor B’.

Preciznije, ako je rang A = r onda nam upravo opisana metoda, prvo primena elementarnih transformacija nad
vrstama matrice A, (ETLSJ) i na kraju po potrebi prenumeracijom promenljivih, daje:

m m
Zakimi:ﬁk,kzl,l...,n E} Zaﬁgixi:ﬁ;{:,kzlﬂ,...,n,
i=1 i=1
ili matri¢no
Gaus I, C B;n
b P On—r,r On—rm—?‘ B1/'1—7‘
pri ¢emu je I, jediniéna matrica reda r, Op_y, 1 Op_p - nula matrica naznacenih tipova i B, = (81, ...,0.)"
i B, .= B4y, --,0B,)". Preciznije, matrica sistema je:
(1.0 ... 0 o,y - | B ]
01 ... 0 o,y ... 0, | B
(5.13) A,=10 0 ... 1 oy o | B |,
00 ...0 0 ... 0 |B,
L0 0 0 0 o | g |
i njoj odgovara sistem:
Lo+ 020+ ...+ 02+ oy T+ -+ Ay o = B
O-x14+ 1-zo+ ...+ 0 2+ Ay Tpp1+ oo+ Ay Ty = 3
(5.14) 021+ 0 204+ ...+ 1.2+ 0y g Tppr+ .o+ Ay -2y =
0-214+0-22+ ...+ 02+ O-zpp1 + ...+ 0 2 =5,
02140 294+ ... 402+ 0241 +...4+4 02, = S,

Odavde odmah sledi da ako je vektor BJ_, # 0, tj. ako je barem jedan od skalara B;- #0,j=r+1,...,n
onda sistem nema resenja (nije konzistentan). Ako sistem ima resenja tj. ako je B/,_, = 0, onda u prethodnom
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sistemu prvo mozemo zaboraviti zadnjih n — r jednacina, a zatim vidimo da je opste reSenje:

w1 = P (i, et oy, - ta),
wy = Py — (gt Ay, ta e+ A, - ta),
(5.15) Ty = ﬁ;,—(Oé;n,drl't1+a;nr+2't2+"'+a;,m'td), .
Try1 = i1,
Tm = td
Primetimo da su t1,%9,...,t; slobodni parametri, tako da je dimenzija skupa resenja ovog sistema jednaka d.

Kao $to znamo svako reSenje sistema (5.1) mozemo zapisati u obliku X = Wy 4+ Wj, pri ¢emu je Wy neko
partikularno resenje, a W}, reSenje pripadnog homogenog sistema.

U nasem slucaju partikularno resenje dobijamo ako u resenje sistema datog formulama (5.15), uvrstimo t; =

=ty = - - = tg = 0, a fundamentalna resenja, W;, i = 1,...,d, dobijamo ako npr. u reSenju sistema (5.15)
izaberemo parametre tako da je t; =1,it; =0, j =1,...,%,...d. Prema tome, imamo da je:
[ By ] [ —af, ] [ — a2 | [ —aly ]
/Bé - 0/2 r+1 - 0/2 r4+2 - O/2m
By — i — Qo —q
5.16 Wy = , W= T Wy = TR W= "
(5.16) 0 0 ! 1 2 0 d 0
0 0 1 0
| 0] i 0 | i 0 | 1
Ocigledo, izborom parametara u definisanju fundamentalnih vektora W;, dobija se linearno nezavisan skup
tako da je {W71,..., Wy} fundamentalan skup vektora (tj. baza skupa resenja pridruzenog homogenog sistema).
Dakle, opste resenje sistema (5.1) je
(517) X=Wog+ M Wi+ AWy -+ Ag Wy, Ay, Ag €.
Wi € Ker A

Time smo pokazali slede¢u teoremu.

Teorema. Neka je A € M,,,,,(F) neka matrica ranga r, i neka je X € F™ neki vektor, takvi da je njima odreden
linearni sistem AX = B. I neka je
By
B, |

transformisana proSirena matrica sistema dobijena iz prosirene matrice sistema A, primenom (ETLSJ). Tada

v | T c

P
On—r,r On—r m—r

nk) linearni sistem, AX = B, nema reSenja ako je vektor B _ 0.
n—r
(k) linearni sistem, AX = B, ima reSenja ako je vektor B),_, = 0. I skup resenja dat je formulom (5.17),

gde je Wy neko partiklarno reSenje sistema i gde su fundamentalna resenja pridruzenog homogenog
sistema Wy, Wa, ..., Wy data u (5.16).

Primedba 1. Gausova metoda eliminacije je dobra metoda jer daje odgovor na pitanje da li polazni sistem ima
reSenja, daje eksplicitan opis skupa reSenja i najekonomiénija je metoda.

Primedba 2. Primetimo da se ovom metodom mogu reSavati sistemi nad poljem proizvoljne karakteristike. U
slucéaju kada je char[F = p prost broj, pri elementarnim transformacijama (ell) i (el3) treba obratiti paznju na
tablicu mnozenja u tom polju.

5.6. Primeri. U ovoj tacki dajemo nekoliko karakteristicnih primera linearnih sistema, koje resavamo
Gausovom metodom.
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1. Resimo slede¢i homogeni sisteme jednacina nad poljem karakteristike 0.

21 + ro + 4dx3 + zqy = 0,
31 + 2xz9 — 23 — 6xz4 = O,
Txy 4+ 429 + 6x3 — bxy = 0,

T 4+ 8x3 + Txg = 0.

Kako je sistem homogen, iz prosirene matrice sistema mozemo ispustiti poslednju nula kolonu, jer ne ona ne
menja pri elementarnim transformacijama.

21 4 1 4.v. % (=2) + L.v. 0 [1] —12 —13
32 -1 -6 Lo x (=) +2 0 2 —25 —27 l.v. x (=2) 4+ 2.v.
74 6 -5 v . 0 4 —50 —54 1.v. x (—4) + 3.v.

0 —12 —13 22'U'X(_ 112) +31'U' 0 0 —1 ispustimo 3.—¢u vrstu
O I e e PV ok A VN B U DD B S
0 0 -2 -2 2.v. x84+ 4.v. 0 0 0 O
0 8 7 2.0, % (1) 0 0 —1 3.0, 2.v.

0 0 —1
—0 —1 odakle je x1 = x4, x2 = x4, T3 = —24.
o1 1

Prema tome postoji samo jedno fundamentalno resenje i ono je Wy = (1,1,—1,1) tako da je opste resenje
oblika: X =tW;, teF.

o ol

2. Pokazimo da sledeéi sisteme linearnih jedna¢ina nad poljem R nema resenja.

10527y — 175290 — 31bz3 + 245x4 = 84,
0z — 150z — 27023 + 2104y = 72,
Hry — 1209 — 225z3 + 17574 = 59.

Sistem resavamo Gausovom metodom eliminacije vrSeéi elementarne transformacija nad vrstama prosirene
matrice sistema.

105 —175 —315 24584 1o x 1/7 —-25 —45 35|12 L% (—1) + 2.0,
90 —150 —270 210 |72 |~ ~| 15 —-25 —45 35|12~
2.v.x1/6 l.v. x (=5)+3.v.

7 —125 =225 17539 75 —125 —225 17539

15 —25 —45 35| 12

~ 0 0 0 O 0|, _ - '
0 0 0 0l]—-1 implicira da je 0 = — 1.

odakle odmah sledi da sistem nema reSenja jer treca vrsta

3. U zavisnosti o parametru A reSimo slededi sistem, nad poljem Zq;.

31 + 2z + r3 = 1,
7%1 + 6%2 + 51‘3 = /\7
5%1 + 4%2 + 31‘3 = 2,

Kada reSavamo neki sistem nad konacnim poljem karakterisitike p prvo moramo naci ostatak pri deljenju svih
koeficijentata, koji se pojavljuju u jednac¢inama sa p, a zatim primeniti isti postupak kao i pri reSavanju sistema
u polju karakterisitke 0 vode¢i racuna o tablici mnozenja i sabiranja koje vazi u datom polju. Metoda koju
koristimo za reSavanje je Gausova metoda.

3 2 1|-1 Kako .su svi mat.rlcnl elg— 3 2 10 Lv. X 6420,
7 6 5 A~ menti u Zq1, osim — 1, i ~ 17 6 5| X|~ Lov. x84 3.0 ~
5 4 3 2 — 1210 mod (11) imamo: 5 4 3| 2 o o
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[ 3 2 1| 10 Sve koeficijen- 3 2 1] 10 3.0. X 9+ 2. 0.
~ |25 18 11| A+60 | ~ te uzimamo ~ 37 0| A+5 |~ 2.v. < 3. v. ~
|29 20 11| 82 modulo 11. 9 0| 5 2.v.%x 8
[ 3 2 10 Sve koeficijen- 3 2 10
~ 72 0| 40 ~ te uzimamo ~ 6 0| 7
66 88 0| A+50 modulo 11. 00 0|A+6

Sada iz poslednje jednac¢ine vidimo, da sistem nema reSenja ako je A + 6 #£ 0, tj. ako je A # 5.
Zato pretpostavimo da je A = 5. Tada prvo izostavimo treéu vrstu, a zatim pomnozimo drugu vrstu sa 8 i
dodamo prvoj, i dobijamo,

11 50 66 0 6 0} . . w1 =T+51,
[ 6 0 7} [ 6 0l7 odakle, imamo: 3= 51,

Tako da je opste resenje oblika

X1 7T 4+ 52 7 5
X = xo = o = 0 + X2 1 R ZL‘QEZH.
3 Y 0 5

4. U zavisnosti od realnog parametra « reSimo slededi sistem linearnih jednacina nad poljem R:

2x1 — ro + 3x3 4+ 4dxy = 5,
427 — 239 + bdxg + 6b6xy = 7,
6x1 — 3xz90 4+ Taxg + 8xzy = 9,
ary — 4%2 + 9%3 + 10%4 = 11.

Primenjujuéi elementarne transformacije nad vrstama proSirene matrice sistema redom imamo,

2 3415 Lo.x(=2)+2.0. 2 3. 415
4 -2 5 6|7 0 0 -2[-3
~< lLox(=3)+3v. )~
6 -3 7 8|9 1o, % (—4)+ 4.0 0 0 —2 —4|—6
a —4 9 10|11 o o a—8 0 -3 —6|—-9
2.0.x (—=2)4+3.v 2 3 415
~Q 2v.x(=3)+4v ~ 0 0 213
2.0. % (—1) 0 0 000
a—38 0 0 010

Iz poslednje jednacine dobijamo dva slucaja: (a) =8 1 (b) o #8.

U slucaju (a) mozemo ispustiti poslednje dve nula vrste, a zatim drugu vrstu pomnozimo sa (—3) i dodamo
prvoj, tako da imamo:

2 -1 0 —2|—-4
0 01 2 3

T3 =3 — 224,
xI9 :4—1-23:1 —21‘4.

~

] , odakle je odmah:

Odavde vidimo da je prostor resenja dvodimenzionalan i da je opSte reSenje:

T T 0 1 0

B X9 B 442x1 — 214 4 2 -2
X = - 3_ 21, =3 + 0 + x4 _o | r1, x4 € R.

T4 T4 0 0 1

U slucaju (b) mozemo isputiti samo treéu (nula) vrstu, a zatim drugu vrstu pomnozimo sa (—3) i dodamo
prvoj, i na kraju poslednju vrstu pomnozimo sa 1/(a — 8) tako da kona¢no dobijamo:

2 -1 0 —-2|—-4 x1 =0,
~ |0 01 2 31, odakle je odmah, To =4 — 21y,
1 00 0 0 x3=3—2xy4.
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Odavde vidimo da je prostor resenja jednodimenzion i da je njegovo resenje:

1 0 0 0
x| | 4224 4 —2

X=1. 17 13- 22, g | toa| _g | mER
Ty Ty 0 1

5.7. Primene linearnih sistema. U ovoj tacki dajemo nekoliko tipi¢nih primena linearnih sistema jednacina.
Kako je jedna od osnovnih metoda u matematici linearizacija polaznog problema za ocekivati je da ¢e se linearni
sistemi pojavljivati Cesto.

1. Neka su p,q dva polinoma stepena nad poljem karakteristike 0, stepena ne veceg od nekog prirodnog broja
n, takva da postoji m > n razlicitih tacaka aj,as,...,a, polja F takvih da je p(a;) = q(a;), i =1,...,m.
Tada se polinomi p i ¢ podudaraju, tj. p(x) = q(z), Yx € F.

Specijalno, ako je p polinom stepena n > 1 nad poljem F, koji se ponistava u n + 1 razli¢itih tacaka polja F.
Tada je p nul polinom.

PokaZimo ovu tvrdnju. Neka je p(z) = Y n a2’ i g(x) = > B2’ i neka polinomi p i ¢ zadovoljavaju
pretpostavke iz iskaza ovog primera. Kako je m > n jednakosti,

apal+---+aja;+ag=L0pa;l +---+pra;+ By, i=1,...,n+1 mozemo prepisati kao
’Yna?+"'+’Ylai+’YO:07 izlu"'7n+17 gdeJe’Y]:a]_ﬁju j20717"'7n7
tako da definisu sledeé¢i homogeni sistem u vg,71,...,Vn

n—1

Ynal +Yp—1a] " +---+y1a1 +7 =0,

(518) Yo @5 +Yn—1a5" 4+ y1 a2 + 70 =0,

Tn a2+1 + Yn—1 aﬁﬁ o+ Y1 app1 v = 0.

Primetimo da je matrica ovog sistema Vandermondova, tako da imamo redom:

ab  adt . a1
N T |
det A = ; . . . . ZEH(aj—ai);éO, ee{-1,1}.
: nzil : Do oy
Apiy Gpyy oo Gpyr 1

Kako je ovaj sistem Kramerov (det. A # 0) i homogen zaklju¢ujemo da ima samo trivijalno resenje, tj. da je
v =0, j=0,...,n, Sto implicira da je

aj =B, j=0,...,n, i konacno p=q.

2. Neka je dat Kramerov sistem n x n i neka su slobodni ¢lanovi diferencijabilne funkcije u ¢t € R, tj. neka je

B = (bi(t),...,by(t)) i neka su elementi matrice sistema, c;, konstante. Pokazimo da su reSenja ovog sistema
x1,...,T, diferencijabilne funkcije u t i da je:
/
a1 ... a14-1 bl (t) A1j41 - A1n
/
a1 ... a9;_1 bQ(t) a24i41 ... (0577
/
l‘/ (t) . [67°%1 e Ay i—1 bn(t) Op 41 e Apn
’ o11 ... Q1ie1 Q1 Qlipl ... Qap
Q21 ... Q241 Q2 Q2441 ... Q2p
Apl ... Opi-1 Opi Qpitl ... Qnnp

Zaista, bududi da je sistem Kramerov imamo da su njegova resenja z;, i = 1,...,n data formulom (5.2 Teorema),
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@11 ... 141 b1 (t) Ofg41 - A1n
a1 ... a9;_1 bg(t) 2441 ... a9on
: Laplaceov
n
. Anpl ... Opgi—1 bn(t) Opi+l -+ QApn B razvoj _ 1 b A
(5.19)  z;(t) = = poitoj [~ det A E HOLYE

aip ... Q11 a1y Q141 ... Qlp po 1. J e =

Qg1 ... Q24-1 Q27 02441 ... QA2p koloni

Anl .. Qpi-1 Oni Opi+l ... GOpnp

Buduc¢i da su algebarski komplementi A;; konstante, i kako jei det.A takode konstanta, tvrdnja sledi diferen-
ciranjem relacije (5.19), uz uzimanje u obzir da je operator diferenciranja linearan.

3. Neka su f,g,h: R — R, glatke funkcije, takve da je f(t) = g(t)/h(t). Dokazimo da za svako t iz domena
funkcije f vazi formula:

h(t) 0 0 0 g(t)

K (%) h(t) 0 .. 0 J )
" X W) () () 0 .. 0 g (t)
f (t):[h(t)]” : : : : :

R @) () ReD@) (G h2D@) . ()R g™ ()

Prvo primetimo da je za svako t iz domena funkcije f, h(t) # 0, tako da je f(t)h(t) = g(t). Radi kraceg zapisa
iz daljnjih oznaka ispustamo oznaku promenljive t. Sada koristeé¢i Lajbnicovu © formulu, mozemo se indukcijom
uveriti da vazi

k
(5.20) e =3 (’j) £ o)

=0
Primetimo da (5.20), za k = 0,1,2,...,n definiSe linearni sistem od (n + 1) jednacine sa (n + 1) nepoznatom

f’f’?”’?f(n)7

hf +  0-f  + 0 f" +..+0fM= g
Rf +  hf o+ 0 f 4. 40-f00)= ¢,
h/lf + (%)h/f/ + hf/l + ... +Of(n): g/l7

(5.21)

™M f 4 (711) =) 7 4 (72‘) R=2) 4 p ) = g(n).

Determinantu matrice sistema (5.21), lako nalazimo, jer je matrica sistema trougaona,

h 0 0 0
h h 0 .0

p=|n (K h N . A
A () R (D) A2k

Kako je D = [h]™"! # 0 ovaj sistem je Kramerov. Da bismo odredili f (") potrebno je izracunati Dy+1. Kako
se determinante D, 1 dobije tako $to se u D zadnja vrsta zameni sa vrstom slobodnih ¢lanova sistema (5.21),
tvrdnja sledi.

6 Gottfried Wilhelm von Leibniz, 1646 -— 1716, cuveni nemacki matematicar i filosof, nezavisno od I. Newtona razvio diferencijalni racun.
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4. Neka je data elipsa u prostoru svojim jednacinama, 222 4+ y?> —4 =0 i 4+ y + z = 0. Odredimo tacke te
elipse koje su:

(i1) najblize (najdalje) od koordinatnog pocetka.
(i2) najblize (najdalje) od y—ose.
Za (i2) posmatrajmo funkciju rastojanja neke tacke M (z,y, z) elipse do y—ose,
flz,y,z,0,0) =22+ 22 —a (22 +9y° —4) — Bz +y + 2).

Poznato je da ekstremalne tacke funkcije f zadovoljavaju jednacinu:

_ : : of _of _of _of 9of _
Vf=0, ili koordinatno, 9c = 9y~ 92 0a 00 =0.

Ove jednacine definisu sledeéi sistem:

of 9_ 4 _ 0 1z geometrijskih razloga znamo da postoji reSenje ovog sis-
or (2-da)x - 8=0, tema i neka je to tacka (xo,yo, 20,0, 50). Sada prve tri
8_f _ %0y — B =0 jednacine ovog sistema mozemo prepisati na sledeéi nacin:
oy o

of ) =0 221+ (—4z)-a+ (=1)-8 =0,

_— = z — =

0z ’ 0-1+ (—=2y)-a+(=1)-8=0,

g_f: 202 4+ 42— 4 =0, 221+ 0-a+ (=1)-8 =0,

a?cé Odavde zaklju¢ujemo da (1, «g, By) zadovoljava ovaj sistem,
a8 = r+ y+z=0 pa je det A = 0, tj. sistem nije Kramerov.

Prema tome imamo:

2z —4x —1 . .
dxy + 22z(4x —2y) =0 ili nakon deljenja sa 4,
det A = 0 —2y —1|=0, odakle je Y ( y) Jen
9 0 —1 xy + zQ2xz—y) =0.
Kako trazena tacka pripada elipsi bi¢e z = —z — y i nakon zamene u gornju jednakost dobijamo,

O=zy+(—z—y)Qz—y)=xy—22>+xy —2zy+y> = —22° 442
Dakle, sada imamo dve kvadratne jednacine,
222 — y2 =0,
222 + 4?2 = 4.
y=+2 L n=14+v2, z=-1-—+2,
a zatim 1
r==1 z=1-+2, zp=—1+2
Dakle vidimo da postoje ¢etiri tacke kao moguéa reSenja:

Ti=1,V2,-1-V2), Th=01,-V2,—-1+V2), T3=(—1,vV2,1—V2) i Ty=(—1,—v2,14+V2).

Ako je Ty = (z0, Yo, 20, @0, o) neko resenje ovog sistema, primetimo da je

oduzimanjem i sabiranjem ovih jednaéina, dobijamo ¢% =2, 22 =1,

odakle je prvo

f(x()ay()v 20, a07/80> = dQ(Tanosa) = x(Z) + 2(2)
Kako su tacke T1,Ts, T3 i Ty reSenja datog sistema, funkcija f mora (iz geometrijskih i analitickih razloga)
dostizati ekstremalne vrednosti u nekima od tih tacaka. Sada lako nalazimo da je
dQ(Tl,yosa) :d2(T4,y osa) =4+2+2 1 d2(T2,yosa) :dQ(T?nZ/osa) =4— 22

Prema tome, tacke T3 i Ty date elipse su najudaljenije od y—ose, a tacke T3 i T3 su najblize y—osi.

Primedba. Opisana metoda reSavanja ekstremalnih problema funkcija viSe promenljivih zove se metoda La-
granovih 7 multiplikatora. Lagranzovi multiplikatori u ovom slu¢aju su promenljive o i 3, kojima se mnoze
relacije koje definiSu geometrijski skup na kojem trazimo ekstremne vrednosti polazne funkcije. U naSem

slucaju polazna funkcija je kvadrat rastojanja neke tacke do y—ose, tj. d?(T,yosa), a geometrijski skup je
elipsa data svojim jednacinama.

7Joseph-Louis Lagrange, 1736 -—1813, ¢uveni francuski matematicar, teorijski mehanicar i astronom.
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Zadaci za samostalni rad

5.9. Homogeni sistem. ResSimo slede¢e homogene sisteme jednacina nad poljem karakteristike O

427 — 9x9 + 8x3 + dSzy = O,
(i1) —3z1 4+ 229 — bSxz3 4+ 3x4 = 0,
21‘1 — 5%2 + 4.%3 - 31‘4 = 0,
31‘1 - 4%2 + 7%3 + 51‘4 = 0
1 + w2 + w3 + 2x4 + w5 = 0,
-1 + 279 — 13 — x4 — 75 = 0,
(12) 21‘1 — To — r3 — rq4 — r5 = 0,
4y + ro — OSx3 — bxy — dxy = 0,
r1 + To + 2x3 + T4 + zs = 0.

ReZenje. Sistemi su sli¢ni, pa zato resimo npr. (i2). Sistem resavamo Gausovom metodom eliminacije vrseéi elementarne transfor-
macija nad vrstama matrice sistema.

11 2 1 11 2 1 2.v.x 1+ 3..

1 9 1 1 1 l.v.x1+42.v.

_2 . _1 _1 _1 l.v. x (—=2) + 3.v. 8 0 1 0 2.v.X1+4.v.
l.v. x (—4) +4.v. 0 2.v.x (=1/3) + L. v.
0

41 =5 =5 =5 Lv. % (= 1)+ 5.0.

11 2 1 1 0 1 -1 o0 2.v. x (1/3)
[ 0o 1 53 1 0 0 83 1
~ 0 0 -3 -4 -3 |~ 5.v. X 3+ 3.v. ~ 0O 0 0 —3 | ~
0 0 -9 —-12 -9 5.0. X 9+ 4. v. 0 0 0 -—-21 -9
L 0 0 -1 0 0 0 -1 0
5.v. — 3. 0. 0 0 8/3 1 00 0 —1/7
4.v.x (—8/3)+ 1.v.
4.v. X (—3)+5.v. 0 0 1/3 0 01 0 0 —1/7
~ ¢ ispustimo 4.—tu v. jer su p ~ ~< 4dux(=1/3)+2.v. p~
svi njeni elementi 0 0 0 -1 0 Lo 143 0 0 1 0 3/7
. V. ..
4.v. —1/7
v X (= 1/7) o 0 o [1] 37 000 1 37
Odakle odmah sledi da je ©1 = 1/Txs, x2 =1/7 x5, x3 = —3/T x5, xa = — 1/7 x5 . Prema tome postoji samo jedno fundamentalno

resenje, kojeg dobijamo ako izaberemo da je x5 = 7, tj. W1 = (1,1, —3,—3,7)", tako da je opste resenje oblika: X =¢W1, t¢€F.

5.10. Nehomogeni sistem. Resite sledece sisteme linearnih jednacina nad poljem R:

Tx1 — bxe —2 x3 — 4dxy = 8
T 4+  2x9 + 33 + 4dxy =1 0, _3331 N 21? N lf" 5 2954 _
gy 7Tt oo+ 0@ 4+ Wz =0 o S
5z + 10m + 1623 + 1924 = -2, - 2 N e oe —
3z 5x 6 13z4 = 5. o 5o o m
1+ 2 + 3+ 4 - xy + w3 + 2x4 = 3.
Regenje. Sistem resavamo Gausovom metodom eliminacije vrseéi elementarne transformacija nad vrstama proSirene matrice sistema.
2 3 4] o Lo x (=T 42 2 3 4] 0 4.v.x 2+ 1w
.U, — LU,
. 7T 14 20 27 0 0 0 -1 -1 0 4.v. < 2. 0.
(i1) ~ 1l.v. x (=5) + 3.v. ~ ~
5 10 16 19| —2 0 0 1 1] -2 3.v. < 4.v.

l.v. x (—=3) +4.v.

3 5 6 13| 5 0 [=1] -3 1| 5 2.0. x (—1)
0 -3 6] 10
0

0

0

3.0.x3+ 1w L Lo x(=1/2)

0 3 —1]—5 o o 0 2 1 4.v.x (=3)+ 1.
3.v.x (=3)+2.v. ~

0 0 1| -2 9 0.+ 4.0, 0 1| -2 4.v. % (=2) + 2.

0 0

0 _9 4.v.x (—1)+ 3.
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0o 0o o] 1
o 0 0 0t Odavde odmah zaklju¢ujemo da postoji jedinstveno resenje: X = (1,—1,—1,1)".
0 0 0] -
0 0 0 1
T -5 -2 —4| 8 4.v. ¢ L. 0 -1 -2]-1 3.v. +— 2.,
-3 2 1 2| -3 Lv. x(=3)+2.v. 0 2 -2 —4|-6 2.v.x 24+ 3.0.
(i2) 2 -1 -1 -2 1|~ l.v.x 24 3.v. ~ 0 1 2 3 | ~< 2.v.x5+4.0.
0 1 2 1 l.v. X7+ 4. v. 0 -5 5 10| 15 2.v.x145.v.
0 -1 1 2 3 lu.x(=1) 0 -1 1 ) 3 2.v. x (—1)
1 0 -1 —-2|—-1
01 -1 -2|-3
~ |10 0 0 0 0 Dakle, resenje je: o :—1—|—x3—|—2x4.
0 0 0 0 0 Tz = 3+x3+214
0 0 0 0 0

Slobodne promenljive su x3 i x4, tako da je dimenzija skupa resenja dva. Partikularno resenje, Wo, dobijamo za izbor parametara
r3 = x4 = 0, a fundamentalne vektore W1 i Wy redom dobijamo za x3 1,24 = 0123 = 0,24 = 1. Drugim re¢ima imamo,
Wo=(-1,3,0,0)", W1 =(1,1,1,0)", i W2 = (2,2,0,1)7. Tako da je opste reSenje dato sa:

X =wo +t1 Wy +t2 Wo,

t1,t2 € R.

5.11. Sistemi sa parametrom. U zavisnosti od realnog parametra « resite sledeCe sisteme linearnih jednacina
nad poljem R:

2x1 + x2 — T3 + 234 = 1, 2z1 + OSz2 + 23 + 314 = 2,
(il) -2z + Tr9 + x3 + 4dxy = -3, (i2) 4xy 4+ 6x2 + 3x3 + dxy = 4,
S5xr1 — To + 223 + 34 = —2 4y + ldxe + r3s + Txzy = 4,
3x1 — 4x9 4+ 33 — Day = Q. 227 — 3x2 + 33 + axy = T.
ReZenje. (il)
; _1 i é Lo x(—=1)+2.v. i _; ; _14 3.v.x1+ 1w
_5 1 5 3 _2 l.o.x143.v. ~ ~< 3u. X (=2)+2.v. p~
- - Lo x4+4.v. [ 51 —1 3.0.x 144.0.
3 -4 3 -5| a 1 0 —1 3|a+4
9 o 7| 0 2.0. x 144.v. 0 o 3| -1
ol [=18] o 0 -8] -2 2.0. % (—1/18). 0 0 4/9 | 1/9
70 5 -1 2.v.x (=9)+ L. 0 0 17/9 | —16/9
18 0 0 Sla+3 2.1}.><(—7)+3.’U. 0 0 0 0 | a+1
Iz poslednje jednacine sistema odmah sledi, da za « # — 1 sistem nema reSenja. Zato pretpostavimo da je « = — 1, tako da u tom
slu¢aju imamo: x1 =1/9 —4/9 x4, 12 = —1—3x4 1 ©3 = —16/9 — 17/9 z4. Tako da je opste reSenje ovog sistema:
1_4
I1 9 9 4 —1 —4
—1- 3z 1 9 —o7
X=| 61 5| 16| *t| Zir | teR
4 9 9 0 9
z4
2 é g Z Lo x(=2)+2.v. g ! 3 2 2.v.x (=1)+1.v.
(i3) R PR R I G R RO B 8 _i _11 8 ~d 2w x1+3.0.
l.o.x (=1)+4.v. - 2.v. X (—2)+4.v.
2 -3 3 o7 (=1 0 -8 2 a—-31|5 (=2)

2] 9 o 4

0 —1
o o0 o0 o0

i na kraju ovako izmenjenu treé¢u vrstu dodamo drugoj vrsti, a zatim je pomnozimo sa (—4) i dodamo prvoj, i na kraju prvu vrstu
podelimo sa 2, tako da napokon imamo:

Iz poslednje jednacine odmah sledi da sistem nema reSenja za o = 1.

Zato pretpostavimo da je o # 1, izbacimo treéu vrstu iz poslednje matrice,

ol O O N

a zatim poslednju vrstu te matrice pomnozimo sa 1/(a — 1),
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9 2a—22 7 a—11 9
1 = e — = - =
2 Y 0‘2a—2 NELo1 T 2™
5 5
~ — —_— kl h sledi: = —
0 4 0 ‘ ] odakle, odmah sledi T3 a_1+4x2,
5 5
1 —_— = —
0 0 0 ‘ a—1 e
tako da je opste resenje ovog sistema:
a—11 9x 1
— - X2
1 a-1 2 a—11 —9
T2 1 0 2
X = z3 | +4z9 T a—1 5 ti 8 | teR
a—1
X4 5 5 0
a—1 i

5.12. Sistem sa parametrom. U zavisnosti o parametru A resite slededéi sistem,

3xr1 4+ 2z9 + r3 = 1, (i1) nad R.
Txy + 6z + Sxz = A, (i2) nad Zis.
51 + 4z + 3x3 = 2, (i3) nad Zi7.

ReSenje. (il)

3 2 -1 1.v. x (= 5) + 2.v. 3 2 | -1 3v.x(—2)+2.v.
7 6 5 P R c(—3)+30 [~ -8 —4 0 | A5 |~ 2.v. < 3.0.
5 4 3| 2 o o —4 0] 5 2.0, x (—1)
32 | -1
~ | -4 =2 0 | 5 ,  odakle odmah sledi, da za A\ # 5 sistem nema reSenja.
0 0 0 | Ax=5

Zato pretpostavimo da je A = 5. U tom slu¢aju zadnja vrsta matrice sastoji se od samih nula (zadnja jednacina je linearna
kombinacija preostalih), pa je izostavljamo i dodamo drugu vrstu prvoj imamo:

1 0 1 | 4 1.0 1 | 4
N{—4 -2 0 | 5]N{2'”'X1/(_2)}N 2 1 0 | —-5/2 ]
Dakle imamo: z3 =4+ z1, ©2 = —5/2 — 21, tako da je opste resenje oblika:
X1 z1 0 1
X = To = —5/2—2]31 = _5/2 + 1 -2 , I €R.
T3 4+ x4 4 1

5.13. Sistemi sa parametrom. U zavisnosti o parametru « resite sledeée sisteme linearnih jednacina redom nad
Qa Ra Z77 i Z237

2%1 + 31‘2 + 6%3 + 131‘4 - 12%5 = 3
(i1) 6x1 + 229 — 4dx3 — 13z4 — 1025 = o
2x1 4+ 3x9 + 2x3 + ry — Oz =
4x1 — a9 + 223 4+ 10x4y — 1625 = -—1
Ty — 29 — x3 — x4 -+ Trs = 2
. —x1 + To 4+ x3 — x4 — 225 = —4
(i2)
(e 3] — I3 + 41‘5 = 2
31‘1 - T2 + 3 = —1
5x1 4+ Sz + 2z3 = o
21‘1 + 21‘2 + 2%3 — T4 = 1
(i3) 2x17 + 3z + x3 + x4 = 1
3xr1 4+ 2x9 + T3 — x4 = 1
T + 229 4+ 3x3 — x4 1
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5.14. Sistem sa parametrom. U zavisnosti o realnom parametru £ reSite sistem:

3z + (3-¢8y + z = 1-¢,
-z + (-2)y + z 286 —-2,
44—z + (2£-3)y + (£€+3)z = 2¢+1.

5.15. Sistemi sa parametrom. U zavisnosti o realnim parametrima «, [ resite sistem:

r + (2-2)y + z = 4,
(a+1)z + y + z = 4,
x + (B-Dy + z = 3.

5.16. Sistemi sa parametrima. U zavisnosti o parametrima « i S reSite sistem,

ary + xTo + x3 = 4 (il) u R.
x1, + Pxy + 23 = 3 (i2) u Zs.
1 + 20x0 + w3 = 4 (13) u Zr.

5.17. Sistemi sa parametrom. U zavisnosti o realnom parametru A resite sistem:

Axy + To + ... T, = ai,
T1 + Ary + ... T, = Qo
T, + To + ... ATp, = ap.

5.18. Odredite realni polinom p najmanjeg stepena takav da je

p(1)=—1, p(2)=3, p®) =19 i p(1)=53.

5.19. Neka je p € Py, (R), polinom stepena ne veéeg od 2n za kojeg vazi:
(i1) p(a;) =p(—a;), i=1,...,n,
(i2) a; #0, i=1,...,n,
i3) af #af, i #j.
Dokazite da je tada p parna funkcija tj. p(z) = p(—x), Vz € R.
Regenje. Neka je p(z) = 3°2" i 2’ i neka za p vaze pretpostavke (i1)-(i3). Sada iz (il) dobijamo niz jednakosti za i = 1,2...,n :

2n

Qona;™ - tara; oo =aon (—ai)?" ot ar (—a) + oo

nakon kracenja Clanova uz parne stepene i deljenja jednacina sa 2 dobijamo n linearnih jednacina:

2n—1 .
(5.22) aia;+asa;+--+asp_1a;" =0, i=1,...,n,
koje definisu homogeni sistem u a1, as, ..., a2,—1. Nadimo sada determinantu matrice ovog sistema:
ar ab ... a®" g3nt N 1 a? ... a®"t @2n?
3 2n—3 2n—1 1z 1.— te n 1 2 2n—4 2n—2
az a, ... a; as vrste ay ... a3 as
R S D A S o D e
: : : : : izvu¢emo 1 o : : :
: : : : i : : : :
an  ad ... a2"n? g2t @i 1 a2 ... a3"n3 g2n?
determinanta ove matrica n
: 2 2 oy
= je Vandermondova = H a; H( a; —a; ) = {zbog (i2) i (i3)} # 0.
ual,i=1,...,n i=1 i<y
Kako je ovaj sistem Kramerov (det.A # 0) i homogen, zaklju¢ujemo da ima samo trivijalno reSenje, tj. da je a;j = 0, j =

1,3,...,2n 4+ 1, tj. svi koeficijenti polinom p sa neparnim indeksima se ponistavaju, odakle sledi tvrdnja.
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5.20. Izracunajte f((—1), ako je

7
£ (t+1)

T U315 £ 2547 + 5014 — 3243 — 242 — 124 + 10

Resenje. Primenjujuéi primer 3 iz tacke 5.7, vidimo da je
gty = (t+1)7 i h(t) =43t +25¢" + 50" —32¢° — 24> — 12¢ + 10,
a kako je h(—1) =120, gV (=1) =0,za i =0,1,...,6 i g7 (= 1) = 7! = 5040, sada lako nalazimo da je

h(—1) 0 0 0
W (=1) h(—1) 0 0 . -
FO(=1) = 1 (-1 ()K(=1) ... 0 0 _hM=1"g"(=1) _g”(=1) _ 5040 _
h(—1)7 . : . : . h(—1)7 h(—1) 120

42.



GLAVA 6

REDUKCIJA LINEARNOG OPERATORA NA
KONACNODIMENZIONIM PROSTORIMA

6.1. Prsten polinoma. Kako su nam za razumevanje ove glave potrebna neka znanja o polinomima, uvod
ove glave posvetujemo njima.

Izraz
(6.1) fl@)=apz"+ap12" '+ +azta), o€F, a #0,
zove se polinom nad poljem F!. Skalari ag, 1, ..., q, nazivaju se koeficijenti polinoma f. Stepen polinoma

f je broj n € Ng. Oznake koje koristimo za stepen polinoma su deg f i df. Za ne-nula polinom f stepena n
kazemo da je moni¢an ako je o, = 1.

Primetimo da na polinome mozemo gledati i kao na beskonacne nizove elemenata iz F, tj. na elemente iz FY,
u kojima su sve komponente osim njih konac¢no jednake 0.

Mi ¢éemo obi¢no uzimati da je F € {Z,Q,R,C} i tada govorimo o polinomima sa racionalnim, realnim, kom-
pleksnim ili celobrojnim (celim) koeficijentima. Skup svih polinoma nad F obi¢no se oznacava sa F|x], a mi
¢emo Cesto koristiti i kra¢u oznaku P = F[z].

Kao §to znamo skup svih polinoma F[z] je vektorski prostor F[z] = (F[z],F,+,-) uz uobicajene operacije
sabiranja polinoma i mnozenja polinoma sa skalarom, tj. za f(z) = Y » ja; 2" i g(z) = E] objz? € P, uz
k = max{n,m} definisemo
k .
(s) flz)+g(x)=> (a;+b)a", pricemusua,=0zai=n+1,...,k ako jen <k ili
i=0
bj=0za j=m+1,...,k, ako je m < k.
n
(m) A-flz) =) (Aaj)z

=0

Na skupu P defininisana je joS i operacija mnozenja polinoma formulom

m+n 1
(mp) f(z)g(z) = Z iz’ gdejec; = Zaj bi—j.
i=0 Jj=0

Lako se proverava da je (P, +,:) komutativan, asocijativan prsten sa 1. Invertibilni elementi nalaze se samo
medu polinomima stepena 0, a to su svi elementi skupa F*. Kako je mnozenje polinoma kompatibilno sa sabi-
ranjem polinoma i mnozenjem polinoma sa skalarima vidimo da je F[z] asocijativna, komutativna F—algebra
sa 1. Lako se proverava da vaze svojstva iz sledece propozicije.

Propozicija. Neka su f,g,h € F[z], polinomi razli¢iti od nula polinoma. Tada
(i1) fg #0,
(2) 0(fg)=0f+0g,

(i3) f g je monican ako su oba polinoma f i g monicna,

(i4) f g je skalar akko f i g skalari,

(i5) ako je O (f + g) # 0, tada je O (f + g) < maxz(9f,dg),

(i6)

i6) ako je fg= fh, tada je g = h.

Primetimo da na polinom mozemo gledati kao na funkciju sa F u F tretirajuéi x kao promenljivu iz F, ili
generalnije kao funkciju sa M, (F) u M,,(F), gde x tretiramo kao promenljivu iz M,,(F).

1 umesto polja moze se uzeti i komutativni prsten sa 1.
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6.2. Teorema o deljenju polinoma. Najvaznija osobina polinoma sadrzana je u teoremi o deljenju polinoma.

Teorema (o deljenju polinoma). Za svaka dva polinoma f,g € Flx| postoje jedinstveni polinomi q,r € F[x]
takvi da je:

(i1) f(z) = q(z) g(z) + r(z),
(i2) 0<0r<ag.

Dokaz. Jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje dva para polinoma ¢,7 i q1,71 za koje vazi:

f=qg9+r=qg+r.

Ako oduzmemo ove dve jednakosti dobijamo:

(6.2) glg—q)=mr —r.
Odavde vidimo da ako je ¢ — q1 # 0, onda je stepen leve strane jednakosti (6.2) vedi ili jednak stepenu od g i
strogo je vedi od stepena desne strane iste. Kako je to nemoguée mora biti ¢ —¢; = 0, pa je ondair; —r = 0.
Time je dokazana jedinstvenost.
Egzistencija. Neka su dati polinomi f(z) = > I ja; 2% i g(z) = > itobj 27, Ako je n < m onda stavimo da je
q(x) =01ir(x) = f(x) i dokaz je gotov. Zato pretpostavimo da je n > m i imamo:

Qnp

(6.3) fl@) = g=a""g(x) = filx), m=09fi<n,
m
ako je ny > m onda sa a}, oznacimo vodedi koeficijent od fi(x), i imamo:
a”']:Ll ni—m
(6.4) fl(l‘)—b—ﬂﬁ g(x) = fa(z), ne=0fa<mn,
m
i nastavimo analogno dalje, itd.
Kako stepeni polinoma f, f1, fo, ... opadaju, jer je n > ny > ngy > ..., nakon konatno mnogo koraka dolazimo
do polinoma fi_1 i f; takvih da je:
ak—l
M — —
(6.5) fe-1(z) — % "™ g(x) = fr(z)
m
i pri tome je 9 fr < m. Sada iz relacija (6.3)-(6.5) dobijamo:
a a1 akfl
Fla) = (- an™m 4 ST LT () — f(2) = ().
b, bm, bm,

q(x)
Iz gonje konstrukcije sledi da polinomi ¢(z) i r(x) zadovoljavaju oba trazena uslova (il) i (i2), ¢ime je zavrsen
i dokaz egzistencije. 0

Posledica (Bezuova® lema). Neka je f € F[z] polinom. Ako je f(a) = 0 onda x — a|f(z). Vazi i obrat.

Dokaz. Koristeéi teoremu o deljenju polinoma imamo,

flx)=(x—a)q(x)+r(z), 1 0<r<l,
odakle sledi da r mora biti polinom nultog stepena, tj. broj. Ako sada u ovu relaciju uvrstimo x = a i
iskoristimo da je f(a) = 0 dobijamo da je r = 0, §to je ekvivalentno sa x — a|f.
Obrat je trivijalan. |
Primer. Odredimo ostatak pri deljenju f(z) = 2'%° +32% + 22 — 32+ 9 sa g(z) = 2> + 22 — 3.

Zbog teoreme o deljenju polinoma znamo da je f = gg+r i dr < dg = 2. Dakle, r(z) = ax + b, za neke
a,b € R. Sada je najbolje na¢i nule polinoma g, koje se zatim redom uvrste u relaciju iz teoreme o deljenju
polinoma, koje se onda svode na neki linearni sistem. U naSem slucaju to su brojevi: o =11 ag = —3. Sada
imamo:

f)y=11=g¢9(1)q(1) +r(1) =a+b=11,

f(=3)=27=r(-3)=-3a+b=2T.

2 Etienne Bezout, 1730-—1783, francuski matematicar.



Resenje ovog sistema je: a = —4 1 b = 15, tako da je r(x) = —4z + 15.
Najvedi zajednicki delitelj (NZD). Neka je F polje. Polinom g € F[x] je delitelj (divizor) polinoma f € F|x] ako i
samo ako postoji polinom h € F[z] takav da je f = g h, Sto zapisujemo g | f i ¢itamo g deli f.

Deljivost polinoma je relacija na skupu F[z] i njene osnovne osobine sadrzaj su sledeée propozicije.

Propozicija. Relacija deljivosti polinoma ima sledece osobine:
(i1) tranzitivnost: ako g | f i h|g sledi h| f,
ako g| f i g|h onda g| f+h,
ako g | f tada g | f h, za svaki polinom h € F|z],
ako g | f1, fa,..., fx tada g| figi + fag2 +--- + fr gk, za sve polinome g1, go,...,gx € F|z],
ako je g(x) = c# 03 onda g | f, za svaki polinom f € F[z],
ako g | f tadaicg| f, za svaki skalar c € T,
gl f i10g=0f ako isamo ako je g = c f za neko c € F* =F \ {0}.
Dokazi ovih jednostavnih ¢injenica direktno slede iz definicija o ostavljamo iz za vezbu.

Polinom d(z) je najveéi zajednicki delitelj polinoma f(x) i g(x) ako i samo ako d(z) ima sledeée osobine:
(NZD1) d| fid]|g,

(NZD2) ako dy | fidy | g ondad; |d,

(NZD3) vodeéi koeficijent polinoma d je 1.

Oznaka koju koristimo za najvedi zajednicki deljitelj je NZD (f(z), g(x))).
Primetimo da zbog uslova (NZD3), NZD (f(x), g(x)) je jedinstveno odreden, a ako ispustimo taj uslov onda je
NZD (f(z),g(x)) odreden do na proizvod sa skalarom ¢ # 0, tj. tada je odreden samo njegov stepen.

Ako je NZD (f,g) = 1, kazemo da su polinomi f i g uzajamno prosti.

6.3. Posledice teoreme o deljenju polinoma. Iz teoreme o deljenju polinoma slede sva najvaznija svojstva
prstena polinoma, na slican nacin kao $to iz teoreme o deljenju celih brojeva slede sva najvaznija svojstva
prstena celih brojeva. Ta ¢injenica dovela je i do definicije pojma Euklidove funkcije f na nekom prstenu R
kao funkcije f : R\ {0} — Ny za koju vazi svojstvo:

(EF1) Ako su 0 # a,b € R tada postoje q i € R takvi da je:a=bq+r, gde jeilir =0 ili f(r) < f(b).
Primetimo da u prstenu celih brojeva Z ulogu Euklidove funkcije igra apsolutna vrednost, a u prstenu polinoma
ulogu Euklidove funkcije igra stepen polinoma. Komutativni prsten snabdeven Euklidovom funkcijom nazivamo
euklidski prsten.

U ovoj tacki dajemo najvaznije posledice teoreme o deljenju polinoma, i prva od njih je Euklidov algoritam,
kojim odredujmo NZD (f(z),g(x)).

Teorema 1 (Euklidov algoritam). Neka su f,g € F[z] polinomi takvi da je 0 f > 0g. Tada je dobro definisan

konacan niz jednakosti,
f=9q+r,

g=7T1q2+ 73,
L ="r2q3+ T3,

Th—3 = Tk—2qk—1 + Tk—1,

Tk—2 = Tk—1qk + Tk,

Tk—1 = Tk qk+1-
Tadaje NZD (f,g)= cry, gde je ¢ € F* jednak reciproc¢noj vrednosti vodeceg koeficijenta od ry,.
Dokaz. Iz poslednje relacije u (6.6) imamo da je ri | r,—1, i ako to iskoristimo u pretposlednjoj jednakosti u
(6.6) kao i osobinu (i4), iz 6.2 Propozicija dobijamo da 7 | 7,x—2. Analogno nastavljamo dalje, od poslednje ka
prvoj jednakosti u (6.6), tj. sada iz 7y | 7x—1,7k—2 zakljuéujemo da ry | rp_3, itd. i na kraju dobijamo 7 | g

irg|f.

38g=0,g#0.
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Pretpostavimo da d | f,g onda iz 1. relacije u (6.6), koristeéi osobinu (i4) iz 6.2 Propozicija, sledi da d | 7.
Sada iz 2. relacije u (6.6) i iz d | g,r1 na slican nac¢in dobijamo da d | ry. Nastavljajuéi analogno, od prve do
pretposlednje relacije dobijamo da d | ro,73,...,7x_1 1 na kraju iz pretposlednje relacije, jer d | rx_o i rg_1,
implicirada d | rg. Time smo pokazali da svaki delitelj polinoma f i g ujedno deli i polinom rj. Drugim re¢ima
od svih delitelje polinoma f i g, polinom 7 ima najveéi stepen. Dakle, NZD (f,g) = crk, gde je ¢ reciproéna
vrednost vodeceg koeficijenta polinoma 7. O

Primer 1. Nadimo, koriste¢i Euklidov algoritam, NZD polinoma f(z) =3z*+52% +22 +52x -2 i g(x) =
32t + 112 + 2327 4 212 — 10.

Koriste¢i Euklidov algoritam redom nalazimo: ¢i(z) = 1, ri(z) = —62° — 2222 — 162 + 8, g2(z) = —5 z,
ra(z) =5 (32% + 52 — 2), i napokon g3(z) = —2 (z 4+ 2) i r3(z) = 0.
Prema tome, NZD (f, g)=2? + 3z — 3.

Teorema 2 (o NZD ). Neka su f, g € F[z] polinomi, i neka je NZD (f,g)= d, onda postoje polinomi u,v € F|x]
takvi da je: fu+gv=d.

Ako su stepeni polinoma f,g veéi od 0 onda mozemo izabrati v i v tako da stepen polinoma u bude manji od
stepena polinoma g i stepen polinoma v bude manji od stepena polinoma f.

Dokaz. Ako predzadnju jednakost u (6.6) zapiSemo u obliku,

(6.7) Tk = T2 U1 + Tk_1 V1, gde je up =11 vy =—q,

i sada iz relacije koja prethodi pretposlednjoj relaciji u (6.6) izrazimo r_1, ubacimo u (6.7), napokon dobijamo:
(6.8) Tk = Tg_3U2 + Tp_2 V2, gdeje  wg=wv1 1 wvy=u —viqr_1.

Nastavljajuéi ovu proceduru zamenjujuéi u (6.8) izraz za r;_o, iz (6.6), itd. na kraju dobijamo da je rp =
fu' 4+ gv'. Kako za neki 0 # ¢ € F vazi d = cry, iz prethodne relacije konacno dobijamo, d = fu + gv, gde je
u=uciv=1ve

Kada bi du > d¢ imali bismo da je u = ¢ g + r za neke polinome ¢ i r, pa ako ovo zamenimo u jednakost iz
iskaza ove teoreme dobijamo:

fr+gw+fq) =d.

Kako je r < dg onda jeid(v+ fq) < df,jer bi u suprotnom stepen drugog sumanda leve strane bio barem
0(fg), i leva strana jednakosti imala bi stepen barem O (f g) $to je nemoguée jer desna strana ima stepen
manji od 0 f. Analogno se dokazuje i druga relacija izmedu stepena polinoma v i f. O

Primer 2. Odredite u i v tako da je fu+ gv =d=NZD (f,g), za f i g iz prethodnog Primera 1.

Koristedi postupak opisan u prethodnoj teoremi nalazimo: ro = g —rigs i 71 = f — gq1, pa ako 2. relaciju
zamijenimo u 1. dobijamo da je ro = f(—q2) + g (1 4+ q1 g2). Kako je ry proporcionalan sa d, potrebno ga
je normirati, tj. podeliti sa 15. Tako nalazimo, je u = —% @ iv= %5 (1 4+ g1 g2). Uvrstavanjem konkretnih

polinoma iz pomenutog primera, kona¢no dobijamo: u(z) =x/30 i v(z) = (2 —x)/30.

6.3. O nulama polinoma. Pronalazenje nula realnih polinoma je jedan od osnovnih zadataka u teoriji
polinoma. Postoje formule, za pronalazenje nula polinoma do stepena 4, i one se, osim za linearne polinome,
izrazavaju pomocu korena. Za polinome veéeg stepena od 4 ne postoje takve formule za proizvoljni polinom.
Pocetkom 19. veka E. Galoa? je doneo nove i duboke ideje® kojima je dao odgovor kada se polinomijalne
jedna¢ine mogu reSiti pomoéu korena. Sa prakticne tacke za odredivanje nula realnih polinoma koriste se
numericke metode. Mi se ovde ne¢emo baviti problemima odredivanja nula polinoma, ali zato navodimo neka
tvrdenja koja ¢emo koristiti u nastavku.

Propozicija (o kompleksnim nulama realnog polinoma). Ako je f € R[z] i z€ C,z ¢ R takav da je f(z) =0
onda je i f(Z) = 0.

4 fvariste Galois, 1811 —1832, francuski matematicar.

506d kojih je nastala i Galoaova teorija.
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Dokaz. Neka je z € C\ R takav da je f(z) = > ;" ,a; 2" = 0. Ako ovu relaciju konjugujemo i iskoristimo da je
konjugovanje automorfizam polja C ¢ dobijamo,

0:6:Zaizi:ZW:Za_i@:Zai@i:f(E). O
— ; — P

Poznato je da polinomi sa realnim, pa pogotovo i sa racionalnim koeficijentima ne moraju imati nule u R, ni
u Q, redom. I postavlja se pitanje da li postoje polja, koja imaju osobinu da svi polinomi sa koeficijentima u
tim poljima imaju sve nule u tom polju. Prvo polje sa takvom osobinom je polje kompleksnih brojeva, i taj
stav poznat je kao osnovni stav algebre.

Teorema (Osnovna teorema algebre). Za svaki polinom f € Clz| stepena barem 1, postoji zgp € C takav da je
f(Zo) = 0.

Dokaz ove teoreme je isuviSe komplikovan za ovaj kurs pa ga preskac¢emo. Ali zato navodimo njegove najvazniju
posledicu.

Posledica. Ako je f € C[z] i ako je O f =n € N, onda je

flx) =an(z—o1) (@ —a2) - (z — o),
gde sua; € C, i =1,...,n i gde je a, vodeéi koeficijent polinoma f(x). Medu nulama polinoma, tj. medu
brojevima a1, as, ..., a, moZe biti istih.

Dokaz. Osnovna teorema algebre (skra¢eno OTA) daje egzistenciju broja a; € C takvog da je f(ai) = 0.
Primenimo 1i sada Bezuovu lemu dobijamo: f(xz) = (x — a1) ¢1(z) gde je opet q1(z) € Clz], zatim opet
primenimo OTA na polinom ¢;(z) € Clz]| i dobijamo egzistenciju njegove nule as € C, a ponovna primena
Bezuove leme daje ¢;(z) = (x — az) g2(z). Nastavljajuéi analogno dalje dobijamo tvrdnju.

Primetimo da faktor a,, dobijamo tako Sto usporedimo vodece koeficijente polinoma f(x) i proizvoda lineranih
clanova sa desne strane jednakosti. O

Definicija. Polja koja imaju osobinu kao C u OTA nazivaju se algebarski zatvorena polja. Poznato je da
za svako polje F postoji polje F, takvo da je F C F i da je F algebarski zatvoreno i ono se naziva algebarsko
zatvorenje polja F 7.

6.4. Ireducibilnost (nesvodljivost) polinoma. Razlaganje polinoma na proste faktore. Kazemo da
je polinom f(z) € F[z] reducibilan (svodljiv) nad F ako postoje polinomi g(x) i h(z) € F[z], tako da je:
(i1) f(z) = g(z) h(z),
(i2) 0g>1i0h > 1.
Ako takvi polinomi ne postoje kazemo da je polinom f(z) ireducibilan ili nesvodljiv. Ireducibilni polinom
stepena barem jedan nazivamo prostim polinomom nad F.

Posledica ove definicije, i osobina mnozenja polinoma, je ¢injenica da je svaki polinom stepena 1 (linearan
polinom) ireducibilan nad bilo kojim poljem F, tj. linearni polinomi su uvek ireducibilni.

Primetimo da definicija ireducibilnosti zavisi o polju F, kao sto pokazuje slede¢i primer. Polinom
fl@) =2 +1=(z—1i)(z+1)

je svodljiv nad C, ali je nesvodljiv nad R.

Sada ¢emo pokazati da ireducibilni polinomi u euklidovom prstenu F[z], gde je F polje, igraju istu ulogu kao i
prosti brojevi u euklidovom prstenu Z. U nekoliko narednih tvrdenja pretpostavljamo da je F polje.

Propozicija. Neka su p, f, g € F|x] polinomi, takvi da je p prost polinom koji deli proizvod fg. Tada p deli
fili p deli g.

Dokaz. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je p moni¢an. Kako je p prost, on je deljiv samo sa
moni¢nim polinomima 1 i p. Sada d =NZD (p, f), jer je p prost, moze biti ili 1 ili p. Ako je d = p onda smo
gotovi, zato pretpostavimo da je d =1, tj. f i p su relativno prosti. Primena teoreme o NZD na polinome f i
b T2 =745, 21 o=21-%3 i a=a,zaacR.

7 Dokaz egzistencije algebarskog zatvorenja polja F trebalo bi da bude jedna od tema predmeta Algebra I.
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p daje egzistenciju polinoma w i v takvih da je 1 = fu + pv, i mnozeéi ovu relaciju sa g dobijamo,
g=9(futpv)=(fg)u+p(gv)
Bududéi da p deli oba sumanda sa desne strane znaka jednakosti, deli¢e i levu stranu, tj. i polinom g. O

Posledica. Ako je p € Flz| prost polinom koji deli proizvod fi fa ... fm, tada p deli barem jedan od polinoma
flvf?v"' fm

Dokaz. Indukcijom. O
Teorema 1. Neka je f € F[x] polinom stepena barem jedan tada postoji skalar a, € F, i razli¢iti prosti
monic¢ni polinomi p1,po,...,pm I prirodni brojevi ri,7s,...,r; takvi da je

(6.9) f(x) = anpl* py* ... pym.

Dekompozicija (6.9) je jedinstvena do na permutaciju polinoma pi',py?, ..., ppr.

Dokaz. Primetimo da polinom f(z) mozemo napisati u obliku f(z) = a, f(z), gde je f monicni polinom, tako
da je potrebno pokazati da se svaki monicni polinom moze napisati kao proizvod prostih monicnih polinoma,
tj. f =q1q2 - ,qn, pri ¢emu medu prostim moni¢nim polinomima ¢; moze biti istih, i zbog komutativnosti u
prstenu [F[z] mozemo grupisati iste i dobiti trazenu dekompoziciju.

Dokaz provodimo indukcijom po stepenu polinoma f . Ako je 0 f = 1 nemamo §to dokazivati, jer je f prost

0f=k>1. Ako je f prost on je ve¢ u trazenom obliku (m = 1,71 = 1). Ako f nije prost, on je reducibilan
i postoje polinomi g i h stepena barem jedan takvi da je f = g h. Kako su stepeni polinoma g i h manji od
k na njih mozemo primeniti pretpostavku indukcije, tj. oni se mogu faktorisati u proizvode prostih moni¢nih
polinoma u F[z], tako da je onda i f proizvod prostih moni¢nih polinoma. Time smo pokazali egzistenciju.

Pretpostavimo da imamo dva rastava polinoma f u proizvod prostih moni¢nih polinoma

(610) f:q1q2“‘Qn:h1h2“‘hl,

gde su q1,q2,...,qn,h1,ha,... hy € F[x] prosti moniéni polinomi. Tada ¢; deli proizvod hy hg --- hy, i prema
gornjoj posledici ¢ deli neki od polinoma h;. Kako su g i h; prosti moni¢ni polinomi to je moguce samo ako
je g1 = hj. Primetimo da smo time pokazali i jedinstvenost u sluc¢aju kada je n = 11ili [ = 1 jer jednakost

n l
afzz;aqizzlahj
1= 1=

implicira u oba sluc¢aja da je n =1 = 1. Zato pretpostavimo da je n > 1, tada je i [ > 1 i nakon eventualne
prenumeracije polinoma h; mozemo pretpostaviti da je g1 = hq, tako da ée biti

(6.11) f=aq g =qhy - h, odakleje qaqs - qn=nhahg - h.
Buduéi da polinom ¢o q3 - - - ¢, ima stepen manji od k pretpostavka indukcije implicira da je niz hs, hs,... Iy
samo permutacija niza gz q3 - - - g, i kako je g1 = h; sledi tvrdnja. O

Ireducibilni polinomi nad C. Posledica OTA pokazuje da su samo linearni polinomi ireducibilni nad poljem C.
Naravno, ovo je tacno za svako algebarski zatvoreno polje. Vazi i obrat, pa se algebarski zatvorena polja mogu
karakterisati kao ona polja nad kojima su svi ireducibilni polinomi linearni. Primetimo da je ovo najjednostavniji
slu¢aj, s obzirom na jednostavnost ireducibilnih polinoma, iz kojeg vidimo da S$to bolja algebarska svojstva ima
polje, ireducibilni polinomi nad njim su jednostavniji.

Ireducibilni polinomi nad R. Buduéi da polje R nije algebarski zatvoreno, skup ireducibilnih polinoma nad R ne
moze se sastojati samo od linearnih polinoma. Polje R je prilicno dobro jer medu ireducibilnim polinomima
osim linearnih polinoma postoje jo§ samo kvadratni polinomi, kao §to pokazuje sledeca teorema.

Teorema 2. Ireducibilni polinomi nad R su oblika:
(1) x—a; aeR il
(k) 22+ px+q; p,q €R takvi da je p> —4 ¢ < 0.

Dokaz. Neka je f(z) = >.I,a;2, a; € R, neki realni polinom stepena barem jedan. Kako je polinom
f(z) € C[z] zbog Posledice OTA znamo da polinom f(z) ima tatno n nula u C, ra¢unajuéi visestrukost.



Realne nule oznacimo sa a1,...,a;, j < n i primena Bezouve leme implicira

f(@) =an(x—o)--- (- a;) g(),

i pri tome polinom g(x) € R[x] nema viSe realnih nula. Ako je g(z) # 1 tada g(z) ima kompleksnu nulu,
recimo z; € C\ R, i zbog 6.3. Propozicija, imamo da je i g(z7) = 0, a zatim primena Bezuove leme daje,

9(@) = (z — 21) (x — 71) 1 ().
Kako je z; = a1 + ¢b; imamo da je

(x—2)(x—7) =2°+ (-2a1) v +a? + b7
——

——
p1€ER q1€R
i pri tome je p? —4q = 4a? —4a? — 42 = —4b? <0, jer je by # 0. Sada primenimo isto na polinom g;(z).

Ako je g1(x) # 1 postoji (zbog OTA) 2z € C \ R takav da je: ¢1(22) = g1(Z2) = 0, pa zbog Bezuove leme opet
imamo

91(z) = (z — 22) (z — 22) ga(2),
itd. Nakon kona¢no mnogo koraka dobijamo,
fl@)=ap(z—a1)(z—a;) (@ +pra+aq) - (2° +pre+qr),
pri cemu je j+ 2k =n. O

Ireducibilnost nad Q. Bududéi da je polje Q "manje savrSeno” od polja R, a pogotovo od polja C za ocekivati
je da ima mnogo vise ireducibilnih polinoma i da ne mozemo kontrolisati ¢ak niti njihov stepen. Naime, ovde
vazi:
Ajzendtajov® kriterijum. Neka je f(z) = Y." ,a; 2’ € Z[r] i neka postoji prost broj p takav da

(i1) pdelia;, i=0,1,...,n—1,

(i2) p ne deli a,, ,

(i3) p? ne deli ao.
Tada je polinom f(x) ireducibilan nad Q.

Dakle, polinom x™ — p, pri ¢emu je p proizvoljan prost broj, ispunjava pretpostavke Ajzenstajnovog kriterijuma,
pa je ireducibilan nad Q za svaki n € N. Time je pokazano da nad Q postoje ireducibilni polinomi bilo kojeg
stepena (veéeg od 1).

6.5. Redukcija linearnog operatora. Problem redukcije linearnog operatora A € HomV sastoji se u
trazenju baze prostora V u kojem je matrica operatora najjednostavnija, a to znaci Sto sli¢nija dijagonalnoj
matrici. Ovaj problem zavisi od polja nad kojim je V' vektorski prostor i najlepsi rezultati dobijaju se u slucaju
kada polje ima najbolja algebarska svojstva, tj. kada je algebarski zatvoreno. U ovoj glavi pretpostavljamo da
je polje F € {R,C}.

6.6. Invarijantni potprostori. Neka je A € HomV linearni operator i neka je L. C V' potprostor od V.
Kazemo da je L invarijantan potprostor operatora A ako je A(L) C L?

Ako je L invarijantan potprostor od A onda je dobro definisana restrikcija operatora A na vektorski potprostor
L od V, tj. preslikavanje, A1 = Ay : L — L, definisano formulom, Az = Az, je linearni operator.

Primer. Uvek postoje trivijalni ! invarijantni potprostori. Dakle, svaki linearni operator A € HomV ima
invarijantne potprostore, nezavisno od polja nad kojim je V vektorski prostor, i to su: L = {0} i L = V.
Invarijantne potprostore linearnog operatora A koji nisu trivijalni nazivamo pravim ili netrivijalnim invarijantnim
potprostorima operatora A.

Postoje linearni operatori koji osim trivijalnih invarijantnih potprostora nemaju drugih, takav je npr. linearni
operator A € HomR? koji je definisan svojim dejstvom na kanonskoj bazi e = (e;,es) na sledeéi nagin:
A€1 = €2 i A62 = —€1.

8 Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823 -1852, nemacki matematicar.
9ili ekvivalentno: Az € L, Vxe L.
10 Jedan od ‘najomiljenijih’ termina studentata 1. godine.
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Zaista, kada bi postojao pravi invarijantni potprostor L od A on bio morao biti jednodimenzion, i kao takav
imao bi jedan bazni vektor 0 # x = ae; + S ey i tada bi moralo da vazi da je Az = £x, za neki £ € R. Sada
racunamo, Ar = A(ae; + Bes) = aA(er) + B A(ez) = aes — Ber = Eaey + £f e9, odakle, odmah sledi da je
—B =¢a i a=¢B. Zamenjujuéi B iz prve jednacine u drugu, dobijamo o = —&2a, tako da je ova jednakost
moguéa samo u dva slucaja o =0ia #0, £ = —1.

Slucaj a = 0, implicira da je i § = 0 i tada je x = 0, Sto je kontradikcija sa pretpostavkom da je L pravi
invarijantni potprostor od A.

Slucaj a # 0, implicira da je €2 = —1, §to je nemoguée jer je € realan broj. Dakle, i taj slucaj je nemogué.
Primetimo da smo pretpostavili da je A € HomC? tada isti ra¢un pokazuje da A ima pravi invarijantni
potprostor L = L(e1 + i eg).

Propozicija. Neka je A € HomV linearni operator. Tada

(i1) su Ker A i Im A invarijantni potprostori od A,

(i2) za svaki prirodan broj j vazi Ker AJ C Ker AJ*1

(i3) za svaki prirodan broj j vazi Im A7 D Im AJ+1,
Dokaz. (i1) Neka je x € Ker A, tada je Az = 0, tako da sada lako nalazimo, A(Ax) = A(0) = 0, tj. za svaki
vektor x € Ker A i vektor Az € Ker A. Drugim re¢ima Ker A je invarijantan potprostor od A.
Neka je y € Im A, tada postoji z € V takav da je y = Az. Sada odmah iz relacije w = Ay € Im A, sledi da je
i vektor Ay € Im A.
(i2) Neka je j € N iza z € Ker A7 imamo A’z =0 ali onda je i

A () = A(A72) =0  odakle sledi Ker A9 C Ker A7T1,
(i3) Slicno ako je y € Im A7+ tada je y = ATlz zaneki = € V, ali onda je
y=A"z) = AV(Az) = AV (2), 2= Ax odakle sledi ImA7 D Im AT

time je dokaz gotov. 0

6.7. Dekompozabilni i ireduciblini operatori. Ako operator A € HomV ima netrivijalni invarijantni
potprostor kazemo da je reducibilan ili svodljiv, ako A nema netrivijalnih invarijantih potprostora kazemo da je
ireducibilan ili nesvodljiv na V. Za operator koji ima invarijantne netrivijalne potprostore L i M takve da
je V.= L& M kazemo da je dekompozabilan. Ako zahtevamo 'malo’ vise, tj. da za svaki netrivijalni invarijanti
potprostor L postoji invarijanti potprostor M takav da je V = L & M tada kazemo da je operator A potpuno
reducibilan ili potpuno svodljiv. Jasno, ako je operator potpuno reducibilan tada je i dekompozabilan.

Ako je operator A dekompozabilan onda je A potpuno odreden svojim restrikcijama Ay = A, i A2 = Ay,
jer vazi: Yx € V, postoje jedinstveni vektori I € L i m € M takvi da je x =1+ m, iimamo

A(xz) = A(l+m) = A(l) + A(m) = A1(1) + Az(m).

U ovakvom sluc¢aju kazemo da je operator A direktna suma operatora A; i As i piSemo: A = A; @& Ay (pri
tome se podrazumeva da A; deluje na L, a Ay na M). Takode, sada se mozemo pitati da li su operatori Ay
i As reducibilni ili ireducibilni na L, odnosno M.

Neka je operator A reducibilan, tada on ima netrivijalni invarijantni potprostor L, i onda izaberemo bazu e
u V tako da prvih k(= dim L) vektora obrazuju bazu ey invarijantnog potprostora L, a preostalih n — k
vektora baze e su baza epr, nekog direktnog komplementa M od L u V. U bazi e matrica operatora A
ima oblik,

_ | As(er) A
(6.12) A(e) = [ 0 A |
gde je Aj(er) matrica restrikcije A; operatora A na L u bazi ef.

Ako je jos i potprostor M invarijantan, tj. A je dekompozabilan, onda je u istoj bazi matrica operatora A
kvazidijagonalna tj. oblika,

(6.13) A(e) = |:AIE)€L) AQ(OeM):| ;

pri ¢emu je Aj(er) matrica restrikcije A; operatora A na L u bazi er, a As(epr) je matrica restrikcije Ao
operatora A na M u bazi ey.
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Primetimo da ako je A barem reducibilan da je onda
det A(e) = det A;(er) det A,.
Ocigledno vazi sledeca propozicija.

Propozicija. Linearni operator A € HomV je reducibilan (dekompozabilan) akko postoji baza u'V takva da
je matrica operatora A u toj bazi oblika (6.12) ((6.13)).

Gornja razmatranja mogu se generalisati u slucaju kada je operator A potpuno reducibilan na sledeéi nacin:
neka je Li netrivijalni invarijantan potprostor od A, tada postoji, jer je A potpuno reducibilan, invarijantan
potprostor Lo od A, takav da je V = L1 ® Ls. [ sada se pitamo da li su L1 i Lg ireducibilni potprostori restrikcija
A11As, na Ly odnosno Ls. Ako su oba ireducibilna onda smo gotovi, a ako nisu imamo dva sluc¢aja: tacno jedan
od njih je ireducibilan, a drugi nije; i oba su reducibilna. U prvom slucaju, ako je npr. Ls ireducibilan, a L
reducibilan, tada postoji netrivijalni invarijantni potprostor L3 C Ly za koji, opet zbog potpune reducibilnosti
od A (ali i restrikcije A), postoji invarijantni potpostor Ls takav da je L; = L3 @ Ls. Sada se pitamo da li su
L3 i L ireducibilni potprostori restrikcija As i A5 redom na L3 i Ls. U drugom slu¢aju, osim invarijantnog
potprostora L3, postoji i netrivijalni invarijantni potprostor Ly C Lo za koji postoji invarijantni potpostor Lg
takav da je i Lo = L4y @ Lg 1 pitamo se da li su Ls, L4, L5, Lg ireducibilni potprostori restrikcija Ag, A4, As
i Ag, operatora A redom na L3, L4, L5 i Lg. Na onim potprostorima na kojima su restrikcije operatora A
reducibilne, analogno nastavimo dalje, a ako su ireducibilne, ti potprostori su sumandi koji ulaze u kona¢nu
dekompoziciju. Kako u svakom koraku smanjujemo dimenzije netrivijalnih invarijantnih potprostora, i kako su
jednodimenzioni potprostori o¢igledno ireduciblni, zbog kona¢ne dimenzije prostora V, ovaj algoritam ce stati
kada u nekom koraku sve restrikcije operatora A na invarijantnim potprostorima budu ireducibilne. Dakle,
pokazali smo sledeéu teoremu.

Teorema 1. Neka je A € HomV potpuno reducibilan linearni operator, tada postoje ne-nula potprostori
Li,Ls, ..., L, takvida je
V:Ll@LQ@"'@Lm,

i pri tome su za svako i = 1,...,m restrikcije A; = Ay, ireducibilni linearni operatori na L;, redom.

Primedba. (il) Svaka matematicka teorija tezi za tim da opiSe njene najjednostavnije objekte i nacine kako
da proizvoljni objekt te teorije rastavimo na ove najjednostavnije. Prethodna teorema pokazuje da su ire-
ducibilni operatori i potprostori takvi najjednostavniji objekti. Naravno, ako uzmemo samo jedan operator
onda prethodna teorema ne daje mnogo, ali upravo uvedeni pojmovi kao Sto su invarijantni potprostori, ire-
ducibilni operatori, potpuno ireducibilni operatori i sl. mogu se direktno uopstiti na ¢itave skupove linearnih
operatora. Od posebnog interesa je slucaj kada ti skupovi linearnih operatora imaju dodatnu algebarsku
strukturu, kao $to je npr. grupa (algebra) u teoriji reprezentacija grupa (algebri i sl.).

(i2) Dakle, ako imamo dekompoziciju, kao iz prethodne teoreme, tj. ako su Ly, ..., Ly, netrivijalni invarijantni
potprostori operatora A takvi da je

V=Li®Li® - -&Lnm

iakosu A; = Ay, i =1,...,m restrikcije operatora A na invarijantne potprostore L; onda je
A=A1 QA2 D Ap.
Ako sada izaberemo bazu e = (er,,€r,,...,€r,,) od V tako da je ey, baza potprostora L; onda u toj bazi

matrica operatora A je kvazidijagonalna tj. oblika:

-m 0 0 ]
(6.14) A(e) _ 0 A2(€L2) - 0
i 0 0 Apler,) |

i vazi npr. formula,
det A(e) = det Aj(er,) det As(er,) --- det Ay, (er,,).

Nalazenje invarijantnih potprostora je prvi korak u redukciji linearnog operatora, kao $to se vidi iz upravo
izlozenog, jer se izuCavanje linearnog operatora A svodi na izuCavanje njegovih restrikcija A; koje deluju na
prostorima manje dimenzije, pa su jednostavnije za proucavanja.
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PROBLEM. Videli smo u glavi 2, posve¢enoj linearnim operatorima da operator projektovanja, P € HomV i
P? = P, dozvoljava dekompoziciju,

(6.15) V =KerP®ImP,

pri ¢emu je ova suma netrivijalna ako P # idy . Tada je bio dat primer linearnog operatora koji ne dozvoljavaja
dekomporziciju oblika (6.15). Sada se pitamo da li ipak za proizvoljni operator A € HomV postoji neki prrrodan
broj m, koji zavisi o operatoru A, takav da je

(6.16) V=KerA™ @ ImA™.

Da bismo odgovorili na to pitanje, prvo primetimo da svojstva (i2) i (i3) iz 6.6 Propozicija impliciraju da za
linearni operator A € HomV postoje sledeéa dva niza invarijantnih potprostora,

(6.17) {0} =Ker A CKer AC KerA? C --- CKerAF C ...

(6.18) V=ImA° D ImADImA?D ...DImA* D ...

gde smo uzeli da je A° = idy .

Zbog konacne dimenzije vektorskog prostora V, dimenzije potprostora u nizovima (6.17) i (6.18) ne obrazuju
strogo rastuci niz. Dokazimo da se ovaj niz stabilizuje tj. kada se prvi put desi da je Ker AP = Ker AP+l
onda za svaki j € N vazi, Ker AP = Ker AP*J, Neka je p najmanji indeks takav da je Ker AP = Ker APT! i
pretpostavimo da za neki j € N je Ker AP G Ker APT/+1. Tada postoji vektor v € Ker APTIH! i ¢ ¢ Ker AP,
drugim rec¢ima

(6.19) APTITLy =0 1 APTIy £ 0.

Neka je w = AJv tada iz (6.19) sledi da je w € Ker APT! = Ker AP Rw §to je nemoguce.

Sliéno niz (6.18) se takode stabilizuje kao i niz (6.17), uz analogan dokaz, tj. neka je Im Al = Im A+ =
Sada definisemo L = Ker A? i M = Im A!. Invarijantnost ovih potprostora sledi iz tvrdnje (i1) 6.6 Propozicija.

Pokazimo da je suma L+ M direktna. Neka je z € LNM tj. APz =0 ipostoji y € M takav da je z = APy.
Tada je

0= A%z = APz = A%y, drugim re¢ima y € L tako da je 0= APy ==x.

Dakle, kako je presek potprostora L i M trivijalan suma je direktna. Da je L & M =V sledi iz teoreme o
rangu i defektu, jer postoji m € N takav da je L = Ker A™, i M = Im A™. Iz ¢injenica da se nizovi (6.17) i
(6.18) stabilizuju odmabh sledi da je Ay nilpotentan na L, jer je A7' =0, ida je Ay regularan na M. Time
smo pokazali slede¢u teoremu.

Teorema 2. (Fitingova !! dekompozicija). Neka je A:V — V, linearni operator i dimV < oco. Tada postoje
prirodan broj m i jedinstveni invarijantni potprostori L = Ker A™ i M =1Im A™ od A takvi da je

(il) V=L& M,

(i2) B = Ay regularan operator, i C = A, je nilpotentan operator.

Primetimo da za proizvoljan linearni operator A € HomV uvek mozemo uzeti da je m = dim V, a razlog
lezi u ¢injenici da broj p za koji se stabilizuje niz potprostora (Ker A7);en, iz dokaza prethodne teoreme,
ne moze biti veéi od dim V. Naravno, postoje linearni operatori za koje je taj broj manji, kao $to su npr.
projektori (m = 1).

6.8. Karakteristi¢ni polinom i invarijante sli¢nosti. Karakteristi¢ni polinom matrice. Neka je A € M, (FF)
proizvoljna matrica, tada matricu C = A — AL, gde je A promenljiva, nazivamo karakteristi¢na matrica od A,
a njenu determinantu tj. polinom u A\:

Q11 - A a19 A1n
« a9 — A ... o,
(6.20) detC=det(A—AL)=| =2 "~ 7 = ka(N)
anl - P Oénn — A

nazivamo karakteristi¢nim polinom matrice A. Jednacinu,

(6.21) KA(A) =0,

1 Hans Fitting, 1906 — 1938, nemacki matematicar.
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nazivamo karakteristi¢na jedna&ina matrice A.

Koristeéi definiciju determinante vidimo da je x4(A) polinom n—tog stepena u A, tj. uz C = (v;;) imamo,

kA(A) = detC = Z (—1)1(0)710(1) Y20 (2) ** Tnom) = (11 — A)(a22 — A) - (nn — A) +q(A)
O’GSn
(6.22) = kp N + kN o+ A+ ko, ki €T,
pri cemu je ¢(\) polinom stepena ne veéeg od n — 2.12

Ako sve upravo receno uzmemo u obzir onda lako nalazimo da je k, = (=1)", k,_1 = (=1)""1TrA, jer je
polinom ¢(\) stepena najvise n — 2. Takode, nalazimo da je kg = k(0) = det A.

Primer 1. Neka je A = {Z Z] Nadimo karakteristi¢ni polinom matrice A.

Rac¢unamo,

0 =detC = det(A— A1) = =(a—=N(d—-XN—bec=X-XNa+d) +ad—bc

=M\ —Tr(A) )+ det.A

Primetimo,

Ka(A) = A% — Tr(A) A+ (det A) I, = [a b] [a b] —(a—l—d)[a b]+{ad_bc 0 ]

cd||cd c d 0 ad—bc
_[a*+be—(a+d)a+ad—bc ab+bd— (a+d)b [0 o0 _o
B cat+de— (a+d)c cb+d—(a+dd+ad—be] |[00] %

Cinjenica, da je k4(A) = O nije sluéajna i vazi za sve matrice nad poljem F i zove se Hamilton-Kejlijeva
teorema.
Ako je matrica A € My(F) singularna, tj. det.A = 0, onda iz Oy = k4(A) = A? — Tr(A) A, sledi da je ona

proporcionalna svom kvadratu.

U glavi posveéenoj linearnim operatorima uveli smo relaciju slicnosti matrica na sledeé¢i na¢in: kazemo da
su matrice 4 i B € M,, sli¢tne i pisemo A ~ B, ako i samo ako postoji regularna matrica 7T takva da je
B=T'AT.

Pokazali smo da je slicnost matrica relacija ekvivalencije na M, . Kao sto smo videli ranije, u istoj glavi, relacija

koja povezuje matrice proizvoljnog linearnog operatora A u bazama e i € je
(6.23) A(e) = [Tow ] L Ale) Tper .

Iz (6.23) i definicije slicnosti matrica odmah sledi da sli¢ne matrice predstavljaju zapis istog linearnog operatora
u razlicitim bazama pri ¢emu je matrica 7 matrica prelaska sa prve baze u drugu.

Invarijante sli¢nosti su svojstva linearnog operatora A € Hom V' koja ne zavise od njegovog matri¢nog zapisa,
tj. mogu se procitati iz matrice operatora u bilo kojoj bazi, jer su ista u svakoj bazi. Ispostavlja se da vazi
jednostavna, ali veoma vazna ¢injenica.

Teorema. Karakteristicni polinom je invarijanta slicnosti.

Dokaz. Neka su A i B slicne matrice, tada postoji regularna matrica 7 takva da je B =71 A T, tako da
sada nalazimo,

kp(\) = det (B — AL,) =det(T AT — AL,) =det (T 'AT — T *(A\L,)T) =det (T (A - AL,)T)
= det (7T1) det (A — AIL,) det (7)) = det (A — ALL,) = ka(N),
tj. slitne matrice imaju isti karakteristi¢ni polinom. O
12 primetimo da se A pojavljuje samo u dijagonalnim elementima matrice C i to sa stepenom 1. S druge strane ako u opstem elementu, £(C)

od det C izbacimo neki dijagonalni element, moramo izbaciti barem jo$ jedan (jer se iz svake vrste i kolone matrice C nalazi tatno jedan faktor
u &(C)), tako da je g(\) suma polinoma u A &iji stepen ne premasuje n — 2.
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Definicija. Tvrdnja prethodne teoreme, tj. ¢injenica da se karakteristi¢ni polinomi sli¢nih matrica podudaraju,
omogucuje da definiSemo karakteristi¢ni polinom linearnog operatora A € Hom V' formulom:

def
HA()\) = K‘A(e)()‘)a
gde je e neka baza vektorskog prostora V.
Kako je karakteristicni polinom invarijanta slicnosti, svi koeficijenti karakteristi¢nog polinoma su takode in-

varijante sli¢nosti matrice \A. Specijalno, TrA i detA su invarijante slicnosti, i mozemo, na analogan nacin,
definisati trag i determinantu linernog operatora A € Hom V' formulom:

TrA Y TrA(e), det A % det A(e),

gde je e neka baza vektorskog prostora V.

Primer 2. Neka je R operator rotacije u ravni za ugao 6 € |
Kako karakteristicni polinom ne zavisi o izabranoj bazi,

nadimo matricu operatora R u standardnoj ortonormira- J

noj bazi e = (e1,ez). Operator R deluje na sledeéi nacin, \
vidi Sliku 1,

R(e1) = (cos ) e1 + (sin 0) eg, e

R(ez) = (—sin 6) e1 + (cos 6) eq, .t e | e/

i cosf) —sind
tako da je R(e) = | . . P
sinf  cosd
Odakle nalazimo, i o ’ e, B
KR(/\) = (COS 0 — )\)2 + sin?6 =\ —2 (COS 9) A+ 1. Slika 1. Rotacija u ravni

6.9. Hamilton-Kejlijeva teorema. Buduéi da je mnozenje matrica asocijativna operacija, za proizvoljnu
matricu A € M, (F) dobro su definisani njeni stepeni, A° =1, A'! = A, A2 =A-A,..., AT =A". A a
onda i linearne kombinacije istih. Drugim re¢ima, za bilo koji polinom p € F[\] ima smisla posmatrati matricu
p(A) koju dobijemo tako §to promenljivu u polinomu p(\) zamenimo matricom A. StaviSe, nije tesko videti
da vredi slede¢a propozicija.

Propozicija. Za proizvoljnu matricu A € M,,(F) postoji polinom p(\) € F[)\] takav da je p(A) = 0.

Dokaz. Posmatrajmo skup E = {I,, A, A2,..., A"’} C M, (F). Kako skup E ima n?+ 1 element i kako je
dim M,,(F) = n?, zakljuéujemo da je skup E linearno zavisan, tj. postoje skalari ag,ar,...a,2 € F, od kojih
barem jedan nije 0, takvi da je:

ao Ly +o1 A+as A2+ ... +a, AV =0,
odakle sledi da je trazeni polinom,
p(A) =ap+ a1 A+ a Nt A"
I dokaz je gotov. O
Prethodna propozicija, za proizvoljnu matricu A, daje egzistenciju polinoma kojeg ponistava data matrica A,
i koji je stepena ne veéeg od n?. Sada se postavlja pitanje da li za proizvoljnu matricu A postoji polinom

manjeg stepena koji ju ponistava. Odgovor na ovo pitanje je pozitivan, i pre samog dokaza te vazne ¢injenice
dokazujemo sledeéu lemu, koja je generalizacija Bezuove leme '3 za polinome sa matriénim koeficijentima.

Lema. Neka je dat polinom p(\) = ap A" + ap 1 A" L4+ a1 XA +ag € F[\], i neka za neku matricu
A e M, (F) vazi

(6.24) pA) In = (A= Aln) g(A)
gde je q(\) = Cp A N1+ Cp A" 2 + .. + C1\ + Cy polinom ¢iji su koeficijenti matrice C; (i =0,...,n — 1)
sa konstantnim koeficijentima. Tada je p(A) = 0.

13 Akoje f € F[X] neki polinom, tada je f(a) =0 akko X —a | f(X).



Dokaz. Desna strana jednakosti (6.24) je,
(6.25) (A= AT,)g(\) = ACo+ (AC — Co)A+ (ACo — CN? + -+ (AC, — Cp ) )N E = C ™.

Ako sada usporedimo koeficijente uz stepene od A sa leve i desne strane jednakosti (6.24), dobijamo niz veza

ACO = ao]ln
AC, — C = o l,

ACQ - Cl = (65)] ]In
(6.26) A .
AC, — Cho1 = apaly,
- Cp = a,l,
Ako sada prvu od jednagina (6.26) pomnozimo sa I, drugu sa A, treéu sa A% itd. i poslednju sa A", i

zatim ih saberemo, dobi¢emo da je desna strana jednaka p(A), dok je leva jednaka 0. Dakle, dobili smo da je
p(A) =0, §to je i trebalo. O

Teorema (Hamilton—Kejli). Neka je A € M,,(F) proizvoljna matrica, tada je k4(A) = 0, tj. svaka matrica
ponistava svoj karakteristi¢ni polinom.

Dokaz. Kako je polje F beskonacno, postoji beskonaéno mnogo A € F takvih da je matrica A — A1,
invertibilna, i znamo da je

1

A-=\L,) ' = C(\),

(A=) = )
gde je C()\) matrica sastavljena od algebarskih komplemenata matrice A — A1, odakle sledi
(6.27) (A=A, C\) =ra(N) L, .

Primetimo da ova relacija vazi za sve A € F, jer na svakom matricnom mestu, matrica sa leve i desne strane
znaka jednakosti (6.27), imamo jednakost polinoma u beskona¢no mnogo tacaka, pa se oni podudaraju kao
funkcije. Kako su elementi matrice C(A) minore matrice A — A1, tj. polinomi u A ¢iji stepen nije veéi od
n — 1 primena generalizacije Bezuove leme daje k4(A) = 0. O

Primedba. Ova teorema predstavlja znacajno jace tvrdenje od prethodne propozicije, jer je stepen polinoma

koji ponistava datu matricu spusten sa n? na n. Postoje matrice kod kojih se taj stepen ne moze sniziti npr.
10

0 0
stepena kojeg bi ponistavala matrica A, jer A nije proporcionalna jedini¢noj matrici.

matrica A = ima karakteristi¢ni polinom k4(A) = A(A — 1) i ocigledno ne postoji polinom prvog

6.10. Minimalni polinom matrice. U mnogim sluc¢ajevima postoji polinom manjeg stepena od reda matrice
kojeg data matrica A ponistava. Minimalni polinom matrice A, u oznaci p4(A) € (F), je moniéni polinom
najmanjeg stepena kojeg ponistava matrica A € M, (F) tj. vazi

(6.28) palA) =0.

Primetimo, da je minimalni polinom odreden do na mnozenje sa ne-nula skalarom, i da bismo dobili njegovu
jedinstvenost potrebno ga je normirati, npr. zahtevom da je vodeéi koeficijent tog polinoma jednak 1. Osnovna
svojstva minimalnog polinoma sadrzana su u slede¢oj teoremi.

Teorema 1. Neka je A € M, (F).

(i1) Ako je p € F[\] takav da je p(A) =0 tada pa(X) | p(\). Specijalno, minimalni polinom matrice A
deli njen karakteristicni polinom.

(i2) Minimalni polinom je invarijanta slicnosti.
Dokaz. (i1) Prema teoremi o deljenju polinoma postoje ¢,r € F[\] takvi da
PAA) = pa(N) gN) +7r(A) 1 9 r<dpa.

Kada bi r # 0, onda bismo nakon uvrstavanja A = A u gornji izraz dobili da je r(A) = 0, $to je nemoguce
zbog minimalnosti polinoma pu 4. Dakle, r = 0, odakle sledi tvrdnja.
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(i2) Neka su A i B sliéne matrice, tada postoji regularna matrica 7 takva da je B =T ' AT, tako da sada
za proizvoljni 7 € N ra¢unamo,

(6.29) B = (T 'ATY =(T"ATNT AT)- (T TAT) =T "A(TT HATT - AT}
j—primeraka
= T 1AL, AL, -- - L,AT 1 =T 1A T.
Neka je: pa(A) =A™ + @1 A™ 7L+ -+ + a1 A + ap, sada rac¢unamo:
paB) = B+ am 1 B 4t ar Bragl, = (T YA + amey (T TAT)™ 4
+a (T PAT) + (T L T) =T YA +am 1 A by A+ 1,) T
= T (AT =T10T =0,

odakle je zbog (i1) 0 up < 0 p4. Zamenom uloga matrica A i B u prethodnim ra¢unima, dobijamoid pug < 0 ug.
Kako su p4 i pup monicni, sledi da je dug =0 pa. O

Primedba 1. Tvrdenje (i2) prethodne teoreme, tj. ¢injenica da je pa(A) = ug(A) za slicne matrice A i B,
omogucuje da definiSemo minimalni polinom linearnog operatora A € Hom V' formulom:
def
AN = page (),
gde je e neka baza vektorskog prostora V.

Videli smo u Primedbi na kraju tacke 6.9 da postoje matrice reda 2 ¢iji karakteristi¢ni polinom je stepena 2, i
koje ne ponistavaju polinomi prvog stepena, tj. tada se minimalni i karakteristi¢ni polinom podudaraju. Sada
se pitamo da li je to tvrdenje tacno za svaki n € N, tj. za dati moni¢ni polinom p stepena n postoji matrica
Ap € F[)] takva da je p()\) = p4,. Odgovor na ovo pitanje je potvrdan i dajemo ga u sledecoj teoremi.

Teorema 2. Neka je p(\) = A"+ a, 1 A" L+ + a1 A+ ap € F[A] moniéni polinom stepena n > 0. Tada
je minimalni polinom matrice,

00 0 —ag

10 ... 0 —o
(6.30) A=Al)= |01 ... 0 —az |

I,

jednak p(X).
Dokaz. Neka je e = (ey,...,e,) baza od F™ i definisimo operator A € HomF" svojim dejstvom na bazi e:
(6.31) Ae;=e€i41,i=1,...,n—1 i Aep, = —(ap—1€n+ -+ ajea+ aper).
1z (6.31) lako sledi,
(6.32) e; = Aei—1 = A(Ae;—2) = A%e; o= =A"1ey, i=2,3,...,n.

Kada bi stepen minimalnog polinoma p4 bio manji od n tada bismo imali:  pa(\) = Ef:o BiAi, k< n,a
zatim iz pa(A) = 0 sledilo bi da je pa(A)z = 0 za svaki = € F™. Tako da lako nalazimo,

k k
0=pa(A)er = Zﬁi Aley = Zﬁi Citl,
i=0 i=0

odakle odmah sledi da je 8; =0, zai = 0,1,...,k jer je skup {ej,...,exy1} linearno nezavisan kao podskup
linearno nezavisnog skupa e. Dakle, pretpostavka da je Oua = k < n dovela nas je do kontradikcije jer
s # 0. Dakle, zbog Hamilton-Kejlijeve teoreme sledi da je 9 uq = n = k4. Pokazimo jos da je p(A) =0, tj.
p = pa. Da bismo ovo pokazali nadimo dejstvo operatora p(A) na bazi (e) koristeéi (6.31) i (6.32):

=
=
®
S
I

n
(ZaiAi)el:A"e1+---+a1A61+a061:Aen—i-(an,l en+ - +agea+age) =0,
i=0

p(A)e; = (zn:ai Ai) ej = (iai Ai) Alley = AT (zn:ai Ai) e1=A"1(p(A)e) =0, j=2,...,n.
=0 =0 =0
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Bududi da operator p(A) sve vektore baze preslikava u nula vektor, sledi da je p(A) = 0. Time je pokazano
da je p minimalni polinom operatora A. Matrica operatora A u bazi e je A, vidi (6.31). O

Definicija. Linearni operator A koji je definisan svojim dejstvom na bazi kao u (6.31) naziva se cikli¢ki operator.

Primedba 2. Primetimo, da za matricu A iz prethodne teoreme vazi k4(A) = (—1)"ua(N).

Primena minimalnog i karakteristi¢nog polinoma: invertiranje matrice. Ako je data neka matrica A € M, (F) i ako
je dat polinom p € F|x], takav da je p(A) = 0, a takvi su npr. karakteristi¢ni i minimalni polinom matrice A4,
moze se iskoristiti pod nekim uslovima da nademo inverz matrice A, kao $to pokazuje sledeéa propozicija.
Propozicija. Neka je A € M, (F) matrica i p(\) € F[\] polinom takav da je p(A) = 0. Ako je

(i1) ap # 0, tada je A invertibilna matrica,

(i2) ako je p = p4, tada je A invertibilna matrica akko je cg # 0.

Dokaz. (il) Neka je p(A\) = ax A¥ + a1 A1 + -+~ + a1\ + ag, tako da imamo,

1
0=p(A) = A+ o A+ al, odakleje I, = (— o (akAk71+~--+a1]In)> A,
0
odavde zbog jedinstvenosti inverzne matrice nalazimo,
1
(6.33) Al = —— (o AL o T).
0

Time je pokazano (il).
(i2) Dovoljnost. Dokazana je u (il) za sve polinome koje poniStava matrica A, pa i za minimalni polinom
matrice A.

NuZnost. Pretpostavimo da je A invertibilna matrica i da je ag =0, tada imamo
0=ypa(A) =1 A+ asA® + -+ A" = A(oqL, + ap A+ -+ A",
mnozeéi ovu jednakost sa A~! sa leve strane dobijamo da matrica A ponistava i polinom
v(\) = a1+ oA+ + XL
Sto je nemoguce jer je stepen polinoma v manji od stepena minimalnog polinoma matrice A. O

Primedba 3. Naravno iz (6.33) vidimo da je za nalazenje inverza matrice najekonomicnije koristiti minimalni
polinom, jer je najmanjeg stepena.

11 -1
Primer. Primenom upravo opisane metode u prethodnoj propoziciji, nadimo inverz matrice A = [ -1 3 -1 ] .
-1 2 0

Prvo nadimo karakteristi¢ni polinom matrice A. Racunamo

1- A 1 -1 1- ) 1 1
KA(N) = det(A—AI3)=| -1 3-x -1 |= 0 1-X2 —1+A |=(1=XNAN=X+2-2))
-1 2 -\ -1 2 .Y

= —A=2)A=1)%= X3+ 4\ —5) +2.
Formula (6.33) primenjena na nas slucaj daje,
1

I = 5 (A* = 4A+5I3) A, tako da je A_IZ%(A2—4«4+5]13)7

i nakon kraceg racuna nalazimo,

12 -2 4 4 —4
Aflzé(A2—4A+5]I3):% <[—3 6 —2] — [—4 12 -4
-3 5 -1

6.11. Sopstvene vrednosti linearnog operatora. Skalar A € F zove se sopstvena (svojstvena, karakter-
isti¢na) vrednost linearnog operatora A € Hom V'

ako postoji 0#x €V takavdaje Azx=Az.



168 6. Redukcija linearnog operatora

Vektor z iz gornje definicije zovemo sopstvenim (svojstvenim, karakteristi¢nim) vektorom koji odgovara sopstvenoj
vrednosti A.1* Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori sadrze najvaznije informacije o linearnom operatoru.
Skup svih sopstvenih vrednosti linearnog operatora zove se spektar operatora A i obelezava¢emo ga sa Sp(A).

Posmatrajmo skup V)\A =Vy={zx € V| Ax = Az}, koji se sastoji od sopstvenih vektora koji odgovaraju
sopstvenoj vrednosti A i nula vektora. U sledecoj propoziciji otkrivamo algebarsku strukturu skupa V)\A.

Propozicija. V)\A je potprostor od V.
Skup V)fl nazivamo sopstveni potprostor sopstvene vrednosti A operatora A.

Dokaz. Potrebno je proveriti jedan od ekvivalentnih uslova iz karakterizacije vektorskog potprostora. Dakle,
neka su x,y € V)\A i a,f € F. Sada nalazimo,

Alaz+By)=aAz+BAy = az+ A By =\ az+ By),
odakle odmah vidimo da je axz + By € V)\A, tj. V)\A je potprostor od V. O

Postavlja se pitanje sta su nule karakteristicnog polinoma i kakva je njihova veza sa sopstvenim vrednostima.
Odgovor na to pitanje dat je u sledec¢oj jednostavnoj, ali vaznoj teoremi.

Teorema 1 (Karakterizacija sopstvenih vrednosti linearnog operatora). Neka je A € HomV linearni operator.
Tada je Ao sopstvena vrednost linearnog operatora A akko ka(\g) = 0.

Dokaz. Neka je Ay sopstvena vrednost operatora A, tada postoji 0 # x € V, takav da je Ax = A\gx. Odakle
sledi da je (A — \oI,)(z) = 0, tj. operator A — A\ I,, je singularan, jer je njegovo jezgro netrivijalno. Kako se
determinanta singularnog operatora ponistava, bi¢e det (A—\1,) = 0. Buduéi da je k4(Ag) = det (A—AI,) =0,
tj. Ao nula karakteristicnog polinoma operatora A.

Za obrat je dovoljno krenuti u prethodnom nizu implikacija od poslednje ka prvoj. O

Primedba 1. Kako je karakteristi¢ni polinom invarijanta slicnosti, prethodna teorema pokazuje da je pojam
sopstvene vrednosti dobro definisan i ne zavisi od baze u kojoj posmatramo matricu operatora A.

Primedba 2. Primetimo da definicija sopstvene vrednosti bitno zavisi o polju nad kojim je V vektorski prostor,
. . o . . . . . [ o 1

kao sto pokazuje sledeéi primer: neka je A operator kojem u nekoj bazi odgovara matrica A = [ 10 ] .

Karakteristiéni polinom od A je pua(\) = (A2 4+ 1). Prema prethodnoj teoremi sopstvene vrednosti su nule

karakteristicnog polinoma, dakle ako je F = R onda A nema sopstvenih vrednosti, a ako je F = C onda
operator A ima dve sopstvene vrednosti Ao = =+ 4.

Prethodna Primedba 2. otvara pitanje koliko najviSe sopstvenih vrednosti moze imati linearni operator. Odgovor
na to pitanje dat je u sledecoj teoremi, koja je posledica onoga $to smo naucili o ireducibilnim polinomima nad
algebarski zatvorenom polju.

Teorema 2. Linearni operator koji deluje na n—dimenzionom vektorskom prostoru nad algebarski zatvorenim
poljem ima taéno n—sopstvenih vrednosti (medu kojima moze biti istih).

Dokaz. Kako je F algebarski zatvoreno polje (kao §to je npr. C) onda su samo linearni polinomi ireducibilni, i
svaki polinom, pa i karakteristi¢ni polinom od A dopusta faktorizaciju

(6.34) kaA) = (=1)" N+ a1 N 4 drar A Fag=(—1D)"A=A) A= X2) - (A= \p),
gde su \; € F, za sve ¢ = 1,...,n. Kako su nule karakteristicnog polinoma operatora A njegove sopstvene
vrednosti, tvrdnja odmah sledi. O

Primedba 3. Prethodna teorema pokazuje da linearni operator A koji deluje na n—dimenzionom vektorskom
prostoru V' moze imati najvise n = d k4 sopstvenih vrednosti, tj. potrebno je da vazi faktorizacija (6.34)
karakteristicnog polinoma k4 (pri ¢emu su A; € F). Ona uvek vazi ako je polje algebarski zatvoreno, a ponekad
moze da vazi i ako polje nije algebarski zatvoreno.

Znamo da minimalni polinom nekog operatora deli njegov karakteristi¢cni polinom, ali vazi i viSe: karakteris-
tistiéni i minimalni polinom operatora imaju iste ireducibilne faktore, kao $to je pokazano u narednoj teoremi.

14 Obratite paznju da je sopstveni vektor x # 0.
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Teorema 3. Neka je A € M, (F).
(i1) Svaki ireducibilni faktor karakteristicnog polinoma matrice A ujedno je i ireducibilni faktor mini-
malnog polinoma iste.
(i2) Ako karakteristicni polinom k(\) nema viSestrukih nula onda je k(\) = pa(N).

Dokaz. (i1) Neka se karakteristi¢ni polinom faktorise kao,

rA(A) =det (A —ALy) = (—=1)" p1(A)"™ - p2(A)" -~ pr(A)"™,
gde su pi(A), p2(N), ..., pr(N), ireducibilni moniéni polinomi nad poljem F.
Pokazimo sada da je

uA(X) = p1(N)° - pa(A)°2 - pr(A)®F, pri ¢emu je ;i <mi,i=1,....k.

Kako je A € M, (F) C M,,(F), gde je F algebarsko zatvorenje polja F °. Kako je polje F algebarski zatvoreno,
u njemu se svaki od ireducibilnih polinoma p; razlaze u proizvod linearnih faktora (sa visestrukostima koje mogu
biti i veée od 1) Ako sa N, oznac¢imo skup svih nula polinoma p, u polju F onda na§ problem svodimo na
tvrdenje: N, , = N, . Ocigledno vazi da je N,, C N, ,, pa nam preostaje da pokazemo i drugu inkluziju.
Dakle, neka je

Ao € N,;, odakle sledi da je Ag sopstvena vrednost i postoji 0 # v € F"

! .
takav da je Av = Agv, inekaje psa(A) = > o;NM. Bududi da je pa(A) =0, imamo redom,
5=0

l l l
0=pa(A)(v) = (Zaj.Aj) v= Zozj(Ajv) = Zaj)\év
j=0 Jj=0

7=0
l .
- (ZajAg)v — 1a(Ao)v odakle sledi da je pa(ho) = 0, jer v # 0.
=0

Dakle, pokazali smo da je Ao € N, tj. N, €N, ,. Time je pokazan slucaj (il).
(i2) Direktno sledi iz (il). O

6.11. O dijagonalizaciji linearnog operatora. Neka je A € HomV linearni operator koji je zadat
u nekoj bazi e svojom matricom A(e) € M, (F). U skladu sa onim §to je reteno u tacki 6.6 posvecéenoj
invarijantnim potprostorima, prvo pokuSavamo da nademo invarijantne potprostore dimenzije 1. Naravno,
ako operator A ima n = dimV jednodimenzionih invarijantnih potprostora tada postoji baza f od V u
kojoj je matrica operatora A(f) dijagonalna. To je ono prema ¢emu stremimo, jer je tada matrica operatora
najjednostavnija i najlakse je izucavati takve linearne operatore ili matrice. Proces nalazenja baze, ako takva
postoji, u kojoj je matrica polaznog operatora dijagonalna zove se dijagonalizacija linearnog operatora. Za
operator A kazemo da je dijagonalizabilan ako postoji baza f u kojoj je matrica operatora A(f) dijagonalna.
Naravno, dijagonalizabilnost zavisi o polju F, jer su u procesu dijagonalizacije vazne sopstvene vrednosti
operatora, a kao sto znamo one zavise o polju F nad kojim je V vektorski prostor.

Ipak postoje operatori koje se ne mogu svesti na dijagonalni oblik niti nad jednim poljem, takav je npr. operator
A kojem u nekoj bazi e odgovara matrica

0 1
Ae) = [ 0 0 } .
Primetimo da je matrica A(e) nilpotentna.

Sada je potrebno ispitati u kakvom su odnosu sopstveni vektori operatora A koji pripadaju razli¢itim sopstvenim
vrednostima.

Lema. Neka su Aq, Ag,... A medusobno razlicite sopstvene vrednosti linearnog operatora A € HomV i
neka su redom vy, va,...,v odgovarajuéi sopstveni vektori. Tada je skup vektora {vi,ve,...,v;} linearno
nezavisan.

Dokaz. Posmatrajmo jednacinu linearne nezavisnosti,
(6.35) a1V F+Fagvg+ -+ apv =0.

1524 svako polje F postoji njegovo algebarsko zatvorenje, tj. polje takvo daje F CF i F je algebarski zatvoreno.
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Ako na jednakost (6.35) delujemo redom operatorima A, A2, ..., A¥=1 i iskoristimo da je Av; = \jv;, i =
1,...,k, dobijamo vektorski sistem jednacina u (o v;, i = 1,2,...,k),
(6.36) M (ayv1) + M(agva) + -+ M. (agvp) =0, 5=0,1,...,k—1.

Izaberimo neku bazu e od V, tada se u toj bazi vektorski sistem jednacina (6.36) po (a; v;) raspada se n (=
dim V') skalarnih sistema k x k jednacina koje dobijamo po koordinatama (kojih ima ta¢no n). Svaki od tako
dobijenih n sistema je homogen, a determinanta tih sistema je Vandermondeova determinanta,

V(A A, k) = [Ty = M) #0,
1<j
jer su po pretpostvei A;, ¢ = 1,...,k medusobno razli¢ite. Dakle, svaki od n dobijenih linearnih sistema ima

trivijalno resenje, sledi da sistem (6.36) ima samo trivijalno resenje: «; v; =0, i = 1,...,k, odakle sledi da su
a;=0,i=1,...,k, jersu v; #0, i = 1,..., k. Dakle, skup {v1,v2,...,vx} je linearno nezavisan. O

Teorema (o karakterizaciji dijagonalizabilnosti). Neka je A € HomV linearni operator nad poljem F.
Tada su sledeci iskazi ekvivalentni,

(il) A je dijagonalizabilan.

(i2) Postoji baza e od V koja se sastoji od sopstvenih vektora.

(i3) pa(N) je proizvod medusobno razlicitih linearnih faktora oblika A — \;, pri ¢emu su \; € F.

Dokaz. Sada ¢emo dokazati ekvivalentnost iskaza (i1) i (i2), kao i implikaciju iz (i2) sledi (i3). Da iz (i3) sledi
(i1) dokazademo kasnije.

Ako je A dijagonazabilna onda postoji baza e = (e, e9,...,e,) od V u kojoj je matrica operatora A dijago-
nalna, tj. A(e) = diag[A1, A2,...,An]. Ako se setimo kako se linearnom operatoru dodeljuje matrica u datoj
bazi, tada je Ae; = \;je; za svaki i =1,2,...,n, a to znadi da su svi vektori baze e sopstveni vektori.

Obratno, ako postoji baza e = (e, ea,...,e,) koja se sastoji od sopstvenih vektora operatora A, tada je
oCigledno matrica operatora u toj bazi A(e) = diag[A1, A2,...,\y], a to je (il).

U ovom slucaju lako nalazimo da je karakteristi¢ni polinom matrice A(e) = diag [\, A2,...,A,], jednak
EaA) = (=D)"A=A)A=X2) - (A= Ap).

Primetimo da medu sopstvenim vrednostima A1, Ag,..., A, moze biti istih, zato je potrebno karakteristi¢ni
polinom zapisati u obliku

KaO) = (S = 20)7 (= A+ (= A )™,

pri ¢emu je A;; # A;, kada je j # [, tj. u poslednjoj faktorizaciji nema istih ireducibilnih faktora. Tvrdimo da je
pa = A=Xi))(A=Xiy) - - - (A= Aj,.), jer karakteristi¢ni i minimalni polinom od A imaju jednake sve ireducibilne
faktore A — \;;. Sada, za svako j € {1,2,...,n} postoji indeks s(j) € {i1,42,...,ix} takav daje Ae; = Ay ) ej,
jer je vektor e; sopstveni za sopstvenu vrednost A,(;), tako da imamo

k
pales) = (A= XgTn)(A = Agll) -+ (A= X)) = (- TT (A= 2T) ) (A= AT ey)

s()Al=1
k
= TI (A= 2al)) (Ae; = A5y €5) = 0.
s(j)#£l=1 —
Dakle, operator p4(A) = O, jer sve vektore baze e od V preslika u 0. O

Posledica 1. Ako je operator A dijagonalizabilan, tada u bazi u kojoj je predstavljen dijagonalnom matricom,
na glavnoj dijagonali nalaze se sopstvene vrednosti operatora A.

Dokaz. Ocigledno, vidi dokaz prethodne teoreme. O

Posledica 2. Ako operator A ima n = dim V medusobno razli¢itih sopstvenih vrednosti onda je on dijago-
nalizabilan.

Dokaz. Ako operator A ima n = dim V medusobno razli¢itih sopstvenih vrednosti A1, As,...,A,, tada su
odgovarajuéi sopstveni vektori eq,es,...,e, linearno nezavisni prema prethodnoj lemi, a kako ih ima tacno
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kolika je dimenzija prostora V, oni ¢ine jednu bazu vektorskog prostora V', i tada prethodna teorema implicira
dijagonalizabilnost operatora A. O

Proces dijagonalizacije. Sada imamo sve potrebne elemente da sastavimo algoritam za dijagonalizaciju datog
lineranog operatora A, ako je on dijagonalizabilan. Taj algoritam ima sledeée korake:
(i1) nadu se sve sopstvene vrednosti operatora A,

k
(i2) formira se polinom p(A) = [[ (A — A;), pri ¢emu je Sp(A) = {\;, i =1,...,k} skup svih sopstvenih
i=1
vrednosti operatora A,
(i3) proveri se da li je p(A) =0, ako jeste A je dijagonalizabilan; ako nije A nije djagonalizabilan,
(i4) ako je A dijagonalizabilan nademo odgovarajuée sopstvene vektore u polaznoj bazi e, tj. vektore
vi(e) = (t1iy .-, tni), i =1,...n, i formiramo matrica prelaska T,,

(i5) ako linerani operator A u bazi e ima matricu A(e), matrica A(v) = T, A(e) Ty, je dijagonalna.

Primer. Odredimo karakteristi¢ni i minimalni polinom

. .. 4 —4 2
kao i sopstvene vrednosti i sopstvene vektore date ma- A= 9 _9 1
trice, a zatim ispitajmo da li je matrica dijagonaliza- | 4 4 -9

bilna nad R, gde je A sledeéa matrica,
Nalazenje sopstvenih vektora za sopstvenu vrednost Ay svodi se na reSavanje homogenog sistema:
(A— /\o]In)l‘ = 0.

4—X 4 2
-2-x 1 2 1
ka(A) = det(A—-AD)=| 2 —2-2X 1 =M4-N) o ‘_(_4)‘_ o ‘
2 —2-) )
+2‘_4 4 ‘=(4—A)((A+2) —4) +4(—4—2X+4)+2(8 -8 —4))

= AM16 —\) —8X—8X = -\

Kako k4(\), ima samo jedan trostruki ireducibilni faktor )\, kandidati za minimalni polinom p_4()\) su: A, A2
i A3, Ocigledno, pa()\) # A, jer je A # 0. Dakle, sada je potrebno samo jo§ izra¢unati A? da bismo odredili
minimalni polinom. Lako se proverava da je p4(\) = A2

Dakle, iz gornjeg rac¢una vidimo da k4(\) ima trostruku nulu Ay = 0, tako da je 0 jedina sopstvena vrednost
matrice A. Odredimo sopstvene vektore: neka je x trazeni vektor onda je: 0 = (A—X\g)z = A z. Ovaj homogeni
sistem reSavamo na standardan nacin:

442 2. vrstu pomnozimo 000 Odavde lako nalazimo sopstvene vektore:
2 -2 1| ~<sa-2idodamo 1. i ~ 12 =21 S ,
—4 4 -2 sa 2 i dodamo 3. 0 00 v =(=1,027 i wy=(1,1,0).

Vidimo da postoje dva linearno nezavisna sopstvena vektora za sopstvenu vrednost A\g = 0, tj. ne postoji
baza koja se sastoji od sopstvenih vektora, tako da polazna matrica nije dijagonalizabilna. Ovo mozemo
da zaklju¢imo i iz minimalnog polinoma p_4(A) koji nije proizvod linearnih medusobo razli¢itih ireducibilnih
faktora.

Algebarska i geometrijska viSestrukost sopstvene vrednosti. Neka je A € Hom V' linearni operator i neka je Ag
neka njegova sopstvena vrednost. Tada za operator A i njegovu sopstvenu vrednost Ag definiSemo:

(a) algebarska viSestrukost sopstvene vrednosti Ao je viSestrukost Ao kao nule karakteristi¢nog polinoma
ka(N), 1
(g) geometrijska viSestrukost sopstvene vrednosti \g je dimenzija njenog sopstvenog potprostora V).

Odnos geometrijske i algebarske viSestrukosti sopstvene vrednosti A\g nekog linernog operatora A dat je u
sledecoj propoziciji.

Propozicija. Neka je A € HomV linearni operator i neka je Ao njegova sopstvena vrednost. Algebarska
visestrukost sopstvene vrednosti Ao veca jeili jednaka od njene geometrijske visestrukosti.

Dokaz. Neka je r algebarska visestrukost sopstvene vrednosti Ag, a ¢ njena geometrijska viSestrukost. S
obzirom da je ¢ = dimV),, neka je ey, = (e1,...,e,) neka baza od V), i nju nadopunimo vektorima eqy1,
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oI, B

0 C],priéemusuBiC

€q+2--.,en do baze e prostora V. Matrica operatora A u bazi e je: A(e) = [
neke matrice. Sada ra¢unamo

ka = | PO T = o 7keh) = (0 = APV,

pri ¢emu je p(Ag) # 0. Odavde odmah sledi, da je ¢ <, jer A\g moze biti sopstvena vrednost matrice C. O

6.12. Svodenje matrice operatora na trougaoni oblik. U prethodnoj tacki videli smo da ne mozemo, niti
nad jednim poljem, sve matrice svesti na najjednostavniji oblik —dijagonalni oblik, tj. u opStem slucaju za dati
operator ne postoji baza u kojoj je matrica tog operatora dijagonalna. Ali ako je polje algebarski zatvoreno (C)
mozemo naéi bazu u kojoj je matrica gornje trougaona, kao $to pokazuje sledeée teorema. U tom slucaju, ako
je matrica nekog operatora u nekoj bazi predstavljena trougaonom matricom, na dijagonali se nalaze sopstvene
vrednosti i karakteristini polinom mozemo lako odrediti.

Teorema. Neka je V vektorski prostor nad algebarski zatvorenim poljem i neka je A € HomV onda postoji
baza u kojoj je operator A predstavljen gornje trougaonom matricom.

Dokaz. Neka je A\; € Sp(A) neka sopstvena vrednost koja uvek postoji, jer je F algebarski zatvoreno polje i
karakteristicni polinom od A ima u F koren, i neka je e; odgovarajuéi sopstveni vektor tj.

(6.37) A61 = )\161.

Neka je L1 = L({e1}), a zatim posmatramo faktor prostor V) = V/Lj, na kojem definiSemo preslikavanje
Ay Vi — V; formulom A;([x]r,) = [Az]L,. Pokazimo da je A, dobro definisano preslikavanje. Dakle, ako
je [z]r, = [ylL,, bite © —y € Ly, i kako vektor e; ¢ini bazu od L; imademo, x — y = ve;. Sada ra¢unamo

Ax—Ay=A(x—y)=A(ve;) =vAe; = (v\ieg) € Ly,

odakle sledi, Ai([z]z,) = [Az]|1, = [Ay]L, = A1([y]L,), Sto pokazuje da je A; dobro definisano, jer ne zavisi o
izboru predstavnika klase. A; je linearan jer

A(laz+BylL,) = [Alaz + By, = [0 Az + BAYlL, = aAz]r, + B[AylL, = aAi([z],) + 5 Ai((y]L, ).

Dakle, A; je linearni operator na vektorskom prostoru Vi nad F, i na njega mozemo primeniti isto rezonovanje,
koju smo primenili na operator A. Dakle, neka je Ay € Sp(A;) neka sopstvena vrednost koja postoji jer
je I algebarski zatvoreno i neka je [e2]r, njen sopstveni vektor, tj. Ajles]r, = Aafe2]r,, ili ekvivalentno,
[Aes — A2 ea]r, = [0]1,, odakle nalazimo

(638) Aey—XAoes =agoe; tj. Aey = ajse; + Ageo.

Oznacimo sada sa Lo = L({e1,e2}), a zatim sa Vo = V/Ly faktor prostor na kojem definisemo preslikavanje
Ay Vo — Vo formulom As([x]r,) = [Az]r,. Na isti na¢in kao i za A; vidimo da je Ay dobro definisan
linearni operator na V5. Analogno nastavimo i nakon n — 1 koraka definiSemo operator A, _1:V,_1 — V1
formulom A,_i([z]r, ,) = [Az]|L, ,, pri ¢emu je L,_1 = L({e1,...,en—1}) 1 Vo1 = V/L,_1. Neka je
An € Sp (A,,—1) sopstvena vrednost, koja postoji kao i sve prethodne, i neka je [e,]r, , odgovarajuéi sopstveni
vektor, tj. An_1len]r, ;Anlen]r, ., ili ekvivalentno, [Ae, — Ay en]rn, , = [0]L,_,, odakle konaéno dobijamo

Ae, — e, =aper +aopes+ -+ ap_in €n_1, ili ekvivalentno,
(6.39) Ae, = aipe1 +aopea+ -+ p_in€n-1+ A €n -
Sada iz formula (6.37), (6.38),(6.39) vidimo da je matrica operatora A u bazi e gornje trougaona. O

Primedba 1. Ako je V realan vektorski prostor onda tvrdenje ne vazi kao Sto pokazuje slede¢i primer. Neka je
operator A predstavljen u nekoj bazi matricom A(e) = [7(1) H .

Za ovaj operator ne postoji baza u kojoj bi on bio predstavljen gornje trougaonom matricom, jer su njene
sopstvene vrednosti brojevi ¢ i —i. Ako bi postojala takva baza onda bi se u matrici operatora u toj bazi na
dijagonali morali nalaziti sopstvene vrednosti, koje su realni brojevi, a takvih ovaj operator nema.

Primedba 2. Napomenimo da tvrdenje teoreme vazi i u slucaju kada polje F nije algebarski zatvoreno, ali je
karakteristi¢ni operator x4 oblika,

RAA) = (=1D)" (A =A)" (A= A2)2 - (A= Ap)"™, AL, Ao, A €F.
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6.12. Ireducibilni faktori karakterisiténog polinoma i invarijantni potprostori. Ako primenimo
tvrdenje iz 6.4 Teorema 1 na karakteristi¢ni i minimalni polinom, uzimajué¢i u vidu i Teoremu 3 iz tacke 6.11

imamo,
(6.40) rA(A) = (=1)" pr(A)™ - p2(A) - pre(A)™,

' wAX) = p1(N)* - pa(A)%2 - pr(N)%*, pri ¢emu je s;<ry, i=1,...,k.
gde su pi(A), pa(N),...,pr(N), ireducibilni moniéni polinomi nad poljem F.

Pokazimo sada nekoliko vaznih tvrdenja koja su veoma vazna za pronalazenje invarijantnih potprostora i
svodenja linearnog operatora na kvazidijagonalni oblik.

Teorema 1. Neka je A € HomV linearni operator i neka su f, g, h € F|x] polinomi takvi da je,
(i1) f=gh,
(i2) f(A) =0,
(i3) g i h su relativno prosti polinomi.

Tada je V = Kerg(A) & Ker h(A).
Dokaz. Pokazimo prvo da su L = Kerg(A) i M = Kerh(A) invarijantni potprostori od A. Dovovoljno je
pokazati da ako je p(\) € F[A] proizvoljni polinom, tada je Kerp(A) invarijantan potprostor od A. Neka je
x € Kerp(A), tada je p(A)x = 0, i neka je y = Az. Potrebno je pokazati da je i y € Kerp(A). Tako da sada
racunamo,

p(A)y = p(A)(Az) = (p(A)A)z = (Ap(A))z = A(p(A)z) = A(0) = 0.
Kako su L i M jezgra nekih linearnih operatora oni su invarijantni potprostori od A4, tj. AL C L i AM C M.

Bududéi da su g i h relativno prosti, tada na osnovu teoreme o NZD postoje polinomi u i v takvi da je
(6.41) u(A) g(A) +v(A) h(N) =1, odakle je wu(A)g(A) +v(A)h(A) =idy.
Ako sada poslednju relaciju primenimo na proizvoljni vektor x € V, dobi¢emo
& = u(A) g(A)(x) + v(4) h(A)(2).
Primetimo da prvi ¢lan desne strane jednakosti, z = u(A) g(A)(x) pripada M, jer

B(4) (u(A) g(A) () = u(A) (h(4) g(A)(x)) Z u(4) (F(A)(x)) 2 u(A4)(0) = u(4)0 = 0.

Analogno i vektor y = v(A) h(A)(z) pripada L. Kako svaki z € V mozemo zapisati u obliku z = y + z, gde je
ye€Lize MslediV =L+ M. Pokazimo sada da je ova suma direktna, za to je dovoljno da svaki x € V ima
jedinstven prikaz u obliku z =y + z, gde je y € L i z € M. Primenjujuéi operator u(A) g(A) na y koriste¢i da
je g(A)y = 0, dobi¢emo

(6.42) u(4) g(A)(x) = u(A) g(A)(y + 2) = u(A) g(A)(y) + u(A) g(A)(2) = u(A4) g(A)(2).
S druge strane ako primenimo (6.41) na vektor z, koristeéi da je h(A)z = 0, imamo
(6.43) z = (u(A)g(A) +v(A)h(A))z = u(A) g(A)z + v(A) h(A)z = u(A) g(A)=.

Dakle, obe formule (6.42) i (6.43) daju z = u(A) g(A)x, a ova relacija pokazuje da je z jednozna¢no odredena
sa x. Sli¢no se pokazuje da je i y = v(A) h(A)x, tj, i y je jednoznaéno odreden sa x. Dakle, V. =L& M. O

Posledica 1. Uz pretpostavke kao u prethodnoj teoremi na polinome f, g, i h, ako je jos f minimalan polinom
od A, uz uslov da su g, h monicni polinomi. Tada su g i h minimalni polinomi restrikcija Ay = A, 1 Ay = Ajy.

Dokaz. Neka su p1 i g2 minimalni polinomi operatora A; i Ag, redom. Kako je L = Ker g(A), bice i g(A1) =0
i slicno h(As) = 0, tako da
(6.44) pilg 1 pelh

Sada iz prethodne teoreme sledi, jer su g i h uzajamno prosti da sui p i po uzajamno prostii f =NZS (u1, o),
tako da je f = uj po. Ali kako je f = gh ikako su svi polinomi moni¢ni zbog relacija (6.44) sledi da je g = p1
ih= M. O

Ako sada prethodne dve ¢injenice primenimo na faktorizaciju minimalnog polinoma 4 u proizvod ireducibilnih
faktora (6.40), dobijamo sledeéu vaznu teoremu.



174 6. Redukcija linearnog operatora

pa =pit-pstppk,

gde su p; razli¢iti monicni prosti polinomi. Tada je V = L1 ® Lo®---® Ly, pri ¢emu su L; = Ker p}* invarijantni
potprostori od A, i p;* je minimalni polinom restrikcije A; = Ajp,na Ly zai=1,2,... k.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po k. Kada je k = 1 dokaz je trivijalan, zato pretpostavimo da je tvrdnja
tacna za k — 1, tada zbog Teoreme 1 imamo V = L; & Vp, gde su L; i Vj invarijantni potprostori od A i gde je
Ly = Kerpi* 1 Vp = Ker (p3? p5* - - - p;*). Prema prethodnoj Posledici minimalni polinomi restrikcija A; na L;
je pi', odnosno restrikcije Ag na Vj je p5? p5® - - - pi*. Pretpostavka indukcije, primenjena na operator Ay i njegov
minimalni polinom p3? p5® - - - p;*, daje dekompoziciju Vo = Lo® Lg@®- - - & Ly, pri cemu su L; = Ker pi*(Ap) i gde
su p;* minimalni polinomi restrikcija Ag na L; za ¢ = 2,3,..., k. Kako je Kerp;'(A) C Vy za i =2,3,...,k jer
p;* deli polinom p5? p3* - - - p*, zakljuéujemo da je Kerpi*(A) = Kerp;'(Ag) = L;. Takode restrikcija operatora
A na L; podudara se sa restrikcijom operatora Ay na L; za i = 2,3,...,k, odakle sledi da je p;’ minimalni
polinom od A;. Tako daje V =L; @& Ly @ --- ® Ly, trazena dekompozicija. O

Posledica 2. Neka je A € HomV i neka je p 4 proizvod razlicitih linearnih faktora. Tada je A dijagonalizabilan
operator.

Dokaz. Primetimo da je tvrdenje ove posledice, nedostajuca implikacija (i3) = (il) iz dokaza 6.12 Teorema.
Neka je

,U,A()\):()\—)\l)()\—)\g)()\—)\k), )\175)\] Z&Z;’é]
Tada prema prethodnoj Teoremi 1 imamo dekompoziciju
(6.45) V=L1&Lo®-- & Ly, gde je L; = Ker (A — \;idy).

Dakle, ako je z € L; tada je (A — \;idy)x = 0, ili ekvivalentno, Az = \;z, tj. svaki vektor od L; je sopstveni
vektor za sopstvenu vrednost \;. Sada zbog dekompozicije (6.45) mozemo u svako od prostora L; izabrati bazu
er,;, tako dajee=er, Uer, U---Ueyr, je baza od V, koja se sastoji od sopstvenih vektora operatora A i on je
dijagonalizabilan. O

6.13. Nilpotentni operatori. Za operator A € HomV (n = dimV'), kazemo da je nilpotentan ako postoji
k € N takav da je A¥ = 0. Najmanji prirodni broj k za kojeg vazi da je A¥ =0, ali A*~! % 0 zove se indeks
nilpotentnosti operatora A.

Ako je A nilpotentni operator indeksa nilpotentnosti k karakteristi¢ni polinom od A (ili njegove matrice u
proizvoljnoj bazi) je (—1)"A", a njegov minimalni je A*. Specijalno, Tr(A) = det A = 0, i jedina sopstvena
vrednost od A je 0. Buduéi da je k4 = (—1)" A" i kako je Opua < 0ka, jasno, indeks nilpotentnosti operatora
A je manji ili jednak n.

Primer. Pokazimo da je sledeCa matrica tipa k x k  a zatim odredimo karakteristi¢ni i minimalni polinom

nilpotentna indeksa nilpotentnosti k, matrice
010 0 A1 0 . 0
001...0 0 x 1. 0
(6.46) Ne= |1 1, By=1]:: :
000 1 000 1
000 0 00O A
Sada redom ra¢unamo,
[0 0 10 0 0] [0 0 0 1 0 0] [0 0 00O 1 07
0001 0 0 0000 00 0000 0 1
0000 0 0 0000 00 0000 0
N]?: ) N]?: . . R ) N:_Qf )
000 0o 1 0000 ... 00 0000 00
000 0 0000 ... 00 0000 00
[0 0 0 0 0] 0000 ... 0 0] L0 00O 0 0]




[0 0 0O 0 17
0000 ... 0O . . .
0000 .. 00 Primetimo da je BY = A1 + N.
(6.47) e A NE = 0. Tako da su karakterisiti¢ni i minimalni polinom matrice
0000 .. 0°0 B% jednaki (t — \)*.
oo0O0O0 ... 0O
(0000 0 0|

Matricu N}, nazivamo kanonskom nilpotentnom matricom indeksa k. Osnovne osobine nilpotentnih operatora
date su u sledeéim tvrdenjima.

Teorema 1. Neka je A € HomV nilpotentni operator indeksa nilpotentnosti k. Tada
(i1) postoji vektor e € V takav da je skup vektora Sy = {e, Ae, A%, ..., A¥=le} linearno nezavisan,
(i2) Ly = L(S1) je invarijantan prostor od A,
(i3) Restrikcija Ay = A, je nilpotentan operator indeksa nilpotentnosti k, Cija je matrica u bazi ey, =
(Ak=le AF=2¢ ... Ae,e) kao u prethodnom primeru, tj. kao u (6.46).

Dokaz. (il) Kako je A*~! # 0 postoji vektor e takav da je A¥~le # 0. Pokazimo da je skup S; =
{e, Ae,..., A¥=1e} linearno nezavisan. Ako na jednakost,
(6.48) ape+ar Ae+ -+ a1 AF e =0,

delujemo operatorom A*~1, dobijamo da na levoj strani preostane (zbog A* = 0) samo prvi ¢lan tako da ona
postaje

ap A le =0, odakleje =0, jerje A le=£0.

Sada analogno nastavljamo dalje, primenjujuéi operator A*~2 na jednakost (6.48), gde smo iskoristili da je

ap =0, 2 k-1
ajAe+agA%e+ -+ a1 A" e =0,

i opet zaklju¢ujemo da sa leve strane jednakosti preostane samo prvi ¢lan tj.
a1 AFle =0, odakleje a3 =0, jerje A le+£0.

Nastavljajuéi analogno, dobijamo redom da susvio; =0, ¢ =0,1,...,k—1, tj. skup S7 je linearno nezavisan.

k—1 ,
(i2) Ly je invarijantan potprostor operatora A, jer za = Y x; A* € L; sledi
i=0

k—2
Axr = le ATle e L.
i=0
(i3) Ako obelezimo sa v; = A¥%e, i =1,... k, vidimo da vaze jednakosti
(649) Av1 = 0, AUZ' = Vi—1, 1= 2, 3, ce ,,IC.
Buduéi da je {v1,ve,...,v,} = S1 zaklju¢ujemo da je (v1,va,...,vx) baza potprostora L; isada iz (6.49) lako
sledi da matrica operatora A;(er,) = Ar,(er,) ima trazeni oblik. O

Definicija. Linearni operator za kojeg postoji baza B = (e, Ae, A%e,..., A¥1e) takva da je AFe € L(B)
nazivamo cikli¢ki operator. Ako je ciklicki operator indeksa k tada je A¥e = 0. Nilpotentan ciklicki operator
A u bazi (6.49) ima matricu oblika (6.46). Dakle, Ay iz tvrdnje (i3) prethodne teoreme je ciklicki nilpotentan
operator. Baza er, iz tvrdnje (il) prethodne teoreme zove se ciklitka baza od Aj, a L; nazivamo ciklickim
potprostorom operatora A.

Ako u prethodnoj teoremi obelezimo sa Lo = L£(S2), gde je Sy neka nadopuna baze S do baze ¢itavog prostora
V. Tada je V = L1 @ Lo, i restrikcije linearnog operatora A na L1 i Lo su nilpotentni operatori A; i As. Indeks
nilpotentnosti operatora Ay, ocigledno je jednak k. Primetimo da je indeks nilpotentnosti operatora Ar,, k2,
manji ili jednak od k, ili preciznije bi¢e jednak k ako je dim A¥~! > 1, a manji od k ako je dim A*~! =1. Ako
sada primenimo isto rasudivanje na nilpotentni operator A indeksa nilpotentnosti k2, i analogno dalje dolazimo
do dekompozicije vektorskog prostora V' u direktnu sumu. Preciznije, tako smo pokazali slede¢u posledicu.
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Posledica. Neka je A € HomV nilpotentan operator indeksa nilpotentnosti k. Tada postoje invarijantni
potprostori Ly, Lo, ..., L takvi da je

(6.50) V=L ®© Ly ® --- © Ly, i A=A41 ©® Ay @ -+ © Ap,
gde je A; restrikcija operatora A na invarijantni potprostor L;, i = 1,2,...,m. Linearni operatori A; su
nilpotentni operatori indeksa nilpotentnosti k; = dim L; < k i vazi:

(1) b=k > hy > e >k > 1,

(i2) matrice operatora A; na L; u bazi u bazi ey,; je oblika (6.46) i dimenzije k; x k;, drugim re¢ima operatori
A; su ciklicki operatori na L;.

Primedba. Primetimo da je matrica operatora A u bazi e = (er,,e€r,,...,€r,,), koja se konstruise tako sto
dopisemo redom bazne vektore baza er,,er,,..., 1 er,,, kvazidijagonalna blok-matrica,
N, 0o o 0 Primetimo da se matrice A(e) i N, raz-
0 o 0 ¥1ku3u (frver.ltualno) Samo. u sporedn(?'J gornjoj di-
(6.51) A(e) = jagonali, tj. vektoru duzine n — 1, koji se sastoji od
: : : matricnih elemenata, (aq2,23,...,n—2n—1,¥n—1n);
0 0 0 ... |MNg, u matrici N, svi elementi te dijagonale su jednaki 1,

dok ta dijagonala matrice A(e) sadrzi m — 1 nulu i to na sledeéim mestima ok, ky+1, Oy +ks ky+ko+15 - - -
Oy ko tkym 1 k1 +kot-+km_1+1, @ svi ostali elementi jednaki su 1. Dakle, 0 na gornjoj sporednoj dijagonali
matrice A(e) pojavljuju se na granicama blokova, tj. poslednja vrsta svakog od blokova N1, Na, ... i N1
jednaka je nula vektoru. Prema tome, broj blokova od kojih se sastoji matrica A(e) za jedan je veéi od broja
nula na sporednoj glavnoj dijagonali matrice A(e).

PROBLEM. Neka je A € HomV nilpotentan linearni operator indeksa nilpotentnosti k, tada niz dat u (6.17)

ima duzinu k, tj. ) 1 )
{0}:KerAO§KerA§KerA C..-.CKerA" " CKerA®=V.

Isto vazi i za niz (6.18),

(6.52) V=ImA°DImADImA?D ... D ImAF1 D ImAk = {0}

I obelezimo sa d; = KerA® i r; = ImA?, tada za svaki i = 1,2,...,k, zbog teoreme o rangu i defektu je
n=d;+r;,zasvei=0,1,2,... k.

Sada bismo hteli ispitati strukturu dekompozcije (6.52), tj. naéi vezu izmedu brojeva d;, r; i dimenzija invari-

jantnih potprostora L, iz prethodne posledice, ili ekvivalentno, broju i dimenziji nilpotentnih blokova matrice
A(e), iz (6.51). U tu svrhu prvo predstavimo dekompoziciju na sledeéi nacin,

(6.53) V=01 &Ly ® @ Ly= M ® &1 Mp1 @ - @ & M,

gde su M; ciklicki potpostori dimenzije j i kojima u ciklickoj bazi restrikciji operatora A na M; odgovara
kanonska nilpotentnna matrica Nj, a §; je broj takvih potprostora, tj. blokova dimenzije j duz dijagonale
od A(e) iz (6.51). Primetimo da to uvek mozemo uraditi, jer jednostavno ciklicke potprostore Ly, Lo, ..., Ly,
podelimo u grupe iste dimenzije.

Dekomporzicije vektorskog prostora V', (6.52), implicira i dekompoziciju,
(6.54) A=A1 & Ay @ - & A, gde je A; = A|, restrikcija operatora A na potprostor Lj,

linearnog operatora A na direktnu sumu ciklickih operatora A;. Tada zbog invarijantnosti potprostora Ker A7
ilmA*, zasvako j =1,2,...,k, vazide i

(6.55) def A7 = defAJi + def A% 4 -+ def AT i rang A’ = rang AJ + rang Aé 4 - +rang Al .

Da bismo resili ovaj problem, posmatrajmo niz potprostora dat formulom (6.52). Prvo primetimo, da je

A(lm A7) = Im A7+1] pa je specijalno, Im A¥~1 C Ker A. Neka je (ef™1 ef=1 .. ,eF~1) baza prostora Im A*~1,
Za vektore ove baze vazi
-1 .
(k) A(ej™) =0,zaj=1.2... 751,
. o k=2 k-2 - C o k—2 k—1 .
(k-2) postoje vektori e7™ <, e; ,...,e,’fki takvi da je A(ej ") =€ ", zaj=1,2,...,1%1.
Vektori ek ! 615 Lo ,elﬁk_ll,elf 2 ]2“*2, . ,e’ﬁk_% su linearno nezavisni, jer ako na relaciju

(6.56) o 61 Ly oy eg Ly Qrp_, rk ] Ly e 245 675*2 ot B, k=2 =,

Tk—1



primenimo operator A i iskoristimo uslove (k) i (k-2) dobi¢emo

Bref ™+ Bres T+ A B, i =0,

odakle, zbog linearne nezavisnosti vektora e]f ! eé’ Lo, e,’fl;ll, prvo zakljucujemo da je 3; = 0, za sve indekse
j e {1,2,...,7%,1}, a zatim iz jednakosti (6.56), uz istu argumentaciju, sledi da sui o = 0, za sve j €
{1 2 s The— 1}
Bududi da je Im A*=1 C Im AF=2 skup linearno nezavisnih vektore {ek 2 eg 2, Tk 1} mozemo dopuniti
vektorima ek BT ..,erk , do baze prostora Im Ak=2_ Pri tome vazi da su vektori ek 2 [DERTRRRRY - 22 € Ker A,
zbog teoreme o rangu i defektu primenjene na restrikciju operatora A na Im A¥=2. Sada analogno nastavljamo
dalje, tj. za vektore (ef =2 b2 ... ,efi’};i) baze prostora Im A¥=2. Za vektore ove baze vazi

(k-1) A(e§*2) =0,zaj=rp_1+1,...,7%_2,

(k-3) postoje vektori e’f 3 €]2€ 3,...,61:1:_32 takvi da je A( k= 3 = e;? 2 zaj=1,2,... 142
Sada analogno prethodnom slu¢aju zaliuquemo da je skup {ek 3 615 3., Tk 2} linearno nezavisan, i mozemo

k-3

ga dopuniti vektorima e, " 14, ... k=3 ek—3 ¢

’Tks o1y Oy g
Ker A, zbog teoreme o rangu i defektu primenjene na restrikciju operatora A na Im A¥=3. 1 analogno nastavimo
dalje, dok ne dodemo do prostora Im A = V. Tako dolazimo do sledeéih vektora

3 do baze prostora Im A¥=3. Pri tome vazi da su vektori €y

baza od Im A¥~1 — et b L ek
baza od ImA¥™2 — eV b2 L) e, L, eh 2,

k-3 k=3 k-3 k-3 k-3 k-3
baza od Im A S 2 T o Y Ao

(6.57) ) 0 ) T T ) 0 0

t T t T T t t T T

1 1 1 1 1 1
bazaod ImA — e1, L T < P o

0 0 0 0 0 0 0 0
baza od Im A — €1, S O <P P S

Iz gornje konstrukcije, vidimo da vrste ove matrice imaju osobinu da kada na njih delujemo operatorom A da
se sve one preslikaju u prethodnu vrstu osim prve, koja se preslika u nula vektor. Preciznije, prvih r_; vektora
druge vrsta preslika se u odgovarajuce vektore prve vrste; vektori druge vrste 6?72, za j =rp_1+1,..., 769
preslikaju se u nula vektor, zatim se prvih rp_o vektora treée vrste preslikaju redom u odgovarajuée vektore

druge vrste; vektori trece vrste ek 3 za j=rp_a+1,...,175_3 preslikaju se u nula vektor, itd.

Primetimo da u svakom bloku dlmenzije J, kojem odgovara matrica N, u odgovarajucoj ciklickoj bazi, prvi
vektor iste, vidi (6.49), pripada potprostoru Ker A, drugi pripada potprostoru Ker A2, itd., i j.—ti vektor
pripada Ker A7. Odakle sledi da svaki blok duz dijagonale sadrzi po jedan vektor iz potprostora Ker A, i
time smo pokazali da je broj blokova duz dijagonale matrice A(e) jednak dimenziji potprostora Ker A. Ovo
rezonovanje mozemo uopstiti i na blokove visih dimenzija. Prvo primetimo da ako je B; ciklicki operator koji
deluje na j—dimenzionom prostoru '%, tada je

/ Il za 0<I<y
(6.58) def B; =
J za j<lI

Tako da prethodna jednakost (6.58) primenjena na drugu dekompoziciju u (6.53) daje sledeéi linearni sistem,
(6.59) defAZZdl:n—Tl261+2§2+"'+lfl+l§l+1+"'+l§k, zal<Il<k.

Primetimo da za [ = 1, dobijamo da je broj svih blokova duz glavne dijagonale jednak def A, tj. dimenziji
Ker A.

16 U nasem slucaju Bj su one restrikcije iz {A1, A2,..., Am} koje deluju na j—dimenzionim potprostorima.
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Ako iz ovog sistema izdvojimo jednacine za l = j — 1,5 i 5 + 1 dobijamo,
n—rja=+2+ -+ ((-D&Ea+ -DG+ G-D&a++ (G- 1Dé&

(6.60) n—r; =&+2L+ -+ (G -1)&a + J& + J&+1 o F J &k
n—ripn=8+2L+ -+ (-1&a + i&+ G+D&Gm +-+ G+ D&

Ako sada pomnozimo drugu jednacinu sistema (6.60) sa dva, a zatim oduzmemo prvu i tre¢u jednacinu dobi¢emo

(6.61) § =7j-1 =21+ i1 = 2dj —dj1 — djia,

vidimo da ova formula vazi za sve j = 1,2,...,k. Time smo pokazali slede¢u teoremu.

Teorema 2. Neka je A € HomV nilpotentan operator indeksa k, takav da se V' dekomponuje kao
V=8 My & -1 My & -+ @& & M,

gde je M; ciklicki potpostor dimenzije j, kojem u ciklickoj bazi restrikciji operatora A na M; odgovara kanonska
nilpotentnna matrica /\/'j,‘a §j je broj ‘takvih potprostora, tj. blokova dimenzije j duz dijagonale od A(e) iz
(6.51). Ako je di =Ker A" i r;=ImA" zai=1,2,... k. Tada je

(6.62) é‘j:T‘jfl_erj—i_TjJrl :2dj—dj,1—dj+17 za svej: 1,2,...,/{:.

6.14. Zordanova normalna forma. Neka je A € HomV linearni operator i neka je A € Sp(A) neka
sopstvena vrednost, onda se skup

v(f;‘) ={veV|3keN takav da je (A — X I,)*v = 0}

naziva korenskim potprostorom operatora A koji odgovara sopstvenoj vrednosti A, a svaki ne nula vektor

T € V(’;\‘) nazivamo korenskim vektorom operatora A koji odgovara sopstvenoj vrednosti A. Ako nam je iz

konteksta poznato o kojem se operatoru A radi onda iz oznake V(f\‘) ispustamo A i krace pisemo V(y).
Primetimo, da su sopstveni vektori ujedno i korenski vektori, za k = 1.

Neka je A € HomV neki linearni operator i neka su karakteristi¢ni i minimalni polinomi operatora A proizvodi
linearnih faktora, tj.

RAQ) = (S1)" = A - (= A (A= ),
a() = (= M) (A= D) o (A= )%,

pri cemu je A\; # A; za i # j. Tada primena Teoreme 2 iz tacke 6.13, i daje dekompoziciju

k
V= @ Vow = @VO\W
i=1

Xi€Sp (A)

(6.63)

gde je V(y,) korenski potprostor sopstvene vrednosti \; € Sp (A).

Primedba 1. Primetimo da ako je ' algebarski zatvoreno polje, tada uvek imamo faktorizaciju karakteristicnog
i minimalnog polinoma u obliku (6.63).

Primedba 2. Primetimo da je restrikcija operatora (A — A;id,)* na korenski potprostor V),  nilpotentan
operator, a na preostale korenske prostore V() (i # j) regularan operator, tako da je Fitingova dekompozicija
operatora (A — \;id,, )% jednaka

k
(6.64) V=LoM, gleje L=V, i M= V)
i£j=1
Dekomporzicija (6.64) pokazuje, da je potrebno ispitati sve nilpotentne restrikcije linearnih operatora (A —
A%, i =1,2,..., k, odrediti baze za invarijantne potprostore kao u (6.53) za svaku od sopstvenih vrednosti

i onda napraviti uniju tako dobijenih baza.

Pre same formulacije Zordanove !7 teoreme, uvedimo neke osnovne pojmove koji su nam potrebni.

Osnovni Zordanov blok (OJB) je matrica oblika B]f\, pri ¢emu je A je sopstvena vrednost bloka, k je dimenzija
bloka. Primetimo da se minimalni polinom osnovnog Zordanovog bloka BY jednak [t (t) = (t — A\)¥, a njen

karakteristi¢ni polinom jednak je Kk (t) = (=1)* (t — A\)¥, vidi 6.14 Primer.

17 Marie Ennemond Camille Jordan, 1838 -—1922, francuski matematicar.



10 00
0 X1 00 B 0 0 C:ll 0 0
0 A ... 0 By 0 0o ¢
(6.65) Bi=\|. . . |, «a=| . . | J'=
000 ... A1 0 0 ... BY 0 0o ... Cf\i
L 0 Al
Zordanov blok je kvazidijagonalna blok matrica oblika C’j, gde je A sopstvena vrednost i B];i, i=1,...,l su
osnovni Zordanovi blokovi sopstvene vrednosti A od kojih je sastavljen C}, tako da je s3 > sp > --- > 5,

i7=s +s2+ -+ s. Primetimo da je minimalni polinom matrice C§ jednak pcy(t) = (¢ — A)f, a njen
karakteristiéni polinom rey (t) = (=1)" (t — A)".
Zordanova matrica je kvazidijagonalna blok matrica oblika J", gde su Ay, ..., Ay medusobno razli¢ite sopstvene
vrednosti, C;Z je Zordanov blok, sopstvene vrednosti \;, pri éemu je

n=ry+rog+---+rg.

Koristeéi 6.13 Teorema 2, kao i §to smo rekli za karakteristiéni i minimalni polinom Zordanovog bloka sopstvene

vrednosti A sada lako nalazimo
(6.66) KA(A) = (=1)"pr(A)™ - p2(A)™ -+ pr(N)™,
' wA(X) = p1(N) - pa(A)*2 - pr(N)5*, pri ¢emu je ;i <mi,i=1,....k.

Teorema (Zordanova normalna forma, progirena verzija). Neka je A € Hom (F) linearni operator ¢ije se karak-
teristicni i minimalni polinomi proizvodi linearnih faktora, tj.

RAD) = (C1M = AT = ) (A= ),
pAA) = (A= A1)™ - (A= Ag)™ - (A = M),
pri cemu je \; # \; za i # j.

(6.67)

Tada postoji baza e u kojoj se matrica operatora A podudara sa slede¢om Zordanovom matricom,

-C;"\l o ... 0] gde je Cf\i, Zordanov blok sopstvene vrednosti i, i = 1,...,k.

01 o 0 Pri tome u matrici C;\i postoji barem jedan OJB dimenz-

TA = Az ’ jje s;, tj. matrica By, a red svih ostalih OJB od kojih
S : se sastoji C)' nije veci od s;. Broj osnovnih Zordanovih

0o 0o ... C;]Z blokova u C;\i jednak je geometrijskoj visestrukosti sop-

stvene vrednosti \;, a zbir redova svih OJB od kojih se sastoji C;\i jednak je algebarskoj viSestrukosti sopstvene
vrednosti \;, tj. broju r;. Broj svih OJB u svakom od Zordanovih blokova C;\i kao i njihove dimenzije
jedinstveno su odredene operatorom A. Matrica J*? jedinstveno je odredena do na permutacije osnovnih
Zordanovih blokova u C;i, 1 =1,...,k, duz njihovih glavnih dijagonala.
Dokaz. Prema Teoreme 2 iz tacke 6.13, znamo da je
V=L ® Ly @ -+~ @ Ly, gdeje L;="Vpy,) =Ker(A—\id,)",

i gde je pi(t) = (t — A;)® minimalni polinom restrikcije A; = A|,. Specijalno je,

(A] — A\jidy))®t = Oy, (A — A\gid;,)%2 = O,,, ooy (A = Agidy, )F =0
Ako sada obelezimo sa C; = A; — \;id,,, zasvaki ¢ =1,2,...,k imacemo da je

A; = N\id,, + C;, gde je C' = Oy,.

Tk*

s;. Tako da primena Teorema 1 i Teorema 2 iz tacke 6.14, daje egzistenciju baze takve da je matrica operatora
A; jednaka kvazidijagonalnoj matrici C;i, pri tome su broj i dimenzije svih OJB, jedinstveno odredene odredeni
formulom (6.62) primenjenom na nilpotentni operator C;*. Ostala svojstva OJB slede iz pomenutih teorema
dokazanih za nilpotentne operator i definicija algebarske i geometrijske viSestrukosti sopstvenih vrednosti. [J

Primedba 1. Matrica J 4 iz gornje teoreme zove se Zordanova normalna forma, ili kraée Zordanova forma,
operatora A, a baza e zove se Zordanova baza. Kako Zordanova forma nije jedinstvena tako ni Zordanova
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baza nije jedinstvena. Ako predemo na jezik matrica, osnovni deo gornje teoreme mozemo iskazati na sledeci
nacin: proizvoljna data matrica A € M, (IF) ¢iji su karakteristiéni i minimalni polinom jednaki (6.67) slicna je
matrica J A

Posledica. Dve matrice su slicne ako i samo ako imaju istu Zordanovu formu.

6.15. Prakti¢no odredivanje Zordanove forme. Iz prethodnih tacaka vidimo da proces odredivanja
Zordanove forme ima sledece korake:

(i1) nademo karakteristiéni i minimalni polinom i sve sopstvene vrednosti operatora A,

(12) uzimamo redom sopstvene vrednosti \;, i za svaku od njih nalazimo strukturu OJB u Zordanovom

bloku CY’

(i3) zatim odredujemo njihove Zordanove baze e = (e?i, ...,€e}) kao §to je opisano u tacki 6.14, vidi
tabelu (6.57),

(i4) formiramo Zordanovu bazu e = (ei‘l,.. ei‘f,ei‘Q,...,eﬁg, . ei\’“, ..,e?]f) i matricu operatora A u

ovoj bazi, a ta matrica je Zordanova matrica J (kao u ZordaDOVOJ teoremi).

U koraku (il), potrebno je naéi karakteristicni polinom na uobi¢ajeni na¢in. Da bismo mogli primeniti
Zordanovu formu karakteristiéni polinom mora da bude proizvod linearnih faktora. Minimani polinom moguée
je odrediti nekom od ranijih metoda, npr. ako slobodni¢lan k4 nije jednak 0.

Iz Zordanove teoreme vidimo da ono §to nije jednoznaéno njome odredeno je broj OJB i njihove dimenzije
od kojih se sastoje Zordanovi blokovi Cii, i = 1,...,k. Ovaj problem zahteva detaljniju analizu korenskih
potprostora V(y,), koji smo uradili u tacki . S obzirom da imamo dekompoziciju vektorskog prostora V na
korenske potprostore,

GB V()\i)’

Xi€o(A)

problem se svodi na analizu nekog od njih.
Neka je V(y,) neki od korenskih potprostora i neka je

_{U€V|(A NI v =0} = Ker(A — \I,)7,
onda je jasno da vaze relacije:

1 2 j
(6.68) Vo EVay - < V()\ y Sy
U dokazu Fitingove dekompozicije videli smo da kada se u nizu (6.68) prvi put pojavi jednakost izmedu susednih
potprostora, tj.

kada je 1%

% = =Vt tada je VA, =Vhy t=4d+1,...,

(Xi) )

kao i to da je j = s;, gde je s; eksponent linearnog faktora A — A\; u minimalnom polinomu. Ova ¢injenica
nam daje algoritam za traZenje minimalnog polinoma kada je karakteristi¢ni polinom proizvod linearnih faktora.
Kao sto znamo od ranije karakteristi¢ni i minimalni polinom od A imaju iste ireducibilne faktore i razlikuju se
samo stepeni tih ireducibilnih faktora, pa se odredivanje minimalnog polinoma prakticki svodi na odredivanje
stepena sy,, A; € Sp(A4), a to radimo na sledeéi na¢in: uzmemo sopstvenu vrednost )\1 iza nJu formlramo

niz (6.68) i kada se u tom nizu prvi put pojavi jednakost izmedu susednih potprostora V( M) = V()\ ), onda je
S\, = 81 = Jj. Zatim istu proceduru ponovimo sa svim sopstvenim vrednostima operatora A.

(i2) Da bismo odredili Zordanovu formu restrikcije C; na korenskom potprostoru Vin;) potrebno je izracunati
prirodne brojeve: d = dim V(J)\Z_), j=1,...,s; i primeniti dormulu (6.62).

Ponekad se kaze da niz (6.68) (ili samo niz, (dg)j:17...,si, njihovih dimenzija) predstavlja strukturu korenskog
potprostora V(,,). U praksi ¢esto koristimo ¢injenicu da niz (d))j=1,..s;, odreduje Zordanovu formu bloka Cf\i
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na slededi nacin:

k! je broj OJB (geometrijska visestrukost sopstvene vrednosti A;),
k? — k! je broj OJB dimenzije barem 2,

k? —k? je broj OJB dimenzije barem 3,

kSt — k571 je broj OJB dimenzije s;.

Pronalazenje baza OJB u Zordanovom bloku je najkomplikovaniji deo ovog zadatka. Zordanova baza bloka Cf\i
odreduje na nacin opisan u tacki 6.14, vidi tabelu (6.57), tj. potrebno je prvo izracunati matrice operatora
1

C’Z-j = (A - N\id,)?, za j = 1,2,...,s — 1. Tada odredimo vektore €]~ ,...,ef;ii__ll koji su baza potprostora

1 . . e e e ..
Im C;"™ 7, zatim resavajudi linearni sistem

(A= )\ id”)(ejif2 = ejiil, zaj=1,2,...,75,_1.

Ovaj sistem uvek mora imati reSenja jer je Im Cij Olm Cg“, za svaki j € N. Sada, ako je potrebno, nadopunimo
skup {efi_2, ceey eﬁifl} vektorima efifﬁ_l, e ,6%;22 do baze od Im C’fi_2, i analogno nastavimo dalje. Kada
napokon dodemo do baze potprostora V), kao sto je opisano u u tacki 6.14, u odgovarajucoj tabeli oblika
(6.57), kolone vektora predstavljaju ciklike baze OJB koje trazimo. Time je kompletirana i (i3) u procesu
odredivanja Zordanove forme.

(i4) je samo dopisivanje baza, i kada je kompletiran korak (i3) veoma je jednostavno.

Primer. Odredimo Zordanovu formu i Zordanovu bazu matrice

2100 0 0 07
0211 0 0 0
0020 -3 -3 -3

A=10002 3 3 3
0000 2 0 0
0000 1 2 0
0000 -1 0 2]

Kao sto znamo prvo je potrebno naéi karakteristi¢ni i minimalni polinom matrice A. Kako je A matrica oblika

[ ﬁ ? ] sledi da je

ka()) = det(A — A7) = det(B — ML) det(C — AT3) = ra(A) ke(A) = —(A — 2)7.

Izraéunajmo minimalni polinom za kojeg su kandidati (A — 2), i =1,...,7. Ocigledno A — 2 nije minimalni
polinom jer matrica A nije proporcionalna matrici I.

- Bududéi da je (A — 217)% # 0, lako se nalazi da je (A — 2I;)3 =

roo11000
0000000 0, odakle je pu4(\) = (XA — 2)3. Poznavanje minimalnog poli-
) 000000O00CO noma (jer postoji barem jedan OJB dimenzije 3) za dimenzije
(A-2I7)*= (0000000 OJB imamo slede¢e moguénosti: 3+3+1, 34+3+2, 3+2+1+1
oo i3+1+1+1+1
Lloooo0o0oO0 0| Da bismo odredili broj OJB racunamo Ker(A —217) :
01 00 0 0 07 a1 i T2 T
0011 0 0 0 To T3 + x4
0000 -3 -3 =3 3 —3z5 — 3x6 — 37
0=Ker(A—2I;)z=|0000 3 3 3 x4 | = | 3w5+3w6+3z7 |,
0000 O 0 O 5 0
0000 1 0 0 Te Is
L0000 -1 0 04 Lard L -5 i

odakle imamo redom, xo =0, x5 =0, 3+ x4 =0, zg + xv = 0, a zatim i
T = (xlax?n —I3, 0,33'6, _xG)T = I (1’07 0’07 0’07 O)T + 3 (anv 1> _1707 an)T + ¢ (07 anv anv 1> _1)T )
—_—
f1 fo f3

tj. vektori fi, fo i f3 su jedna baza sopstvenog potprostora Ker(A — 217) = Vé), odakle zakljucujemo da
postoje tri OJB od kojih je barem jedan dimenzije 3, tako da postoje samo dve moguénosti za dimenzije OJB i
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to: 3+3+1ili 34+ 2+2. Da bismo odredili koja od tih moguénosti je taéna moramo izracunati i Ker(A —217)2.
S obzirom da smo veé ranije (kod trazenja minimalnog polinoma) izra¢unali matricu (A —217)?, lako nalazimo
resenje jednagine (A —217)%? z = 0, i dobijamo sledeéu vezu medu koordinatama resenja z : x3+ x4 = 0. Tako
da za svaki x € Ker(A — 217)? vazi,

€T = (l‘l,l‘g,l‘g, —J}3,.1‘5,.1‘6,.1‘7)T = T1 (1>070>070>070)T + 22 (Oa 170>070>070)T + 23 (anv 1> _1>07070)T

fi fa fa
+ 25 (0,0,0,0,1,0,0)" + x¢ (0,0,0,0,0,1,0)" + 27 (0,0,0,0,0,0,1),

f5 fe fz

Prema tome, vektori f1, fa, f1, f5, fo i fr predstavljaju jednu bazu potprostora Ker(A—217)? = 1/(22), odakle

zakljuéujemo da je dimenzija potprostora 1/(22) = 6 = d3. Kako je dimenzija potprostora Ker(A—21;) = V(12) =
3 = d}, vidimo da je d3 — di = 3, odakle sledi da postoje tri OJB dimenzije barem 2. Dakle, otpada prva

moguénost za dimenzije OJB i tako nam ostaje da je Zordanova forma matrice A jednaka:

(2 10000 07 Zordanova baza e = (eq, ey, e3, €4, €5, €5, e7) sastoji se od unije baza OJB.

0210000 Bazu prvog OJB ¢ine vektori e; = fi, ez = f4 i ez = (0,0,1,0,0,0,0)7
8 8 é (2) (1) 8 8 jer je Aer = 2e1, (A—2I7)ea = e1 i (A—2I7)e3 = ex. Zatim bazu
0000200 drugog OJB ¢ine vektori eq = fo 1 e5 = —1/3 fg jer je Aeqs = 2ey, i
0000021 (A —2I7)es = e4 ina kraju za treéi OJB bazu ¢ine vektori eg = f3 i
L0 00000 2] er = f5— fr, jer je Aeg =2eg, 1 (A—217)er = eg.

6.16. Invarijantnost linearnih operatora nad realnim vektorskim prostorima. Postavlja se prirodno
pitanje kako tretirati slicne probleme invarijantnosti, Zordanove normalne forme nad poljem realnih brojeva,
tj. kad nemamo faktorizaciju karakteristicnog polinoma k4 u linearne faktore. Tada ne mozemo direktno
primeniti rezultate prethodnih tacaka.

Kako se ireducibilni polinomi nad poljem realnih brojeva ne razlikuju isuvise od onih nad C, jer ireducibilni
polinomi nad poljem R mogu biti osim linearnih i kvadratni polinomi ¢ija je diskriminanta manja od nule,
oc¢ekujemo da ¢emo moci kontrolisati situaciju i iskoristiti pomenute rezutate. Prvo moramo nekako naSe
realne objekte staviti u kompleksno okruzenje.

Kompleksifikacija realnog vektorskog prostora. Neka je V realni vektorski prostor i neka je A €
Hom V' linearni operator. Tada realnom vektorskom prostoru V' prvo pridruzimo na prirodan na¢in kompleksni
vektorski prostor VC, i na prirodan nacin linearni operator A mozemo tretirati kao linearni operator na VC.

Dakle, ako je e = (eq,...,e,) neka baza od V, tada je

(6.69) Ve = {Z Ai€;, pricemu su \; € (C} =VeiV,
i=1

drugim re¢ima VC je lineal od V, ali nad poljem kompleksnih brojeva. Vektorski prostor VC nazivamo
kompleksifikacija realnog vektorskog prostora V. Ponekad se kaze da VC dobijamo iz V prosirenjem polja
skalara.

Zaz=z+iyw=z1+1y1, ¢,y,21,y1 €V iA=o0+1i7, 0,7 € R operacije sabiranja i mnozenja sa skalarom
u VC date su formulama
(8) z+w=(z+iy)+ (@ +iy) = (@ +21) +i(y+um),
(m) Az=(c+iT)(x+iy)=(cx—TYy)+i(lcy+ Tx).
Ako je A € HomV sada mozemo definisati i operator A® € Hom V€, na prirodan nacin,

(6.70) Az = A% +iy) = Az + i Ay.

Linearni operator AT nazivamo kompleksifikacija linearnog operatora A.

Koristeéi ovu konstrukeiju, svaki linearni operator A € Hom V ili njegovu matricu u nekoj bazi, A(e) € M, (R),
mozemo videti kao linearni operator A® € Hom V€, a njegovu matricu u bazi A(e) mozemo tretirati kao matricu
iz Ml,,(C). Sada ¢emo primeniti kompleksifikaciju u tretiranju nekih problema nad realnim vektorskim poljima.
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Propozicija. Neka je V realni vektorski prostor i neka je A € HomV linearni operator takav da njegov
karakteristiéni polinom, k(\), ima barem jednu kompleksnu nulu koja nije realna. Tada A ima dvodimenzioni
invarijantni potprostor.

Dokaz. Posmatrajmo A kao linearni operator koji deluje na kompleksnom vektorskom prostoru V C VC.
Dakle, ako izaberemo neku bazu e u V' onda je matrica operatora A(e) € M, (R) C M,,(C). Pri ovom prelasku
na prostor VC karakteristicni polinom operatora A neée se promeniti, a kako x4()\) ima kompleksnu nulu Ag
ona je sopstvena vrednost operatora A nad VC. Dakle, postoji vektor z € VC 2 #£ 0 takav da je Az = \gz,
pricemu je g =p+iv, p,v €ER, i z=z+1y, x,y € V. Kada ovo uzmemo u obzir imamo:
Az = Az +iy) =Ar+idy = (p+iv)(z+iy) = (pr —vy) +i(py +va),

odakle odvajajué¢i imaginarni i realni deo dobijamo,
(6.71) Ar=pr—vy i Ay=py+rvz.
Primetimo prvo da je v # 0, jer je A9 € C \ R, zatim da vektori € V' i y € V nisu proporcionalni jer kad
bi bilo y = ax onda bismo imali

Az=Alz+iy) =(1+ia)Ay=(p+iv)(1+ia)y  odaklesledi  Ay=(u+iv)y,
a kako je v # 0 sledilo bi dajey =01z = 0, tj. z = 0, §to je nemoguce, jer z # 0. Ali nije moguce da
jedan od z i y bude nula vektor, $to zapravo znaci da potprostor L = L({z,y}) ima dimenziju jednaku 2.

S druge strane jednakosti (7.23) pokazuju da je L invarijantan potprostor operatora A. Dakle, L je trazeni
potprostor. ]

Teorema. Neka je A € M,,(R) simetricna matrica. Tada je Sp (A) # 0.

Dokaz. Matricu A = (a;;) mozemo shvatiti kao matricu iz M, (C), tako da postoji A € C \ R, sopstvena
vrednost, jer je C algebarski zatvoreno polje. Ako matrica A ima realnu sopstvenu vrednost nemamo §to
dokazivati. Sada postoji z € C™, z # 0 takav da je

Az=Xz, z=(21,...,2,) €C", iza y=(y1,...,yn) € C"
definiSemo linearno preslikavanje, f, : C* — C, formulom,
W)=z +yzm+ -+ ynZn.

Ako je e = (e1,...,e,) kanonska baza onda f, mozemo zadati i na sledeéi nacin: f,(e;) =%, i = 1,...,n.
Sada imamo,

(6.72) fo(A2) = f2(A2) = Mfa(2) = AZ 2],
#0
dok je s druge strane,
f(A2) = . < > A(€k)> =/ ( > a(d] aikei)) = Z (Z azkzk> Fle) =D  cunFiz
k=1 k=1 =1 i=1 k=1
(6.73) = Z 2% + Z (ikZizk + ariZrz) = A+ Z ik (Zizp +Zpzi)) = A+ T €R.

i=1 i<k A=AT — a;=an; i<k

= AeR =TI'eR
Buduéi da su leve strane jednakosti (6.72) i (6.73) jednake = f,(Az), moraju biti i desne, odakle sledi da je
A € R. Ovim je pokazano da je Az =Xz, 0#2€C" AeR.Kakoje z=x+1iy, x,y€ R" imamo,
Ax+i(Ay) = Az+iy) = z=Az=A(x+iy) =Ax+i Ay odakle je Arx =Xz 1 Ay=\y,

odakle, jer barem jedan od vektora x i y nije nula vektor (kad bi z =y =0 onda bii z =0, a to je nemoguée
jer je z sopstveni vektor), zakljutujemo da postoji 0 # v € R™ takav da je Av = \v, tj. Sp(A) #0. O

Primedba. U jednoj od narednih glava pokazatemo da je simetricna matrica dijagonalizabilna.
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1. Zadaci, vezbanja i dopune

6.17. Struktura skupa polinoma. Pokazite da je skup polinoma F[z| nad poljem F, uz standardne operacije
sabiranja polinoma i mnozenja polinoma sa skalarom, komutativni prsten sa 1.

6.18. Struktura skupa polinoma. Pokazite da je F[z] = (F[z],F,+,, %) asocijativna, komutativna [F—algebra
sa 1.

6.19. Svojstva relacije deljvosti polinoma. Dokazite 6.2 Propozicija.

6.20. Najvecdi zajednitki delilac. Nadite d =NZD (f, g) ako je: f(z) =22 +323+32x—2ig(x) =223 —32% —
112 + 6,
a zatim odredite u i v tako da je fu+ gv =d.

6.21. Relacija kongruencije. Neka su 0 # p, f, g € F[z] polinomi. Kazemo da je polinom f kongruentan polinomu
g po modulu p ako 7 deli f — g, $to zapisujemo kao: f = gmod p.
Dokazite da je = relacija ekvivalencije na skupu svih polinoma F[z], koja je kompatibilna sa operacijama
sabiranja i mnozenja polinoma u slede¢em smislu: ako je f =2 gmodp i fi = g, mod p tada je,

(s) f+/fi=g+g1modp,

(m) f f1 = ggimodp.

6.22. O racionalnim nulama polinoma sa celobrojnim koeficijentima. Neka je f = > """ ja; 2" € Z[z] i neka je
p/q € Q nula polinoma f pri ¢emu je NZD (p,g) = 1, onda vazi da je q‘an ip!ao.

ReZenje. Kako je p/q nula polinoma f imamo:

n—1

(674) 0:]‘.(8):anp_n"_anflpn_l+"'+G1B+a0.
q q q q

Ako (6.74) pomnozimo redom sa ¢" "' i ¢" dobijene relacije zapisemo na sledeéi nacin:

n

(6.75) Ozan%+an_1p”‘1+---+a1pq”‘2+aoq”‘l,
€EZ
(6.76) —aoq" =p(anp" ' +an1p" P+ +arg"h).

Kako su u relaciji (6.75) svi ¢lanovi osim prvog celi brojevi, mora biti i prvi. Buduéi da je (p,q) = 1, da bi prvi ¢lan bio celi broj,
mora q|an.

Analogno, buduéi da je desna strana relacije (6.76) deljiva sa p mora biti i leva, a kako je (p,¢) =1 i p ne deli g sledi da p|a0.
6.23. Prosti polinomi. Provedite potpun induktivan dokaz Posledice u tacki 6.4.

6.24. Rastav na proste polinome. Neka je F polje i neka je 1 # f € F[x] monic¢an polinom takav da je
f=pi'py oy

njegova faktorizacija na proste monic¢ne polinome. Za svaki 1 <+4¢ < m posmatrajmo polinom

f m
r
fi= = H Py
Pir =
Pokazite da su polinomi f1, fo,..., fr relativno prosti.

6.25. Vigestruke nule polinoma i izvod. Neka je f polinom nad poljem F i neka je f’ njegov izvod. Dokazite da
je f proizvod razlicitih ireducibilnih polinoma nad F akko su f i f’ uzajamno prosti.

6.26. Ireducibilni polinomi. Neka je p prost broj. Pokazi da je polinom 2P~! + 2P=2 4 ... + z + 1 ireducibilan
nad Q.

6.27. Polinomi koji poniétavaju matrice. Nadite matricu A € M, (R?) sa celobrojnim koeficijentima koja
zadovoljava jednacinu A\* — 1 = 0, ali ne zadovoljava jednacinu A\ — 1 = 0.
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Regenje. Probajte sa matricom A = {_? _}} .

6.28. Karakteristi¢ni polinom. Neka su A, B € M,,(F), gde je charF = 0. Dokazite da matrice AB i B.A imaju
isti karakteristi¢cni polinom.

ReSenje. Pokazimo prvo tvrdnju u sluéaju kada je barem jedna od matrica A i B regularna. Tada je dovoljno pokazati da su
polazne matrice slicne jer slicne matrice imaju isti karakteristi¢ni polinom. Pretpostavimo da je npr. A regularna onda imamo:
AY(AB) A= B A, odakle zakljucujemo da su matrice AB i B A slicne.

Pokazimo sada opsti slucaj, tj. kada su obe matrice singularne. Prvo obelezimo sa Sp (A) skup svih nula karakteristi¢nog polinoma
matrice A. Buduéi da polje F ima beskona¢no mnogo elemenata postoji beskona¢no mnogo a ¢ Sp (A) takvih da je

ka(a) =det(A—al,) #0, odakle je A — al, jeregularna matrica,
tako da imamo prvo K(a—a1,)B = KB(A—al,), & zatim da za svaki A € F i svaki o ¢ Sp(A),
(6.77) P1(\, @) = Ka—a1,) 8(A) = K5 (a-a1,)(A) = P2(A, @).
Ako u (6.77) fiksiramo Ao € F dobijamo da se polinomi u «,
pi(e@) =p1(ro,a) 1 pa(a) =pa(o, @),
podudaraju na beskona¢nom skupu (komplementu kona¢nog skupa Sp (A)) pa su jednaki na ¢itavom F. Dakle, kako (6.77) vazi
za sve A\, a € F, vazi specijalno i za a = 0, tj. kaB(A) = kB a(N).

6.29. Sopstveni vektori. Dokazite Lemu u tacki 6.10 metodom matematicke indukcije po broju vektora.

6.30. Karakteristi¢ni i minimalni polinom. Odredi karakteristi¢ni i minimalni polinom kao i sopstvene vrednosti
i sopstvene vektore sledeé¢ih realnih matrica. Ispitaj da li su date matrice dijagonalizabilne nad R.

2 -5 -3 (-1 2 2 3 -1 2 11 —1

i) | -1 -2 -3| (i2) 2 2 2| @3 |-5 3 3| (4 |[-13 -1

3 15 12 | -3 =6 —6 -1 0 —2 12 0
SR (0100 (1010 17 6 17 -3
. . 3020 . 1101 . 6 5 T —1
(i5) (2) ‘11 i (6 1o 20 3 (70 1101 0 ) | 16 _s —17 4
L (0010 0111 5 -1 -5 2

ReZenje. Problem nalazenja sopstvenih vrednosti linearnog operatora (matrice) svodi se na trazenje nula karakteristi¢nog polinoma
(3to u opstem slucaju nije jednostavan problem), a to je ekvivalentno nalazenju svih ireducibilnih faktora karakteristicnog polinoma.

Nalazenje sopstvenih vektora za sopstvenu vrednost Ao svodi se na reSavanje homogenog sistema, (A — Aoll,)z = 0.

(1) ka(N) = —pa(N) = =A% = A2 =450 + 171 = —(A — 3)(A\% + 4\ + 57),
sopstvena vrednost je 3, a sopstveni vektor je: vz = (—5,1,0)7.
Primetimo da je faktor A% + 4\ + 57, ireducibilan nad R jer je 4% — 4 -57 < 0. Matrica A nije dijagonalizabilna.
(i2)  ra(A) = —pa(A) = =A(A+2)(A + 3),
sopstvene vrednosti su —3, —2 i 0 a sopstveni vektori su:
v_g =(-1,0,1)7, v_2 =(-2,1,00", 1 wo=(0,—1,1)".
Matrica A je dijagonalizabilna jer postoji baza koja se sastoji od sopstvenih vektora.
(1)  wa(N) = —paN) = —(A+ 1 (=1 =51+ A?),
sopstvene vrednosti su: —1,1/2 (5 —+/29) i 1/2(5 —/29), a odgovarajuéi sopstveni vektori su:
v =(—1,-2,1)7, va = (1/2(=9++29),7—v29,1)7 i w3 =(1/2(=9—v29),7+v29,1)".

Matrica A je dijagonalizabilna jer postoji baza koja se sastoji od sopstvenih vektora.
() Ka() = —pal) = ~A—2) (A= 1)?,
sopstvene vrednosti su: 1 i 2, a odgovarajuéi sopstveni vektori su:

v =(1,1,1)7 i vy = (0,1,1)".
Matrica A4 nije dijagonalizabilna jer ne postoji baza koja se sastoji od sopstvenih vektora.
(5)  ral) = —nal) = —A—6)(A - 3)2,
sopstvene vrednosti su: 3 i 6, a odgovarajuéi sopstveni vektori su:

vy = (0,—1,1)7 i ve = (3,4,2)7.
Matrica A nije dijagonalizabilna jer ne postoji baza koja se sastoji od sopstvenih vektora.
(i6)  ka(A) =pa(A) =A-1)A+ 1A =3)(A+3),
sopstvene vrednosti su: 1,—1,3 i —3, a odgovarajuéi sopstveni vektori su:

v=(-1,-1,1,1)7, v—1 = (1,-1,-1,1)", vs = (1,3,3,1)" i v_3 =(—-1,3,-3,1)".

Matrica A je dijagonalizabilna jer postoji baza koja se sastoji od sopstvenih vektora.
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(7)) ra(N) = pa(V) = A’ (A = 2)%,
sopstvene vrednosti su: 0, i 2, a odgovarajuci sopstveni vektori su:
vo = (0,—1,0,1)7 i v = (0,1,0,1)7.
Matrica A nije dijagonalizabilna jer ne postoji baza koja se sastoji od sopstvenih vektora.
(i8)  wa(N) = pad) =A=1)*(A=2)(A=3),
sopstvene vrednosti su: 1,2 i 3, a odgovarajuéi sopstveni vektori su:
v =(=7,-3,8,2)7, vy =(—11,-512,3)" i wy=(-3,-1,3,1)".

Matrica A nije dijagonalizabilna jer ne postoji baza koja se sastoji od sopstvenih vektora.

6.31. Neka je A € Hom V linearni operator nad poljem F, kojem u nekoj bazi e odgovara matrica

A1 O0-- 00

0 A1 .00 (i1) Nadite minimalni i karakteristi¢ni polinom operatora A.
Ale)=|: + + + . (i2) Pokazite da A ima tacno jedan sopstveni vektor.

000 -+ X1 (i3) Pokazite da A nije potpuno reducibilan.

0 0 0 - 0 A

6.32. Za datu matricu A = [
B(X)=AX AL

(1) 711} € My(R) definisemo preslikavanje B : My(R) — Mo(R), formulom:
(i1) Dokazite da je B linearan operator i odredite matricu od B u standardnoj bazi.
(i2) Odredite baze od Ker B i Im B, kao i njihove dimenzije.

(i3) Izracunajte kp(\) i pup(A), kaoi dim £L({I, B, B?, ..., B, ...}).

(i4) Izracunajte sopstvene vrednosti i sopstvene vektore operatora B, i ako je moguée bazu prostora Ms(R)
u kojoj je matrica operatora B dijagonalna.

6.33. Na vektorskom prostoru My(R) dat je linearni operator A formulom:

A(X):[:f é]X—i—X[i j]

i1
i2
i3
i4

Nadite rang i defekt operatora A.

Dokazite da postoji n € N, takav da je A™ = 0.

Nadite minimalni i karakteristi¢ni polinom operatora A.
Odredite A~!, ako postoji.

(
(
(
(

—_— — — —

6.34. Linearni operator, A : R* — R%, zadat je u standardnoj bazi (e1,e2,€3,€4) formulom:
4
Ale;) =6e;+ Y ej,  zai=1,234.
j=1

(i1) Odredite ka(A) 1 pa(N).
(i2) Izracunajte sopstvene vrednosti i sopstvene vektore operatora A i ako je moguée bazu prostora R* u
kojoj je matrica operatora A dijagonalna.

(i3) Odredite sve invarijantne potprostore operatora A.
(i4) Odredite A~! ako postoji.

6.35. Neka je V = P4(C) kompleksni vektorski prostor kompleksnih polinoma stepena < 4. Dato je preslika-
vanje slede¢om formulom, B(p) =3p+ (22 —1)p'.
(i1) Dokazite da je B linearan operator na V.
(i2) Odredite matricu operatora B u standardnoj bazi.
(i3) Izracunajte kp(\) i pup()\), kao i dimL({I, B, B%,...,B",...}).
(i4) Izracunajte sopstvene vrednosti i sopstvene vektore operatora B i ako je moguée bazu prostora V u
kojoj je matrica operatora B dijagonalna.



Zadaci, vezbanja i dopune 187

6.36. Neka je V = P4(R), skup realnih polinoma stepena ne veéeg od 4. Za f € V definiSemo preslikavanje
A:V — V, formulom:

A(f(z)) =2f(z) —a f'(x) + 2 f'(x), gdeje [f(z)=

Dokazite da je V' wvektorski prostor, nadite mu jednu bazu i odredite dimenziju.

i1)
i2)
i3)

)

i4) Nadite minimalni i karakteristi¢ni polinom operatora A. Da li je A dijagonalizabilan operator ?

Nadite matricu endomorfizma A u nekoj bazi. Da li je A bijekcija na V' 7

Odredite neke baze od KerA i ImA kao i njihove dimenzije.

(
(
(
(

6.37. Neka je o # 0, dat realan broj i neka je
W={f:R—R|f(x)=(a+bx+ca®+dsinz+gcosz)e®®, a,b,c,d,g € R}.

Definisemo preslikavanje B(f) = f = ;Z—f, few
x
(i1) Dokazite da je W vektorski prostor i nadite mu jednu bazu.

(i2) Dokazite da je B automorfizam od W i nadite matricu operatora B u nekoj bazi.
(i3) Odredite inverz B~! od B.
(i4) Odredite invarijantne potprostore operatora B.

6.38. Zavektor 0 # a € V, dim¢g V < oo ilinearno nezavisne funkcionale ¢* i b* € V*, definiSemo preslikavanje
zax €V :A(xr) =3z —c"(x)a+b*(x)a.

(i1) Pokazite da je A linearni operator.

(i2) Izracunajte detA, ka(\), pa(N) i rang(A).

(i3) Odredite sve invarijantne potprostore operatora A.

6.39. Neka je dat neki vektor w € V, w # 0, (dimV =n < co). Posmatrajmo linearni operator A,, € HomV
definisan formulom: A, = I, — 2w - w”, pri ¢emu vektor w smatramo kolonom, a ™ predstavlja operator
transponovanja. Odredite

(i1) rang operatora A,,.
i2) minimalni i karakteristi¢ni polinom operatora A,,.

(i2)
(i3) detA, i TrA,.
(i4)

i4) sve invarijantne potprostore operatora A,,.

6.40. Neka je L € HomV, dimV =n € N, takav da je rang(L —I) =11 L? =1.
(i1) Dokazite da je Ker(L +1I) @ Ker(L —1)=1V.
(i2) Izracunajte detL i det(L 4 I).
(i3) Odredite rang(L + I).

6.41. Odredite, ako postoji, dijagonalnu matricu sliénu matrici

10 0 o, 0 2n+17
02 0 e, 2n 0
00 3 e, 0 0
A1 =g o nd+1 .. 0
02 0 oo, 2n 0
(10 0 oo, 0 2n+1.

6.42. Data je dijagonalna matrica D = (d;;) € M,(R) (n € N), takva da je di; = 2%, i = 1,...,n. Dokazite
da ne postoje matrice A, B € M,,(R) takve da su matrice D i AB — B A sli¢ne.
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6.43. Na skupu M(C) x My(C) definisemo komutator formulom, [z,y] = xy — yz. Neka je slo(C) = {z €
My(C) | Tr(xz) =0}.

(i1) Dokazite da je sly(C) potprostor od My(C), nadite mu najjednostavniju bazu e i dimenziju.
(i2) Dokazite da [ -,- | preslikava My(C) x M2(C) u sla(C).
(

i3) Vz € slo(C) definisemo preslikavanje ad, : sla(C) — sl(C), formulom ad;(y) = [z,y]. Dokazite da
je ad; linearni operator i odredite matrice operatora ad.,,Ve; € e u bazi e.

(i4) Odredite one e; € e za koje je ad., nilpotentan operator.

6.44. Neka su v i vo sopstveni vektori koji redom odgovaraju sopstvenim vrednostima Ay # Ao operatora
A € Hom V. Pokazite da vektor v = v1 + v9 ne moze biti sopstveni vektor.

ReZenje. Pretpostavimo da je vektor v sopstveni vektor, tj. A(v) = Av, za neko A € F. Tada redom imamo:
AV1 + Avg = v = A(’U) = A(’U1 +U2) = Av1 + Avas = A1 v1 + A2 vo.
Iz prvog i zadnjeg izraza dobijamo (nakon prebacivanja svih ¢lanova na istu stranu,

()\—>\1)U1+(>\—>\2)U2:O7

odakle zbog linearne nezavisnosti vektora v; i v2 sledi A = A1 = Ao, S$to je nemogude jer je A1 # Aa.

6.45. Neka je A € M,,(R) kvadratna matrica i neka su Aq,...,A\x (n >k > 2) medusobno razlicite (A\; # A;
za i # j) sopstvene vrednosti matrice A ineka su vy, ..., vy odgovarajuéi sopstveni vektori (Av; = A\;v;, i =
1,...,k). Dokazite da vektor v = v; +vg + -+ 4+ v} nije sopstveni vektor matrice A.

6.46. Ako su Aj, Ay € HomV iako je \; € Sp(4;), i =1,2. Da li mora da vazi A; + A2 € Sp (41 + A3) ?

Resenje. Samo ako je dimV = n =1, jer se tada operatori svode na skalare. Ako je npr. n = 2 izaberimo operatore A; i As koji
A O
0

1/1] i As(e) = {ZQ 0 ] , uz uslov v; # \;, © = 1,2, onda uslov iz zadatka nije ispunjen

u bazi e imaju matrice Ai(e) = { 0 Ag

jer A1+ Ao ¢ Sp(Al + A2)

6.47. Neka je A € HomV linearni operator i neka je Sp (A) spektar operatora A. Pokazite da:
(i1) A € Sp(A) tada je \F e Sp(AF), ke N.
(i2) ako je A regularan: \ € Sp(A) tadaje A% € Sp((A~1)¥), ke N.
(i3) A€ Sp(A) tada je A — g € Sp(A — Xolp), Ao €F.

6.48. Neka je A € Hom C" neki linearni operator. Dokazite formulu,

n TrA TrA?2 ... TrA™2 TrA™ !
TrA TrA?Z TrA® ... TrA™! TrA"
2 3 4 n n+1 2
TrA TrA TrA ... TrA TrA _ H()\j o )\i) ’
: : : : : i<j
TrA™ ™1 TrA™ TrA™T! ... TrA?"=3 TrA?n—2
pri ¢emu su A;, (i =1,...,n) sopstvene vrednosti operatora A.

6.49. Neka je A € M,,(C) kvadratna matrica reda n, i neka je ¢ € C[z] polinom takav da je ¢(.A) = 0.
Pokazite da su sve sopstvene vrednosti matrice .A nule polinoma g. Sto mozete reé¢i o stepenu polinoma ¢ ?

6.50. Neka je A € Hom V' linearni operator (dimV < oo0) i neka je p € C[z] polinom takav da je p(A4) = 0.
Ako je A sopstvena vrednost operatora A pokazite da x — A | p(z).

6.51. Neka je A € Hom (F™) linearni operator i neka je char(F) = 0. Dokazite da ako operator A2 —2 A ima
sopstvenu vrednost —2 da onda operator A* ima sopstvenu vrednost —4. Kontraprimerom pokazite da obrat
ne vazi.
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6.52. Neka je A € HomV linearni operator, pri ¢emu je V realni vektorski prostor neparne dimenzije.
Pokazite da A ima sopstvenu vrednost.

ReZenje. Kako su sopstvene vrednosti koreni karakteristi¢nog polinoma, x4(A) € R[A], koji ima realne koeficijente i neparan stepen
zaklju¢ujemo da ka(\) ima barem jednu realnu nulu (jer kompleksne dolaze u medusobno konjugovanim parovima) Ao i upravo

ona je trazena sopstvena vrednost.

6.53. Neka A € HomV (dimV > 2), linearni operator ranga 1. Pokazite da je minimalni polinom operatora
A stepena 2.

ReZenje. Kako je rang A = 1, postoji vektor e # 0 takav da je Im A = L({e}). Primetimo da vazi formula
Az =Xzx)e, Axz)€F jerjerangA=1.
Sada imamo:
A’z = A(Az) = A(\(z) e) = A(x) Ae = A(z) M(e) z = A(e) Az
odakle sledi
A’z — Ae) Az =0 odakleje (A>—A(e)A)z=0, VzeV.
Odavde je pa(A) = A(A — X(e)), jer ako bi O pua = 1, onda bi A morao biti proporcionalan sa I,,, a rang takvog operatora je ili
0 ili n.
6.54. Neka je A € HomV linearni operator na kompleksnom vektorskom prostoru V. Definisimo operatore
Ly, Da, C :HomV — HomV formulama: La(B)=AB, Da(B)=BA i C = Ly — Dg. Dokazite da je
(i1) Sp(La) =Sp(Da) = Sp(A).
(i2) Sp(C) =Sp(4) —=5p(B) ={a—-pB|aeSp(A),B €Sp(B)}.

6.55. Neka je A € Hom (R™) dijagonalizabilan linearni operator. Koliko A ima invarijantnih potprostora ?

6.56. Neka je N € My(C) takva da je N? = 0. Dokazite da je N'= 0 ili je A slicna matrici [ 8 (1) } )

6.57. Neka je A linearni operator koji u standardnoj bazi ima matricu,

0 =z O
Ale)=1]10 0 y
0 0 0

Pod kojim uslovima na brojeve x i y A je dijagonalizabilan ?

6.58. Akosu A i B nilpotentni operatori koji komutiraju, A B = B A dokazite da su i operatori AB i A+ B
nilpotentni.

Resenje. Neka su k i | redom indeksi nilpotentnosti operatora A i B, i neka je m = min{k,l}. Buduéi da operatori A i B
komutiraju imamo redom

(AB)™" =A™ B™ =0, odakle sledi da je operator A B je nilpotentan.

Da bismo pokazali da je operator A + B nilpotentan prvo nalazimo primenom binomne formule (jer operatori A i B komutiraju,
pa mozemo primeniti binomnu formulu)

k+1—1

_ E+1—-1\ ; 1

k+1—-1 _ 7 k+l—1—1

(A+ B) = Z < ; )A B ,
=0

a zatim primetimo da je opsti élan A B*'=17% yyek jednak 0 jerjeili i > k(tj. A*=0)ilije k+1—1—i>1 (tj. B¥'=17" =0)

za svako i =0,1...,k+1—1.

6.59. Neka je A € HomV linearni operator i neka je V(y) njegov korenski potprostor za sopstvenu vrednost A.
Pokazite da je V() invarijantan potprostor operatora A.

ReSenje. Prvo pokazimo da je V() potprostor od V. Neka su vi,v2 € V(,) onda postoje prirodni brojevi k1 i k2 takvi da je
(A= Xidp)*w; =0, i =1,2; i neka je k = max{k1, k2}. Sada imamo

(A — Xidn)* (01 4+ v2) = (A — Xidn) 01 4+ (A — Xidy) 02 = 0.
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Slicno za v € V() postoji k € N takav da je (A — \idy)*v=01i a € F imamo
(A= Xidn)*(av) = a (A = Xidy)" v = 0,

$to dokazuje da je V() potprostor od V.
Dokazimo jos da je V{,) invarijantan potprostor. Za v € V() postoji k € N takav da je (A — /\idn)kv =0, tako da je

(A= Xidy)*(Av) = (A= Xidn)*A)v = A((A — A)"v) = A(0) =0, odakle je (A~ €,)"(Av) =0, ti. Ave V.

6.59. Objasnite razliku, na nivou matriénih elemenata, izmedu osnovnog Zordanovog bloka i Zordanovog bloka
iste sopstvene vrednosti i iste dimenzije.

Re¥enje. Matri¢ni elementi osnovnog Zordanovog bloka ( BY ) i Zordanovog bloka (C¥ ) koji odgovaraju istoj sopstvenoj vrednosti A
razlikuju se (ako je Zordanov blok sastavljen barem od dva osnovna Zordanova bloka) samo u sporednoj gornjoj dijagonali (mesta
u matrici (1,2),...,(k—1,k)). U B} ta dijagonala se sastoji od niza 1, dok u C¥ ta dijagonala sastoji se od niza 1 i 0. Broj 0
u tom nizu za jedan je manji od broja OJB od kojih se sastoji C¥.)

6.60. Nadite Zordanovu formu i neku Zordanovu bazu za matrice iz 6.31.

6.61. Neka su A, B € R*, pri ¢emu je

3 1 3 4 10 -1 -1

-3 -1 4 -1 -1 2 -1 -1

A= 0o 0 3 1}|”° B= 00 2 0
0 0 -1 1 10 1 3

(i1) Odredite karakteristi¢ne i minimalne polinome matrica A i B.
(12) Odredite Zordanove forme matrica A i B.

(i3) Da li su matrice A i B slicne ?

6.62. Nadite Zordanovu formu i neku Zordanovu bazu sledeé¢ih matrica:

5 —1 6 4 3 8 3 1 -1 0 8 6 —4 4 3
-14 0 -14 -8 -7 -19 -8 -3 3 -1 -20 -20 15 -19 -10
(i1) 4 0 3 2 2 (i2) |-10 -4 0 1 o0 (i3) | -13 —-15 13 —-13 -6
-12 1 —-12 -8 -6 -22 -10 -3 4 -1 4 4 =2 7 2
-8 1 -8 -5 -5 14 6 2 -2 1 10 11 -7 11 7
6.63. Neka je A linearni operator dat svojom (12) Proverite da li vazi formula: det(e?) = ™4, gde
matricom u bazi e je
3 -25 0 0 0 4=,
1 -7 0 0 0 © = ,OHA ' *)
Ale)=0 0 -1 5 1 . Lo y : :
o 0 -3 7 1 (i3) Ispitajte da li (x) vazi za svaki operator A, ako je:
0 0 8 —-14 -1 (a) Ae HomcV, (b) A€ HompgV.

(i1) Nadite Zordanovu formu i bazu operatora A.

6.64. Neka je A linearni operator dat svojom matricom u bazi (e),

2 4 7 00 O
-1 -2 -3 00 © (i1) Nadite Zordanovu formu i bazu operatora A.
0 1 -3 00 O
Al©)=1 o6 o o 11 -1 (i2) Izracunajte trA™ i detA™, Vn € N.
0 0 0 -13 1 (i3) Ako postoji, nadite A~ 1.
0O 0 0 -12 o0

6.65. Dat je linearni operator A : R® — R® svojom matricom u standardnoj bazi e:
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r 3 -1 -1 0 0 0 07
20 22 9 =30 0 0 O (i1) Odredi Zordanovu formu i neku Zordanovu bazu
-22 -21 -7 3 0 0 O operatora A.
Ale) = 6 5 2 -6 0 0 0 ) ! p, o 1
O 0o 0 0 3 4 3 (i2) Ako je A regularan izracunajte A" (e).
0 0 0 0 2 -3 -5 i3) Izracunajte A™(e), koristeéi A(e) =T LA(F)T.
BEEEEEEE] () Lxacunajte A"(c), (€)= 771 A()

6.66. Neka je BF osnovni Zordanov blok. Pokazite da je matrica A}, = BX — v, nilpotentna, a zatim nadite
polinome p(\) i g()\), takve da je v1j, = p(bk) i N} = q(B%). Da li matrice BY i N} komutiraju ?

6.67. Neka je V realni vektorski prostor neparne dimenzije veée od 3 i neka je A € Hom V' linearni operator.
Dokazite da A ima trodimenzionalni invarijantni potprostor.

6.68. Zordanova dekompozicija operatora. Neka je A € HomV linearni operator na kona¢nodimenzionalnom
kompleksnom vektorskom prostoru V. Pokazite, koriste¢i Zordanovu teoremu (tj. Zordanovu formu operatora
A), da operator A mozemo na jedinstven nacin predstaviti u obliku: A = Az + A, pri ¢emu su operatori Ay
i A, takvi da je:

(i1) Ag je dijagonalizabilan,
(i2) A, je nilpotentan,
(i3) operatori Ay, A, i A svi medusobno komutiraju,
(i4)

i4) postoje polinomi p(\), ¢(\) takvi da je Ag=p(A) i A, =q(A).

6.69. Neka je A € HomV linearni operator i neka je L potprostor od V.
(i1) Ako je L invarijantan za A iako je dim L = 1, dokazite da je L sopstveni potprostor.
(i2) Neka je B operator koji komutira sa A i ako je L sopstveni potprostor od A pokazite da je L
invarijantan za B.
ReSenje. (i1) Kako je L = L({v}), v#0, i L invarijantan za A imamo,
Av € L dakle postoji Ao € F takav da je Av = A\gv,

i Ao je sopstvena vrednost ¢iji je sopstveni vektor v, pa je L sopstveni potprostor za A.

(i2) Kako je L sopstveni potprostor za sopstvenu vrednost Ao, onda za svaki v € L i v # 0, Av = Aov, 1 imamo,
A(Bv) = B(Av) = B(Aov) = Xo(Bv) tj. Bve L,

tj. L je invarijantan potprostor operatora B.

6.70. Neka su A i B € Hom (R"™) linearni operatori koji komutiraju, A B = B A, i neka su A i B dijagonal-
izabilan operatori. Dokazite da postoji baza u kojoj su matrice operatora A i B dijagonalne.

6.71. Neka je F familija operatora na kompleksnom vektorskom prostoru V, (dim V = n) takva da svaka
dva operatora iz F komutiraju ® i da su svi operatori familije F dijagonalizabilni. Pokazite da
(i1) postoji vektor v # 0 takav da je za sve A€ F, Av = A(A4)wv.
(i2) je preslikavanje X : F — C, definisano u (il) linearno.
(i3) postoji niz potprostora: {0} =V, C Vi--- CV,, =V takvih da je dimV; =4, i =0,1,...,n idasu
Vi, 1=0,1,...,n invarijantni potprostori za svaki A € F. Ovakav niz potprostora zove se fleg.

(i4) postoji regularna matrica 7 takva da je matrica 7 1A(e) T gornje trougaona matrica za sve A € F,
pri ¢emu je e neka baza od V u kojoj operator A ima matricu A(e).

6.72. Surova lema ' lema. Neka je A € HomV i V vektorski prostor nad F e {R,C} ineka A komutira
sa svakim B € HomV, tj. AB = B A, za sve B € HomV, onda je operator A proporcionalan jedinicnom
operatoru. Dokazite !!

18 Takva familiju ponekad nazivamo i Abelova familija.
19 155ai Schur, 1875—1941 nemacki matematicar.
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ReZenje. Prvo pokazimo da Sp(A) # 0, tj. A ima barem jednu sopstvenu vrednost. Ako je F = C onda A ima barem
jednu sopstvenu vrednost (jer je C algebarski zatvoreno polje, pa karakteristiéni polinom ima nulu u C), a ako je F = R onda
posmatrajmo operator B koji ima jednodimenzioni sopstveni potprostor L. Takav je npr. operator B koji je definisan na sledeéi
nacin:

Bei =ei1, Be;=0, j=2,...,n=dimV,
pri ¢emu je e = (e1,...,en) neka baza od V. Sada zbog tvrdnje (i2) prethodnog zadatka zaklju¢ujemo da je L invarijantan
potprostor za operator A, a onda tvrdnja (il) istog zadatka, implicira da je L sopstveni potprostor od A, tj. Sp(A) # 0.

Kako je Sp(A) # 0 postoji A € Sp(A) ineka je V) sopstveni potprostor operatora A koji odgovara sopstvenoj vrednosti A. Da
bismo zavrsili dokaz primetimo da je dovoljno pokazati da je V, = V. Kada bi V) # V onda bi postojao vektor w € V '\ Vy i neka
je B operator za kojeg potprostor V) nije invarijantan, takav je npr. operator B koji je definisan na sledeéi nacin:

Bv=w, Bej=0, j=2,...,n,
pri ¢emu je v € V\ i e = (v,e2,...,e,) neka baza od V, onda tvrdnja (i2) prethodnog zadatka implicira da je potprostor Vj

invarijantan za B §to je nemogucée. Prema tome nasa pretpostavka da V) # V dovela nas je do kontradikcije odakle sledi da je
Vi=V, tj. A= Xidy.

6.73. Dokazite Surovu lemu, "pesackom metodom’, tj. pazljivim izborima matrica B sa kojima polazna matrica
A komutira.



GLAVA 7

UNITARNI PROSTORI

7.1. Definicija. Neka je V kompleksni vektorski prostor, kazemo da je V unitaran vektorski prostor ako je
definisana funkcija (-,-) : V x V. — C za koju vaze sledeée aksiome (V v1,v2,w € V, Va € C):

(al) aditivnost u prvom argumentu: (v; + va, w) = (v1, w) + (v2, w),

(a2) homogenost u prvom argumentu: (v, w) = o (v, w),

(a3) hermitska simetriénost: (v, w) = (w,v),

(ad) pozitivna definitnost: (v,v) > 0,

(ab) nedegenerisanost: (v,v) =0 akko v =0.
Funkcija koja zadovoljava aksiome (al)—(a3) zove se hermitski bilinearni funkcional (forma), ako zadovoljava ak-

siomu nedegerisanosti ! kazemo da je nedegenerisana hermitska bilinearna forma, a ako jos zadovoljava i pozitivnu
definitnost onda takvu funkciju zovemo skalarni proizvod na V.

Unitarni prostori su prirodna generalizacija euklidskih prostora—realnih vektorskih prostora na kojima je
definisan skalarni proizvod. Primetimo da se aksioma (a3) na realnim vektorskim prostorima svodi na obi¢nu
simetriju, jer je @ = «, za svaki o € R. Zbog toga analogni rezultati koji vaze za unitarne prostore vaze i za
euklidske, a neke od posebnog interesa ¢emo i posebno tretirati.
Lako se vidi da (al), (a2) i (a3) impliciraju (V v, w1, wq € V, a € C):

(al’) aditivnost u drugom argumentu: (v,w; + we) = (v, wy) + (v, wa) .

(a2’) hermitska homogenost u drugom argumentu: (v,aw) = @ (v, w).

U ovoj glavi, osim ako ne bude drugacije receno, sa V' oznacavamo unitarni kona¢nodimenzioni prostor dimenzije
n, a sa (-, -) njegov skalarni proizvod. Pod unitarnim prostorom podrazumevamo i realni unitarni (tj. euklidski)
prostor. Dakle, u ovoj glavi polje F je ili C (uglavnom) ili R (ponekad).

7.2. Vazni primeri unitarnih prostora.

(i1) C™ (R™) pri ¢emu je skalarni proizvod definisan formulom,
(v,w}zZviWi, za v = (V1,...,0n) 1 w=(wy,...,wy).

Ovaj skalarni proizvod zove se standardni skalarni proizvod.

(i2) Neka je C[a,b] vektorski prostor svih kompleksnih (realnih) neprekidnih funkcija na intervalu [a,b] C
R, ineka je w : [a,b] — R, neprekidna pozitivna realna funkcija onda definisemo skalarni proizvod
formulom:

(F.9)e = [ i) O 5D dt.

Funkcija w naziva se tezina. Ako je w =1 na [a,b], tada dobijamo neprekidnu verziju standardnog
skalarnog proizvoda na skupu C|a, b].

(i3) Neka je V' =M, (C) vektorski prostor kvadratnih kompleksnih matrica reda n. V' je unitaran prostor
uz skalarni proizvod dat formulom, (A,B) = Tr(B*A), gde je A* = (@j;) matrica koja se dobije iz
matrice A = (a;;) konjugovanjem i transponovanjem.

1koja se formuliSe kao: ako je B(z,y) =0, za sve y € V tada je x = 0.

193
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o0
(i4) Neka je V = {(a1,q2,...,an,...) | 0y € R, Vi € N, Y |a;]? < oo} skup svih kvadratno sumabilnih
i=1

[ee]

redova u RY. V je vektorski prostor u kojem za dva niza (o )ien, (Bi)ien € V vazidaje Y. a; B; < oo,
i=1

pa mozemo uvesti skalarni proizvod formulom:

((ai)ien, (Bi)ien) = io:l a; B

7.3. Ortogonalnost. Neka je V' unitaran prostor, za vektore v i w kazemo da su ortogonalni (normalni) i
pisemo v L w ako je (v,w) = 0. Po definiciji, nula vektor je normalan na sve ostale vektore iz V, a zbog
aksiome (a5) to je jedini vektor koji je normalan na sve vektore iz V. Pojam ortogonalnosti na prirodan nacin
prosirujemo i na bilo koja dva podskupa (potprostora) Wy, Wy C V' slede¢om definicijom: kazemo da je W;
ortogonalan (normalan) na Wy ako i samo ako je

(W1, W) =0 tj. akko (wy,wq) =0, Vwy € Wi, Ywe € Wy i pisemo Wy L W,
Skup W = {v1,...,u} je ortogonalan ako vazi:
v; #0, i=1,....k 1 (v;,v;)=0, i#}J.
Ortogonalni skup vektora ¢esto se naziva i ortogonalnim sistemom vektora. Ovaj pojam moze se prosiriti i na

skupove koji nisu konac¢ni tako $to u tom slucaju kazemo da je skup W ortogonalan ako i samo ako je svaki
njegov kona¢ni podskup ortogonalan.

7.4. Ortogonalnost i linearna nezavisnost. Na osnovu naSeg 3—dimenzionog iskustva ocekujemo da su
ortogonalni skupovi linearno nezavisni. Da je to tako pokazuje sledeca propozicija.

Propozicija. Neka je S = {v1,...,v} C V ortogonalan skup unitarnog prostora V, tada je on linearno
nezavisan.
Dokaz. Kako je S = {vy,...,vx} ortogonalan skup, posmatrajmo jednakost:

a1 v+ agvg + - 4 agug =0,

i ako ovu relaciju skalarno mnozimo redom vektorima v; (i = 1,...,k), i dobijamo,
k
0=1(0,v;) = (w1 +agvy+ -+ apvp, vi) = > a; vy, vi) = (v, v;)
j=1
odakle je a; =0, jerje v; #0, i =1,...,k. O

7.5. Norma. Ugao. Bunjakovski?-Kosi® —Svarcova® nejednakost. U svakom unitarnom prostoru

veoma vaznu ulogu ima funkcija, || || : V — R{, definisana formulom: |v| = v/(v,v). Ova funkcija naziva
se norma i dobro je definisana zbog aksiome (a4).

Teorema. Neka su v,w bilo koja dva vektora unitarnog prostora V. Tada vazi nejednakost,
(7.1) (v, w)| < lvf| fJw]l,
pri ¢cemu jednakost vazi ako i samo ako su vektori v i w linearno zavisni.

Digresija. Nejednakost (7.1) poznata je kao Bunjakovski— Kosi—Svarcova nejednakost.

Dokaz. Jasno, nejednakost vazi ako je neki od vektora v ili w nula vektor. Zato pretpostavimo da je npr.
w # 0, i za proizvoljno A posmatrajmo vektor u = v + Aw. Tada redom imamo:

(7.2) 0 < JJul® = llv + Awl* = ol|* + 2A\(v, w) + N*|Jw]|*.
Prethodna nejednakost vazi i za A = — <HU’ T|U2> , 8to nakon zamene u (7.2) daje,
w
(v,w} (v,w>2 2 2 <U,’U)>2
(7.3) 0 < Jlull® = flo+Awl® = [[o]]* = 255 (v, w) + [wl” = llv]l” -
[[w]|? il Jw]®

2 Bunjakovski, Viktor Jakovljevi¢, 1804 —1889, ruski matematicar.
3Augustin-Louis, Cauchy, 1789 —1857, francuski matematicar, jedan od osnivaca moderne matematicke analize.
4SCwartz, Karl Hermann Amandus, 1843 —1921, nemacki matematicar.



odakle, nakon mnozenja (7.3) sa ||w|?, i uzimanja drugog korena, dobijamo trazenu nejednakost (7.1).
Ocigledno, u (7.2) jednakost vazi akko v = Aw , A € F, tj. kada su v i w linearno zavisni. O
Zbog, prethodne nejednakosti u unitarnom prostoru dobro je definisan i pojam ugla za bilo koja dva ne-nula
vektora v,w, formulom:

(v, w)

cos < = —.
(©0) = ol ol

7.6. Ortonormirana baza. Gram °—Smitov % postupak ortogonalizacije.
Neka je V' unitaran prostor dimenzije n, za bazu e = (e1, es,...,e,) kazemo da je ortonormirana ako vazi:

€, €5 :(51", Vi,j:1,2,...,n.
J J

Iz same definicije nije jasno da li takva baza postoji u svakom kona¢nodimenzionom unitarnom prostoru.
Pozitivan odgovor na problem egzistencije ortonormirane baze u unitarnim prostorima daje Gram—Smitov
postupak ortogonalizacije. Radi se o algoritmu kojime se neka proizvoljna baza f vektorskog prostora V
zamenjuje ortonormiranom bazom e i to tako da se u i—tom koraku podudaraju lineali L({f1,..., fi}) =
L({e1,...,€e}), zasve i =1,2,...,dim V. Preciznije, imamo

(i1) 1. korak: uzmemo 1. vektor stare baze fi € f i definiSemo 1. vektor nove baze formulom:
el =¢€1 H‘JIZ—IH, gde jee; € {—1,1} (1)
1

(i2) 2. korak: uzmemo 2. vektor stare baze fo € f i definiSemo prvo vektor

vy = fa — (fa,e1) €1, (¥2)

a zatim vektor ve normiramo i dolazimo do 2. vektora nove baze:

€9 = €9 i, gde je g9 € {—1,1}
[[va

(i3) 3. korak: uzmemo 3. vektor baze f3 € f i definiSemo vektor
vs = f3— (fs,e1) e1 — (fs, e2) e, (*3)

a zatim vektor ws normiramo i dolazimo do 3. vektora nove baze:

e3 = €3 i, gde jeez € {—1,1}
[[vs

Pretpostavimo da smo u (k — 1). koraku definisali ortonormirani skup {ej,es,...,ex_1}.

(k) k.-ti korak: uzmemo k.-ti vektor stare baze fi € f i definiSemo prvo vektor

k
v = fr — > (frei) e, (xk)

i=1
a zatim vektor v; normiramo i dolazimo do k.-tog vektora nove baze:

€L = €k v—k, gde je e, € {—1,1}
vkl

Primetimo da su svi vektori e; razli¢iti od nula vektora, jer kada bi neki od vektora wv; bili jednaki nula
vektoru, postojao bi najmanji indeks takav da je vy = 0. Iz formula (x1) — (x(k — 1)) vidimo da su vektori

ej, ili ekvivalentno, vektori v; (j = 1,...,7 — 1) linearne kombinacije vektora f; (j = 1,...,k — 1), a kako
je v = 0 iz (xk), nakon zamene vektore e; linearnim kombinacijom vektora f;,) dobili bismo da je skup
{f1,--., fx} linearno zavisan, a to je nemoguce jer je skup f baza vektorskog prostora.

Takode je jasno da vektori e; imaju normu jednaku 1, pa nam preostaje da pokazemo da je vektor vy (eg)
normalan na sve vektore e; (j = 1,...,k —1). Ovo tvrdenje dokazujemo indukcijom. Za i = 1, vazi, zato

5 Jorgen Pedersen, Gram, 1850 —1916, danski matematicar i aktuar.
6Schmid‘c, Erhard, 1876 —1959, nemacki matematicar.
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pretpostavimo da je ex_q1 L e1,...,ex_9; ondaza j € {l,...,k— 1} imamo:

(ks €5) = (fw€5) — <Z<fk7€l>€lyej> = (fre5) — > _(frer) {ere5) =0.

=1 =1

=, po P.I

Time je dokazano da je skup e = {ej, ea,...,e,... } ortonormiran tj. vazi formula (e;, e;) = d;5, za sve 1, j.
Time smo dokazali sledeéu teoremu.
Teorema(Gram — Smitova ortoganalizacija) Neka je f = (f1, fa, ..., fn) baza unitarnog vektorskog pros-
tora V. Tada postoji pozitivno orijentisana ortonormirana baza e = (e1, e, ..., ey,) takva da je

J1 =ane,

f2 = ag1e1 +axes,
(7.4)

fn =Qipel +aomex+ -+ Qppén.
Skalari a1, @90 ..., a,, mozemo izabrati tako da baza e bude pozitivno orijentisana.

Primedba 1. Primetimo da ovaj dokaz vazi i u slu¢aju kada vektorski prostor ima prebrojivu bazu.

Primedba 2. Iz formula (7.4) sledi da je Gram — Smitov postupak linearan i da je trougaoni, tj. vektor ortonormi-
rane baze e; je linearna kombinacija prvih i vektora polazne baze.

Primedba 3: Geometrijska interpretacija GS postupka. Iz k.—tog koraka u dokazu Gram - Smitovog postupka
sledi da za vektor fi polazne baze postoje jedinstveni vektori vy i pp takvi da je fr = vy + pr gde je pg €
Vieer = L(f1, fo, -+ fr—1) 1 vp L Vx_1. Drugim rec¢ima, u k.—tom koraku od vektora f; oduzimamo njegovu
ortogonalnu projekciju (py) na potprostor Vj_1, koja uvek postoji, a zatim dobijeni rezultat (vg) normiramo.

PRIMER 1. Ortonormirajte skup vektora, {a; = (1,0,1)7,a2 = (1,2,0)",a3 = (0,2,3)"} C R3, s obzirom na
standardni skalarni proizvod.

Koriste¢i Gram — Smitov postupak nalazimo redom:

. al 1
il) e = =—(1,0,1)7,

1 1
(12) U2 = ag — <a2,€1> €1 = (1>270>T s A (1>07 1)T =35 (1>47 _1)T
V2 f 2
V2 1 \/§
= = T = i 274-7 -2 T:
= o~ w6 0T
4
3 5vV2 V2
(13) V3 = ag — (ag, > €] — <a3,62> €y = (0 2 3) 7 7 (1 0 1)7- — T\/_ % (2,4,—2)7-
3 10 8
=(0,2,3)" — = (1,0,1)" — 1,4,—1 - (=2,1,2
(77)12(77) 36( ) 9( )
U3
eg = —— = —(—2,1,2)".
losl] 3
PRIMER 2. Lezandrovi’ polinomi. Polinomi, Py, k =0,1,2,..., koji se dobijaju Gram —Smitovim postupkom
ortogonalizacije skupa polinoma {1,¢,#2,¢3,...,#", ..., } s obzirom na skalarni proizvod iz tacke 7.2 (i2) uz
tezinsku funkciju w = 1, i koji zadovoljavaju uslov normiranosti
2
P, P =——

zovu se Lezandrovi polinomi. Lezandrovi polinomi Py oSu proporcionalni polinomima {e1,es,es,...,} koji se

dobijaju zadatku 7.76, tako je npr.

Py(t)=1, Pi(t)=t, Pt)= (3t2—1) Py(t) = (5t3 3t),....

7Legendre, Adrien-Marie, 17521833, francuski matematicar.
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Lezandrovi polinomi su samo jedna od familija ortogonalnih polinoma, druge se dobijaju ortonormiranjem skupa
{1,¢,#2,3,...,¢", ...}, ali s obzirom na skalarne proizvode sa razli¢itim tezinskim funkcijama i na drugom
intervalu. Takvi su npr.

(H) Ermitovi® polinomi: tezinska funkcija je e** na (—oo,00)

(L) Lagerovi® polinomi: tezinska funkcija je e=* na [0,00)

(C) Cebievljevi 1° polinomi prve vrste: tezinska funkcija je a [—1,1]

1
——n
V1 — a2
Postoje i neke druge vrste ortogonalnih polinoma kao §to su: Jakobijevi polinomi, Gegenbauerovi i sl.
Ovi polinomi su veoma vazni u fizici.

7.8. Furijeovi ! koeficijenti i njihova svojstva. Neka je {ei,...,e,} ortonormirana baza unitarnog pro-
stora V' ineka je v € V proizvoljan vektor. Tada znamo da vazi v =), v; e;, i ako ovu jednakost skalarno
pomnozimo da vektorom e;, dobi¢emo

<U,€j> = < Zviei,ej> :Zvi(ei,ej> :Zviéij = Vy.

i=1 i=1 i=1
Tako da koordinate vektora v u proizvoljnoj ortonormiranoj bazi su jednake v; = (v,e;) i mozemo pisati

n

(75) v= Z<v> €j > €
i=1
Skalari v; = (v,e;) zovu se Furijeovi koeficijenti vektora v s obzirom na ortonormiranu bazu e.

U slede¢oj teoremi ispitujemo svojstva Furijeovih koeficijenata.

Teorema. Neka je B = {ej,...,ex} ortonormirani skup unitarnog prostoru V. Tada,
(B) za svakiv € V vazi,

(v,v) > af+ a3+ +ai, gde su a; = (v,e), zai=1,...,k.

U prethodnoj nejednaksti jednakost vazi za svaki v € V akko je {e1,...,ex} baza od V.
Prethodna nejednakost naziva se Beselova'? nejednakost.

(P) je By baza od V' akko za svaka dva vektora v,w € V' vazi jednakost

n

(v,w) = Z(v, ei) (e, w).

i=1

Prethodna jednakost zove se Parservalova'® jedankost.

k

Dokaz. (B) Ako je {ei1,...,ex} ortonormirana baza od V tada je v= ) v;e;, gde suv; = a4, (i =1,...,k)
i=1

Furijeovi koeficijenti. Sada ra¢unamo,

k k

2

v>:< E aiei,Zajej>: E Zazaj €i,e;) ZE a; a5 05 = g alal—Z\oﬂ
i=1 j=1

i=1 j=1 =1 j=1

pa vidimo da u Beselovoj nejednakosti vazi jednakost ako je polazni ortonormirani skup baza. Ako skup
{e1,...,er} nije ortonormirana baza onda ga nadopunimo vektorima ej1,...,e, do ortonormirane baze od
V, i kona¢no dobijamo,

n k
(0, 0) =) o> > |ai”
i=1 =1

8 Hermite, Charles, 1822 —-1901, francuski matematicar.

gLaguerre7 Edmond Nicolas, 1834 — 1886, francuski matematicar

10 Chebyshev, Pafnuty Lvovich, 1821 —1894, ruski matematicar

11 Fourier, Jean-Baptiste Joseph, 1768 — 1830, francuski matematicar i fizicar.

12 Bessel, Friedrich Wilhelm, 1784 — 1846, nemacki astronom, matematicar i fizicar.
13 Parserval, Marc-Antoine des Chenes, 1755 — 1836, francuski matematicar.
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k k
(P) NuZnost. Kako je skup {ei,...,e;} bazaondaje v= ) (v,e;)e; i w= ) (w,e;)e;. Sada redom imamo,
i=1 j=1
k k k k k
(v,w>:<z (v, €;) ,Z w, e;) e]> ZZ(U,Q)(w ) (eirej) =) (v,e) (e, w
i=1 j=1 i=1 j=1 o =
ij—

Dovoljnost. Pretpostavimo da za sve v,w € V vazi: (v,w) = Zf:1<v,ei> (e;,w) 1 pretpostavimo da skup

{e1,...,er} nije ortonormirana baza od V. Nadopunimo ga sada neki vektorima exy1,...,e, do ortonormirane
baza od V. Uzmimo neki vektor e,, € {exy1,...,e,} tadaje ey L eg,..., e, i racunamo
k
(emy €m> = Z<€m7 €i> <6i7 €m> =0,
i=1
odakle je e, = 0, a to je nemoguce. Dobijena kontradikcija pokazuje da je skup {e1,...,ex} bazaod V. O

7.9. Ortogonalni komplement. Neka je V unitaran prostor i neka je L neki njegov potprostor. Skup
vektora L+ = {x € V | (x,v) = 0, Vv € L} zove se ortogonalni komplement od L u V s obzirom na
skalarni proizvod (-,-). Osnovna svojstva ortogonalnog komplementa sadrzana su u slede¢oj propoziciji.

Propozicija. Neka su L i M neki potprostori unitarnog prostora V . Tada

(i1) L* je potprostor od V, (i2) Lo Lt =V,
(i3) L* je jedinstven, (i4) (LYt =1L,
(i5) (L+ M)+ =L+ nMm+ (i6) (LN M)+ =L+ + M+

Dokaz. (i1) Neka su v, w € L*, «a, B € C ineka je = proizvoljan vektor iz L. Tada je {(z,v) = (z,w) =0, i
lako nalazimo

(z,00 + Bw) = (z,00) + (2, fw) = a (z,0) + B (z,w) =0,
odakle sledi da je L potprostor od V.

(i2) Neka je (f1, f2,...,fxr) baza od L, zatim ovu bazu nadopunimo vektorima fxy1,...,f, do baze od V| i
nakon primena Gram - Smitovog postupka ortogonalizacije na bazu f dolazimo do baze e koja je ortonormi-
rana i u kojoj prvih k vektora (eq,...,e;) formiraju ortonormiranu bazu od L, a preostalih n — k vektora
(€kt1,---,en) Cine ortonormiranu bazu od L*, jer su svi vektori iz L' mnormalni na sve vektore iz L.

(i3) Implicitno je sadrzano u prethodnom dokazu od (i2). Malo preciznije, izaberimo bazu (ey,...,e), od L,
ako je x € L+ vaii,

(7.6) (x,e;) =0, i=1,...,k.

Primetimo da (7.6) predstavlja jedan homogeni linearni sistem od k linearno nezavisnih jedna¢ina u kojem su
nepoznate koordinate vektora x tj. x1,x9,...,x,. Kako reSenja ovog homogenog sistema obrazuju jedinstveni
vektorski potprostor dimenzije n — k, a taj je u naSem slucaju bas ortogonalni komplement, sledi da je
ortogonalni komplement jedinstven.

(i4) Iz (i2) sledi
V=LteoILHt i v=LtalL
Kako je zbog (i3) ortogonalni komplement od L' jedinstven iz prethodne dve jednakosti sledi tvrdnja.
(i5) Tvrdnja je posledica sledeéeg niza ekvivalencija
c(L+M?*t == (r,9)=0, Vye L+ M=L(LU M)

— (z,y)=0, VyeL i Vye M

— gzeltizeM' = zelL‘nMt.
(i6) Primenimo (i5) na ortogonalne komplemente od L i M tj.

(Lr+MHt=@HtnMmHt=Ln M,

ako na ovu jednakost primenimo operaciju uzimanja ortogonalnog komplementa, zbog jedinstvenosti ortogo-
nalnog komplementa i (L)% = L sledi tvrdnja. O
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Primedba. Primetimo da je ortogonalni komplement od L jedinstven za razliku od proizvoljnog direktnog
komplementa.

Primer. U euklidskom prostoru R® dat je potprostor M = L({v = (2,4,7,2,-1)7, u = (1,2,3,—1,2)7}).
Odredimo M*.

Neka je z = (x1,...,25)" € M+, tada je (z,v) = (z,u) =0, i tako dobijamo linearni sistem

(7.7) T1+2x9+303 —x4+225 =0, 211 +4xo+Tw3+234 — 15 = 0.

Sistem (7.7) ima reSenje: x = x1(—2,1,0,0,0)" + x2(—13,0,—4,1,0)" + x3(—17,0,5,0,1)", x1,x9,23 € R.
Dakle, M+ = £({(~2,1,0,0,0)7, (~13,0, —4,1,0)", (~17,0,5,0,1)7}).

7.10. Hermitsko konjugovanje. Neka je * : M,,(C) — M,,(C) preslikavanje definisano kao kompozicija

transponovanja i konjugovanja. Kako je kompozicija transponovanja i konjugovanja komutativna, imamo * =
T - —

o~ = T~ o7. Dakle, preslikavanje * matrici A = (oj;;) € M, (C) dodeli matricu A* = (aj;) € M,(C).
Preslikavanje * nazivamo hermitsko konjugovanje. Za matricu A* kazemo da je i (hermitski) adjungovana matrici
A.

Propozicija. Hermitsko konjugovanje *, ima sledece osobine,

(i1) involutivnost: (A*)* = A, (i3) (NA)* = X A%,

(i2) * je bijekcija, (i4) (AB)* = B* A*.
Dokaz. (il) Primetimo da je * kompozicija dve involucije (transponovanja i konjugovanja) koje komutiraju,
odakle odmah sledi tvrdnja. Preciznije,

(2= eo()=(Te)o(To)=T0("0 o~ =T0(T0 )o-"
=(T0o MNo(To )=("2o()P=idoid=id.
(i2) Komporzicija dve bijekcije (transponovanje i konjugovanje) je bijekcija.
(13) (NA)* = (M(aij)* = (Nayy)* = Nag) = (Vagi) = X (@5) = VA"

(i4) Kako je * komporzicija transponovanja i konjugovanja, i kako je transponovanje linearni antiautomor-

fizam (f(a-b) = f(b) - f(a)) od M(C), a konjugovanje je automorfizam od M(C) tvrdnja sledi. Preciznije,

7.11. Gramova matrica i Gramova determinanta. Neka je dat skup vektora {vi,...,v;} u unitarnom
prostoru V. Taj skup je linearno nezavisan ako jednacina,

(7.8) A v+ Aove + -+ A v =0,
ima samo trivijalno resenje: \; =0, i = 1,...,k. Mnozeéi jednakost (7.8) skalarno redom vektorima wv;, i =
1,...,k dobijamo slede¢i homogeni sistem linearnih jednac¢ina u A;,i =1,...,k,

(v1,v1) A1 + (v2,v1) Ao + -+ (vg, v1) A = 0,

(’Ul,’Ug> A+ <U2,U2> Ao+ -+ <Uk,’02> A =0,
(7.9)

(v1,vK) A1 + (v2, Ug) Ao + -+ - (Vg, vg) A, = 0.

Matrica ovog sistema zove se Gramova matrica i jednaka je,

(vr,v1) (v2,v1) -+ (vg,v1)

(v,v2) (v2,v2) -+ (vg,v2)
(7.10) G = G(vi,v2,...,v) =

| (v, v) (vo,vk) o (U, v) |

Oznaka koja se koristi za determinantu matrice je G je I' = I'(vy, v, ..., vk).
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Kako je sistem (7.9) homogeni i Kramerov, on ima samo trivijalno reSenje akko je I'(vq,ve,...,v;) # 0, a to
implicira da je skup vektora {vi,ve,...,v} linearno nezavisan akko je I'(vy,va,...,v;) # 0.
Teorema. Neka je V unitaran prostor, i neka su vi,...,vp € V. Tada je,

(i1) T(v1 + Awvg,va,...,v5) = ['(v1,v9,...,v;), za sve A € C.
(i2) Ako je vy L {v1,va,...,v_1} onda je T(vi,va,...,vx) = |[vg|® T(v1,v2, ..., 05 1)
(13) F('Ul,’UQ, s ,Uk) > 0.

Dokaz. Da bismo dokazali svojstvo (i1) dovoljno je pomnoziti drugu vrstu determinante I' (v] + A v, ve, ..., vg)
sa — A i dodati prvoj vrsti, a zatim drugu kolonu dobijene determinante pomnoziti sa — A i dodati prvoj
koloni, i iskoristiti ¢injenicu da ove transformacije ne menjaju determinantu.

(i2) sledi ako determinantu I'r (vq,vs,...,v;) razvijemo po poslednjoj koloni i iskoristimo da je (v;,vr) =
0,i=1,...k—1.

(i3) Ako je {v1,...,v;} linearno zavisan tvrdnja lako sledi iz (il1) jer se Gramova determinanta skupa linearno
zavisnih vektora ponistava. Zato pretpostavimo da je skup {vi,...,v;} linearno nezavisan. Neka je L =
L({v1,...,v}) potprostor od V, tada postoji ortonormirana baza ey, = (ey, ..., ex) potprostora L i definisemo
linearno preslikavanje A : L — L svojim dejstvom na bazi ey, tj. formulom A(e;) = v; = Z§:1 Qi €j.
Izracunajmo sada det A u bazi er. Matrica tog skupa vektora u bazi e i njoj adjungovana (hermitski)
matrica imaju sledeéi oblik,

Q11 Q@12 ... Qg Q11 Q@21 ... Qg1

Qo1 Q22 ... Qo i % Q2 Q22 ... Q3
A=1| . . . . i A* = ,

a1 O2 ... Ofkk a1 09k ... Ok

s druge strane Parservalova jednakost daje:

k k
(7.11) (vi,vj) = Z(vi, er) (e, vj) = Zvliﬁj. Tako da sada ra¢unamo,
=1 =1
> Qitoin ) Qhrcuiz > ik
i o1 ... Gl a1l 12 ... oug e i IS
WA - @ @ @ 06.21 01.22 OC.Qk _ Z; Qi2 i1 l; Q202 ... l; Qi2Qik
arg o2k ... Qkk k1 Qg2 ... OQkk % % &
Z (6777875} Z QOG22 Z Qi Ok
| =1 =1 =1 _
Ako sada malo pazljivije pogledamo poslednju matricu i iskoristimo (7.11) vidimo da je A* A = G(vy,...,vk).
Odakle uzimanjem determinante napokon dobijamo:
D(vy,...,v) =det (A* A) = det A*det A = det A" det A = det Adet A = |det A|?> >0 O

Primedba. Koristeéi osobinu (i3) Gramove determinante iz prethodne teoreme lako dobijamo dokaz Kosi—
Bunjakovski — Svarcove nejednakosti.

Dovoljno je za proizvoljna dva linearno nezavisna vektora v, i w (jer u suprotnom ocigledno vazi jednakost)
iskoristiti osobinu (i3) iz prethodne teoreme,

(v,v) (v, w)

0<T(v,w) = (w,v) (w,w)

= (v,0) (w,w) — (v,w)*>  odakle sledi,  [(v,w)[| <[]l [lo]-

7.12. Geometrijski smisao Grammove determinante. Sada zelimo da ispitamo geometrijski smisao
Gramove determinante skupa vektora {vi,ve,...,vr}. U manjim dimenzijama, tj. kada je k mali broj to nije
tesko. Tako nalazimo,

(k=1) I'(v1) = (v, v1) = ||v1||?. Dakle, vidimo da je I'(v1) kvadrat intenziteta (mere duzi) vektora v.
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(k=2) Kako je (v,w) = ||v| [[w|| cos <(v,w), sada zbog Primedbe iz prethodne tacke imamo,
L(v,w) = ol [Jw]* = [Jo[* [[w]|* cos® < (v, w) = [Jo]|* w]|* (1 = cos®<t(v, w)) = [|v]|* [[w]|* sin®<(v, w)
tj. vidimo da je I'(v,w) jednako kvadratu povrsine (zapremine) paralelograma (paralelepiped u dimen-
Ziji 2).
(k=3) Neka je e = (e1, €2, e3) neka ortogonalna baza lineala V3 = L(v1,v2,v3) 1 neka su vektori v; =
(r1,22,23), vo = (y1,Y2,y3) 1 v3 = (21,29, 23), dati svojim koordinatama u bazi e. Sada je kvadrat

zapremine paralelepipeda razapetog vektorima vy, vo i vs jednak, na osnovu geometrijske inerpretacije
mesovitog proizvoda,

T X2 X3 T1 Y1 2 33% +33% ‘HE% T1Y1+T2y2 +23Ys x121+ T2 22+ 2323
Vi=|y v us T2 Yo 22 |=| Y171+ Y222+ Y33 v+ s+ 3 Y121 + Y2 22 + Y3 23
21 2z 23 r3 Y3 23 2101 + 2202 + 2373 21Y1 + 22Y2 + 2393 2+ 25+ 23

(v, ) (v,w)  (v,y)

= (w,v) <w7w> <w>y> = F(Ulav27U3) .

(y,0) (yw) (v,v)

I sada slutimo da ovo nije slu¢ajno, i da za proizvoljni £ € N vazi analogna formula.

Teorema. Neka je {vi,va,...,vp} €V podskup unitarnog prostora. Tada je
(7.12) L(vy,vg,...,0) = (Voly P(v1,v2, ..., u1))%,
gde je P(v1,v9,...,v;) paralelepiped odreden vektorima vy, va, ..., V.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po broju k. Za k = 1,2,3 videli smo da je tvrdenje tacno.

Pretpostavimo da je tvrdnja ta¢na izan = k—1 € N. Sada posmatrajmo k—¢lani podskup {v1,va,...,vp} C V.
Mozemo pretpostaviti da je ovaj skup linearno nezavisan, jer se u suprotnom obe strane jednakosti (7.12)
ponistavaju. Kako za zapremine paralelelepipeda vazi veza

(7.13) Vol P(v1,v2,...,vx) = hVolg_1 P(v1,v2, ..., 0p_1),
gde je h visina. Gram-Smitova ortogonalizacija implicira da postoji jedinstveno predstavljanje vektora vy u
obliku, vy = z4+w, gde je w € Vj_1 = L(v1,v9,...,05_1) 1 2L Vi_1, jer je ortogonalna projekcija vektora

vk na V1 jedinstvena. Ako sada primetimo da je h = ||z]|, jer je vektor z normalan na Vj_q, i koristeéi sad
svojstva iz 7.11 Teoreme redom imamo,

(i1) (2) 12
I‘(vl,vg,...,vk) = F(’Ul,’Ug,...,’L)k,bZ—l—w) = F(vl,vg,...,vk,l,z) = HZH F(’Ul,vg,...,kal)

PI
B g2 (Volk_1 P(v1,v2, ..., v5-1))* = (Vol P(v1,va, . .., v3))%,

i teorema je dokazana. O

7.13. Linearni funkcionali u unitarnim prostorima. Znamo, da je skalarni proizvod linearan u prvom
argumentu, tako da za dati x € V preslikavanje, f, : V — F, definisano formulom,

(7.14) fo(y) = (y, )

je ocigledno linearni operator. Sada se postavlja prirodno pitanje: da li je svaki linearni funkcional f € V* tog
oblika ?

Odgovor na ovo pitanje je potvrdan i sadrzaj je sledece teoreme.

Teorema (O reprezentacija linearnog funkcionala u unitarnim prostorima). Neka je f linearni funkcional na
konac¢nodimenzionom unitarnom prostoru V, tada postoji jedinstveni vektor vy € V' takav da je f(v) = (v, vp).

Dokaz. Pretpostavimo da je f netrivijalan funkcional, tj. f # 0, jer u suprotnom, tj. ako je f =0 tada za
v mozemo izabrati nula vektor i vidimo da tvrdnja vazi.

Zbog teoreme o rangu i defektu Ker f ima dimenziju dimV — 1, pa postoji vektor wg € (Ker f) takav da je
wo baza za (Ker f) ida je |lwg|| = 1. Dakle, proizvoljni v € (Ker f)* je predstavljiv u obliku v = awy, za
neko a € C, i imamo redom

(7.15) f(v) = flawy) = af(wy) = af(wo){wo,we) = (wo, f(wo) wo).
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Ako stavimo vy = f(wg)wg iz poslednje relacije dobijamo da je f(v) = (v,vp). Ako je v € Ker f onda je
f(v) =0, ali jeiwv L vy, pa vidimo da se obe strane jednakosti, f(v) = (v,vp), ponistavaju. Primetimo da smo
time dokazali egzistenciju, jer ako je v € V' imamo da je v = vy +v2, v € Ker f i vy € (Ker )+, odakle je,

f) = flor+v2) = f(v1) + fv2) = f(v2) = (v1,v0) + (v2,v0) = (v1 + v2,v0) = (v, v0).
Jedintvenost je posledica ¢injenice da postoje samo dva vektora wg i —wgy u (Ker f)* koji imaju normu 1, ali
formulom f(wp) wp, oni definisu isti vektor wvy.
Obrat ove teoreme je ocigledan tj. za vy € V formulom f(v) = (v,v9) definisan je jedinstveni linearni

funkcional. 0

Primedba. Ova teorema je od velike vaznosti jer je uspostavljena prirodna (preko skalarnog proizvoda) bijekcija
izmedu prostora V* i V. Preciznije, dobro je definisano preslikavanje, 0 : V* — V| formulom 0(f) = vy,
gde je je vo jedinstveni vektor iz V' takav da je f(v) = (v,vg). Primetimo da za preslikavanje § vazi:

(i1) o(f +g) =d(f) +d(g), f,g € V* (aditivnost).
(i2) 6(\f) = Xd(f), f € V* X€C (antihomogenost).

Za preslikavanje, A :V — W, gde su V i W kompleksni vektorski prostori, za koje vaze (il1) i (i2) kazemo
da je antilinearno.

Dakle, § je antilinearni izomorfizam, jer je bijekcija koja zadovoljava svojstva (il) i (i2).
7.14. Hermitski andjungovani operator. Neka je A € HomV linearan operator i neka je w € V' vektor.
Posmatrajmo preslikavanje,

fw:V — C, definisano formulom: f,(v) = (A(v),w).

Preslikavanje f,, ocigledno je linearni funkcional (jer je A linearni operator i jer je skalarni proizvod linearan
po prvoj promenljivoj), pa prema prethodnoj teoremi 7.13 postoji vektor wy = A*(w) takav da je f,(v) =
(v,wo) = (v, A*(w)). Zbog jedinstvenosti vektora wg dobro je definisano preslikavanje A* : V. — V dato sa
w — wy = A*(w). Preslikavanje A* zove se hermitski adjungovani operator za kojeg vazi ocigledna, ali
veoma vazna fomula

(7.16) (Av,w) = (v, A*w).
Teorema 1. Preslikavanje A* je linearno.
Dokaz. Za proizvoljne v, w1, w2 € V i o, 8 € C imamo:
(v, A¥(dwy + Bws) — a A%wy — B A wy) = (v, A" (@wy + Bws)) — (v, A*wy) — (v, BA w3)
= (Av,aw; + fwz) — (Av, aw;) — (Av, fwe) = 0.

Ako u gornjoj jednakosti izaberemo da je v = A* (v wy+ B ws) —aA*w; — FA*ws, tada aksiome (a5) primenjena
na vektor |[v]| = 0 daje

lv] =0 akko A*(aw;+ fwy)=aA%w + A w,,
tj. operstor A* je linearan i dokaz je gotov.

Primedba. Sada se pitamo u kakvoj su vezi hermitski adjungovane matrice i hermitski adjungovani operatori,
i odgovor na to pitanje daje slede¢a propozicija.

Propozicija. Neka je e = (e1,...,e,) ortonormirana baza unitarnog prostora V i ako je A= A(e) = (aj)
matrica nekog linearnog operatora u bazi e, a A* = A*(e) = (B;;) matrica njemu hermitski adjungovanog
operatora A* u istoj bazi e. Tada je (3;; = ;.

Dokaz. Kako je Ae; =Y, ager, tada imamo,

(7.17) (Aej,ej) = <Zaklek,63> Za’“ ek, €j) Za’“ Okj = s .

Sada iz (7.17) redom imamo: B;; = (A%ej,e;) = (e;, Ae;) = (Ae;, e5) = agj. O

Kako je A* linearno preslikavanje, ima smisla posmatrati i njegovo jezgro i sliku, kao i njihovu vezu sa jezgrom
i slikom operatora A. Preciznije vazi sledeca teorema.
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Teorema 2. Neka je A € HomV. Tada je V = KerA® Im A* = Ker A* & Im A.
Dokaz. Neka je v € Ker A onda je

(Av,w) =0, za sve w € V, odakle sledi (v, A*w) =0, zasvew €V .
Drugim re¢ima, vidimo da da je v L Im A*, a bududi da je v proizvoljan vektor iz Ker A sledi
(7.18) Ker A L ImA*, odakle sledi da jei  Im A* C (Ker A)*.
Na potpuno analogan nacin zakljucujemo da je i
(7.19) Im A C (Ker A*)*.

Sada teorema o rangu i defektu primenjena na potprostore iz (7.18) i (7.19) redom daje: iz (7.18) r(A*) < r(A),
aiz (7.19) r(A) < r(A*). Dakle, sada odmah imamo r(A) = r(A*).

Na kraju ako ponovo iskoristimo inkluzije (7.18) i (7.19) i ¢injenicu da potprostori sa leve i desne strane tih
inkluzija imaju istu dimenziju dobijamo da u (7.18) i (7.19) vaze jednakosti. O

7.16. Ortogonalni projektor. U ovoj tacki bavimo se svojstvima jedne vazne klase linearnih operatora, a
to su projektori. Veé¢ ranije smo videli da je linearni operator P € HomV projektor ako za njega vazi uslov
da je P2 = P. Ako za projektor P jos$ vazi da je P = P*, kazemo da je P ortogonalni projektor. Osnovna
svojstva ortogonalnih projektora sadrzana su u sledecoj teoremi.

Teorema. Neka je P ortogonalni projektor na unitarnom prostoru V. Tada,
(i1) za ve M =ImP je Pv=w.
(i2) za v € Mt je Pv=0.
(i3) za ve V je Pve M.

Dokaz. (il) Vazi za svaki projektor, vidi glavu 4.
(i2) Neka je w € M i v € M*. Tada je
0= (w,v) = (Pw,v) = (w, P*v) = (w, Pv),
odakle je Pv L w za sve w € M. Kako je s druge strane i Pv € M sledi da je Pv € M N M+ = {0}.
(i3) Neka je v € V tada je v = wy + wa, wy € M,wy € M+, Tako da sada kratki ra¢un daje,
Pv = P(w;y + wy) = Pw;y + Pwy = wy.
Dakle, P je ortogonalni projektor na M, tj. P:V — M. g

Vaznost ortogonalnih projektora otkriva i njihova veza sa invarijantnim potprostorima.

Propozicija. Neka je A € HomV linearni operator i L CV potprostor od V. L je invarijantan potprostor
od A akko je AP = P AP, gde je P ortogonalni projektor na L.

Dokaz. NuzZnost. Neka je L invarijantan potprostor operatora A, i neka je v € L tada je Av e L, i Pv=w
jer je P projektor na L. Jasno, (A Pv) = A(Pv) = Av, ikako je Av € L sledi da je (P AP)v = P(APv) =
P(Av) = Av. Ako je v € M+ onda je Pv =0, tada je ocigledno i A Pv = P APv = 0. Kako operatori AP
i PAP jednako delujuina L ina L oni su jednaki.

Dovoljnost. Obratno, ako je AP =P AP, za v € Lv nalazimo
APv=Av=PAPv=PAv odakle sledi relacija Av = P(Av), tj. Av € L,

dakle, L je invarijantan potprostor operatora A. O

7.17. Neke vazne klase operatora. Kazemo da je operator A € HomV :
(i1) hermitski ili hermitski simetri¢an ako je A = A*.

(i2) antihermitski ili hermitski koso simetri¢an ako je A* = — A.

(i3) normalan ako je A*A = A A*.

(i4)

i4) unitaran ako je A*A=AA* =idy.
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Primedba 1. Ako je V realan vektorski prostor onda za operator koji zadovoljava (il) kazemo da je simetritan,
ako zadovoljava (i2) antisimetri¢an (koso simetri¢an) i ako zadovoljava (i4) ortogonalan.

Primedba 2. Primetimo da su hermitski, antihermitski i unitarni operatori specijalne vrste normalnih operatora.

U slede¢im teoremama ispitujemo najvaznije osobine hermitskih, kosohermitskih i unitarnih operatora.

Teorema 1. Sopstvene vrednosti:

(i1) hermitskog operatora su realne,

(i2) koso hermitskog operatora su ¢isto imaginarne,

(i3) unitarnog operatora nalaze se na jediniénoj kruznici S'.
Dokaz. (il) Neka je A hermitski operator i A € Sp(A), tada postoji v € V,v # 0 takav da je Av = Av, pa
imamo redom,

A (v, v) = (Av,v) = (Av,v) = (v, A*) = (v, Av) = X (v,v),
odakle je (A — \){(v,v) = 0. Kako je (v,v) # 0 bie A\ = \.
(i2) Analogno kao (il) samo &to koristimo relaciju A* = —A, tako da dobijamo da je A = —\, odakle sledi
tvrdnja.
(i3) Neka je A unitaran operator i A € Sp(A), onda postoji v € V,v # 0 takav da je Av = Av, i imamo
redom:
(v,v) = (v, [,v) = (v, (A* A)v) = (v, A*(Av)) = (Av, Av) = (Av, A\v) = A (v, ),

odakle, jer je (v,v) # 0, odmah sledi da je |A|? —1=0,tj. A€ S$L O

Teorema 2. Neka je V unitaran prostor. Tada vaze sledece tvrdnje.

(i1) Neka je A € HomV hermitski ili koso hermitski ili unitarni operator, i neka je L invarijantni potprostor
operatora A. Tada je i L+ invarijantan potprostor operatora A.

(i2) Ako je A € HomV unitaran operator, tada A i A* ¢uvaju skalarni proizvod, pa specijalno ¢uvaju
ortogonalnost i normu, i preslikavaju ortonormiranu bazu u ortonormiranu.

(i3) Ako je A € HomV takav da A preslikava ortonormiranu bazu e u ortonormiranu bazu f, tada je A
unitaran.
Dokaz. (i1) Pretpostavimo da je A hermitski operator, tj. A* = A, tada za svaki v € L i svaki w € L+ imamo,
(v, Aw) = (v, A*w) = (Av,w) = 0,
jer je L invarijantan potprostor od A, tako da je Az € L. Kako je (z, Ay) =0 zasve x € Lisvey € L sledi

da je L' invarijantan potprostor od A. Za koso hermitski operator A i L invarijantan operator od A, analogno
se dokazuje da je i L invarijantan operator od A.

(i2) Neka je A unitaran operator na V' tada vazi da je A A* = A* A = idy, tako da za sve v,w € V imamo,
(7.20) (v,w) = (v,idyw) = (v, (A" A)w) = (v, A*(Aw)) = (Av, Aw) .

Iz prvog i poslednjeg clana jednakosti u (7.20) sledi da operator A ¢uva skalarni proizvod. Analogno se vidi
da i A* ¢uva skalarni proizvod. Sada iz (7.20) lako sledi i,

1Av]|* = (Av, Av) = (v,0) = ||v],

odakle uzimanjem drugog korena sledi da A ¢uva normu. Ako je (v,w) = 0 onda opet iz (7.20) sledi da je

(Av, Aw) =0, tj. A ¢uva i ortogonalnost. I na kraju ako je e = (eq,...,e,) ortonormirana baza, tj. ako vazi
da je (e;,ej) = 6;5, onda uz oznake f; = Ae;, i =1,...,n imamo,

(7.21) (fi, [5) = (Ae;, Aej) = (ei, €5) = 6ij,

tj. f=(f1,-.., fn) ortonormirana baza.

Ako je L invarijantan potprostor od A tada je A(L) = L, jer je A regularan, i kako unitaran operator cuva
skalarni proizvod bice

0= (L, LY) = (A(L), A(LY)) = (L, A(LY)),

odakle sledi da je i A(L*+) C L*. Time smo pokazali i tvrdnju (il) za unitarne operatore.
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(i3) Primetimo da iz (7.21) prosirenjem po linearnosti dobijamo da A ¢uva skalarni proizvod, tj. da za sve
v,w € V vazi jednakost, (Av, Aw) = (v, w), odakle onda dobijamo da je A* A= AA* =idy. O

Kao $to smo videli u prethodnim teoremama unitarni operator ¢uva skalarni proizvod. Ispostavlje se da taj
uslov implicira linearnost, kao sto pokazuje sledeca teorema.

Teorema 3. Neka je A:V — V., operator koji ¢uva skalarni proizvod, tj. takav da za sve v,w € V, vazi
jednakost (Av, Aw) = (v,w), tada je A linearan operator.

Dokaz. Neka je A operator koji ¢uva skalarni proizvod, neka su wi,ws € V proizvoljni vektori, i neka su
a, B € C proizvoljni skalari onda definisemo vektor

v=Alaw; + fwy) — o Awy — f Aws .

Primetimo da je v € L = £(Im A), i dovoljno je pokazati da je v € L+, odakle je v = 0, jer je v € L N L™,
a zatim iz definicije vektora v sledi linearnost operatora A. Zato pokazimo da je v € L. Neka je = € Im A
tada postoji y € V takav da je Ay = z, i nalazimo,

(v,z) = (Alawy + fwa) — a Awy — B Aws, Ay) = (A(awy + fws), Ay) — (o Awy, Ay) — (B8 Awa, Ay)
= (Alawy + Bws), Ay) — a(Awr, Ay) — B{Aws, Ay) = (@ w1 + Bwz,y) — awy,y) — B{wa,y) = 0.

Ovim je pokazano da je v normalan na svaki vektor « € Im A, pa je normalan i na lineal nad Im A i time
je dokaz zavrSen. O

7.18. Izomorfizmi unitarnih prostora. Za dva unitarna prostora U i V kazemo da su izomorfna ako postoji
linearno preslikavanje A : U — V' takvo da je

(i1) A c¢uva skalarne proizvode, tj. za sve u,v € U vazi: (u,v)y = (Au, v)y,
(i2) A je bijekcija.

~

Oznaka koju koristimo za izomorfizam unitarnih vektorskih prostora je 22, .

Time je definisana relacija ’biti izomorfan’(=,,) na skupu V,(IF) svih kona¢nodimenzionih unitarnih vektorskih
prostora nad poljem F. Nije se tesko ubediti da vazi sledeca lema.

~

Lema. Relacija =, je relacija ekvivalencije na skupu V, ().

Dokaz. Slican dokazu analogne leme iz tacke 3.4, koja se odnosi na relaciju izomorfnosti za kona¢nodimenzione
vektorske prostore. Jedino, Sto je potrebno proveriti da je komporzicija dva unitarna operatora unitaran
operator (u dokazu tranzitivosti relacije 2,) i da je inverz unitarnog operatora unitaran operator(u dokazu
simetri¢nosti relacije 2,). O

~

Sada se pitamo da li vazi i analogon Teoreme iz tacke 3.4 za relaciju =, . Odgovor je pozitivan, kao $to
pokazuje sledeta teorema.

Teorema. Dva konacnodimenziona unitarna vektorska prostora U i V nad istim poljem su izomorfna ako i
samo ako imaju istu dimenziju.

Dokaz. Analogan dokazu Teoreme iz tacke 3.4. Jedina razlika sastoji se u tome $to u dokazu implikacije: iz
dim U = dim V sledi U %, V, potrebno je izabrati ortonormirane baze e = (e1,...,e,) od Ui f = (f1,..., fn)
od V', a to mozemo zbog GS postupka, i zatim definisati linearni operator A formulom Ae; = f;zai=1,...,n.
Lako se proverava da je A unitaran. O

~

Nije tesko pronaéi nekog predstavnika klasa ekvivalencije relacije 2,: to su vektorski prostori F" = (F™,[F, +, ),
(n € N), uz standardni skalarni proizvod.

7.19. Normalni operatori. Videli smo u prethodnoj tacki da hermitski, koso hermitski i unitarni operatori
pripadaju §iroj klasi normalnih operatora. Zbog toga sada posvecujemo nekoliko sledeéih tacaka normalnim
operatorima.

Teorema 1. Neka je N normalan operator.

(i1) Ako je A € Sp(N), tada je A € Sp(N*), uz isti sopstveni vektor.

(i2) Sopstveni vektori normalnog operatora koji pripadaju medusobno razli¢itim sopstvenim vrednostima
medusobno su ortogonalni.
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Dokaz. (i1) Neka je N normalan operator, tada imamo,
|Nv||* = (Nv, Nv) = (N*Nv,v) = (NN*v,v) = (N*v, N*v) = ||[N*v||?, odakle je |[Nv| = |N*v||, za sve v € V.

Iz prethodne jednakosti sledi da za normalne operatore vazi: Ker N = Ker N*. Buduc¢i da je i operator N —\idy
normalan, sledi Ker (N — Aidy ) = Ker (N — Aidy)* = Ker (N* — Xidy ), odakle redom imamo,

0# x € Ker (N — Xidy) = Ker (N* — Xidy) tj. N*z = Az odakle je A € Sp(N¥).

(i2) Neka je N normalan operator, tj. neka je N N* = N* N ineka su A, u dve razli¢ite sopstvene vrednosti,
a v i w odgovarajuéi sopstveni vektori, tj. Nv =Av i Nw = pw. Rac¢unamo,

A (v, w) = (Av,w) = (Nv,w) = (v, N*w) = (v, iw) = p(v,w) ili ekvivalentno, (A — p) (v, w) = 0.
Kako je A # p mora biti (v, w) = 0. O
Do kraja ove tacke bavimo se pokazivanjem da su normalni operatori dijagonalizabilni.

Lema 1. Neka je A € HomV proizvoljan linearan operator na unitarnom prostoru V' tada postoji ortonormi-
rana baza e u kojoj je matrica operatora A(e) gornje trougaona.

Dokaz. Isti kao dokaz slicne tvrdnje za linearne operatore nad C, (videti glavu 6) bez uslova na ortogonalnost
baze. Ortogonalnost baze posledica je ¢injenice da u svakom koraku direktne komplemente mozemo u unitarnom
prostoru zameniti sa ortogonalnim komplementom. ]

Lema 2. Operator N € HomV je normalan akko za svaki v € V' vazi |[Nv| = ||[N*v||.
Dokaz. NuZnost. Dokazana u dokazu 7.18 (i1)

Dovoljnost dokazujemo uz slabiju pretpostavku, |[N*v| < ||Nv]||, za sve v € V. Izaberimo sada ortonormiranu

bazu e = (e1,...,e,) ukojoj je N reprezentovan gornje trougaonom matricom, $to mozemo na osnovu Leme
1.,
@11 12 ... A1n 11 O . O
N(e) = 0 ax ... oo onda je u istoj bazi matrica operatora N* oz oz ... 0 | N*(e)
: - .. |’ zbog 7.14 Propozicija donje trougaona, : oo '
0 0 ... ann Q1in Q2n ... Onn
Sada uslov |[N*v|| < ||Nv||, za sve v € V, redom primenjujemo na vektore ej,es,...,e, i koristimo matrice

operatora N i N* u bazi e. Dakle, za v = e, nalazimo redom,

n n n n n n
IN*erl” = (N*ex, Noer) = (Y @ren. _ame; ) = 3 D amma(ewej) = Y Y am oy b
k=1 j=1

k=17=1 k=1j=1

n
= ol < [Net|® = (Ney, Ney) = |on|?,
k=1

odakle dobijamo da je a1 =0, k =2,...,n. Sada uvrstimo v = ey i dobijamo,
n n n n n n
IN*ea||* = (N*eq, N*eg) = < Za—%ek, Za_%'ej> = Z Za% agj(ex, ej) = Z Za% Q250
k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
n
= > lan|* < [ Nes|® = (Nea, Neg) = [arz [+ [a |* = [ag %,
k=1
odakle dobijamo da je asy =0, k = 3,...,n. Analogno nastavljajué¢i dalje dobijamo da su svi van dijagonalni
elementi matrica N(e) i N*(e) jednaki 0. Prema tome, operatori N i N* predstavljeni su dijagonalnim
matricama u istoj bazi, pa komutiraju tj. N N* = N* N, i N je normalan operator. 0

Teorema 3 (Dijagonalizabilnost normalnog operatora). Neka je N normalan operator u unitarnom prostoru V,
tada postoji ortonormirana baza e u kojoj je matrica operatora N dijagonalna.

Dokaz. Dokaz je sadrzan u dokazu dovoljnosti u Lemi 2.

Drugi dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po dimenziji prostora. Za m = 1 tvrdnja je trivijalna. Pret-
postavimo da tvrdnja vazi za sve normalne operatore na unitarnim prostorima dimenzije n — 1 € N. Neka
je N normalan operator na unitarnom prostoru dimenzije n. Tada postoji neka sopstvena vrednost Ap, i
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odgovarajuéi sopstveni vektor e;. Pokazimo da je ortogonalni komplement I = L(e;)* invarijantan za N i
N*. Neka je y € L tada imamo (vidi 7.18 (il) iz Teoreme 1),

0=Xx,9) = z,y) = (N*z,9) = (2, Ny) odakle sledi da je Ny e L.

Analogan, dokaz vazi i za N*. Dakle, restrikcija N7 = N|;, na L je opet normalan operator, i ocigledno je

Ny = (N| L)*. Kako je N7 normalan operator na unitarnom prostoru L dimenzije n — 1, i prema pretpostavci
indukcije postoji ortonormirana baza e = (e1,...,e,-1) od L u kojoj je matrica operatora N|; dijagonalna,
ali tada je € = (ey,...,€e,—1,€,) ortonormirana baza u kojoj se N dijagonalizuje. O

Primedba. Kako su hermitski, antihermitski i unitarni operatori normalni oni su dijagonalizabilni tj. postoje
ortonormirane baze koje se sastoje od sopstvenih vektora, a na dijagonali u toj ortonormiranoj bazi nalaze se
sopstvene vrednosti, koje su za hermitski operator realne, za koso hermitski ¢isto imaginarne i za unitarni po
modulu jednake 1.

7.20. Normalni operatori na realnim prostorima. Sada bismo hteli da ispitamo klase specijalnih op-
eratora, ako je V realan vektorski prostor. Kao Sto znamo takvi operatori zovu se simetri¢ni, koso simetri¢ni,
ortogonalni i normalni realni operatori. Naravno, mozemo smatrati da su i oni operatori koji deluju na komplek-
sifikaciji V€ vektorskog prostora V, i primeniti sve §to znamo za hermitske, koso hermitske, unitarne i normalne
operatore, bududéi da su simetri¢ni, koso simetri¢ni, ortogonalni i normalni njihovi specijalni sluc¢ajevi, jer nji-
hove matrice u odgovarajuéim ortonormiranim bazama imaju samo realne koeficijente, tako da se hermitsko
konjugovanje svodi samo na transponovanje jer je polje realnih brojeva invarijantno na dejstvo konjugovanja.

Zbog upravo recenog, za simetri¢ni, koso simetri¢ni, ortogonalni i normalne realne operatore, kao specijalne
slucajeve hermitskih, koso hermitskih, unitarnih i normalnih operatora, vazi¢e da su oni dijagonalizabilni, ali
u V€. Prethodna ¢injenica implicira da vektori u kojima se matrica neke od tih klasa operatora dijagonal-
izuje mora imati kompleksne vektore, i ne mogu se u matrici datog realnog operator pojavljivati kompleksni
koeficijenti. Ako uzmemo u obzir 6.16 Propozicija, znamo da ako karakteristi¢ni polinom linearnog operatora
A € Hom Vg ima kompleksnu nulu, tada on ima dvodimenzioni invarijantni potprostor. Preciznije, tamo smo
videli da ako postoji vektor z € VC, 2 # 0 takav da je Az = Aoz, pri cemu je Ao = p + iv, p,v € R, i
z=x+1y, z,y € V. Kada ovo uzmemo u obzir imamo:

Az=Alx+iy) =Az+iAy= (p+iv)(z+iy) = (pz —vy) +i(py +vo),
odakle odvajajué¢i imaginarni i realni deo dobijamo,
(7.22) Ay=py+ve i Arx=—vy+pzx.
Ako sada \g predstavimo u trigonometrijskom obliku, A\g = 4+ iv = r(cos ¢ + isin @) vidimo da restrikcija
operatora A na dvodimenzioni invarijantni potprostor L = L(y, x) je

cos¢ —sing
(7.23) Ay, z) =r [sinqﬁ cosqb] .

Sada prvo ispitajmo simetrican operator.

Propozicija. Neka je A € HomVy simetrican operator na realnom euklidskom prostoru V. Tada postoji
ortonormirana baza od V takva da je matrica operatora A u toj bazi dijagonalna.

Dokaz. Operator A shvatimo kao hermitski operator na kompleksifikaciji V¢ od V. Tada, prema Teoremi 3
iz prethodne tacke postoji ortonormirana baza e od VC u kojoj se operator A dijagonalizuje i na dijagonali
se nalaze realne sopstvene vrednosti. Da bismo dovrsili dokaz potrebno je pokazati da su svi sopstveni vektori
realni. Neka je A(e)z = Az, pricemu je A(e) € M,(R), Née R iz=x+iy, z,y € R" tada je

Ale)z =Ale)(x +iy) =Ale)z+iAle)y=Az=A(z+iy) = Az +i(\y).

Uporedujuéi realne i imaginarne delove u prethodnom izrazu dobijamo: A(e)z = Az i A(e)y = Ay. Ako su
x i y linearno nezavisni, tada su vektori x i y realni sopstveni vektori i dokaz je u tom trivijalnom slucaju
gotov. Tako da imamo tri moguénosti: * =0, y =0, i x = ay(a # 0) (ne mogu istovremeno vektori z i
y biti nula vektori, jer bi tada z = 0, S$to je nemoguce). Dakle, u svakom sluc¢aju dobijamo da za proizvoljnu
sopstvenu vrednost A njeni sopstveni vektori su realni. ]

Primedba. Prethodna propozicija moze se formulisati i na slede¢i nacin: svaka simetri¢na matrica A € M, (R)
slicna je dijagonalnoj matrici.
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Sada koristedi sve receno u prethodnoj i ovoj tacki mozemo formulisati slede¢u teoremu.

Teorema (kvazidijagonalnost normalnog operatora u euklidskom prostoru). Neka je N normalan operator na euk-
lidskom vektorskom prostoru V. Tada postoji ortonormirana baza e od V' u kojoj je operator N predstavljen
matricom,

A 0 ... O 0 0
0 X ... 0 0 0
o : . 0
o o e 0 0
N(e)= | g 0 A(ré) 0 0 ’
0 0 0 (2, ¢2) 0
| 0 ... ... 0 0 o A(rg, 05)

gde su A(ri, ¢;) = r; [i_?:g: _zg;:iz } , i €ERT ¢ €(0,27) zasvei=1,...,5.
Dokaz. Prvo, primetimo da Teorema 3 iz 7.18, implicira da je minimalni polinom operatora A, shvacenog kao
operatora na V', proizvod linearnih ireducibilnih faktora. Kako je A(e) € M,(R) realna matrica, Afe) 1 Hage)
su polinomi sa realnim koeficijentima, tako da imaju realne nule Ay, Ag, ..., Ax 1 kompleksne nule koje dolaze
u parovima, A\; i \; za i =k + 1,k +2,....k + 2j. Kako su realne nule karakteristicnog polinoma sopstvene
vrednosti operatora A, svaka ()\;) od njih definiSe svoj jediniéni sopstveni vektor e;. Tako dobijamo prvih &
ortonormiranih vektora, ej,es,..., e, trazene baze. Svaka kompleksna i njoj konjugovana nula definisu dvodi-
menzione invarijantne potprostore Li = L(egt1,€x+2),-..,L; = L(en—1,€,) na kojima restrikcija operatora
N ima matricu A(r;, ¢;). Ortonormiranost dobijene baze e = (e, €9, ..., €,) sledi iz prethodnih razmatranja:
iz 7.19 Teorema 3 i konstrukcije operatora A(r;, ¢;) (kolone matrice A(r;, ¢;) shvaéene kao vektori iz R?
medusobno su ortogonalne). 0

7.21. Pozitivni operatori. Za hermitski (simetri¢ni) operator A € Hom V' kazemo da pozitivno semidefinitan
ili krac¢e samo pozitivan i piSemo A > 0 ako je

(Av,v) >0, YoeV.
Pozitivan operator je strogo pozitivan (ili pozitivno definitan) ako je
(7.24) (Av,v) =0 akko je v =0,

i u tom slucaju piSemo A > 0.

Analogno definisemo negativne i strogo negativne operatore. Hermitski operator koji nije ni pozitivan ni negativan
zovemo indefinitnim.

U ovoj tacki bavimo se najvaznijim svojstvima pozitivnih operatora. Prva od njih je slede¢a teorema.

Teorema. Hermitski operator A je pozitivan ako i samo ako su sve njegove sopstvene vrednosti vece ili
jednake od 0.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je A pozitivan operator. Neka je A € Sp (A) neka njegova sopstvena vrednost,
onda postoji v € V, v # 0 takav da je Av = Av, tako da je

0 < (Av,v) = (Av,v) = A (v,v) odakle je A >0 jer je (v,v) >0.

Obratno, neka je Sp(A4) C [0,4 o00). Kako je A hermitski postoji baza e = (e1,...,e,) koja se sastoji od
sopstvenih vektora (7.18). Neka je v € V' proizvoljan vektor, onda je v = > | a; ; 1 prvo nalazimo,

n n n
Av = A(Zai ei> = Z%‘Aei = Zai)\i €i,
i=1 i=1 i=1

pri ¢emu su A\; >0, ¢ =1,...,n. Sada racunamo,
n
(Av,v) :<Za2)\ ez,Za]e]> Z)\aza] €, e;5) Z)\aza] ij Z)\ o0 = Z)‘i|ai|220'
,j=1 i,j=1 i=1

Dakle, A je pozitivan operator. O
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Primedba. Primetimo da vazi analogon prethodne teoreme (uz analogan dokaz) za strogo pozitivne operatore:
Hermitski operator A je strogo pozitivan akko su sve njegove sopstvene vrednosti vece od 0 .

Neka je (-, ) standardan skalarni proizvod na V = C", i neka je A strogo pozitivan operator tada A definise
skalarni proizvod formulom,

(7.25) (v,w)a = (Av,w) =v" Aw.

Nije tesko pokazati da je svaki skalarni proizvod na C" ovog oblika, tj. da se moze predstaviti kao matri¢ni
proizvod, kao u formuli (7.25), za neku strogo pozitivhu matricu A = A(e).

7.21. Kvadratni koren operatora. Bududi da su za svaki operator (ili matricu) A € HomV dobro definisani
stepeni A°, A1 A%, ... AF ... videli smo da je za svaki polinom f € F[z] dobro definisan operator f(A), tj.
na f mozemo gledati kao na funkciju sa HomV u HomV. Sada bismo hteli viSe, tj. da za neku Siru klasu
funkcija f : C — C, definiSemo operatorsku funkciju f : HomV¢ — Hom V¢ tako Sto promenjivu u f
zamenimo operatorom (matricom). Npr. glatke funkcije mogu se, pod nekim uslovima, razviti u Tejlorov red
u okolini neke tacke. Da bismo realizovali ovu ideju potrebno je uvesti neku normu na skupu Hom V.

Ovde se ne¢emo baviti detaljno ovom problematikom, ali ¢emo pokazati da je za pozitivne operatore dobro
definisan drugi koren.

Za operator B € Hom V kazemo da je kvadratni (drugi) koren iz operatora A € Hom V ako je B? = A.
Analogno se definiSe i proizvoljni k— ti koren iz operatora A, za k€ N, k > 3.

Teorema. Neka je A € HomV pozitivan operator, tada postoji jedinstveni pozitivni kvadratni koren B za
kojeg vazi da komutira sa svim operatorima sa kojima komutira operator A.

Dokaz. Egzistencija. Buduéi da je A pozitivan on je hermitski i postoji ortonormirana baza e = (eq,...,e,)
koja se sastoji od sopstvenih vektora operatora A. Kako je A pozitivan odgovarajuée sopstvene vrednosti
(vidi 7.20) \; > 0, ¢ = 1,2,...,n. Trazeni pozitivni kvadratni koren B zadajemo na bazi e formulom:
Be; = +vXei, i =1,...,n. Ocigledno operator B je hermitski, jer mu je spektar nenegativan i jer svi njegovi
sopstveni vektori obrazuju ortonormiranu bazu, a kako su svi realni brojevi vA; > 0, ¢ = 1,...,n on je
pozitivan i vazi,
BeZ—BBeZ = B(\VAie;)) =V A\iBe; =M\je; =Ae;, i =1,...,n,

odakle sledi da je A = B?2. Iz same definicije operatora B vidimo da operator B u istoj bazi kao i A
ima dijagonalnu matricu, odakle zaklju¢ujemo da svaki operator sa kojim komutira operator A komutira i sa

operatorom B.
Jedinstvenost. Iz dokaza egzistencije, jasno sledi da je

V= @V\/— Q}vA i =V zai=1,... k.
Kako su sopstveni potprostori V) jedinstveno odredeni sa A, a oni moraju biti i sopstveni potprostori od B
samo za sopstvenu vrednost v/ \;. ]

7.22. Dekartova i polarna forma linearnog operatora. Sada bismo hteli da nademo analogiju izmedu
linearnih operatora i brojeva Kako su najvainije informacije o linearnom operatoru sadriane u njegovom

operatorlma, jer je njihov spektar sadrzan u skupu R, odgovaraju realni brojevi. Shcno kompleksnim brojevima
norme 1 odgovaraju unitarni operatori, jer je njihov spektar sadrzan na jedini¢cnom krugu.

Propozicija. Neka je B proizvoljan linearni operator na unitarnom prostoru V. Tada postoje jedinstveni oper-
atori H, A € Hom V' takvi daje H hermitski, A koso hermitski, i takvi da je B = H+A.

Dokaz. Egzistencija. Neka je
1
H:§(B+B*) i A—2(B B),

lako proveravamo da je B=H + K, kaoitodaje H=H" i A= —A".

Jedinstvenost. Neka je B = H+ A = Hy+ Ay, pri ¢emu su H, Hy hermitski, a A, A; koso hermitski operatori.
Iz ovih jednakosti dobijamo vezu H — H; = A1 — A u kojoj je leva strana hermitski operator, a desna koso
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hermitski. Dakle, obe strane moraju biti istovremeno hermitski i koso hermitski operator, a kako je takav samo
0 operator dobijamo daje H=H; i A= A;. O

Posledica (Dekartova forma linearnog operatora). Neka je B € Hom V' proizvoljni linearni operator na uni-
tarnom prostoru V. Tada postoje jedinstveni hermitski operatori Hy,Hy € HomV takvi da je B = Hy +
i Ho.

Dokaz. U prethodnoj teoremi izaberemo da je H = H; i A =1 Hs. ]

Primedba. Rastav linearnog operatora kao u prethodnoj posledici, B = Hy + i Ha, (i2 = —1) pri ¢emu su H;
i Hy hermitski operatori zove se Dekartova 4 forma ili rastav linearnog operatora po analogiji sa kompleksnim
brojevima.

Teorema (Polarna forma linearnog operatora). Neka je V' unitaran vektorski prostor.

(i1) Ako je A € HomV linearan operator, tada postoje unitarni operatori Uy i Us 1 pozitivni operatori
H1 i HQ takvi daje A= U1 H1 = H2 UQ.

(i2) Operatori Hy i Ho iz (il) jednoznac¢no su odredeni sa A, a ako je A regularan operator, onda su i
unitarni operatori Uy i Us jednoznac¢no odredeni.

(i3) A je normalan ako i samo ako je Uy Hy = Hy Uy, Uy Hy = HoUs i Hy = Ho.
Dokaz. (il) Prvo primetimo da je operator A*A hermitski i pozitivan, jer je
(A*A)* =A"A 1 (A"Av,v) = (Av, Av) >0

pa postoji ortonormirana baza e = (ey,...,e,) koja se sastoji od sopstvenih vektora operatora A*A. Pret-

postavimo da smo bazu uzeli tako da poslednjih n — r vektora razapinju Ker (A*A). Tada je,
A A 32 k—19 L Ai>0, i=1,...,r
er = A% €k = ) ri ¢emu su
ko St P A=0, i=r+1,...,n.

Primetimo takode da je skup vektora {e}, = 1/A\;Aex, k=1,...,r} ortonormiran skup, jer je

1 1 1 1 1 Y
(err€i) = <)\_kAek> TA€i> RbYoY (Aek, Aei) = YV (A% Aey, e;) = Y (Niek, ei) = )\—k (exei) = ik -

Ako je potrebno nadopunimo ortonormirani skup {ej, k=1,...,r} vektorima {e]

"i1>---s€n} do ortonormi-
rane baze za V. DefiniSemo sada operator U formulom

e, = Ueg, k=1,...,n.

Buduéi da operator U prevodi jednu ortonormiranu bazu u drugu on je unitaran. Sada jos definiSemo i operator
H svojim dejstvom na bazi,

He), = \gej, k=1,...,n.

Operator H je hermitski i pozitivan jer mu je spektar nenegativan i jer njegovi sopstveni vektori obrazuju
ortonormiranu bazu. Napokon, dobijamo,

HU, = Hej, = Aeg, k=1,2,...,n, odaklesledi, HU = A,

jer operatori HU i A deluju jednako na bazi €’. Drugu dekompoziciju dobijamo ako dobijenu dekompoziciju
primenimo na operator A* = H; U;, koju adjungujemo i dobijamo da je A = Uy Hf, pri ¢emu je ocigledno
operator U; unitaran, a Hj pozitivan. Time je pokazana i druga dekompozicija operatora A.

(i2) Pokazimo jedinstvenost operatora H.

A=HU odaklesledi AA*=HUU*H = H?,

Dakle, H je pozitivan drugi koren iz A A*, a on je jedinstven, pa je prema tome H jedinstven. Ako je A
regularan onda je i H regularan (det A # 0 onda je i det H # 0), pa dobijamo da je U = H~'A. Jasno, i
operator U je jedinstven. Analogno vazi i za drugu faktorizaciju.

(i3) Pretpostavimo da je A normalan i da je A =U; Hy = HyUs,, (Hy,H2 > 0). Sada prvo imamo da je
H? = A*A=AA* = H2,

14 Descartes, René, 1596 — 1650, francuski filosof, matematicar i nau¢nik. Utemeljio je analiticCku geometriju i sa njome koordinatnu metodu.
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odakle vidimo da je H? = H3 = A*A, a kako je kvadratni koren iz A*A jedinstven dobijamo da je H; = Hs.
Iz A=U;H; i AA* = A*A sledi
UyH}U; = H? takodaje U, H? = HXUj,
a kako je Hj pozitivan drugi koren iz H? dobijamo da sve §to komutira sa H? komutira i sa Hj, odakle
imamo da je Hy U; = Uy H;. Sada imamo
A=UH =H U =U;Hy = HyU,.
Iz samog dokaza tvrdnje (il) jasno je da U; moze biti razlicit od Us.
Obratno, ako je A =Uy Hy = Hy Uy = Uy Hy = H, Usy, onda vazi:
A"A— AA" = (H,1U7)(Ur Hi) — (H1U2) (U3 Hy) =0,
odakle sledi da je A normalan. O

Primedba. Bilo koja od dekompozicija linearnog operatora A iz tvrdnje (il) prethodne teoreme zove se polarna
forma linearnog operatora A. Ovaj naziv potice od trigonometrijske ili polarne forme kompleksnog broja.
Naime, znamo da se svaki kompleksni broj z moze zapisati u polarnom obliku: z = 7 - €’?, pri éemu je
r=]z| >0 i |e*®] = 1. Sliéno je i u sluéaju linearnog operatora na unitarnom prostoru jer je A = H U, pri
gemu je Sp(H) C [0,+00) (spektar pozitivnog operatora H je nenegativan) i jer je Sp (U) C S! (spektar
unitarnog operatora nalazi se na jedini¢noj kruznici). Dakle polarna forma linearnog operatora A je prirodna
generalizacija polarne forme kompleksnog broja jer u slucaju da je dimV =1, ta dva pojma se podudaraju.
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1. Zadaci, vezbanja i dopune
7.23. Dokazite relacije (al’) i (a2’) iz definicije unitarnog prostora, tj. iz tacke 7.1.

7.24. Primeri unitarnih prosotra. Pokazite detaljno da se u 7.2 u sva tri slucaja zaista radi o skalarnom
proizvodu.

ReZenje. Pokazimo da se u slucaju (i3) radi o skalarnom proizvodu. Potrebno je proveriti aksiome (al)—(a5) iz definicije skalarnog
proizvoda (vidi 7.1). (al) i (a2) (koristimo linearnost traga),

(@ A+ BB,C) = Tr(C* (a A+ BB)) = Tr(aC A+ BC*B) = a (A,C) + B (B,C).

(a3) koristimo (Tr(A") = Tr(A), Tr(A) = Tr(A), Tr(AB) =Tr(BA))
(B, Ay = Tr(A"B) = Tr(((A" B)")") = Tr((A* B)*)™ = Tr((A* B)*)™ = Tr(A* B)* = TrB* A = (A, B).

(ad) i (ab): ako je A = (ay;) imamo redom,

n n n n n n n

(7.26) (A, A) =Tr(A"A) = Z(A*A)kk = Z(A*)kl(A)lk = Qi ai = ZZ el

k=1 =11l=1 k=11=1 k=11=1
Iz (7.26) zakljucujemo da je (A, A) >0 kaoito daje (A, A) =0 akko A =0.

Primetimo da je ovo zapravo standarndi skalarni proizvod na M, (C).

7.25. Gram-Smitov algoritam. Pokazite da je skup funkcija {\/%—W e | n e Z} ortonormiran u prostoru Cj_r ]

neprekidnih funkcija na [—7, 7] s obzirom na skalarni proizvod

(f.9) = / ool

7.26. Gram-Smitov algoritam. Ortonormirajte skup polinoma {1,t,t2,t3} s obzirom na skalarni proizvod dat

formulom
1

(f,9) = [ f(t)g(t)dt.

-1

Re¥enje. Koriste¢i Gram-Smitov (GS) postupak ortogonalizacije nalazimo redom:

1
1
il) (1,1) = | 1 dt =2, odakle je e1 = —,
() (L1 = [ je o1 = =
1 1 1
(i2) v :t_<t7ﬁ>ﬁ =t, jer je t neparna funkcija na simetricnom intervalu [—1,1], pa je [ ¢ dt = 0, tako da je
—1
t t 3
O L Vet
[ 2 dt
21
1
1 1 1 1 1
(i3) v3:t2—<t2,—>——<t2,\/§t> §15:152——/152 dt = t* — = , odakle nalazimo da je: 63:1}—3:% (t2——)
V27! V2 2 2 2 3 llvsll  2v/2 3
N’ -1
=0,
1 1 / 142 / 2 1 5248 1 8
t t t
jer j t2——,t2——>:/(t2——) dt:/(t4——t2 —)dt:(——— —)’ =—,
Je”e< 3 3 3 30T 59 "9/l T3
—1 —1

(i4) i napokon imamo:

3 3 3 3 \/_ 2 \/_ 2 3 3
=t ) T (T N (g (P R (- 5) = - (e Fen3

! 3 \/§ V6 3 3 . V4 57 (3 3
=t -/ —t=t"— = Kkl = — = — - =
)=t 5 & t=t 5 t odakle je, es ol ~ 2v3 (t 5 t),

1 8

1 175

i (#=2u0 =20 = [ (¢ Fota [ (o= Bty (S-S )

—1 —
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7.27. Ortogonalna projekcija. Nadi ortogonalnu projekciju vektora
(i1) a=(-1,2,1,—-2) na V* gdeje V potprostor R* zadat sistemom jednagina:
4dxy —2x9 — 34+ 224 =0, 4x1 —x9—4dx3+4x4 =0.

(i2) @ = (1,-1,1,—1) na V* gde je V potprostor R* zadat sistemom jednacina:
5x1 —bxreg —8x3 — 81y =0, 9x1 —Txo+ 423+ 624 =0.

7.28. Gram-Smitov algoritam. Znamo da je formulom (A, B) = Tr(B*A), dat skalarni proizvod na M, (C).
Nadite neku ortonormiranu bazu od My (C) s obzirom na taj skalarni proizvod.

Regenje.

. .. .10 01 00 00
Jednu ortonormiranu bazu ¢ine matrice: [O O]’[O O]’[l O]’[O 1].

7.29. Ispitni zadatak. Neka je V ={x € R* |22 + 29 — 23 + 24 =0, 421 + 29 + 23 — 14 = 0}.
(i1) Nadite po jednu ortonormiranu bazu potprostora V i V.
(12) Odredite ortogonalne projekcije vektora v = (0,1,2,3)” na V i V*.
(i3) Kojem je, od potprostora V i V| blizi vektor v ?

7.30. Ispitni zadatak. Neka je P3(R) vektorski prostor realnih polinoma stepena ne veéeg od 3.
(i1) Dokazite dajesa (f,g) =2 f(—=2)g(—2)+f(—=1)g(—=1)+3 f(0) g(0)+ f(1) g(1), definisan jedan skalarni
proizvod na P3(R).
(12) Ako je V = L({1 +t+t2,2t2}), nadite ortonormiranu bazu za V+.
(i3) Za vektor p(t) = 2t —t> + 2t — 1, nadite y € V i w € V! takodaje p=y+w. Dalisu y i w
jedinstveni ?
(i4) Izracunajte ||ly|,||w|| kao i d(1 +t+t2,#3 +t —3).

7.31. Ispitni zadatak. Na skupu Ro[z] (realnih polinoma stepena manjeg ili jednakog 2) definisano je pres-
likavanje formulom:  (p,q) = p(—1) ¢(—1) + 2p(0) ¢(0) + p(1) g(1).

(i1) Dokazite da je (-,-) skalarni proizvod na Ra[x].

(i2) Nadite neku ortonormiranu bazu od Rg[z].

— —

(i3) Nadite duzine stranica i kosinuse uglova AABC, ako je OA =1, OB =2ti OC = t2.
(i4) Izracunajte Grammovu determinantu skupa vektora: vy =1—t%, vo =12 —11iv3=1+t+t% Dali
je {v1,v2,v3} linearno nezavisan skup ?

7.32. Ispitni zadatak. U vektorskom prostoru R®, za x = (z;),y = (1), dato je preslikavanje formulom, :
(T,y) =5r19y1 —T2y1 —T3Y1 —T1Y2 + T2Y2 — T1Y3 + T3Y3-
(i1) Pokazite da je (-,-) skalarni proizvod na R3.
(i2) Izrac¢unajte Grammovu matricu i Grammovu determinantu skupa vektora {a; = (2,0,—1)7, agy =
(2,-3,1)", a3 = (—1,0,3)"}.

(i3) Da li je taj skup vektora ortonormiran ? Da li je baza za R3?

7.33. Ispitni zadatak. Neka je X skup neprekidnih realnih funkcija na [—1,1]. Na X definiSemo preslikavanje
1
formulom: (x,y)y = [ x(t)y(t)dt.

(i1) Dokazite da je (-,-) skalarni proizvod na X.

(i2) Nadite neku ortonormiranu bazu potprostora V razapetog vektorima ej = sint + 22, ey = cost —t i
e3=1— 2.

(i3) Odredite projekciju vektora e; na ez kao i projekciju vektora ey na potprostor razapet vektorima e
1 e3.
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7.34. Ispitni zadatak. Neka je V = C[—m, ] realni vektorski prostor neprekidnih funkcija na intervalu [—, 7]
i neka je
W={feV|f(x)=a+bx+csinx+dcos(x/2);a,b,c,d e R} C V.

(i1) Dokazite da je W potprostor od V' i odredi mu dimenziju.

K
(12) S obzirom na skalarni proizvod, (p,q) = [ p(z)q(z)dz, odredite ortonormiranu bazu potprostora
—7
L C W razapetog vektorima e; = x i ez = sinz — 2z, kao i njegovog ortogonalnog komplementa u
w.

(i3) Vektor w = 2 — x + 3sinz — 2cos(x/2) predstavite u obliku w =a+b, gdeje a € L i b€ L*+. Dali
je taj prikaz jedinstven ?

(i4) Da li vazi jednakost || w ||?>=||a ||*> + | b?*?

7.35. lspitni zadatak. U My (R) dat je potprostor sl(2,R) = E{[I _;] [‘g g} [f _‘2‘” i skalarni

proizvod: (A,B) = Tr(B".A). Odredi neku ortonormiranu bazu potprostora sl(2,R) i prikazi vektor C = 3 ?,

uobliku C= A+ B, gdeje Acsl(2,R) i Besl(2,R):. Dalije taj prikaz jedinstven ?

7.36. Ispitni zadatak. Neka je M, (R) skup svih kvadratnih matrica reda n nad poljem R.
(i1) Dokazite da VA, B € M,(R) vazi Tr(AB) = Tr(B.A).

(i2) Ako je L linearni funkcional na M, (R) dokazite ekvivalenciju: L(X,Y) = L(Y X) za sve X, Y €
M, (R) akko postoji A € R, takav da je L(X) = ATr(X), za sve X € M, (R),

(i3) Dokazite da je (A,B) = Tr(B".A) jedan skalarni proizvod na M, (R).

(i4) S obzirom na skalarni proizvod iz (i3), nadite neku ortonormiranu bazu potprostora
-5 3 -4 0 2 0
e G D)

7.37. Ispitni zadatak. Na skupu Ro[z] (realnih polinoma stepena manjeg ili jednakog 2) definisano je pres-
likavanje: d
.. . D
(p(x), a(x)) = p'(=1)¢'(=1) +p(0) ¢(0) +p"(1) ¢"(1), pricemuje p'=—".
i okazite da je (-,-) skalarni proizvod na Rs[z].
il) Dokazite da j kalarni izvod R
(i2) Neka je dat potprostor V = L(x? 4+ 1, —4x + 1). Odredite ortonormirane baze potprostora V i V=,

(i3) Prikazite vektor p(x) = 222 +4x +1 uobliku p =g+, pricemu je ¢ € V,a r € V. Dali je ovaj
prikaz jedinstven ?

(i4) Odredite rastojanje d(p, V).

7.38. Ispitni zadatak. Neka su p, ¢, r, s € R*. Definisemo preslikavanje,
Bx =2(p,z)qg+2(q,x)p {(+,-) - standardni skalarni proizvod }.

(i1) Dokazite da je B linearan operator.

(i2) Ako je |lp|| = |l¢q|| dokazite da je » = p+ ¢q (ako je r # 0) sopstveni vektor operatora B i nadite
odgovarajucu sopstvenu vrednost.

(i3) U zavisnosti o rangu skupa {p,q} odredite po jednu bazu za ImB i KerB.

(i4) Ako je e = (p,q,r,s) ortonormirana baza nadite matricu operatora B u bazi e.

7.39. Generalizacija Pitagorine 1 teoreme. Neka je {vy,...,v,} ortogonalan sistem vektora u unitarnom pros-
toru V. Dokazite da vazi formula:

lor + w2 + -+ ogl? = Jorll® + oall® + -+ [loe]?.

15 Pitagora.
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7.40. Gramova matrica. Neka je e = (eq,...,e,) proizvoljna baza u unitarnom prostoru V i neka su v(e) =
(v1,...,0,)" 1 w(e) = (wy,...,w,)" bilo koja dva vektora dati svojim koordinatama u bazi e. Pokazite da je
n
(v,w) = Z Qi v; Wy, pri cemu je a;; = (e;,€;5) .
ij=1

Nadite i izraz za ||v||.

7.41. Gramova determinanta. Neka su fi, fo,..., fr neprekidne realne funkcije na intervalu [a,b]. Dokazite
da je
[Pf@wyde 7A@ f)dt L fi() fe(t) dt
Sy (0 fr(@)ydt [ fa(6)dE o fa(t) fu(t)dt -
SR Ay dt [T (@) fa(dt . [T fR()dt
a zatim da je skup funkcija {fi,..., fx} linearno zavisan ako i samo ako je A = 0.

7.42. Linearni operatori i skalarni proizvod. Dokazite da preslikavanje ¢ definisano u 7.13 Primedba zaista ima
osobine (il) i (i2), tj. da je antilinearni izomorfizam.

7.43. Hermitski adjungovani operatori i matrice. Pokazite kontraprimerom da tvrdenje Propozicije 7.14 nije
tacno ako e nije ortonormirana baza.

7.44. Hermitski adjungovani operatori i matrice. Dokazite da adjungovani operator iz 7.14 zadovoljava iste
relacije kao i adjungovana matrica iz 7.10 Propozocija.

7.45. Ortogonalni projektori. Neka su P; i P, ortogonalni projektori. Da li sui kada su Pi P, i P, + P»
ortogonalni projektori ?

7.46. Ortogonalni projektori. Neka je A € Hom V' linearni operator i neka je M potprostor od V. Dokazite da
su ekvivalentni sledeéi iskazi:

(i1) M i M* su invarijantni za A.
(i2) M je invarijantni za A i A*.
(i3) AP =P A, pri cemu je P ortogonalni projektor na M.

7.47. Hermitski i koso hermitski operatori. Sopstveni vektori hermitskog (koso hermitskog) operatora koji
pripadaju medusobno razli¢itim sopstvenim vrednostima medusobno su normalni. Dokazite !!

Resenje. Neka je A hermitski operator, tj. neka je A = A* ineka su A, u dve razli¢ite sopstvene vrednosti, a v i w odgovarajuci
sopstveni vektori tj. Av=Av i Aw = pw (v,w # 0). Ra¢unamo,

A v, w) = (Av,w) = (Av,w) = (v, A*w) = (v, Aw) = (v, pw) = w(v,w) odakle je (A —7) (v,w)=0.
Tako da je (v,w) =0, jer je A # u =n(7.17 (i1) iz Teoreme 1).
7.48. Unitarni operatori. Neka je A € Hom V' linearan operator na unitarnom prostoru V koji ¢uva ortogo-

nalnost, tj. za kojeg vazi sledeca implikacija: ako je (v,w) =0 onda jei (Av, Aw) = 0. Dokazite da postoje
«a € C i B unitaran operator na V takav da je A =«aB.

7.49. Normalni operatori. Ako je N normalan operator na unitarnom prostoru dokazi da je V= Ker N@®Im N.

7.50. Linearni operatori na unitarnom prostoru. Neka je A € Hom V' linearan operator na unitarnom prostoru
dokazite da je tada ImA =Im A A*.

7.51. Normalni operatori. Neka je N € HomV normalan operator i M invarijantan potprostor za operatore
N i N*. Dokazite da je N|j; restrikcija operatora N na M, takode normalan operator.
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7.52. Normalni operatori. Neka je N € Hom V' normalan operator. Pokazite slede¢e implikacije:
(i1) ako je N? = N tada je N je hermitski operator.
(i2) ako je N? =0 onda je N = 0.

7.53. Normalni operatori. Neka je V unitaran vektorski prostor i neka je A € HomV linearni operator.
Dokazite da je A normalan ako i samo ako postoji polinom p(\) € C[)\] takav da je N* = p(N).

7.54. Normalni operatori. Neka je V' kompleksan unitarni prostor i N neka je normalan operator.
(i1) Dokazite da ¥V m € N, postoji operator T, takav da je T™ = N.

(i2) Koliko najvise moze da postoji takvih operatora (m—tih korena iz N, ) a koliko najmanje.

7.55. Hermitski operatori. Hermitski operator A je strogo pozitivan ako i samo ako je Sp(A) C (0,4 o0).
Dokazite !

7.56. Hermitski i unitarni operatori. Neka je A € Hom V' hermitski operator. Pokazite da je dobro definisan
linearni operator (A —iI)~! (A +i1) ida je on unitaran.

Resenje. Kako je operator A hermitski postoji ortonormirana baza e u kojoj je matrica operatora A dijagonalna i na dijagonali
su, A\j (j =1,...,n=dimV), realne sopstvene vrednosti. Dakle, matrica operatora (A —1iI)(e) = diag[A\1 —4,..., An —¢]. Odakle
sledi da su sve sopstvene vrednosti operatora A —iI (A\; —i#0 (5 =1,...,n)) razli¢ite od nule, tako da je taj operator regularan
i dobro je definisan operator (A —iI)~". Da bismo pokazali da je operator (A —iI)™" (A +iI) unitaran dovoljno je proveriti da
postoji ortonormirana baza koja se sastoji od sopstvenih vektora i da sve sopstvene vrednosti tog operatora pripadaju jedini¢noj
sferi S'. U ortonormiranoj bazi e oba operatora (A—iI)~' i (A+41iI) predstavljena su dijagonalnim matricama, njihov proizvod,
u istoj bazi, opet je dijagonalna matrica diag[(A1 — i) (A1 +4),..., (An — )" (An + i)]. Kako kompleksan broj (X 4 )/(\ — i)
pripada $! za svako A € R, tvrdnja odmah sledi.

7.57. Hermitski i unitarni operatori. Neka je A € Hom V' unitaran operator. Pokazite da ako je operator A — 1
regularan tada je linearni operator H = i (U — I)™! (U + I) hermitski.

Re3enje. Za resenje ovog zadatka moze se koristiti ideja izlozena u prethodnom zadatku. Kako je A unitaran postoji ortonormirana
baza e takva da je matrica operatora A(e) = diag[e’®!,...,e'*"] (0 < ¢; < 2w, j = 1,...,n). Uslov da je A — I regu-
laran operator implicira da 1 nije njegova sopstvena vrednost ili ekvivalentno da je 0 # ¢;, (j = 1,...,n). Prema tome u istoj
ortonormiranoj bazi e imamo

(A= D™ A+ D)) = (A= D) e) (A+ I)(e) = idiagl(e'® — 1)~ ] diagl(e*s +1)] = diagli ("7 — 1)~ (¢ + 1)},
Bududi da je
i 1, i . (cos¢p+1)+ising . ((cosp+ 1) +ising)((cosp — 1) —ising)
i =D ) =i (cos¢p — 1) +ising ‘ ((cosp — 1) + ising)((cosp — 1) —ising)
(c052¢—1+sin2¢)+2isin¢cos¢:i2isinqbcosqz5 _ 1)

= —ctg—-cosp €ER,
2 — 2cos¢ 4sin§ &5 ¢

=1

sledi da je Sp(H) C R. Ortonormirana baza e, sastoji se od sopstvenih vektora operatora H koji ima sve realne sopstvene
vrednosti, dakle operator H je hermitski.

7.58. Unitarni operatori. Neka je A linearni operator na unitarnom kompleksnom prostoru V, za kojeg postoji
k € Z takav da je A* =idy. Dokazite da je A unitaran operator.

7.59. Ispitni zadatak. Neka su A, B € Hom (V), (dimV < oo) pozitivni operatori koji komutiraju (A B = B A)
i pri ¢emu je B regularan operator. Neka je f:V \ {0} — R, funkcija definisana formulom:
_ (Az,z)
(i1) Dokazite da je f(ax)= f(z),Yz eV i VaeR, a#0.

(i2) Nadite minimum i maksimum funkcije f.

7.60. Pozitivni operatori. U dokazu 7.20 Teorema dajte detaljniji dokaz ¢injenice da pozitivni kvadratni koren
B(B? = A) komutira sa svim operatorima sa kojima komutira operator A.
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7.61. Polarna dekompozicija. Neka su A,U;,Us € HomV linearni operatori takvi da je A > 0 (strogo
pozitivan) i Uy, Us unitarni operatori takvi da je Uy A = AUs. Dokazi da je onda Uy = Us .

7.62. Polarna dekompozicija. Neka su A, B linearni operatori na unitarnom prostoru V, takvi da je ||Az|| =
|Bzx||, Va € V. Dokazite da postoji unitarni operator U € Hom V' takav da je B =U A.

Regenje. Iz jednakosti normi odmah nalazimo,

(Az, Az) = (Bzx, Bz) odakle je (A*Az,z) = (B* Bz, ),
kako su operatori A*A i B*B hermitski i pozitivni (7.20 Teorema, postoji jedinstveni pozitvni kvadratni koreni H4 i Hp takvi
da je

H%=A"A i H%=B"B,
odakle nalazimo,
(Hiz,z) = (Hpz,z) = ((Hi—Hp)z,z)=0.

Kako su Ha i Hp hermitski operatori (i njihova razlika je hermitski operator) zakljuéujemo da je H3 = H%, a kako su jos Ha i
Hpg pozitivni dobijamo da je H4 = Hp. Sada polarne dekompozicije operatora A i B, daju

A=UasHa i B=UgHsg, ikakoje (Ha=Hg) =— Ha=U}A

B=UpUjy)A=UA = U=UgUj.

Dokaz je gotov jer je operator U = Up U} ocigledno unitaran kao proizvod dva unitarna.






GLAVA 8

BILINEARNE I KVADRATNE FORME

8.1. Definicija. U ovoj tacki pretpostavljamo da je V' vektorski prostor nad poljem F € {C,R}. Bilinearni
funkcional (ili forma) na F je preslikavanje A : V x V — F za koje vaze sledece aksiome,

(bl) A(avy + Bug,w) = aA(vy,w) + BA(vy,w) za sve vy, vo, w eV i «, B € F,
(b2) A(w, vy + Bve) = aA(w,v1) + BA(w,vy) za sve vy, vo, w eV i «, f € F.

Bilinearni funkcional A je hermitski ako uz aksiomu (bl) vazi jos i aksioma,

(b3) A(v,w) = A(w,v), za sve v,w € V.
Primedba 1. Primetimo da u slu¢aju hermitskog bilinearnog funkcionala nad poljem C ne vazi aksioma (b2)
veé (b27)

(b2") A(w, vy + Bvg) = @A(w,vy) + BA(w, vg), za sve vy, v, w €V, o, 8 € C.
Primedba 2. Ako je F = R onda umesto termina hermitski koristimo izraz simetri¢ni, jer se (b3) svodi na
obi¢nu simetriju, a aksiome (b2) i (b2’) se podudaraju.
Vazni primeri. 1. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F.

(i1) Ako su f, g € V* proizvoljna dva linearna funkcionala onda je formulom,

A(z,y) = f(z) 9(y),
definisan jedan bilinearni funkcional na V .

(i2) Ako je F = C i ako je f linearan funkcional, a g antilinearan funkcional, tj ako vazi g(Az) = Az
zasve x € V, isve A € C, onda je sa

Alz,y) = f(x)g(y),

definisan jedan hermitski bilinearni funkcional na V.

2. Neka je V' vektorski prostor sa skalarnim proizvodom (-,-) nad poljem F.
(i1) Ako je F =R tada je A(z,y) = (x,y) simetri¢ni bilinearni funkcional.
(i2) Ako je F =C tada je A(z,y) = (x,y) hermitski bilinearni funkcional.

3. Neka je V = Cla,b] vektorski prostor neprekidnih realnih funkcija na intervalu [a,b] i neka je K(z,y) bilo
koja neprekidna realna funkcija na [a,b] X [a,b]. Tada je formulom

b b
Alf.9) = / / K(s,1) f(s) g(t) dsdt

definisan bilinearni funkcional.

8.2. Matrica hermitskog bilinearnog funkcionala. Sada bismo hteli, analogno kao u slu¢aju linearnih
operatora, da nademo najmanji skup podataka koji jednoznacno odreduju dati bilinearni funkcional.
Preciznije, neka je A bilinearni funkcional na V i neka je e neka baza od V, i sada definiSemo skalare,
aji = Ales,e5), 4,7 = 1,2,...,n. Tvrdimo da n? skalara ajjt,7 = 1,2,...,n u potpunosti odreduju bilinearni
funkcional A.

Zaista, neka su v,w € V proizvoljni vektori, tada je v =31 jvie; 1 w = >, w;e;, isada zbog bilinearnosti
imamo

n n n n n
(8.1) A(v,w) = A(Zvi ei,ij ej> = ZZU’ w; Alej,ej) = Z Vi Wy .
i=1 j=1 i=1 j=1 ij=1

219
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Prethodna formula (8.1) pokazuje da je bilinearni funkcional A u potpunosti odreden sa n? skalara Qij, 1, =
1,2,...,n.

Primetimo da svakom bilinearnom funkcionalu A mozemo dodelimo matricu A = A(e) = (a;;) i vidimo da
vazi formula,

(8.2) A(v,w) = Z ajiviw; = (w;)" (o) (v;) =w" Aw.

i,j=1
Drugim rec¢ima svaki bilinearni funkcional dopusta predstavljanje u obliku proizvoda matrica.
U slucaju da je A hermitski bilinearni funkcional tada zbog (b3) imamo,
aji:A(ei,ej):A(ej,ei):a_ij, Vi, j=1,2,...,n,

tj. matrica A je hermitska, i formula (8.2) prima oblik,

(8:3) Alv,w) = Y azivim; = (@) (azi) (v;) =W Aw.

,j=1
Matrica A = A(e) = (a;j) naziva se matrica bilinearnog funkcionala A u bazi e.

Time smo pokazali slede¢u teoremu.

Teorema. Neka je A bilinearni funkcional na V i neka je e neka baza od V, i neka je A = A(e) = (aj)
matrica bilinearnog funkcionala u bazi e. Tada za proizvoljne vektore v,w € V', vazi formula,

A, w) =w" Aw.

Ako je A hermitski bilinearni funkcional tada je matrica A = A(e) = (oy;) hermitska i za proizvoljne vektore
v,w € V, vazi formula,

Alv,w)=w"Aw.

Primer. Neka je na R3 definisan bilinearni funkcional A(z,y) formulom,

Alz,y) =z1y1 —2m2y2 +423y3 gdeje x = (v1,22,23), ¥y = (Y1,¥2,¥3) -

Odredimo matricu ove bilinearne forme u bazi f; = (1,—-1,-1), fo = (1,1,1) i f3=(1,1,—1), a zatim i njen
eksplicitni oblik u toj bazi.

Prema formuli iz prethodne teoreme,

n
A(v,w) = Z Qs Vi W

ij=1
dobijamo matricu bilinearne forme A(z,y) u datoj bazi f,
a1 :A(f17f1) :11—2(—1)(—1)+4(—1)(—1) :1—2+4:3:a22:a33,
alng(fg,fl):1-1—2-1'(—1)+4-1'(—1):1—|—2—4:—120521,
Oélng(fg,fl):1-1—2'(—1)'1+4'(—1)'(—1):1+2+4:7:a31,
(/3 f2)

93 = A f3,f2 :11—211+41(—1):1—2—4:—5:a32
3 -1 7
Tako daje A(e) = | -1 3 -5 | , matrica bilinearne forme A u bazi f. I na kraju odredimo eksplicitni oblik
7 -5 3

bilinearne forme u bazi f: ako su redom (1,5, z%) i (y],v5,vy5) koordinate vektora = i y u bazi (f1, fa, f3)
onda je

Alz,y) = 321 y) — 21 vy + Ta Yy — vy yy + 3055 — Sayyz+ Ta3y; —5a3ys +323Y3.

8.3. Kongruentnost matrica. Rang i jezgro hermitskog bilinernog funkcionala. Prethodni primer
sadrzi i jedan klasi¢an problem linearne algebre: zavisnost matrica hermitskog bilinearnog funkcionala o bazama
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e 1 f. Postupajuéi sada kao i u sluénim situacijama, kao Sto je zapis linearnog operatora u razli¢itim bazama
imamo: Neka je T operator prelaska sa baze e u bazu f, tj. neka je

=Te; = ZTZ]Q, j=1....n.

Sada je
n
[A(f)]ij = a;j = A(fj, fi) = A(Tej, Te;) = (ZTPJ €p7Zqu eq) = Z Tpj Tqi Alep, €q)
P,q=1
= Z Tqi Tpj Qqp = Zqu (Z aqﬂm) = Z[T*]iq [A(e)T]q; = [T*A(e) T';;.
p,q=1 q=1
Kako je prethodna relacija tactna za sve 4,5 = 1,...,n, dobijamo vaznu formulu:
(8.4) A(f)=T*Ae)T.

Time smo pokazali slede¢u teoremu.

Teorema. Neka je A hermitski bilinearni funkcional na unitarnom vektorskom prostoru V' i neka su A(e) i
A(f) matrice hermitskog bilinearnog funkcionala u bazama e i f, redom. Tada vazi formula,

A(f) =T A(e) T,
gde je T matrica prelaska sa baze e u bazu f.

Primedba. 1. Ako je V realni vektorski prostor, tada se formula (8.4) svodi na A(f) =T7A(e)T

2. Kako je i skalarni proizvod hermitski bilinearni funkcional i za njega vaze zakljucci prethodne teoreme o
zavisnosti matrice skalarnog proizvoda u razli¢itim bazama.

Definicija. Relacija (8.4) omoguéuje nam da uvedemo relaciju kongruentnosti kvadratnih matrica. Za dve
matrice A, B € M, (F) kazemo da su kongruentne, $to obelezavamo sa A = B, akko postoji regularna matrica
T € M, (F) takva da je

B=T"AT.
Propozicija 1. Relacija kongruentnosti matrica je relacija ekvivalencije.
Dokaz. Analogan dokazu da je sli¢cnost matrica relacija ekvivalencije, samo treba primetiti, u dokazu simetri¢nosti,

daje (A71)* = (A4*)~L O

z (8.4) sledi da matrice A(f) i A(e) imaju isti rang, jer su 7' i T™ regularne matrice. Tako da se moze dobro
definisati broj koji se zove rang bilinearnog hermitskog funkcionala, kao rang matrice hermitskog bilinearnog
funkcionala A(e), u proizvoljnoj bazi e. Kazemo da je funkcional regularan ako je rang(A(e)) = dimV .

Definicija. Neka je A(v,w) bilinearni funkcional na vektorskom prostoru V. Skup Np = {v € V | A(v,w) =
0, Vw € V} nazivamo jezgrom bilinearnog funkcionala A.

Osnovna svojstva jezgra bilinearnog funkcionala sadrzana su u slede¢oj propoziciji.

Propozicija 2. Neka je A bilinearni funkcional na vektorskom prostoru V, i neka je e neka baza od V. Tada
je Na = KerA(e).

Dokaz. Neka je e = (e1,ea,...,e,) neka baza od V, ineka je v € Na tada je
v=me+mex+---+npe, 1 Av,e;) =0, za i=1,2,...,n.
Poslednje jednakosti definisu homogeni linearni sistem u 71,72, . .., M,
0=A(v,e1) =A(mer+ - +mmen,e1) =mA(er,e1) + -+ 0, Alen, 1),
0=A(v,e2) =A(mer+ -+ +mnen,e2) =mA(er,e2) + -+ 0y Alen, €2)

0=A(v,ep) =Almer+- - +nnen,en) =nAler,en) + -+ nnAlen, ep) .

Kako je matrica ovog sistema matrica bilinearnog funkcionala A(e) sledi da je Na = Ker A(e). O
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Posledica. N4 je potprostor od V.

8.4. Kvadratne forme (funkcionali). Neka je A(v,w) simetri¢ni bilinearni funkcional (forma), onda je
formulom q(v) = A(v,v) definisano preslikavanje q : V' — F koje se zove kvadratna forma (funkcional).
A(v,w) zove se polarna forma kvadratne forme q. Ako je A(v,w) hermitska bilinearna forma onda pridruzeni
kvadratni funkcional nazivamo hermitski kvadratni funkcional. Osnovna svojstva kvadratnih i hermitskih
kvadratnih funkcionala sadrzana su u sledecoj teoremi.

Teorema. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F.
(i1) Svaka kvadratna forma q na V zadovoljava relaciju paralelograma,
q(v+ w) + qlv —w) =2(q(v) + q(w)), za sve v,w € V.
(i2) Ako je q hermitski kvadratni funkcional na V, tada je
(i2a) ¢g(v) eR, zasve veV,
(i2b) q(iv) = q(v), za sve v e V.
(i3) Polarna forma A potpuno je odredena svojom kvadratnom formom q.
Dokaz. (i1) Dokaz sledi iz,
qv+w)+qv—w)=Aw+w,v+w)+A(v —w,v—w) = (A(v,v) + Alv,w) + A(w,v) + A(w,w))
+ (A(v,v) — A(v,w) — A(w,v) + A(w,w)) = 2(q(v) + q(w)) .
(i2) Prva tvrdnja direktno sledi iz q(v) = A(v,v) = A(v,v), a druga analogno sledi iz
q(iv) = A(iv,iv) = iiAlv,v) = A(v,v) = q(v).

(i3) Ako je A simetri¢na bilinearna forma tada iz (il) lako sledi,

1
A(v,w) = 1 (q(’u—l—w)—q(v—w)) , za sve v,w €V,

a ako je A hermitska bilinearna forma tada koriséenjem (il) i (i2) za sve v,w € V' dobijamo formulu,

Aww) = 7 (alv +w) —a(o = w)) + 5 (alv +iw) — a(v - iw))

i dokaz je gotov. O

Definicija. Za hermitsku kvadratnu formu q(v) = A(v,v) kazemo da je pozitivna ako je za svaki z € V,
q(v) > 0. Medu pozitivnim formama najvazniju ulogu igraju strogo pozitivne forme, tj. one kod kojih je
q(v) = 0 samo za nula vektor (ili ekvivalentno za sve v # 0, q(v) > 0).

Primer. Neka je dimV = n. Forma

(p) q(v) = v3+v3+---+v2 je pozitivna, ali nije strogo pozitivna jer je g(e1) = 0 gde je e; = (1,0,...,0).

(sp) q(v) = v} +v3 + -+ 02 je strogo pozitivna kvadratna forma.

Primetimo da je svaki skalarni proizvod primer hermitskog bilinearnog funkcionala kojem odgovara strogo pozi-
tivna hermitska kvadratna forma.

8.5. Karakterizacija hermitskih bilinearnih funkcionala u unitarnom prostoru. U prethodnoj glavi,
u tacki 7.13 posveéenoj opisu linearnih funkcionala u unitarnim prostorima videli smo da za svaki linearni
funkcional f € V* postoji jedinstven vektor vy takav da je f(x) = (x,vp).

Sada bismo hteli na¢i analognu reprezentaciju za bilinearni hermitski funkcional na V. Tako dobijamo slede¢u
teoremu.

Teorema (O reprezentaciji hermitskog bilinearnog funkcionala u unitarnim prostorima). Neka je V unitaran
vektorski prostor. A(v,w) je hermitski bilinearan funkcional ako i samo ako postoji jedinstven hermitski
operator A:V — V takav da je

(8.5) A(v,w) = (Av,w),

pri ¢emu je (-,-) skalarni proizvod u V.
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Dokaz. Dovoljnost. Neka je A hermitski operator. Zbog bilinearnosti skalarnog proizvoda, formulom A(v,w) =
(Av,w), definisano je preslikavanje koje je linearno u 1. argumentu (jer su i skalarni proizvod ({-, -)) i linearni
operator (A) linearni u 1. argumentu, pa je i njihova komporzicija linearna). Potrebno je jos pokazati da
preslikavanje A zadovoljava aksiomu (b3). Buduéi da je operator A hermitski, za sve v, w € V, imamo redom,

A(v,w) = (Av,w) = (v, A*w) = (A*w,v) = (Aw,v) = A(w,v),

odakle sledi da je A hermitski bilinearni funkcional.

NuZnost. Neka je A(v,w) neki hermitski bilinearni funkcional na V, i posmatrajmo linearno preslikavanje
B, (v) = A(v,w). Preslikavanje B,, je linearno jer za A vazi aksioma (bl). Sada teorema o reprezentaciji
linearnih funkcionala u unitarnim prostorima daje egzistenciju jedinstvenog vektora w* € V takvog da je
By(v) = (v,w*), ¢ime je definisano preslikavanje w — w* formulom w* = A(w). Pokazimo prvo da je ovo
preslikavanje linearni operator.

Homogenost. S jedne strane, iz definicije sledi da je Bayw(v) = (v, A(aw)), dok je s druge strane
Baw(v) = A(v,aw) = aA(v,w) = @ By(v) =a (v, A(w)) = (v,aA(w)) .

Kako se leve strane ovih jednakosti podudaraju za sve o € C, isve v, w € V moraju se podudarati i desne,
odakle seledi homogenost.

Aditivnost. Sliéno kao i u dokazu homogenosti za sve v, wy, we € V imamo,
(v, A(w1) + A(wz)) = (v, A(wr)) + (v, A(wz)) = By, (v) + By, (v)
(8.6) = A(v,wy) + A(v,wy) = A(v, w1 + we) = By w, (V) = (v, A(wy + wa)) .
Aditivnost je posledica jednakosti prvog i poslednjeg izraza u (8.6).
Hermiticnost. Hermiti¢nost sledi iz sledeceg niza jednakosti,

(v, A(w)) = A(v, w) = A(w,v) = (w, A(v)) = (A(v), w) = (v, A™(w)),

koje vaze za proizvoljne v, w € V. O

Primedba. Ova teorema ima nekoliko veoma vaznih posledica. Jedna od tih posledica jeste da je broj svih
bilinearnih hermitskih funkcionala na V jednak broju svih hermitskih operatora na V. Ako na bilinearne
hermitske funkcionale nametnemo uslove kojima oni postaju skalarni proizvodi (nedegenerisanost i pozitivnu
definitnost) onda zaklju¢ujemo da skalarnih proizvoda na V' ima koliko i strogo pozitivnih operatora na V.
Dakle, svakom strogo pozitivhom operatoru odgovara ta¢no jedan skalarni proizvod, koji je dat formulom:

(v,w)g = (Av,w) =w" Av, za sve v, w €V,

pri ¢emu je (-,-) standardni skalarni proizvod na V = C"™ (R").

8.6. Zakon inercije za hermitski kvadratni funkcional. Neka je A(v,w) hermitski bilinearni funkcional
na V, koji je polarna forma hermitskog kvadratnog funkcionala q(v) = A(v,v), onda iz 8.4. znamo da je

Alv,w) = Z Oéjz‘v(e)z‘w(e)j 1 q(v) = A(v,v) = Z Oéjw(e)z‘v(e)p

pri ¢emu je e = (eq,...,e,) neka ortonormirana baza u V, aj; = A(e;,ej), i v(e); je i.—ta komponenta
vektora v u bazi e. Tada je matrica hermitskog bilinearnog funkcionala A(e) hermitska matrica, i ona se
podudara sa matricom odgovarajué¢eg hermitskog operatora A(e) definisanog formulom (8.5). Kao §to znamo
od ranije, svaka hermitska matrica moze se svesti na dijagonalni oblik, tj. postoji unitarna matrica, U, prelaska
u novu ortonormiranu bazu, f, u kojoj je matrica hermitskog funkcionala dijagonalna,

U Ale)U =UTA(e)U = A(f) = A(f) = diag [A1, ..., \n].

Primetimo da se zbog unitarnosti matrice U gornja formula svodi na formulu za promenu baze linearnog
operatora, U 'A(e)U = A(f). U ortonormiranoj bazi f hermitski bilinearni funkcional A poprima mnogo
jednostavniji oblik,

Alv,w) =D No(f)iw(f)i,
=1

pri ¢emu je \; = A(fi, fi). U ovoj bazi lako nalazimo rang funkcionala A i on je jednak broju sopstvenih
vrednosti \;, ¢ = 1,...,n matrice A(f) koje su razli¢ite od nule. Pretpostavimo da je rangA = r i da su
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AN #0,i=1,...,r, idaje \; =0,7=r+1,...,n. Pridruzeni kvadratni funkcional q(v) = A(v,v) u ovoj
bazi ima jednostavan oblik,

(8.7) a(v) = A(v,v) = > Aifo(f)if*.
i=1

Ova ortonormirana baza u kojoj je matrica kvadratnog funkcionala najjednostavnija zove se kanonska baza.

Kanonska baza nije jedinstvena, ali broj negativnih i broj pozitivnih elemenata u nizu (A1,...,\;) ne zavisi

o kanonskoj bazi, §to je sadrzaj veoma poznate Silvesterove! teoreme i tradicionalno se zove zakon inercije

hermitskog kvadratnog funkcionala.

Primetimo da iz kanonske baze f mozemo predéi i na ortogonalnu bazu ¢?2 koja je definisana na sledeéi nacin:
1

gi:—fi> t=1,...
VAl

ovaj kvadratni funkcional prima najjednostavniji oblik,

» T 1 g’L:fZ7 i:T+1,...,n,

T
q(v) = A(v,v) = Zsi lv(g)il?, pri cemu su ¢; € {—1,1}.
i=1

Teorema (Silvester). Neka je g(v) = A(v,v) hermitska kvadratna forma ranga r. Tada postoji ortonormirana
kanonska baza e kvadratne forme q takva da je,

q(v) = A(v,v) = Z)‘i lu(e)s|?, gdesu \; ER, i=1,...,r.
i=1

Ako su e i f dve kanonske baze kvadratne forme q, i ako je
q(v) = A(v,v) =Y Aifv(e)il* =Y A fo(Hil?,
i=1 i=1

tada nizovi (A1, A2, ..., A\p) 1 (N}, AL, ... AL) imaju isti broj pozitivnih i negativnih elemenata.
Dokaz. Egzistencija kanonske baze dokazana je u prethodnom pasusu, vidi (8.7).

Inercija. BSO mozemo pretpostaviti da se u nizovima (A1, A, ..., \y) 1 (N}, A], ... AL) prvo nalaze pozitivni
elementi, jer odgovarajué¢im prenumeracijama prvih r vektora baza e i f to mozemo posti¢i. Tako da sada
imamo

A(v,v) = Mfv(e)i]> + Aafv(e)a]” + -+ + Aplv(e)p]* = Apglv(e)pia | — - = Ar[v(e),|?
= No(F)1 + Xo(Pal? + -+ X [o(fgl* = Ny [0(gial> =+ = Meo(f)e [,

pri ¢emu su svi A, \; >0, i =1,...,7. Tvrdimo da je p = g. Pretpostavimo suprotno, tj. da je npr. p > ¢,
tada skup {e1,...,ep, fg41,-.., fn} ima vise od n = dimV vektora, pa je linearno zavisan, i postoje skalari
Vi, ooy VpsVgiq,- -+, v, Koji nisu svi nula tako da je

/ / /
0Fwvo=rviertrvaea+ - +vpep=vo for1+Vgpo fograt+ 1 [

Primetimo da vektor vy nije nula vektor, jer kada bi bio sledilo bi da susvi v; =0, i=1,...,p i v, =0, i =
qg+1,...,n, §to je u kontradikciji sa izborom ovih skalara. Dakle, sada imamo prikaz vektora vy u dve baze:
vo(e) = (V1 1p,0,...,0)7 i vo(f) = (0,...,0,1519,...,1,)" tako da je s jedne strane,

A(vo,vo) = M |vi]? + Ag|vel? + -+ M\ |vp|® > 0, dok je s druge strane

A(vo,v0) = =AgilVer1|” = Agpalvgeal® — -+ XJw]? < 0.

Ova kontradikcija pokazuje da je nasa polazna pretpostavka p > ¢ pogresna, tako da je p < ¢, a onda na isti
nacin zaklju¢ujemo da je i ¢ < p. Prema tome vidimo da je p = ¢, $to je i trebalo pokazati. O

Primedba. Dakle, vidimo da je broj p invarijanta funkcionala jer ne zavisi o kanonskoj bazi, a broj s = p—(r—p)
zove se signatura funkcionala. Dakle, hermitska kvadratna forma je u potpunosti odredena svojim rangom i
signaturom. Napomenimo ovde da ako je rang funkcionala maksimalan, tj. ako je A(v,w) nedegenerisan
hermitski bilinearni funkcional onda se ¢esto pod signaturom tog funkcionala naziva uredeni par (n — p, p).

1 Sylvester, James Joseph, 1814 -—1897, engleski matematicar.
2 koja ocigledno ne mora biti normirana
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8.7. Dijagonalizacija hermitske kvadratne forme. Lagranzev algoritam. Pronalazenje neke kanonske
baze u kojoj hermitska kvadratna forma ima najjednostavniji —dijagonalan oblik je jedno od najvaznijih pitanja
u ovoj teoriji. U ovom poglavlju da¢emo tri algoritma za nalazenje kanonske baze, i to

(i1) Lagranzevim postupkom, koji se zasniva na namestanju na potpun kvadrat sume pogodno izabranih
¢lanova,
(i2) Jakobijevim postupkom kojim trougaonim transformacijama polaznu formu svodim na zbir kvadrata,

(i3) dijagonalizacijom hermitskog operatora kojem u polaznoj bazi odgovara hermitska matrica A(e)
kojom je definisana polazna forma q(v) (vidi Silvesterovu teoremu).

Napomenimo da je prva metoda od veée prakti¢ne vrednosti od prethodne dve jer se moze uvek primeniti.
Druga metoda je primenjiva samo u slucaju kada je rang forme maksimalan. U poslednjoj metodi potrebno je
izracunati sopstvene vrednosti nekog hermitskog operatora, sto nije uvek jednostavno. Dakle, tre¢a metoda je
prakticki primenjiva samo onda kada je lako izra¢unati sopstvene vrednosti matrice forme.

(i1) LagranZev postupak za dijagonalizaciju hermitske kvadratne forme. Neka je

n
(8.8) A(v,v) =q(v) = q(vi,...,v,) = Z Qi v U5,
ij=1
hermitska kvadratna forma. Kao sto znamo ovoj formi odgovara jedinstvena hermitska matrica A = (ay;).

Nas cilj je da nademo regularnu matricu 7 takvu da je matrica 7* AT dijagonalna, kada ova forma poprima
najjednostavniji oblik

n
(8.9) a(v) = a(l, ..., v) = > _ Aifvil?,
=1

. . - n /T ’ n .
pri cemu je, v; = iyt o), il vp =30 si5v5, i=1,...,n.

Ideja ovog algoritma zasniva se na namestanju do potpunog kvadrata svih ¢lanova koji sadrze neki indeks ¢
takav da je a;; # 0, a zatim eliminacije tog indeksa. Prilikom realizacije ovog algoritma pojavljuju se sledece
mogucnosti:

(i1) postoji indeks i takav da je ay; # 0.
(i2) oy =0, i =1,...,n, ali postoji indeks i # j takav da je a;; #0.

(i1) Pretpostavimo da je npr. ai1 # 0 ($to mozemo BSO jer u suprotnom prenumeracijom promenljivih slucaj
se svodi na aq; # 0), tada (8.8) postaje,

(8.10) q(v) =q(v1,...,vn) = V1 (@11 v1 + Q12V2 + -+ + Q1 V) +v1(Q21 V2 + -+ + Q1 Uy ) +5(v2, .., V),
pri ¢emu je s(vg,...,v,), kvadratna hermitska forma u wvs,...,v,. Uvedimo promenljive w;, i =1,...,n na

slede¢i nacin,

W= (1101 + @102 + -+ + a1p Vn), Wi =i, =250
11

Ovu promenu baze zapisujemo kompaktnije u matricnom obliku,

un 1 -4z s Y wy Primetimo da u promenljivima wq, ..., w, polazna forma
a1 a1 an . ) . R
vy 0 1 0o ... 0 wo (8.8) ima jednostavniji oblik. Ako sada prvo uvedemo
o o : Do 0 smen,
Un 0 O 0o ... 1 W, u=—(a2v2 + -+ aipvy), vidimo da je v = w; — u,
oq1
To

i ako zamenimo u (8.10) dobijamo da se desna strana od (8.10) mnogo pojednostavljuje,
a1 (T wy + vy (W1 — 07)) + s(wa, ..., w,) = a1 (W7 — W) wy + w71 (w1 —u) — (W1 — @) (w1 — u)) + s(wa, ..., w,)

= anw Wi —o1ul + s(wa, . .., Wy) = anw Wi + t(ws, ..., wy)

t(w27"'7w71)

art|wi[* + t(wa, ..., wy).



226 7. Bilinearne i kvadratne forme

Ovu transformaciju moguce je naravno zapisati u kompaktnijem obliku korisre¢i matrice, tako imamo

air 0 ... 0 pri ¢emu je matrica Sy = 76_1. Primetimo da smo u matrici 7;* A7y sa

" 0 oz ... o al., 1,7 = 2,...,n, oznacili komponente hermitske matrice koja odgovara
To* ATy = . J . . . . .. .
. kvadratnoj hermitskoj formi C(ws,...,w,). Time je problem sveden na di-

0 apz - Qpp jagonalizaciju kvadratne hermitske forme C(ws,...,w,), koja je reda n—1.

(i2) Mozemo pretpostaviti da je npr. ajg # 0, jer u suprotnom prenumeracijom promenljivih svaki drugi slucaj
svodimo na ovaj. Sada (8.8) postaje:

(8.11) q(v) =q(v1, ... 0n) =07 (122 + -+ + Q1 V) F V1(Q21 T2 + - -+ + 1 T) +5(v2, - .., U,)

pri ¢emu je s(vg,...,v,), kvadratna hermitska forma u wvg,...,v,. Uvedimo promenljive w;, i =1,...,n na
slededi nacin:

wy = V1, wy = (12 v2 + - + Q1 V) — V1, w; =v;, 1=3,...,1,
ili matri¢no
vy 1 0 0 0 wy =
1 1 o _oun Ako ozna¢imo sa
U2 a1z Q12 aig T ai12 w2
v3 | — 0 0 1 0 ws | u:(a12v2+"’+a1nvn)_vly
: . . . ] . : iz formula za promenu baza vidimo da je u = w; + w2 i ako
Un 0 0 0 ' 1 w,, ovo zamenimo u (8.11) vidimo da desna strana od (8.11)
T - - - postaje,
To
U1 (1202 + -+ Qi Un) FU1(@21 T2 4 - + a1 Ty) + (2, .., 0n) = WT U+ w1 T+ S(va, ..., V)
=wr (w1 + wa) ( ) +s( ) = 2|w:|? + w7 W + t( )
= w1 (w1 + w2) + wi(wy +wa) +s(ve, ..., vn) = 2|wi|” + W1 wy + w1 W + t(wa,. .., w,),
pri ¢emu u formi t(ws,...,w,), nema ¢lanova oblika |w;|?, W7 we i w;W;. Prema tome polazna forma q u
promenljivima wy, ..., w, ima koeficijent uz |w;|? razli¢it od nule, pa je ovaj slucaj sveden na (il).
Ili matri¢éno,
9 1 oy o pri ¢emu je matrica Sy = 76*1. Primetimo da smo u hermitskoj
/ 7 7 matrici To* ATy sa o, 1,5 = 2,...,n, oznacili komponente ma-
(6% (6% N 0 iy ) s 1l
. 22 Qo3 2n . . . .
To* ATy = . : : . : ) trice koja odgovara kvadratnoj formi t(ws, ..., wy,).
; ; ; , Dakle, jasno je da primenjujuéi korake (il) i (i2) konatno mnogo
Qp1 Qpg Qpg ... Qpp

puta polaznu formu svodimo na dijagonalni oblik.

Napomenimo da su u slu¢aju simetri¢cne kvadratne forme matrice S; i 7; realne, Sto zapravo znaci da se realna
kvadratna forma moze dijagonalizovati. Preciznije, algoritam se sastoji u slede¢em: u svakom koraku nove
promenljive uvodimo pomoéu matrica S;, i = 1,...,k. Ako nam je trebalo k promena baza dok polaznu
formu nismo sveli na dijagonalni oblik bice & = S - Sg—1---S2 - S1, 1 ova matrica daje vezu izmedu polaznih
promenljivih, v;, ¢ =1,...,n, i promenljivih u kojima je forma predstavljena dijagonalnom matricom, w;, i =
1,...,n. Drugim re¢ima vazi: [w;]” = S [v;]7. Buduéi da matrica 7 = S~!, dijagonalizuje matricu forme
A, tj. matrica T*AT je dijagonalna. Dakle, potrebno je prvo izra¢unati matrice S;, ¢ = 1,...,k, zatim
izracunati matrice S i 7 = S~! i na kraju dijagonalnu matricu 7*AT .

Primer. Svedimo hermitsku kvadratnu formu,
o 3, _ o
q(v) = q(vl,vg,vg) = |7)1‘2 + 2 ‘2}2|2 — |’U3‘2 + (Ul Vg + U1 UQ) - 5 (Ul U3 + U1 Ug) +2 (7)2 U3 + U9 Ug),
na dijagonalni oblik Lagranzevim algoritmom.

Primenimo Lagranzevim algoritam, kako je a3 =1 # 0, zapisujemo formu q kao

3 3
q(v) = v_l(vl + vg — 51}3) + vy (v_g— 5%) + 2w |? — |v3)? + 2 (v2 T3 + Tz v3).

Uvodeéi nove promenljive,

w1=v1+vz—§v3, Wg = V2 i w3 = v3,
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3
vidimo da je v; = w1 —vo + 5 Vs Ako sada ovo zamenimo u q(v) dobijamo redom:

9 3 3 3
ql(wl,wg,wg) = q(wl,wg,wg) — |w1\ = <w1 — Vg + 5?}3) w1 + <w1 — Vo + 5?}3) (Ug — 5’03)

3

3
+2(va)? — |03 + 2 (0275 + Ta v3) — un|? = (—vg+§v3) (U—Q— ~ )
13| ‘2

o T __
+2[uaf? = fogl? + 2 (0275 + T3 va) = [vof = ol + 3 (v2 7+ 73 vg) — q, (wa, w3).
Kako je u formi q; (w2, ws3) opet ab, =1 # 0 mozemo ponovo primeniti slu¢aj (i1) iz Lagranzevog algoritma,

tako da redom imamo,

_ 7 T 13,
ql(wg,wg) :wg(w2+§w3) +—w2w3——|w3| .

Uvodimo nove promenljive,

U = wy, uQ:wg+§w3 i u3z = ws,

vidimo da je wo = uo — = w3, i onda ra¢unamo,

2
T 7 13 31 .
q; (wa, ws) — \uQ|2 = (UQ - §w3) Ug + 2 (uQ ~3 wg) W3 — — \wg\Q \uQ|2 =-3 lws|?>  odakle je
alti,ta,t3) = [t1]* + |t2]* — [ta]?,

.. . 3 7 . 31 .. .. .
pri cemu je t; = vy + v2 — 3 vy, to = vg + 3 vy 1 t3 = 5 vs. Matri¢no ove transformacije izgledaju ovako,

t 10 0 10 0711 -372][un 11 =327 [w

tal=1]01 0 017201 o0 v |l=[01 7/2 Vs

ts 01 -31/2] |00 1 ||0o0 1 vs 00 —31/2| | vs
Sa S1 So S

Buduéi da je S = 7!, nalazimo: S™' =7 = |0 1 —g\/% . Tako da na kraju dobijamo

00 /=
1 0 0 11 =37 |1 1 5y&x 10 0
-1 2 92 0 1 _% /% =01 O
2 2 3 —
SV —3Va Vo L2z 1] 2 00 /2 00 -1
1
pa

8.8. Jakobijev algoritam. Opisimo sada jos i Jakobijev algoritam. Preciznije, vazi sledeca teorema.

Teorema. Neka je data hermitska kvadratna forma q(v) = A(v,v) svojom matricom u nekoj bazi e

q(v) = A(v,v) = Z aj;iv; 0 gde je aj; = Alej, e;).

i.j=1
I neka su glavne minore matrice A(e)
11 ... A1n
a1 Q12
Ay =11, Ag= sy Ap =
Q21 (22
(6775 I Apn

razlicite od nule. Tada postoji baza f u kojoj hermitska kvadratna forma q ima sledeci oblik

A
q(v)zA(uv)z—!&H el Z Gl edeje v= (6060 6T
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Dokaz. Ideja dokaz je slicna onoj iz dokaza Gram-Smitovog postupka ortogonalizacije, primenjenog na hermit-
sku bilinearnu formu A. Zelimo odrediti bazu f = (f1, f2,..., fn) takvu da je

(8.12) Aes,ej) =0, za i#j ,j=1,2,...,n.
Dakle, trazimo vektore fi, fo,..., fn takve da je
[ fi ] [ ™ 0o - 0 0 77 e ]
f2 T21 To2 v 0 0 €9
(8.13) : =
Jn—1 Tp—11 Tn—12 *°* Tn—in—1 0 en—1
L fo L 1 T2 0 Tan-1 Tan 1 L oen

Potrebno je odrediti koeficijente 7;; koriste¢i uslove (8.12), pri tome koristimo slede¢u ¢injenicu:
ako je A(fr,e;) =0 za i=1,...,k—1 tadajei A(fx,fi)=0 zai=1,...,k—1.
Time smo na$ problem sveli na odredivanje koeficijenata 71, Tro, - .., Tgr takvih da vektor
fk=Tkie1+Thaea + -+ Thp ek

zadovoljava uslove A(fg,e;) = 0,7 = 1,...,k — 1. Jasno, time je vektor f; odreden do na mnozenje sa
skalarom (# 0). Taj skalar odredimo iz normalizacionog uslova A(fx,er) = 1. Ovi uslovi impliciraju sledeéi
linearni sistem u Ty, ..., Tkk,

A(fk7 61) =
A(fk7 62) =

0=m11 A(el,el) + Tko A(€1,62) + o+ TRE A(el,ek),
0=m11 A(eg, 61) + Tko A(eg, 62) + o+ TRE A(eg, ek),
(8.14)

A(fr,erx) =1 =11 Aler, e1) + T2 Aler, e2) + - - - + Tir Alex, ex)-

Kako je determinanta ovog sistema A] # 0 sledi da sistem (8.14) ima jedinstveno resenje za svako k =
1,2,...,n. Nadimo sada koeficijente i = A(fx, fi). 1z konstrukcije baze f znamo da je A(fx, fi) = Bir =0
za i #£ k.

Izracunajmo sada Brr = A(fk, fr), koristeéi date uslove: A(fr,e;) =0, za i #k i A(fr,ex) =1,

A(fr, fr) = A(Trier + Thaea + -+ + Tik ek, fi) = Tk Aler, fr) + T Alea, fr) + -+ + T Aler, fr)
= Tt A(fr, e1) + T2 A(fise2) + - + T A(frs er) = T A(fr, €x) = Tk

S druge strane 7y, mozemo nadi iz sistema (8.14) koriste¢i Kramerovo pravilo. Tako nalazimo

Ap_
Tk = Akkl’ k=2,...,n.
Za k =1 vidimo da za Ag mozemo uzeti da je 1. O

Primer. Data je kvadratna forma q(v,ve,v3) = 2v3+3 v va+4v; v;;—l—v%—i—v% u standardnoj bazi. Jakobijevom
metodom nadimo kanonsku bazu u kojoj ova forma ima dijagonalni oblik.

Lako se nalazi da je njena polarna forma,
3 3
A(v,w) =2vy wy + g UL w2 + 2v1 w3 + g 21 + vo we + 2v3 w1 + V3 W3.
Sada nalazimo glavne minore

A =2 A2:‘ 2 3/2‘: 1

3/2 1 4
odakle vidimo da mozemo primeniti Jakobijevu metodu. Sada trazimo vektore fi, fo, f3 takve da je

fi=y1e1=(11,0,0)",  fo="21e1+v22e2 = (V21,722,0)",  f3 =31€1 + Y3262 + Y333 = (V31,732,733)" -
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Koeficijent 711 nalazimo iz uslova

A(f1,e1) =1, odakle je 2y31 =1 ili 31 = %
Sliéno 791 i 92 nalazimo iz sistema,

3 3
A(f2,€e1) =0 = 2721 + = 722, A(fa,e2) =1=—721 + 722 = 1.

Resenje ovog sistema je: 791 =6, 720 = —28. I napokon, 731 y39 i 733 nalazimo iz sistema,

A(fs,e1) =0=273 + 2732 + 2733, A(fs,e2) =0= k 5 Y81+ s, A(f3,e3) =1 = 2731 + 733
Resenje ovog sistema je: 731 = 1—87 y V32 = — % , V33 = 1—17 . Dakle, kanonska baza sastoji se iz vektora
Tako da kvadratna forma q u bazi (f1, fo, fg) ima dijagonalni oblik,

q(v):A(v,v)——‘fl‘ +— |f2‘ +— |f3‘ = ‘§1| —8‘52‘ 17 |f3| .

8.9. Karakterizacija pozitivnosti bilinearne hermitske forme. Znamo da su strogo pozitivne hermitske
bilinearne forme od posebnog interesa, jer one definisu skalarne proizvode. Zato je vazno da nademo njihove
karakterizacije. Ovim problemom bavimo se u ovoj tacki, i u sledecoj teoremi dajemo karakterizaciju stroge
pozitivnosti bilinearne hermitske forme preko glavnih minora.

Teorema 1. Neka je data hermitska kvadratna forma q(v) = A(v,v) svojom matricom u nekoj bazi e. Tada
je kvadratna forma q(v) strogo pozitivno definitna akko je

@11 ... Ap
>0, «- Ap=| ¢ 11 >0

[677% NI Apn

a11 Q12

Al =a11 >0, Ay=
’ o1 92

Dokaz. Ako je Ay >0,A3>0,...4A, >0 tada koriste¢i formulu iz 8.8 Teorema zaklju¢ujemo da forma q(v)
u kanonskoj bazi ima oblik

a(v) = A(v,v) = Ai > + % &

jer su \; > 0, za sve ¢ = 1,2,...,n. Odakle odmah sledi da je q(v) = 0 samo za v = 0, tj. forma q(v) je
strogo pozitivna.

An—l

|§n‘2 =M\ ‘51‘2 + A2 ‘52‘2 +o Ay |§n‘2 >0,

Obratno, neka je q(v) strogo pozitivna forma. Posmatrajmo niz (1,A1,Ag, ..., A,) i pretpostavimo da nisu
svi ¢lanovi tog niza pozitivni. Sada postoje dve moguénosti ili u tom nizu ima nula ili nema. Ako nema, postoji
kanonska baza f = (f1, f2,..., fn) takva da forma u njoj ima dijagonalni oblik,
A2 Ap—1 . 2
q(v) = A(v, ) |§1| S|+ + X €|
2 n
i pri tome postoji najmanji indeks 1 < i < n takav da je A; < 0. Posmatrajmo vektor x = f;, tada je
z 1 . . i—1
a(fi) =A(fi, fi) = ‘1! <0, jer je A <0,
(2

sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je q( ) strogo pozitivna forma. Ako u nizu ima nula onda opet
uoc¢imo najmanji indeks takav da je A; = 0. Kako je

A(el,el) A(el,eg) A(el,ei)

A(es,e1) Alea,ea) ... Ales,e;)

A(ei,el) A(ei,eg) A(ei,ei)
tada je barem jedna vrsta linearna kombinacija preostalih, recimo k.—ta,

m A(@l,ej) +7]2 A(6276j) + - +77k—1 A(ek—luej) +77k A(ekaej) - 07 .] - 1727 o 7i7
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pri ¢emu postoji barem jedan indeks 1 <[ < k takav da 7; # 0. Tada je i
A(mer+mez,+---+nrere;) =0 i=12....1,
odakle je
Almer +meez,+- -+ ngex,mer + e+ +ngper) = 0.

Kako je vektor v =mne; +mn2ea,+ -+ +n;¢; # 0, imali bismo da je q(v) = A(v,v) = 0, §to je opet nemoguée
zbog stroge pozitivnosti polazne forme q. O

Posledica. Neka je V' unitaran prostor. Tada je Gramova determinanta bilo kojeg kona¢nog podskupa vektora
iz V' nenegativna.

Dokaz. Neka je dat proizvoljan konacan skup vektora {vq,ve,...,vp} C V| i prvo pretpostavimo da je linearno
nezavisan. Posmatrajmo bilinearnu formu

A(v,w) = (v, w) gde je (-,-) skalarni proizvod.

Kako je hermitska kvadratna forma q(v) = A(v,v) strogo pozitivna, prema prethodnoj teoremi, sve njene

glavne minore su pozitivne, pai Ay = I'[vy,ve,...,vx], 1 tvrdnja sledi.
Ako je skup vektora {vi,ey,..., v} linearno zavisan, i neka je v;, 2 <1 < k, linearna kombinacija prethodnih
vektora,

UZ':)\12)14-/\2624-"'4-)\1;17)1',1.

Tada je i.— kolona Gramove determinante linearna kombinacija prethodnih kolona, i Gramova determinta
jednaka 0. 0

Pozitivnost hermitske kvadratne forme mozemo karakterisati i preko karakteristicnog polinoma matrice njene
polarne forme kao $to pokazuje sledeéa teorema.

Teorema 2. Neka je data hermitska kvadratna forma q(v) = A(v,v) svojom matricom A(e) u nekoj bazi e.
Forma q(v) je pozitivno definitna ako i samo ako koeficijenti karakteristicnog polinoma matrice A(e) alterni-
raju. Ako pri tome postoji koeficijent od ka() koji je jednak nuli tada su i svi koeficijenti od Ka() uz nize
stepene jednaki nuli.

Dokaz. Neka je q(v) = A(v,v) pozitivna hermitska kvadratna forma, tada je matrica A(e) je unitarno sli¢na
i kongruentna dijagonalnoj matrici A(f) = diag[A1,..., A, 0,...,0] (A\; > 0,7 =1,2,...,r), vidi 8.6. Dakle,
matrice A(e) 1 A(f) imaju isti karakteristi¢ni polinom,

ragy(N) = FDTA=A) A=) oo A= A) AT = (1) (A = o AT o AT )

i kako su svi A1, Ao,..., A\, pozitivni, sledi da su, zbog Vieteovih formula, sve simetri¢ne funkcije sopstvenih
vrednosti
0; = Z Aji Ajy - Ag,
J1<je<--<j;
pozitivne za ¢ = 1,2,...,r ijednake 0 za i =r+1,...,n. Prema tome, koeficijenti karakteristicnog polinoma

alterniraju do momenta kada se neki koeficijent o,4; ponisti tada se i svi preostali ponistavaju.

Zanemarujudi nulu kao koren, potrebno je pokazati da ako realni polinom stepena n ima alternirajuce koefi-
cijente i n realnih korena, tada su svi ti koreni pozitivni. Dokaz provodimo indukcijom, za n = 1, jasno.
Pretpostavimo da je tvrdnja tacna za sve takve polinome stepena n— 1. Neka je f(x) polinom stepena n koji
ima n realnih korena i neka svi njegovi koeficijenti alterniraju. Tada polinom f /(ac) ima stepena n — 1 iima
tatno n—1 realnu nulu zbog Rolove teoreme. Jasno, koeficijenti polinoma f ,(a:) alterniraju, pa su sve njegove
nule pozitivne prema pretpostavci indukcije. Sada opet Rolova teorema implicira da polinom f(x) ima barem
n — 1 pozitivhu nulu, ali je onda i poslednja n.—ta nula polinoma f(z) pozitivna, jer je proizvod svih nula
pozitivan. ]

8.10. Istovremena dijagonalizacija para hermitskih kvadratnih formi. U sluc¢aju linearnih operatora
pronalazenje baze u kojoj su dva linearna operatora A i B predstavljena dijagonalnim matricama moguce je
pod sledeéim uslovima: oba operatora A i B moraju biti dijagonalizabilni i moraju da komutiraju. Stavise ovaj
rezultat moze se generalisati i na proizvoljnu familiju F = {A, € HomV « € I} dijagonalizabilnih i medusobno
komutirajuéih operatora.
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Sada se pitamo da li nesto slitno mozemo uraditi i za dve hermitske kvadratne forme. Tako dobijamo slede¢u
teoremu.

Teorema. Neka su q(v) = A(v,v) 1 s(v) = B(v,v) dve hermitske kvadratne forme na kompleksnom vek-
torskom prostoru V. Ako je barem jedna od njih strogo pozitivna tada postoji zajednicka kanonska baza.
Dokaz. Neka je npr. forma s(v) = B(v,v) strogo pozitivna tada je formulom (v,w) = B(v,w), gde je B(v,w)
polarna forma od s, definisan skalarni proizvod na V. Na osnovu Silvesterove teoreme postoji ortonormirana (s
obzirom na skalarni proizvod (-, -)) kanonska baza e = (e1,...,e,) za hermitsku kvadratnu formu q, takvu
da je

a(v) = A(v,v) = At [[or|* + X2 ot |2+ -+ A o2,
ali u toj ortonormiranoj bazi je i

s(v) = B(v,v) = (v,0) = [Jv1 > + [lor || + - + [Joa]1?,
i dokaz je gotov. 0

Primer. Pokazimo prvo da niti jedna od slede¢e dve hermitske kvadratne forme
a(v) =A(v,0) = +v0r,  s(v) =B(v,v) = [lu]|* — v,

na C? nije strogo pozitivna, a zatim pokazimo da se ne mogu istovremeno svesti na dijagonalni oblik.
Zaista, iz

(q) q(i,—i) =ii+ (—i)(—i) =—2<0

(s) is(0,1) = —(1)2 <0,
sledi da polazne forme nisu pozitivne.
Primetimo, da u slu¢aju iz prethodne teoreme, kada je barem jedna forma strogo pozitivna, postojala bi
ortonormirana baza e ukojoj bi obe matrice bile dijagonalne, A(e) = diag [A1,...,\,] 1 B(e) =diag [1,...,1].
Tada je jasno,

det[A(e) = AB(e)] = (A1 = AN)(Aa = A) -+ (An — A).
Ako sada izaberemo neku drugu bazu f i ako sa T obelezimo matricu prelaska sa baze e u bazu f, tada je
det[A(f) — AB(f)] =det [T *(A(e) — AB(e)) T] =detT "det[A(e) — AB(e)]det T,

odakle sledi da su brojevi A1, Asg,..., A, koreni sledeée jednacine
ar — AP a2 —AB12 ... a1 — AP
a1 — AfBa1 az —AB2 ... ap— APy,
apl — A /Bnl ap2 — A /Bn2 - Qpp — A /Bnn

pri ¢emu su A(f) = (as5) 1 B(f) = (8i;) matrice formi u proizvoljnoj bazi f. U naSem sluc¢aju imamo

A(f):[? é}, B(f)Z[(l) _01} odakle je det [A(f) — AB(f)] = —-(\?+1),

i ona nema realnih korena, tj. date forme ne mogu se istovremeno dijagonalizovati.
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8.11. Kako treba modifikovati formulu iz Primera 2. u tacki 8.1 da bi se u slucaju kompleksnih funkcija dobio
hermitski bilinearni funkcional.

8.12. Neka u kanonskoj bazi kvadratni funkcional v — A(v) ima matricu,

s ol @ (10,07, (LL07, (L L1

2 O 3 3 T T T

—1 2 —4 (12) (1 2 3) ?( ) 7 ) 7( >272) )
i3 -7, (1,-1,1)7, (0,—-1,1
Nadite matricu tog funkcionala u sledeéim (1 ) (1, )T ( )T ( )
bazama, (i4) (0, 2,37, (1,-1,1)7, (-2,2,2)

Nadite polarnu formu slede¢ih kvadratnih formi u standardnoj bazi,

(i1) q(v1,v2,v3) = 203 + 3wy ve + 4vy v3 + V3 —|—v§,
(i2) q(v1,v2,v3) = |01 —iv1 V3 + iV v2 + (2+4) VT vs + (2 — i) v1 V3 — 3 |vz .

ReSenje. (i1) Koristeéi formulu iz dokaza Teoreme iz tacke 8.4

Alv,w) = % (q(v +w) —q(v— w)) = % (2 (v1 —l—w1)2 + 3 (v1 + w1)(v2 + wa)

+ 4 (v1 +w1)(v3 + ws) + (v2 + w2)2 + (v3 + w3)2) - i (2 (v1 — w1)2

+ 3 (v1 — w1)(v2 — wa) + 4 (v1 — wi)(vs — w3) + (v2 — w2)” + (v — w3)2)

3 3
= 2U1w1+§vlw2+2vlw3+§v2w1 + v2 w2 + 2v3 w1 + v3 w3.

Analogno koristeci formulu iz iste teoreme za hermitski slu¢aj nalazimo,

Aw,w) = 7 (a0 +w) —a(w—w)) + 1 (alv+iw) - a(v - iw))

=viwr—tviwz+ (2—1)viws +ivewi + (24 4)vswi — 3vs W3 .

8.13. Za sledec¢e hermitske kvadratne forme nadite njihova jezgra, zatim njihove polarne forme, i svedite ih na
dijagonalni oblik koristeéi (ako je moguée) sva tri postupka, i nadite matrice transformacija koje povezuju stare
i nove promenljive:
(i1) q(v1,v2) = vy vz,
(i2) q(v1,v2) = v} + 2vy vg + V3,
(i3) q(v1,v2,v3) = v3 +v3 — 2v1 v — 201 v3 + 10vg vs,
(i4) q(v1,v2,v3) = 2|v1]? — |v2|? + 3(v1 T3 + DL v3),
(i5) a(vi, v2) = (2+1) [ + (1 +9) v1 73 + (1 — ) T v,
(i6) q(v1,v2,v3,0v4) = |v1|* + |v3]> — 2 (v1 T3 + D1 v2) — (v1 V5 + U1 va),
(i7) q(v1,v2,v3,v4) = |v1]* + v1 V3 + V1 v2 — |v2]? + |v3]* + V3 V1 + T3 Vg — |v4]?,
(i8) q(v1,v2,v3,v4) = |v1]* + 2 |v1|? + v1 V3 + VT v2 + |vg|?> 4 |va]? + 2(v3 V1 + T3 v4).

8.14. Svedite hermitsku kvadratnu formu,
q(v) = q(v1,v2,v3) = (v1 D2 + VT v2) + 2 (V1 T3 + V1 v3) — (V273 + T2 v3),
na dijagonalni oblik Lagranzevim algoritmom.
ReZenje. Kako su svi ay; =0, ¢ =1,2,3 prema Lagranzevom algoritmu, moramo prvo primeniti korak (i2), tj
q(vi,v2,v3) = 01 (v2 + 2v3) +v1(V2 + 273) — (V203 + V2 v3) .

Uvedimo nove promenljive, wi = vi, w2 = V2 +2v3 — V1, i w3 = v3.
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Sada vidimo da je v2 = w1 + w2 — 2ws. Ako sada ovo zamenimo u izraz za q dobijamo,
q(wi, w2, w3) = Wi (w2 +wi) + wi (W7 +T2) — (W T3 + Wz ws) = 2 |wi|® + 4 |ws|® + (w1 W2 + T7 ws)

— (w1 W3 + Wi ws) — (w2 Wa + W2 w3) .

Nastavljajuéi kao u prethodnom slu¢aju nalazimo nakon tri primene koraka (il),

1 1 . .
q(v):q(t17t27t3):§|t1|2—5|t2|2+4|t3|2, gdeJe t1 =v1+va+ws, ta=—-vi+va+3v3 1 t3=ws.

Iz gornjih formula vidimo da je:

1 1 1 1 1 1

V2 V2 V2 V2 V2 V2
S = —% % % , anjen inverz je S =T = % % —1 | . Tako da je konaéno

0 0 2 0o o0 1

1 1 1 1 1
relie 0o 1 2 Vi TV v 100
—vowvs 0|1 0 -1 gm =10 10
i -1 +][2-1 0 0 0o 1 01
7" A T

8.15. Svedite kvadratnu formu,
A(v,v) = 4vy vy + 201 v3 — 8v3 — 1132)

na dijagonalni oblik.

Regenje. Prvo prenumeri§imo promenljive, v = v5, vy = %, v3 = vy, tako da je
A(v,v) = —viQ +2v vy +4vhuy — 8v§2: v1(—vy +vg) + vy vh +4dvg vy’ — 8v§2.
Sada uvedemo smene, v} = —v} + v}, vy = vh, v§ = v}, tako da je
A(v,v) = — 01/2 + v§'2 + 4vy vs" — SU§/2 = —vi’Q + (05/2 +4vy) — 81}@,2.
I napokon ako sada uvedemo smene, §&; = —vf, & = vl + 20, &Y =4, tako da je kona¢no dobijamo,

A(v,v) = — &% + &% — 12657,

8.16. Neka su za hermitsku kvadratnu formu q(v) ispunjene pretpostavke Teoreme 8.8. Da li je moguée iz
tih podataka izracunati signaturu?

Resenje. Da, jer je broj negativnih koeficijenata u

1 A
q(v) = A(v,v) = , ‘51‘2+ T; |§2|2+~~~+

An—l 2
An |€n| ’

jednak broju promena znaka u nizu (1, A1, Ag, ..., Ay).



