Matematka 1
Zadaci za prvi kolokvijum

1 Skupovi

1.1. Dokazati da za skupove A,B,C C X vazi

(a) (AUB)UC =AU (BUCQC) (g) ANX=A

(b)) AUB=BUA (h) AnA=A4

(c) AUb=A (i) AU(BNnC)=(AUB)N(AUC)
(d) AUA=A (j)) An(BUC)=(ANB)U(ANC)
(e) (ANB)NC=ANn(BNC) (k) (AUB)¢ = A°n B°

(f) AnB=BnA (1) (AnB)*=A°UB*

1.2. Pokazati da za skupove A,B,C C X vazi

(a) A\B=A\(ANB)=(AUB)\B
(b) (ANB)\C =(A\C)N(B\C)
(c) (AUB)\C=(A\C)U(B\C)

1.3. Za skupove

(1) A=1{1,2,3,4,5}, B={0,1,2,3,4} i C = {-2,-1,0,1,2}
(2) A=[0,2], B=(1,3]U{5}iC =1[0,1]U(2,4)
(3) A=(1,3), B=[1,4)iC = [2,3]U {1, -1}

izracunati

a
b

(a)

(b)

(c) B\ A
)
)

(d) AA(BACQC)
(e) B, X=AUBUC
1.4. Odrediti partitivni skup skupa A = {a, b, c}
1.5. Dokazati da za skupove A,B,C, D C X vazi
(a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC) (c) AXCUBxDC(AUB) x (CuUD,)
(b) (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC) (d) AxCNBxD=(ANB)x (CND)
2 Kompleksni brojevi

2.1. Predstaviti kompleksni broj u algebarskom zapisu:



(a) z=(2—9)(24+0)>—(3—2)+7 (c) z =

_ [ i®42 2 i
() = = (%) (d) z = 2L

2.2. Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog broja:

S 1,,V3
R © == 155
2 2
(b) 2= 75 (d) z=(1+1)!
2.3. Predstaviti kompleksni broj u trigonometrijskom zapisu:
(a) z= -3 (c) z=1+1
(b) z=—i (d) z=—-1+iV3
2.4. Odrediti moduo i argument kompleksnog broja:
(a) (—4+ 3i)3
(b) 1+cos% +isin %
2.5. Predstaviti kompleksni broj u algebarskom zapisu:
_ (V3 | i\6 i\ 12
(a)z—(7+%) (e)z:(i—g)
(b) 2= (V2 —iv2)* (f) 2 = V2 H™
11 _
(©) == (A%) (g) # = V323
(@) 2= (V3 —i) (h) 2= 3"
2.6. Izracunati:
(a) V1 (d) v=1+i
(b) V—-1—-1iV3
(c) Vi (e) v/—64
2.7. Predstaviti kompleksni broj u Ojlerovom zapisu:
(a) £ (¢) VB+i
3 ‘
(b) Zis (d) V2+iv2
3 Matematicka indukcija
3.1. Dokazati da za sve prirodne brojeve n vaze slededi iskazi
(a) 1+2+...+n= % (e) 1+x+a?+...+a" = xn;ll_l, r e R\ {1}
b) 1+4+...4n2= @il
((31 . , nQ(n+f)2 () 1+34+54...+2n—1)=n?
c)l+os+...+n° = 1
(d>T12+%+7n(n1+1):nL+1 (g) 2+4+6+...+2n=n(n+1)
3.2. Koristeé¢i matematicku indukciju dokazati da je
(a> 7’2n+1 + 32n71 (d) 7‘11n+2 + 52n+1
(b) 9n3 + (n+1)3 + (n +2)3 (e) 30|n® + 5n3 — 6n
(c) 3|5™ + 2ntt (f) 64]32"F3 +40n — 27



3.3.

3.4.

Dokazati da za prirodne brojeve vaze slede¢e nejednakosti

S711-...(4n— 2n+42)2n+1
(a) ;9-};-...%4%}; < 4n3+3 (d) (2n)! <! 2n4)r1

(b) 2" >n? zan>5
n 2n)! 1-3-5-...(2n—1 1
() ar < ﬁ (e) 5%t < \/ 3ot

Ako je niz zadat rekurentnom formulom a9 = 5an+1 — 6a,, ag = 2, a1 = 5, dokazati da je za
svakon >0 a, = 2™ + 3".

4 Analiticka geometrija u prostoru

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

%
Neka su 7 b < jedini¢ni vektori za koje vazi: q + + 7 = ﬁ Izracunati < 7, b >+ <
T, >4 < ? a >

- -
Izracunati intenzitet vektora @ — b ako je \7\ =13, i ‘E) + b ‘ = 24.

— — — —
Akoje (0 +3b)L(Td —=5b)i(d —4b)L(7Td—2b), odrediti ugao koji zaklapaju vektori
— .7
aib.

T T - S S
Dati su Vektori d=pi—+gq j—kib=1+k. Odrediti realne parametre p i q tako da
vektori @ i b budu ortogonalni, a vektor @ zaklapa ugao § sa pozitivnim delom x-ose.

%
Odrediti parametar p € R takav da vektor @ = 2pz + ] + (1 — p)k zaklapa jednake uglove sa
. B
vektorima b =—1¢ +357 i d =571 — 7 +8 k.
I S I S
Odrediﬁ)i para_n;etar p € R takav da vektori ad = 3i +45 +5k, b =pi +27 +2k i
7 =97 + 145 4 16k budu koplanarni.

T T R - = >
Ispitati da li su vektori @ = z +3] —Sk b =147 — 1?5 1 +2j — 2k koplanarni.

Ako jesu, izraziti vektor ¢ kao linearnu kombmacuu vektora @i b .

_>
Neka su dati vektori @ = (=1, 0, 5), b = (2, =8, —4) i ¢ = (=3, —2, 3). Izracunati:

%

(a) |30 32|

%
(b) @ x b
() (@x7?)
) (T x )¢
() projp(d —2)

— = —

Dati su Vektori_>:7—|—7—2k, b :7—%?—2/€ 1227—1—7—1- k . Odrediti realne
paramete o, B 17 takodavazi @ =ad@ +8 b +~v(d x b).

Date su tacke A(2, 1, 0), B(—1, 3, 3) i D(1, 0, —5). Odrediti koordinate tacke C' tako da
¢etvorougao ABC'D bude paralelogram, a zatim izracunati njegovu povrsinu.

Da li su tacke A(0, 1, —2), B(3, —1, —1), C(4, 0, —=5) i D(—2, —4, 0) koplanarne? Kolika je
zapremina tetraedra ABCD?

Odrediti tacku prodora prave p : ‘”TH = yTJ“S = Z:45 kroz ravan o : 3x +y —4z+5=0.

Odrediti rastojanje izmedju prave p: z+1= —2y+6 =2z+4+4 iravnia: —x+3y+5z2—7=0.
U kakvom polozaju stoje prave p i g?
(a) p:r a=—-14+2t, y=3—t, 2=-5+3t, q: v=2+s, y=-3+4s, 2=3—-2s, t,se€R

.ox=4 _ yt3 _ 2—12 z=3 _ y—1 _ 2-—1
(b) p: I =5 =57, ¢ = =5




S x+5y+2z2=0 —
(c) p: t—z+4=0 1 3

4.15. Odrediti rastojanje izmedju mimoilaznih pravih
p: 4yl oz q: v=—-2+4t,y=4-3t, z=2, teR.

T 0 -1
4.16. Odrediti jednacinu zajednicke normale mimoilaznih pravih a : %5 = yT_ZL = 251 ib: %‘2 =
yt2 _ 2—4
1 -3
4.17. Odrediti jednac¢inu ravni koja sadrzi tacku P(5, —2, 1) i normalna je na pravu q : ‘”TH = % =
—4
22 i
4.18. Odrediti jednac¢inu prave koja sadrzi tacku P(5, —2, 1) i paralelna je pravoj q : I_—JFQA‘ = ny?’ = #

4.19. Odrediti jedna¢inu ravni koja sadrzi pravu [ : % = y—J{Q = Zg3 i normalna je na ravan

a: 2z —4y+2+5=0.

4.20. Odrediti jednacinu ravni koja sa ravni @ : = — 4y — 8z + 12 = 0 obrazuje ugao 7 i sadrzi pravu
p:rx+y+2=0,2x—-224+3=0.

5 Krive drugog reda

5.1. Nadi poluose, zize i ekscentricitet elipse

.Z’Q X
(a)@+yz:1 (C)F—i-% 1
2
(b) &80 4 W3y (d) 22+ 10(y —1)2 =10
5.2. Nadi poluose, zize, ekscentricitet i asimptote hiperbole
2
(a) 25—y =1 (©) y?—a?=1
3 2 2 2 -1 2 -1 2
(b) (z=3)% _(y-;) -1 (d) (5016) _(yg) -1
5.3. Odrediti tangentu na krivu iz date tacke
(a) &5+ % =1, A(2,7). (d) 322+ 4y* = 48, A(6,1).
(b) 2% +4y? = 20, A(—6,—1).
z? 2 22 2
() & +%5 =1 A(2,-1). () 55— =1 A(=3,1).

5.4. Pokazati da srediSta paralelnih tetiva elipse (hiperbole) pripadaju jednoj pravoj koja sadrzi
centar elipse (hiperbole).

5.5. Nadi zizu, teme i prametar p parabole.
(a) y* =2z (c) y* = —14z
(b) y? =6z — 12 (d) y?> = —5x +4
5.6. Naéi jednacine tangenti na parabolu y? = 4z u preseénim tackama sa pravom p : 2z —3y+4 = 0.

5.7. Odrediti zajednicke tangente krivih

2

. 2
() S+ =115 +% =1
(b) a2 42 =1i2¥ —1

5.8. Odrediti parametar p parabole y? = 2px tako da je ona normalna na krug k : 2>4y?+6x—63 = 0.

5.9. Odrediti jednacinu normale na krivu iz date tacke



5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

(a) 22 — % =1, A(V2,V2)
(b) 2+ % =1, B(V2,6)

Odrediti hiperbolu ako je prava t : 5x — 6y — 8 = 0 njena tangenta, a prave a1z : y = £3 su
njene asimptote.

Odrediti jednac¢inu parabole ako je njena osa simetrije Ox - osa i prava t : y = x — 3 njena
tangenta.

Krug k i parabola y? = 122 u tacki T'(3,6) imaju zajednicku tangentu. Naéi jednacinu kruga k
ako on dodiruje Ox - osu.

22

Odrediti one tangente elipse 55 + % = 1 ¢iji je odsecak izmedu koordinatnih osa prepolovljen

dodirnom tac¢kom.

6 Nizovi

6.1.

6.2.

6.3.

Dokazati po definiciji

_ 3n-2 3 o1,
. 1+(_1)n . . 1 _
0t @)t o+ ) -0

ispitati koji od sledec¢ih nizova su ograniceni.

(a) an = Z—i; (¢) ¢, = max{n,5}
n27 n
(b) bn = 3n2+11 (d) dn = 2rT'

Ispitati koji od navedenih nizova su monotoni

s
(b) b, =n? —8n + 12

6.4. Izracunati

o2n? 2n? 1—3n3

e li _
S nioo 2n +3  3n2 1
3

(b) 1 _non (f) lim vVn+1—+/n

(a)

n—l>r-ir-loo n2+2n+3 n—+o0
n? —4n+5 o 41
. T
(o) nEI—Ii-loo nt4nd—1 () nosbso 27 — 1
n+1)3—(n—1)3 3 —2on
(d) nt 1) =n-1) (h) lim

n—+too (n41)3 4+ (n —1)3 n—too 3N+l 4 on+3

6.5. Odrediti grani¢ne vrednosti

. 1,
() lm (1+5-)

n®+3n+4
im (————
n=-+too ' n? 4+ 2n + 2

() i n?+3
¢ nﬂufoo n?+1

(b) )

)3n

6.6. Dokazati da su sledeéi nizovi konvergentni i odrediti lim a,,

n——+o00o



(a) an =54 (c) ap = n,,c>0
(b) an = g (d) an =¢", |g| <1
6.7. Dokazati da vaze sledece jednakosti
(a) lim ng" =0, ¢ <1
(b) lim n'q"=0,lg <1, k€N
(c) grf Ya=1,a>0
n oo
@ Lo, Vn=1
(e ngrfoon(en —-1) =1,
6.8. Izracunati primenom teoreme o policajcima
(a) nsinn!
a n—1>r—ir-loo n2 +1
(b) Tim cos(2™(n + 3))
n—-+00 AL
1 1 1
¢ lim + T e
(c) ”—>+00(\/n2+1 Vn2 +2 \/n2+n)
6.9. Izracunati primenom Stolcove teoreme
. 1P+ 2P+ ..+ nP
(a) lim - ,p€EN
(b) lim 1+V2+V3+...+ n
n—-+00
oI 1P+ 2P+ . .. +nP n cN
im —
n—+o0o np P+ 1)’ p
6.10. Odrediti grani¢ne vrednosti
1 1 3
n+1 n+1 3nz +2
() lm 2L ()t SniEEEVR
n—+oo  9n 4 3w n—+oo 5n2 +5n —3y/n
. 1 3 2n —1 3 _
(b) lim_ <2+22+...+ - ) (&) tim V(a1 )
: 1 1 1 n2+3 \"tD
1 — - - : _ntte
(c) nirfoo<1 2 o3 +n(n+1)> (h)  lim <n2+2n+3)

2v/n2 — 3vV/n3 1\ 3V
L N Y (1) lim <£t1>

\/n+\/n+\/n+\/m
©
' \/10n+\/8n+\/6n+\/4n+ V2n

7 Redovi

7.1. Odrediti sumu reda

o0

nn+1

n=1

7.2. Ispitati konvergenciju redova sa pozitivnim ¢lanovima



= (n)?
Z m ©) 2 oy

n=1
b) Z — () i 2\
n=1 \/ﬁ n=1 "
e} n2 [e’e] n 3n
(>Zl2n2+1 (g)nzl 2n—1>
OB my 1
n=1 n' n=1 \/’I’l(?’l + 1)(” + 2)
7.3. Ispitati konvergenciju redova sa pozitivnim ¢lanovima
" 1
(a);2n+1 (e)nz:lnq,0<q< ,keN
< ) i vl
(b) Y — (f)
;n” ;(2+ﬁ)(2+\/§)...(2+\/ﬁ)
=< (n—1\"""? X 1-4-9-...-n2
@ > (i) ® z S g
>/ (2n — 1IN\ ? > .(10n —9)
() > <<2n),, Z 2n — 1)l
n=1 n=1
7.4. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju alterniraju¢ih redova
> (—l)nil > n24n N
® 35 @ 30
= (=1t =/ 2n+1
b _
(b) ; = (e) Z{ 1
> 2n + 1 > 1-3-5-...-(2n+1)
1 f _1 1’L+1
(c) ;( A OB A - (3n-1)



