
Geometrija 2
predava�a



Osnovni pojmovi

Skup S , koji zovemo prostor i qije elemente zovemo taqke

L ⊂ P(S), �egove elemente zovemo pravama

P ⊂ P(S), �egove elemente zovemo ravnima

relacija B du�ine 3

relacija C du�ine 4

Aksiome su pode	ene u 5 grupa

Aksiome incidencije

Aksiome rasporeda

Aksiome podudarnosti

Aksiome neprekidnosti

Aksioma paralelnosti



Euklidov V postulat

Ako prava sa druge dve prave obrazuje sa iste strane dva unutrax�a ugla
qiji je zbir ma�i od dva prava ugla, onda �e se te dve prave, beskonaqno
produ�ene se�i sa one strane sa koje su uglovi ma�i od dva prava ugla.

Plejferova aksioma

U ravni odre�enoj pravom a i taqkom A koja joj ne pripada postoji taqno
jedna prava b takva da je A ∈ b i a ∩ b = ∅.

Aksioma Lobaqevskog

U ravni odre�enoj pravom a i taqkom A koja joj ne pripada postoji bar dve
prave b1, b2 takve da je A ∈ b1, A ∈ b2, a ∩ b1 = ∅ i a ∩ b2 = ∅.



Definicija 1

Taqke su kolinearne ako postoji jedna prava koja ih sadr�i.
Taqke su koplanarne ako postoji jedna ravan koja ih sadr�i.
Prave su konkurentne ako sadr�e zajedniqku taqku.
Prave su mimoilazne ako ne postoji ravan koja ih sadr�i.

Aksiome incidencije

I1 Svaka prava sar�i bar dve razne taqke.
I2 Za dve date taqke postoji bar jedna prava koja ih sadr�i.
I3 Za dve date taqke postoji najvixe jedna prava koja ih sadr�i.
I4 Svaka ravan sadr�i bar tri nekolinearne taqke.
I5 Za tri date taqke postoji bar jedna ravan koja ih sadr�i.
I6 Za tri date nekolinearne taqke postoji najvixe jedna ravan koja ih

sadr�i.
I7 Ako dve razne taqke neke prave pripadaju datoj ravni onda sve taqke

te prave pripadaju datoj ravni
I8 Ako dve ravni imaju bar jednu zajedniqku taqku onda imaju bar jox

jednu zajedniqku taqku.
I9 Postoje qetiri nekoplanarne taqke.



Teorema 1

Ako su A, B i C nekolinearne taqke onda je A 6= B 6= C 6= A.

Teorema 2

Postoji jedinstvena prava koja sadr�i dve razne taqke A i B.

Teorema 3

Postoji jedinstvena ravan koja sadr�i tri nekolinearne taqke A, B i C .

Teorema 4

Postoji jedinstvena ravan koja sadr�i datu pravu i datu taqku koja joj ne
pripada.

Teorema 5

Postoji jedinstvena ravan koja sadr�i dve prave koje se seku.



Teorema 6

Postoje bar dve mimoilazne prave.

Teorema 7

Ako se dve razne ravni seku u bar jednoj taqki onda je �ihov presek prava.



Model aksioma incidencije

S = {A,B,C ,D},
L = {X |X ⊂ S , |X | = 2},
P = {X |X ⊂ S , |X | = 3}.

Proverite da va�i svih devet aksioma.



Primer 1

Ako su p i q mimoilazne prave i taqka A koja im ne pripada, onda postoji
najvixe jedna prava a takva da je A ∈ a, a ∩ p 6= ∅ i a ∩ q 6= ∅.

Primer 2

Ako se svake dve od pravih a1, a2, . . . , an (n ≥ 3) seku onda su ili
konkurentne ili koplanarne.



Aksiome rasporeda

Aksiome rasporeda opisuju svojstva relacije B.

Aksiome incidencije

II1 Ako je B(A,B,C ) onda su A, B,C tri razne kolinearne taqke.

II2 Ako je B(A,B,C ) onda je i B(C ,B,A)

II3 Ako je B(A,B,C ) onda nije B(A,C ,B) tj. va�i ¬B(A,C ,B).

II4 Ako su A i B dve razne taqke, onda postoji taqka C takva da je
B(A,B,C ).

II5 Ako su A, B, C tri kolinearne taqke onda va�i bar jedna od relacija
B(A,B,C ), B(B,C ,A), B(C ,A,B).

II6 (Paxova aksioma) Ako su A, B, C tri nekolinearne taqke i prava p
u ravni �ima odre�enoj takva da je A /∈ p BC ∩ p = {P} i B(B,P,C )
onda va�i bar jedan od iskaza

p ∩ CA = {Q} i B(C ,Q,A)
p ∩ AB = {R} i B(A,R,B)



Teorema 8

Ako su A, B, C tri razne kolinearne taqke, onda va�i taqno jedan od
rasporeda B(A,B,C ), B(B,C ,A), B(C ,A,B).

Teorema 9

Neka su A, B dve razne taqke i p prava koja ih sadr�i. Tada je X ∈ p akko
X = A ili X = B ili va�i neki od rasporeda B(A,B,X ), B(B,X ,A),
B(X ,A,B)

Teorema 10

Ako su A, B, C tri nekolinearne taqke, i P, Q, R taqke takve da je
B(B,P,C ), B(C ,Q,A) i B(A,R,B). Tada su taqke P, Q i R nekolinearne.

Teorema 11

Ako su A, B, C tri nekolinearne taqke i prava p u ravni �ima odre�enoj
takva da je A /∈ p BC ∩ p = {P} i B(B,P,C ) onda va�i taqno jedan od
iskaza

p ∩ CA = {Q} i B(C ,Q,A)

p ∩ AB = {R} i B(A,R,B)



Teorema 12

Ako su A i B dve razne taqke, onda postoji taqka C takva da je B(A,C ,B).

Teorema 13

Ako je B(A,B,C ) i B(B,C ,D) onda je i B(A,C ,D).

Definicija 2

Neka su A1,A2, . . .An (n ≥ 3) razne taqke. Skup {A1,A2, . . .An} je linearno
ure�en ako je B(Ai ,Aj ,Ak) za svako 1 ≤ i < j < k ≤ n. Tada pixemo i
B(A1,A2, . . . ,An).

Teorema 14

Ako je B(A,B,C ) i B(B,C ,D) onda je i B(A,B,C ,D).

Teorema 15

Ako je B(A,B,C ), B(A,B,D) i C 6= D onda je B(A,B,C ,D) ili
B(A,B,D,C ).



Teorema 16

Svaki konaqan skup {A1,A2, . . .An} kolinearnih taqaka ima taqno dva
ure�e�a B(A1,A2, . . . ,An) i B(An,An−1, . . . ,A1).



Definicija 3

Neka su A,B razne taqke. Tada je

Skup (AB) = {X |B(A,X ,B)} je otvorena du�
Skup [AB) = (AB) ∪ {A} je poluotvorena du�
Skup (AB] = (AB) ∪ {B} je poluotvorena du�
Skup [AB] = (AB) ∪ {A,B} je zatvorena du�
Skup (AA) = ∅ je nula du�.

Definicija 4

Lik F je konveksan ako za svake dve taqke A,B ∈ F va�i (AB) ⊂ F .

Teorema 17

Ako su likovi Fk , k ∈ I konveksni onda je i
⋂

k∈I Fk konveksan.



Definicija 5

Neka su date taqke A1,A2, . . .An+1. Skup {A1,A2, . . .An+1} ∪
⋃n

k=1
(AkAk+1)

je poligonska linija (poligon) sa temenima A1,A2, . . .An+1 i ivicama
(A1A2), (A2A3), . . . (AnAn+1).
Specijalno ako je A1 = An+1 i nikoja tri uzastopna temena nisu
kolinearna onda je taj poligon zatvoren (mnogougao).

Definicija 6

Poligon je prost ako nikoje dve ivice (osim susednih) nemaju zajedniqke
taqke.

Primer 3

Neka prava p seqe dijagonalu ravnog qetvorougla i ne sadr�i ni jedno
�egovo teme. Dokazati da prava p seqe taqno dve ivice qetvorougla.



Definicija 7

Taqke A,B ∈ F su povezive ako postoji poligonska linija P koja ih spaja i
P ⊂ F .

Definicija 8

Ako je F1,F2, . . .Fn ⊂ F i relacija povezivosti na F \
⋃n

k=1
Fk je relacija

ekvivalencije sa klasama C1,C2, . . .Cm onda ka�emo da F1,F2, . . .Fn

razla�u F na C1,C2, . . .Cm.

Primer 4

Taqka C ∈ (AB) razla�e du� (AB) na (AC ) i (CB).



Definicija 9

Neka su O,A,B ∈ p tri razne taqke prave p.Taqke A i B su sa iste strane
taqke O (A,B−̈O) ako ne va�i B(A,O,B). Taqke A i B su sa raznih
strana taqke O (A,B ÷ O) ako va�i B(A,O,B).

Teorema 18

Neka su O ∈ p, onda je relacija sa iste strane taqke O relacija
ekvivalencije na p \ {O} sa taqno dve klase.

Definicija 10

Klase ekvivalencije iz prethodne teoreme nazivamo otvorenim
polupravama sa poqetkom u O.



Definicija 11

Neka je p prava koja le�i u ravni α. Taqke A,B su sa iste strane prave p
(A,B−̈p) ako je p ∩ (AB) = ∅.

Teorema 19

Relacija sa iste strane prave p je relacija ekvivalencije na α \ p sa taqno
dve klase.

Definicija 12

Klase ekvivalencije iz prethodne teoreme nazivamo otvorenim
poluravnima. Prava p je �ihova ivica (rub). Unija otvorene poluravni i
�enog ruba je zatvorena poluravan.

Teorema 20

Relacija sa iste strane prave p na α \ p i relacija povezivosti taqaka na
α \ p se poklapaju.



Definicija 13

Neka je α data ravan. Taqke A,B su sa iste strane ravni α (A,B−̈α) ako je
α ∩ (AB) = ∅.

Teorema 21

Relacija sa iste strane prave α je relacija ekvivalencije na S \ α sa
taqno dve klase.

Definicija 14

Klase ekvivalencije iz prethodne teoreme nazivamo otvorenim
poluprostorima. Ravan α je �ihova ivica (rub). Unija otvorenog
poluprostora i �egovog ruba je zatvoreni poluprostor.

Teorema 22

Relacija sa iste strane ravni α na S \ α i relacija povezivosti taqaka na
S \ α se poklapaju.



Definicija 15

Neka su p i q zatvorene poluprave sa zajedniqkim poqekom u taqki O.
Unija p ∪ q je ugaona linija ∠pq. Poluprave p i q su kraci, a taqka O je
teme ugaone linije.

Definicija 16

Neka je ∠pq ugaona linija i α ravan koja je �om odre�ena. Taqke A i B su
sa iste strane ugaone linije (A,B−̈∠pq) ∠pq ako su povezive u α \ ∠pq.

Teorema 23

Relacija saiste strane ugaone linije ∠pq je relacija ekvivalencije sa
taqno dve klase.

Definicija 17

Klase ekvivalencije iz prethodne teoreme su otvoreni uglovi ∠(pq).
Zatvoreni ugao ∠[pq] je unija otvorenog ugla ∠(pq) i ugaone linije ∠pq.
Opru�en ugao je onaj kod koga su poluprave p i q komplementarne.



Teorema 24

Ako su p1, p2, . . . , pn n koplanarnih polupravih sa zajedniqkim poqetkom u
taqki O onda one razla�u ravan na n otvorenih uglova.

Teorema 25

Taqka X pripada otvorenom konveksnom uglu ∠pOq akko otvorena
poluprava OX seqe neku du� PQ gde je P ∈ p, Q ∈ q.

Teorema 26

Ako su A, B, C , D razne koplanarne taqke, takve da su svake tri od �ih
nekolinearne, onda prave AD, BD i CD seku redom du�i (BC ), (CA) i
(AB) u jednoj ili trima taqkama.

Teorema 27

Ako su A,B,C nekolinearne taqke i α ravan koje one odre�uju onda je
X ∈ α akko pripada pravoj p koja zadovo	ava neku od sled�ih tvrd�i

A ∈ p, p ∩ [BC ] 6= ∅,
B ∈ p, p ∩ [CA] 6= ∅,
C ∈ p, p ∩ [AB] 6= ∅.



Definicija 18

Neka su α i β dve razne zatvorene poluravni sa zajedniqkim rubom p.
�ihova unija je diedarska povrx αβ, p je �ena ivica, a α i β su strane
(p	osni).

Definicija 19

Neka su date taqke A,B /∈ αβ. Taqke A i B su sa iste strane diedra
αβ(A,B−̈αβ) ako su povezive u S \ αβ.

Teorema 28

Relacija sa iste strane diedra αβ je relacija ekvivalencije sa taqno dve
klase.

Definicija 20

Klase ekvivalencije iz prethodne teoreme su otvoreni diedri ∠(αβ).
Unija otvorenog diedra ∠(αβ) i diedarske povrxi je zatvoreni diedar.



Teorema 29

Skup od n raznih poluravni sa zajedniqkim rubom razla�e prostor na n
otvorenih diedara.

Teorema 30

Svaka taqka neke poluravni sa rubom p pripada konveksnom neopru�enom
diedru ∠(αβ) ako ta poluravan seqe otvorenu du� (AB) gde je A ∈ α \ p i
B ∈ β \ p

Teorema 31

Neka su A,B,C ,D nekoplanarne taqke. Onda je X taqka prostora akko
pripada ravni α koja zadovo	ava neku od sled�ih tvrd�i

AD ⊂ α, α ∩ [BC ] 6= ∅,
BD ⊂ α, α ∩ [CA] 6= ∅,
CD ⊂ α, α ∩ [AB] 6= ∅.



Teorema 32

Neka je P prost ravan poligon u ravni α, taqka O ∈ α \ P i poluprave
a, b ⊂ α sa pocetkom u O koje ne sadr�e ni jedno teme poligona P. Tada su
brojevi k(a) i k(b) preseka polupravih a i b sa poligonom P iste
parnosti.

Definicija 21

Neka je P prost ravan poligon u ravni α, taqka O ∈ α \ P i a poluprava sa
poqetkom u O koja ne sadr�i temena poligona P. Ako je k(a) neparan
ka�emo da taqka O unutrax�a taqka poligona, a ako je k(a) paran taqka O
je spo	ax�a taqka poligona.

Teorema 33

Unutrax�ost i spo	ax�ost prostog, ravnog poligona su neprazni
skupovi.

Teorema 34

Neka su A i B taqke ravni α, L poligonska linijja u ravni α koja povezuje
A i B i P prost poligon u ravni α. Ako je L ∩ P = ∅ onda su taqke A i B
ili obe u unutrax�osti poligona P ili obe u spo	ax�osti poligona P.



Teorema 35

Unutrax�ost i spo	ax�ost prostog i ravnog poligona P su povezani
likovi.

Definicija 22

Unutrax�ost prostog ravnog poligona P je otvorena poligonska povrx
(P). Zatvoreni poligon [P] je unija P ∪ (P).

Definicija 23

Neka su P,Q,R uzastopna temena poligonske povrxi. Ugaona linija ∠PQR
razla�e ravan na uglove α i β. Ako je ugao α takav da poluprava a sa
poqetkom Q, koja ne sadr�i temena poligonske povrxi i sa �enim rubom
ima neparan broj zajedniqkih taqaka. Tada je α unutrax�i ugao te povrxi.

Definicija 24

Du� koja spaja nesusedna temena poligonske povrxi je dijagonala. Ako su
sve taqke te du�i unutrax�e taqke poligona onda je to unutrax�a
dijagonala.



Teorema 36

Svaka poligonska povrx sa bar 4 temena ima bar jednu unutrax�u
dijagonalu.

Definicija 25

Razlaga�e nekog lika na trougaone povrxi naziva se triangulacija.



Definicija 26

Neka su date poluprave a1, a2, . . . an u prostoru sa zajedniqkim poqetkom O.
Unija uglova ∠[a1a2], ∠[a2a3], . . ., ∠[an−1an], gde su svaka dva uzastopna
ugla nekomplanarna je rog	asta povrx, O je �eno teme, a1, a2, . . . an su
ivice i ∠[a1a2],∠[a2a3], . . . ,∠[an−1an] su p	osni.

Definicija 27

Ako postoji (bar jedna) ravan α, takva da je O ∈ α i sve taqke rog	aste
povrxi Oa1a2 . . . an, osim O, su sa iste strane ravni α onda je ta rog	asta
povrx jednostrano raxirena.
Rog	asta povrx je prosta ako svake dve nesusedne p	osni se seku samo u
taqki O.

Teorema 37

Za datu jednostrano raxirenu rog	astu povrx postoji ravan koja seqe sve
�ene ivice i p	osni. Taj presek je mnogougao i on je prost akko je
rog	asta povrx prosta.



Definicija 28

Neka je Oa1a2 . . . an prosta jednostrano raxirena rog	asta povrx i
A1A2 . . .An mnogogao iz prethodne teoreme. Taqka X je u unutrax�osti
rog	aste povrxi ako poluprava OX seqe unutrax�ost mnogougla
A1A2 . . .An, inaqe je u spo	ax�osti.

Teorema 38

Unutrax�ost i spo	ax�ost rog	aste povrxi su neprazni skupovi.

Teorema 39

Ako su date taqke A i B u prostoru i poligonska linija P ih spaja i nema
zajedniqkih taqaka sa rog	astom povrxi Oa1a2 . . . an onda su taqke A i B
ili obe u unutras�osti rog	aste povrxi ili obe u spo	ax�osti
rog	aste povrxi.



Definicija 29

Dve poligonske povrxi su susedne ako imaju zajedniqku ivicu. Konaqan
niz poligonskih povrxi u kome su svake dve uzastopne povrxi susedne je
lanac. Skup poligonskih povrxi je povezan, ako za svake dve povrxi u
�emu postoji lanac koji ih spaja.

Definicija 30

Konaqan povezan skup poligonskih povrxi je poliedarska povrx ako
zadovo	ava

1 Ako poligonske povrxi iz tog skupa imaju zajedniqko teme, onda
unutrax�i uglovi u tom temenu su p	osni rog	aste povrxi koja nema
drugih p	osni.

2 Svaka du� koja je podskup neke ivice jedne od poligonskih povrxi je
podskup jos hajvixe jedne ivice neke drugee poligonske povrxi.

Poligonske povrxi su p	osni poliedarske povrxi, a �ihove ivice i
temena su ivice i temena poliedarske povrxi.



Definicija 31

Poliedarska povrx je prosta ako svake dve p	osni osim susednih nemaju
zajedniqkih taqaka.

Teorema 40

Neka je ω prosta poliedarska povrx i O taqka van te povrxi. Ako su a i b
poluprave sa poqetkom u O koje ne seku ivice poliedarske povrxi ω. Tada
su brojevi k(a) i k(b) preseka poliedarske povrxi sa a i b iste parnosti.
Ako je k(a) neparan onda je O unutrax�a taqka poliedarske povrxi, ako je
k(a) paran onda je O spo	as�a taqka poliedarske povrxi.

Teorema 41

Unutrah�ost i spo	as�ost poliedarske povrxi su neprazni povezani
skupovi.

Definicija 32

Unutrax�ost poliedarske povrxi je otvoreni poliedar, poliedarska
povrx je �en rub, a unija poliedarske povrxi i �ene unutraxnosti je
zatvoreni poliedar.



Definicija 33

Dva poliedra su izomorfna ako postoji bijekcija koja slika redom
incidentna temena, ivice i p	osni u incidentna temena ivice i p	osni.

Definicija 34

Dva poliedra su dualna ako postoji bijekcija koja slika redom incidentna
temena, ivice i p	osni u incidentna p	osni, ivice i temena.

Definicija 35

Prost poligon qije sve ivice su ivice isame poliedarske povrxi je
povratni poligon te povrxi.

Definicija 36

Povratni poligon razla�e poligonsku povrx ako postoje dve p	osni takve
da svaki lanac koji ih spaja sadrzi par susednih p	osni qija je zajedniqka
ivica ujedno i ivica povratnog poligona.



Definicija 37

Rod poliedarske povrxi je maksimalan broj disjunktnih povratnih
poligona koji ne razla�u poliedarsku povrx.

Teorema 42

Ojlerova formula Ako su T ,I i P broj temena, ivica i p	osni
poliedarske povrxi roda 0, onda je χ = T − I + P = 2.

Definicija 38

Poliedar je topoloxki pravilan ako je svako teme incidentno sa istim
brojem ivica i svaka p	osan je incidentna sa istim brojem ivica.

Teorema 43

Postoji taqno pet topoloxki pravilnih poliedara roda 0.



Definicija 39

Du� AB je orijentisana ako su joj temena komponente ure�enog para (A,B).
Du�i AB i CD su nadovezane ako je B = C . Dve orijentisane du�i AB i
BC jedne prave qine preorijentaciju ako nije B(A,B,C ).

Definicija 40

Konaqan niz orijentisanih du�i jedne prave A0A1,A1A2, . . .AnAn+1 jedne
prave, takav da su svake dve susedne du�i nadovezane je lanac
A0A1A2 . . .AnAn+1. Parnost lanca je parnost broja preorijentacija u �emu.
Lanac je zatvoren ako je A0 = An i A1 = An+1.

Teorema 44

Za svake dve orijentisane du�i AB i CD postoji lanac koji ih spaja.

Teorema 45

Zatvoren lanac orijentisanih du�i je paran.

Teorema 46

Lanci koji imaju isti poqetak i kraj su iste parnosti.



Definicija 41

Dve du�i d1 i d2 jedne prave su istosmerne ako lanac koji ih spaja paran.
Inaqe, su d1 i d2 su suprotnosmerne.

Teorema 47

Relacija istosmernosti orijentisanih du�i jedne prave je relacija
ekvivalencije sa taqno dve klase.



Definicija 42

Trougao ABC je orijentisan ako su mu temena komponente ure�ene trojke
(A,B,C ). Trouglovi ABC i DEF su nadovezane ako je B = D i C = E . Dva
orijentisana trougla ABC i BCD jedne ravni qine preorijentaciju ako je
A,D ÷ BC .

Definicija 43

Konaqan niz orijentisanih trouglova jedne ravni
A0A1A2,A1A2A3, . . .AnAn+1An+2, takav da su svaka dva susedna trougla
nadovezana je lanac A0A1A2 . . .AnAn+1An+2. Parnost lanca je parnost
broja preorijentacija u �emu.
Lanac je zatvoren ako je A0 = An, A1 = An+1 i A2 = An+2.

Teorema 48

Za svaka dva orijentisana trougla ABC i DEF postoji lanac koji ih spaja.

Teorema 49

Zatvoren lanac orijentisanih trouglova je paran.



Teorema 50

Lanci koji imaju isti poqetak i kraj su iste parnosti.

Definicija 44

Dva trougla t1 i t2 jedne ravni su istosmerna ako lanac koji ih spaja
paran. Inaqe, su t1 i t2 su suprotnosmerna.

Teorema 51

Relacija istosmernosti orijentisanih trouglova jedne ravni je relacija
ekvivalencije sa taqno dve klase.



Definicija 45

Tetraedar ABCD je orijentisan ako su mu temena komponente ure�ene
qetvorke (A,B,C ,D). Tetraedri ABCD i EFGH su nadovezani ako je
B = E ,C = F i D = G . Dva orijentisana tetraedra ABCD i BCDE qine
preorijentaciju ako je A,E ÷ BCD.

Definicija 46

Konaqan niz orijentisanih trouglova jedne ravni
A0A1A2,A1A2A3, . . .AnAn+1An+2, takav da su svaka dva susedna trougla
nadovezana je lanac A0A1A2 . . .AnAn+1An+2. Parnost lanca je parnost
broja preorijentacija u �emu.
Lanac je zatvoren ako je A0 = An, A1 = An+1 i A2 = An+2.

Teorema 52

Za svaka dva orijentisana tetraedra ABCD i EFGH postoji lanac koji ih
spaja.

Teorema 53

Zatvoren lanac orijentisanih tetraedara je paran.



Teorema 54

Lanci koji imaju isti poqetak i kraj su iste parnosti.

Definicija 47

Dva tetaedra t1 i t2 su istosmerna ako lanac koji ih spaja paran. Inaqe,
su t1 i t2 su suprotnosmerna.

Teorema 55

Relacija istosmernosti orijentisanih trouglova jedne ravni je relacija
ekvivalencije sa taqno dve klase.



C(A,B,C ,D)⇔ (A,B) ∼= (C ,D).

Aksiome podudarnosti

III1 Ako je (A,B) ∼= (C ,D) i A = B, tada je C = D.

III2 Za svake dve taqke A i B imamo da je (A,B) ∼= (B,A).

III3 Ako je (A,B) ∼= (C ,D) i (A,B) ∼= (E ,F ), tada je (C ,D) ∼= (E ,F ).

III4 Ako su C i C ′ taqke otvorenih du�i (AB) i (A′B ′) takve da je
(A,C ) ∼= (A′,C ′) i (B,C ) ∼= (B ′,C ′), tada je i (A,B) ∼= (A′,B ′).

III5 Ako su A,B dve razne taqke i Cp poluprava sa temenom C , tada na toj
polupravoj postoji bar jedna taqka D takva da je (A,B) ∼= (C ,D).

III6 Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke i A′,B ′ taqke ruba neke
poluravni α takve da je (A,B) ∼= (A′,B ′), tada u toj poluravni postoji
jedinstvena taqka C ′ takva da je (A,C ) ∼= (A′,C ′) i (B,C ) ∼= (B ′,C ′).

III7 Ako su A,B,C i A′,B ′,C ′ dve trojke nekolinearnih taqaka i D,D ′

taqke polupravih BC i B ′C ′ takve da je (A,B) ∼= (A′,B ′),
(B,C ) ∼= (B ′,C ′), (C ,A) ∼= (C ′,A′), (B,D) ∼= (B ′,D ′), tada je i
(A,D) ∼= (A′,D ′).



Teorema 56

Relacija ∼= je relacija ekvivalencije na skupu S × S .

Teorema 57

Ako su A,B dve razne taqke i Cp poluprava sa temenom C , tada na toj
polupravoj postoji jedinstvena taqka D takva da je (A,B) ∼= (C ,D).

Teorema 58

Ako su A,B,C tri razne kolinearne taqke i A′,B ′ takve da je
(A,B) ∼= (A′,B ′) tada u prostoru postoji jedinstvena taqka C ′ takva da je
(A,B,C ) ∼= (A′,B ′,C ′). Pri tom C ′ pripada pravoj A′B ′ i quva se raspored
(B(A,B,C )⇒ B(A′,B ′,C ′)).



Teorema 59

Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke i A′,B ′,C ′ takve da je
(A,B,C ) ∼= (A′,B ′,C ′) tada za svaku taqku D ravni ABC postoji
jedinstvena taqka D ′ u prostoru takva da je (A,B,C ,D) ∼= (A′,B ′,C ′,D ′).
Pri tom D ′ pripada ravni A′B ′C ′ i quva se raspored
(B(A,B,D)⇒ B(A′,B ′,D ′) i A,D ÷ BC ⇒ A′,D ′ ÷ B ′C ′).

Teorema 60

Ako su A,B,C ,D qetiri nekoplanarne taqke i A′,B ′,C ′,D ′ takve da je
(A,B,C ,D) ∼= (A′,B ′,C ′,D ′) tada za svaku taqku E postoji jedinstvena
taqka E ′ takva da je (A,B,C ,D,E ) ∼= (A′,B ′,C ′,D ′,E ′). Pri tom quva se
raspored (B(A,B,E )⇒ B(A′,B ′,E ′), A,E ÷ BC ⇒ A′,E ′ ÷ B ′C ′ i
A,E ÷ BCD ⇒ A′,E ′ ÷ B ′C ′D ′).



Definicija 48

Bijekcija J prave/ravni/prostora u sebe za koju va�i
(A,B) ∼= (J(A), J(B)) za svake dve taqke A,B iz domena je izometrija.

Teorema 61

Skup izometrija prave/ravni/prostora je grupa u odonsu na kompoziciju
funkcija.

Teorema 62

Izometrijom se prava slika u pravu, ravan u ravan, poluprava u polupravu,
poluravan u poluravan, poluprostor u poluprostor, du� u du�, poligonska
linija u poligonsku liniju, poliedarska povrx u poliedarsku povrx,
poligonska povrx u poligonsku povrx, poliedar u poliedar, konveksan
ugao u konveksan ugao...

Teorema 63

Izometrija preslikava istosmerne du�i/trouglove/tetraedre u
istosmerne du�i/trouglove/tetraedre.



Definicija 49

Izometrija koja preslikava orijentisane du�i/trouglove/tetraedre u sebi
istosmerne du�i/trouglove/tetraedre naziva se direktna izometrija, a
inaqe je indirektna izometrija.

Teorema 64

Grupa direktnih izometrija prave/ravni/prostora je podgrupa grupe
izometrija prave/ravni/prostora. Indeks podgrupe je dva.

Teorema 65

Ako su A,B dve razne taqke prave p i A′,B ′ takve da je (A,B) ∼= (A′,B ′)
onda postoji jedinstvena izometrija J prave p takva da je J(A) = A′ i
J(B) = B ′.

Teorema 66

Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke ravni α i A′,B ′,C ′ takve da je
(A,B,C ) ∼= (A′,B ′,C ′) onda postoji jedinstvena izometrija J ravni α
takva da je J(A) = A′, J(B) = B ′ i J(C ) = C ′.



Teorema 67

Ako su A,B,C ,D qetiri nekoplanarne taqke i A′,B ′,C ′,D ′ takve da je
(A,B,C ,D) ∼= (A′,B ′,C ′,D ′) onda postoji jedinstvena izometrija prostora
J takva da je J(A) = A′, J(B) = B ′, J(C ) = C ′ i J(D) = D ′.

Posledica 1

Izometrija prave/ravni/prostora koja ima bar dve razne/tri
nekolinearne/qetiri nekoplanarne fiksne taqke je koincidencija
(identitet).

Definicija 50

Geometrijski lik F je podudaran geometrijskom liku F ′ (F ∼= F ′) akko
postoji izometrija J takva da je J(F ) = F ′.

Teorema 68

Relacija podudarnosti geometrijskih likova je relacija ekvivalencije.



Teorema 69

Neka su A 6= B i A1 6= B1 dva para taqaka. Tada je (A,B) ∼= (A1,B1) akko
AB ∼= A1B1.

Definicija 51

Taqka S je sredixte du�i AB ako je S ∈ AB i AS ∼= SB.

Teorema 70

Sredixte du�i je jedinstveno.

Definicija 52

Neka su date du�i AB i CD. Du� AB je ve�a od du�i CD ako postoji
taqka E ∈ AB tako da je (A,E ) ∼= (C ,D) (AB > CD). Du� CD je ma�a od
du�i AB (CD < AB).

Definicija 53

Du� AB je zbir du�i CD i EF ako postoji taqka G ∈ AB tako da je
AG ∼= CD i GB ∼= EF .



Teorema 71

Postoji izometrija koja slika ugao ∠pq u sebe a poluprave p i q redom u q
i p.

Teorema 72

Dva konveksna (nekonveksna) ugla ∠pq i ∠rs sa temenima O i O ′ su
podudarna ako postoje taqke P ∈ p \ {O}, Q ∈ q \ {O}, R ∈ r \ {O ′},
S ∈ s \ {O ′} takve da je (P,O,Q) ∼= (R,O ′,S).

Teorema 73

Naporedni uglovi podudarnih uglova su podudarni. Unakrsni uglovi su
podudarni.

Definicija 54

Bisektrisa ugla je poluprava tog ugla koja ga razla�e na dva podudarna
ugla.

Teorema 74

Bisektrisa ugla je jedinstvena.



Definicija 55

Ugao ∠pq je ve�i od ugla ∠rs ako postoji poluprava t ⊂ ∠pq tako da je
∠pt ∼= ∠rs (∠pq > ∠rs).

Definicija 56

Ugao ∠pq je zbir uglova ∠rs i ∠uv ako postoji poluprava t ⊂ ∠pq tako da
je ∠pt ∼= ∠rs i ∠tq ∼= ∠uv .

Definicija 57

Ugao je oxtar/prav/ tup ako je ma�i/podudaran/ve�i od svog naporednog
ugla.

Teorema 75

Ugao podudaran pravom uglu je prav ugao.Svaka dva prava ugla su
podudarna.



Teorema 76

Spo	ax�i ugao trougla je ve�i od nesusednog unutrax�eg ugla.

Teorema 77

Nasprav ve�e stranice je ve�i ugao i obratno. Naspram podudarnih
stranica su podudarni uglovi i obratno.

Teorema 78 (Nejednakost trougla)

Zbir dve stranice trougla ve�i je od tre�e stranice.



Teorema 79

Dva trougla 4ABC i 4A′B ′C ′ su podudarni akko va�i jedan od uslova

SUS AB ∼= A′B ′, AC ∼= A′C ′, ∠BAC ∼= ∠B ′A′C ′.
USU ∠ABC ∼= ∠A′B ′C ′, BC ∼= B ′C ′, ∠BCA ∼= ∠B ′C ′A′.
SSS AB ∼= A′B ′, BC ∼= B ′C ′, AC ∼= A′C ′.

SSU AB ∼= A′B ′, BC ∼= B ′C ′, ∠BCA ∼= ∠B ′C ′A′ i uglovi ∠BAC i ∠B ′A′C ′

su oba oxtra ili oba tupa.

SUU AB ∼= A′B ′, ∠BAC ∼= ∠B ′A′C ′, ∠ACB ∼= ∠A′C ′B ′.

Teorema 80

Ako su trouglovi 4ABC i 4A′B ′C ′ takvi da je AB ∼= A′B ′ i AC ∼= A′C ′

onda je BC > B ′C ′ akko je ∠BAC > ∠B ′A′C ′.



Definicija 58

Qetvorougao �ABCD je lambertov ako su uglovi ∠DAB, ∠ABC i ∠BCD
pravi. Ivice AB i BC su osnovice lambertovog qetvorougla.

Definicija 59

Qetvorougao �ABCD je sakerijev ako su uglovi ∠DAB, ∠ABC pravi i
AD ∼= BC . Ivica AB je osnovica, ivica CD je protivosnovica, a AD i BC
su boqne ivice sakerijevog qetvorougla.

Teorema 81

Neka su M i N redom sredixta osnovice AB i protivosnovice CD
sakerijevog qetvorougla ABCD, onda su uglovi ∠AMN i ∠MND pravi.



Definicija 60

Prave p i q koje sadr�e krake pravog ugla su ortogonalne
(upravne/normalne) p⊥q.

Teorema 82

Ako taqka A i parava a su incidentne sa ravni α onda u ravni α postoji
jedinstvena prava n takva da je A ∈ n i a⊥n.

Definicija 61

Neka je data du� AB ravni α. Prava te ravni koja sadr�i sredixte du�i
AB i ortogonalna je na pravu AB se naziva medijatrisa du�i AB.

Teorema 83

Neka je data du� AB ravni α. Taqka M ∈ α pripada medijatrisi du�i AB
akko je AM ∼= MB.



Definicija 62

Prava a ortogonalna je na ravan α ako je seqe u taqki O i ortogonalna je
na svaku pravu ravni α koja sadr�i taqku O.

Teorema 84

Ako je prava a ortogonalna na dve prave ravni α koje se seku u taqki O,
onda je i a⊥α.

Teorema 85

Neka je data prava a i taqka A ∈ a. Sve prave koje sdr�e taqku A i
ortogonalne su na a pripradaju jednoj ravni koja je tako�e ortogonalna na a.

Teorema 86

Postoji jedinstvena prava koja sadr�i datu taqku i ortogonalna je na datu
ravan.

Teorema 87

Postoji jedinstvena ravan koja sadr�i datu taqku i ortogonalna je na datu
pravu.

Teorema 88 (O tri normale)

Neka je data ravan α i taqke A /∈ α, B ∈ α i prava B ∈ b ⊂ α. Ako je C
podno�je normale iz A na α onda je AB⊥p akko BC⊥p.



Teorema 89

Postoji jedinstvena izometrija J 6= ε prave/ravni/prostora koja ima bar
jednu/dve/tri nekolinearne fiksne taqke.

Definicija 63

Izometrije iz prethodne teoreme nazivaju se centralna/osna/ravanska
refleksija.

Teorema 90

Refleksije su indirektne izometrije.Refleksije su involucije.

Teorema 91

Svaka indirektna izometrija prave/ravni/prostora koja ima /bar
jednu/bar dve fiksne taqke je refleksija.

Teorema 92

Ako su date refleksije SΣ i SΠ (Σ 6= Π) onda je SΣ ◦ SΠ(X ) = X akko
X ∈ Σ ∩ Π.



Teorema 93 (o transmutaciji)

Ako je J izometrija i SΣ refleksija onda je J ◦ SΣ ◦ J−1 = SJ(Σ)

Teorema 94

Refleksije SΣ i SΠ komutiraju ako je Σ = Π ∨ Σ⊥Π.

Teorema 95

Svaka izometrija prave/ravni/prostora mo�e se predstaviti kao
kompozicija �avixe dve/tri/qetiri centralne/osne/ravanske refleksije.

Teorema 96 (Klasifikacija izometrija prave)

Svaka izometrija prave je jedna od slede�ih transformacija

koincijencija ε,

centralna refleksija SA,

translacija SA ◦ SB za vektor
−→
AB.



Izometrije ravni

koincijencija ε,

osna refleksija SA,

Sp ◦ Sq = RO,2∠pq, ako je p ∩ q = {O}, p 6= q

Sp ◦ Sq = T
2
−→
AB

ako je p ∩ q = ∅,
klizju�a refleksija Sp ◦ Sq ◦ Sr .

Izometrije prostora

koincijencija ε,

ravanska refleksija Sα,

Sα ◦ Sβ = Rp,2∠αβ , ako je α ∩ β = p, α 6= β,

Sα ◦ Sβ = T
2
−→
AB
, ako je α ∩ β = ∅,

osmorotaciona refleksija Sα ◦ Sβ ◦ Sγ ako je β ∩ γ = p, α⊥p,
klizaju�a refleksija Sα ◦ Sβ ◦ Sγ ako je β ∩ γ = ∅, α⊥β, γ,
zavojno kreta�e Sα ◦ Sβ ◦ Sγ ◦ Sδ ako je α ∩ β = p, p⊥γ, δ.



Definicija 64

Maksimalan skup pravih jedne ravni χ takav da je za svake tri prave
a, b, c ∈ χ Sa ◦ Sb ◦ Sc osna refleksija je pramen pravih.

Primer 5

1 Sve prave jedne ravni koje sadr�e datu taqku qine pramen pravih.

2 Sve prave jedne ravni koje su ortogonalne na datu pravu qine pramen
pravih.

Teorema 97

Ako su a, b, c prave jednog pramena onda je Sa ◦ Sb ◦ Sc = Sc ◦ Sb ◦ Sa.

Teorema 98

Ako su a, b, c prave jednog pramena onda je Sa ◦ Sb ◦ Sc = Sd akko se ose
simetrije pravih a i c , i b i d poklapaju.

Teorema 99

Medijatrise ivica trougla pripadaju jednom pramenu.



Teorema 100

Simetrale unutrax�ih uglova trougla pripadaju jednom pramenu.

Teorema 101

Ako su A i B razne taqke, a c prava onda je SB ◦ Sc ◦ SA osna refleksija
akko je AB⊥c .

Teorema 102

Ako su a, b, c prave jednog pramena i Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd . Neka su prave a
′⊥a i

c ′⊥c i a ∩ a′ = {A}, c ∩ c ′ = {C}. Tada prave a′, b, c ′ pripadaju jednom
pramenu akko d⊥AC .

Teorema 103

Visine trougla pripadaju jednom pramenu.

Teorema 104

Postoji jedinstven pramen koji sadr�i date prave a i b. Za svaku taqku C
postoji jedinstvena prava C ∈ c koja pripada tom pramenu.



Teorema 105

Ako su a, b, c prave jednog pramena i Sc ◦ Sb ◦ Sa = Sd onda je d prava tog
pramena.

Teorema 106

Ako su a, b, c ne pripadaju istom pramenu onda je Sc ◦ Sb ◦ Sa klizaju�a
refleksija.



Definicija 65

Neka je χ pramen pravih i A taqka u ravni tog pramena koja ne pripada
svim pravama tog pramena. Skup ε(χ,A) = {Sp(X )|p ∈ χ} je epicikl.

Teorema 107

Dva epicikla ε(χ1,A) i ε(χ2,B) su jednaki akko je χ1 = χ2 i B ∈ ε(χ1,A).

Teorema 108

Epicikl je jedinstveno odre�en sa tri taqke.

Definicija 66

Ako je T ∈ ε(χ,A) proizvo	na taqka epicikla i p ∈ χ takva da je T ∈ p
onda prava ortogonalna na p u T je tangenta epicikla.

Ako epicikl nije prava onda sa svojom tangentom ima taqno jednu
zajedniqku taqku i sve ostale taqke tog epicikla su u istoj poluravni
odre�enoj tangentom.



Aksiome neprekidnosti

IV1 (Arhimedova) Neka su AB i CD dve du�i. Tada postoje taqke
A1,A2, . . .An ∈ AB takve da va�i B(A,A1,A2, . . .An) i B(A,B,An).

IV2 (Kantorova) Ako je AnBn niz zatvorenih du�i jedne prave tako da za
svako n ∈ N va�i An+1Bn+1 ⊂ AnBn onda postoji taqka C ∈

⋂+∞
n=1

AnBn.

Teorema 109

Dedekind Ako su sve taqke prave p pode	ene u dva neprazna skupa M i N
tako da je p = M ∪ N, M ∩ N = ∅ i izme�u svake dve taqke jednog skupa
nema taqaka drugog skupa onda postoji taqka P ∈ p takve da sve taqke iz
M \ {P} pripadaju jednoj polupravoj sa poqetkom u P, a sve taqke iz
N \ {P} pripadaju komplementarnoj polupravoj.



Definicija 67

Neka je D skup svih du�i. Preslikava�e L : D → R+ je mera du�i ako
va�i

1 postoji du� d takva da je L(d) = 1,

2 Ako je d1 ∼= d2 onda je L(d1) = L(d2),

3 Ako je d1 + d2 = d3 onda je L(d1) + L(d2) = L(d3)

Teorema 110

Ako je data du� d onda postoji mera L za koju va�i L(d) = 1.

Teorema 111

Ako je data mera L i α ∈ R+ onda postoji du� d takva da je L(d) = α.

Prostor S je metriqki prostor.

d(A,B) = L(AB)



Definicija 68

Bijekcija P : S → S je sliqnost sa koeficijentom k ∈ R ako je za svake
dve taqke A i B d(P(A),P(B)) = kd(A,B).
Dva lika F1 i F2 su sliqni ako postoji sliqnost P takva da je P(F1) = F2.
Pixemo F1 ∼ F2.

Teorema 112

Ako je data sliqnost P i taqke A,B,C ,D onda va�i

Ako je B(A,B,C ) onda je i B(P(A),P(B),P(C ))

Ako je AB ∼= CD onda je i P(A)P(B) ∼= P(C )P(D).

∠ABC ∼= ∠P(A)P(B)P(C )).

U euklidskoj geometriji svaka sliqnost se moze razlo�iti kao
kompozicija homotetije i izometrije.
U hiperboliqkoj geometriji svaka sliqnost je izometrija.



Teorema 113

Zbir uglova trougla ABC nije ve�i od π.

Teorema 114

Ako postoji trougao kome je zbir uglova π, onda je zbir uglova
proizvo	nog trougla tako�e π.

Teorema 115

Postoji trougao kome je zbir uglova π akko svaka prava ortogonalna na
jednom kraku oxtrog ugla seqe drugi krak.

Teorema 116

Postoji trougao kome je zbir uglova π akko za svaku pravu a i taqku B /∈ a
u ravni koja je �ima odre�ena postoji taqno jedna prava B ∈ b koja je
disjunktna sa a.



Teorema 117

U (apsolutnoj) ravni date su prava a i taqka A koja joj ne pripada. U skupu
svih polupravih te ravni sa poqetkom u A postoje taqno dve poluprave p′ i
q′ takve da svaka poluprava sa poqetkom u A seqe pravu a akko pripada
onom od uglova sa kracima p′ i q′ kojem pripada prava a.

Teorema 118

U ravni odre�enoj polupravom p i taqkom A koja joj ne pripada pravoj koja
sadr�i p postoji jedinstvena poluprava sa temenom A koja je paralelna sa
p.

Teorema 119

Ako poluprava p sadr�i polupravu q onda je p paralelna sa polupravom a
akko je q paralelna sa a.

Teorema 120

Relacija paralelnosti polupravih je simetriqna.



Teorema 121

Ako su p, q, r tri disjunktne poluprave jedne ravni takve da je a ‖ b i b ‖ c
onda je i a ‖ c .

Teorema 122

Ako su poluprave a′ i b′ paralelne i taqka C ne pripada ravni koja je
�ima odre�ena tada postoji jedinstvena prava c 3 C . Ako su α i β ravni
koje su odre�ene taqkom C i polupravama a′ i b′ redom onda je c = α ∩ β.

Teorema 123

Ako je data poluprava p′ i χ skup koji sadrzi pravu koja sadr�i p′ i svih
pravih koje sadr�e poluprave paralelne sa p′ je (paraboliqki) pramen
pravih.

Definicija 69

Epicikl koji odgovara paraboliqkom pramenu naziva se oricikl.



Definicija 70

Neka je β ravan koja sadr�i pravu p i ortogonalna je na ravan α i
α ∩ p = ∅. Oznaqimo q = α ∩ β. Tada je p paralelno sa α ako je p
paralelno sa q.

Definicija 71

Neka su α, β disjunktne ravni.Neka je γ ortogonalna na α i β i seqe ih
redom po pravama a i b. Ako su prave a i b paralelne onda kazemo i da su
ravni α i β paralelne.

Teorema 124

Ako prava p van ravni α onda je p paralelna sa α akko je paralelna bar
jednoj pravoj ravni α.



Plejferova aksioma

Ve Postoje taqka A i prava a koja je ne sadr�i tako da u �ima odre�enoj
ravni ne postoji vixe od jedne prave b 3 A koja ne seqe a.

Teorema 125

Za svaku taqku A i pravu a koja je ne sadr�i va�i iskaz Ve .



Teorema 126

Slede�i iskazi su ekvivalentni Plejferovoj aksiomi

1 Zbir unutrax�ih uglova u trouglu je π.

2 Zbir unutrax�ih uglova u qetvorouglu je 2π.

3 Uglovi na protivosnovici sakerijevog qetvorugla su pravi.

4 Svi uglovi lambertovog qetvorougla su pravi.

5 Svaka prava u ravni oxtrog ugla koja je ortogonalna na jedan krak
seqe drugi krak.

6 Dve prave jedne ravni su paralelne ako su disjunktne.

7 Ortogonalan pramen je paraboliqki.

8 Ekvidistanta je prava.

9 Nelinearni epicikl je krug.

10 Postoji krug koji sadr�i tri nekolinearne taqke.



V Euklidov postulat

Ako jedna prava u preseku sa druge dve prave obrazuje sa jedne strane dva
ugla qiji je zbir ma�i od dva prava ugla, onda se te dve prave seku sa one
strane sa koje je zbir uglova ma�i od dva prava ugla.

Teorema 127

U apsolutnoj geometriji je V Eukidov postulat ekvivalentan Plejferovoj
aksiomi.

Teorema 128

Direktne izometrije euklidske ravni su koincidencija, rotacija i
translacija. Indirektne izometrije euklidske ravni su osna refleksija i
klizaju�a refleksija.

Teorema 129

Direktne izometrije euklidskog prostora su koincidencija, osna rotacija,
translacija i zavojno kreta�e. Indirektne izometrije euklidskog
prostora su ravanska refleksija, osnorotaciona refleksija i klizaju�a
refleksija.



Aksioma Lobaqevskog

Vh Postoje taqka A i prava a koja je ne sadr�i tako da u �ima odre�enoj
ravni postoji bar dve prave b, c 3 A koje ne seku a.

Teorema 130

Za svaku taqku A i pravu a koja je ne sadr�i va�i iskaz Vh.



Teorema 131

Slede�i iskazi su ekvivalentni aksiomi Lobaqevskog

1 Ugao pralelnosti je oxtar.

2 Zbir unutrax�ih uglova u trouglu je ma�i od π.

3 Zbir unutrax�ih uglova u qetvorouglu je ma�i od 2π.

4 Uglovi na protivosnovici sakerijevog qetvorugla su oxtri.

5 Jedan ugao lambertovog qetvorougla je oxtar.

6 Postoji prava u ravni oxtrogu ugla koja je ortogonalna na jedan krak
i ne seqe drugi krak.

Teorema 132

Dva trougla su podudarna akko su im podudarni odgovaraju�i uglovi.



Teorema 133

Neka je poluprava Bb paralelna pravoj a i X ∈ b proizvo	na taqka. Ako
su B ′ i X ′ ortogonalne projekcije taqaka B i X na pravu a redom, onda je
BB ′ > XX ′.

Teorema 134

Ako su a i b paralelne prave i l data du� tada postoji jedinstvena taqka
B ∈ b, qije podno�je normale na a je B ′ takva da je BB ′ = l .

Teorema 135

U hiperboliqkoj ravni postoji jedinstvena prava koja je ortogonalna na
jedan i paralelna sa drugim krakom oxtrog ugla.

Teorema 136

Ako se prave a i b seku onda je ortogonalna projekcija jedne na drugu ili
taqka ili otvorena du�.

Teorema 137

Ako su prave a i b paralelne onda je ortogonalna projekcija jedne na drugu
otvorena poluprava.



Teorema 138

U hiperboliqkoj ravni postoji beskonaqno mnogo pravih koje sadr�e taqku
A i ne seku pravu a koja ne sadr�i taqku A.

Teorema 139

Postoji jedinstvena prava ortogonalna na dve me�usobno hiperparalelne
prave.

Direktne izometrije hiperboliqke ravni

1 konicidencija

2 rotacija

3 translacija

4 oricikiqka rotacija (paralelno pomera�e)

Definicija 72

Ako prava p ne seqe ravan α, i prava p′ sadr�i ortogonalnu projekciju
prave p na α. Prava p je hiperparalelna ravni α ako su p i p′

hiperparalelne.



Teorema 140

Prava p i ravan α su hiperparalelne ako postoji prava q ⊂ α takva da su
p i q hiperparalelne.

Definicija 73

Ako su α, β dve razne ravani γ ravan koja je ortogonalna na obe i seqe ih
redom po pravama a i b. Ako su a i b hiperparalelne onda ka�emo da su α
i β hiperparalelne.

Teorema 141

Postoji jedinstvena prava koja pripada dvema raznim paraboliqkim
pramenovima.



Definicija 74

Asimptocki poligon, sa asimptockim temenom ima dve susedne ivice koje
su paralelne (polu)prave.

Teorema 142

Ako je N nesvojstveno teme asimptockog trougla 4ABN onda je spo	ax�i
ugao u temenu A ve�i od unutrax�eg ugla u temenu B.

Teorema 143

Trouglovi 4ABN i 4A′B ′N ′ sa nesvojstvenim temenima N i N ′ su
podudarni akko je

1 ∠BAN ∼= ∠B ′A′N ′ i AB ∼= A′B ′

2 ∠BAN ∼= ∠B ′A′N ′ i ∠ABN ∼= A′B ′N ′.

Teorema 144

Neka su trouglovi 4ABN i 4A′B ′N ′ sa nesvojstvenim temenima N i N ′ i
pravim uglom u temenu B i B ′. Tada je AB ∼= A′B ′ akko ∠BAN ∼= ∠B ′A′N ′



Definicija 75

Neka je D skup svih du�i. Funkcija Loobaqevskog je preslikava�e
Π : D → (0, π

2
) kojom se du� AB slika u ugao pralelnosti.

Teorema 145

Ako je C taqka na polupravoj BA takva da je CB > AB onda je
Π(CB) < Π(AB).



Neka je dat krug k(O, r). Inverzija u odnosu na krug k je preslikava�e
ψk : E2 \ {O} → E2 \ {O} takvo da je ψk(P) = P ′ gde je taqka P ′

jedinstvena taqka poluprave OP takva da je OP · OP ′ = r2.

Osobine inverzije

1 ψk je involucija,

2 taqka P je fiksna akko P ∈ k ,

3 unutrax�ost kruga k se slika u spo	as�ost, i obratno,

4 Ako prava p sadr�i O onda se skup p \ {O} slika u sebe,
5 Ako prava p ne sadr�i O onda se ona slika u l \ {O} za neki krug l
koji ne sadr�i O.

6 Ako krug l sadr�i O onda se skup l \ {O} slika u pravu p koja ne
sadr�i O,

7 Ako krug l ne sadr�i O onda se skup on slika u krug l ′ koji ne sadr�i
O.

8 ψk je konformno preslikava�e (quva uglove).

9 krug l je fiksan pri inverziji ψk ako je k = l ili k⊥l .



N

eka je k jediniqni krug sa centrom O.
h−taqke su taqke unutras�osti kruga k .
Krug k se naziva apsluta.
h− prave su delovi eukidskih pravih i krugova koji su ortogonalni na
apsolutu.

Teorema 146

Postoji jedinstvena h− prava kroz dve date h− taqke A i B.

Definixemo relaciju Bh(A,B,C )⇔ B(A,B,C ) ako taqke A,B,C le�e na
euklidskoj pravoj. Ako A,B,C le�e na euklidskom krugu onda je
Bh(A,B,C ) akko B pripada onom luku AC koji je ceo unutar apsolute.

Definicija 76

h− refleksija u odnosu na h− pravu p je osna refleksija Sp ako je p
poskup euklidske prave i inverzija ψp ako je p deo eukidskog kruga.
h−izometrija je konaqna kompozicija h− refleksija.



Definicija 77

(A,B) ∼=h (C ,D) akko postoji h−izometrija J takva da je J(A) = C i
J(B) = D.

Teorema 147

h− taqke, h−prave, Bh, ∼=h zadovo	avaju aksiome apsolutne ravni

Teorema 148

h− taqke, h−prave, Bh, ∼=h zadovo	avaju aksiomu Lobaqevskog.


