
AFINA GEOMETRIJA

zadaci za ve�be

AFINI POTPROSTORI

1. Ako je A afinizacija vektorskog prostora M2(R), dokazati da je skup Π svih matrica oblika

Aα,β =

[
α− 2β 2α− 5
2β + 3 α+ 3β

]
, (α, β ∈ R)

jedan afini potprostor prostora A i odrediti �egovu dimenziju. Odrediti i bar jednu pravu iz Π.

2. Skup Π svih rexe�a sistema linearnih jednaqina 2x1 + 5x2 + 2x3 − 6x4 = 1, 3x1 + 8x2 + 3x3 − 7x4 = 3, 2x1 + 6x2 +
2x3 − 5x4 = 1 nad po	em R je i jedan potprostor afinog prostora A = R4

af . Odrediti �egovu direktrisu U.

3. Da li je potprostor Π iz prethodnog zadatka paralelan afinom potprostoru Γ svih rexe�a jednaqine 2x1 +4x2 +
2x3 − 7x4 = 1? Odrediti direktrisu od Π ∩ Γ?

4. Ako je A = Vaf afinizacija vektorskog prostora V nad po	em K, dokazati da je skup Π = {αu+ (1− α)v : α ∈ K}
najma�i afini potprostor od A koji sadr�i date taqke u i v.

5. Ako je σ : A → B bilo koji izomorfizam afinih prostora nad istim po	em K, dokazati da je skup Π ⊂ A pot-
prostor od A, ako i samo ako je skup σ(Π) = {σ(M) : M ∈ Π} potprostor od B.

6. Ako je Oe1e2e3 bilo koji reper afinog prostora A, skup Π svih taqaka M iz A, čije koordinate x, y i z u odnosu
na taj reper zadovo	avaju relaciju 2x+ 3y − z = 5, je i jedan afini potprostor od A dimenzije 2. Direktrisa?

7. Ako je A afini prostor dimenzije n, dokazati da se svaki �egov potprostor Π = A + U, dimenzije k < n mo�e
odrediti i kao presek n− k hiperravni.

8. Neprazan skup Π taqaka iz afinog prostora A je i potprostor, ako i samo ako je jednak svom afinom omotaqu.
Tako�e, ako za neprazne skupove A i B tačaka iz A va�i A ⊂ B ⊂ 〈A〉, tada je i 〈A〉 = 〈B〉.

9. Ako su Π = A+U i Γ = B+W bilo koji potprostori afinog prostora A i B = A+v, direktrisa afinog omotaqa
〈Π ∪ Γ〉 �ihove unije je upravo suma potprostora U,V i Ω(v).

10. Ako afini potprostori Π = A + U i Γ = B + W imaju bar jednu zajedniqku taqku, dokazati da je tada
dim〈Π ∪ Γ〉 = dimΠ + dimΓ− dim〈Π ∩ Γ〉.

11. Ako su afini potprostori Π = a + U i Γ = b + W potprostori afinog prostora (A,V) za koje je V = U ⊕W,
dokazati da je �ihov presek Π ∩ Γ jednoqlan.

12. Ako dve razne ravni Π i Γ u afinom prostoru A dimenzije 3 imaju bar jednu zajedniqku taqku, dokazati da �ihov
presek Π ∩ Γ mora biti prava. Da li to va�i ako je dimA = 4?

13. Ako ravan Σ seqe dve paralelne ravni Π i Γ, u afinom prostoru A tada su i �ihove preseqne prave paralelne.
Dokazati.

14. Ako su (xr, yr, zr) koordinate taqaka Ar u odnosu na dati reper Oe1e2e3 afinog prostora A dimenzije 3, dokazati
da su taqke A0, A1, A2, A3 komplanarne ako i samo ako je

x1 − x0 x2 − x0 x3 − x0
y1 − y0 y2 − y0 y3 − y0
z1 − z0 z2 − z0 z3 − z0

= 0.



15. Dokazati da dva trotemenika (A,B,C) i (P,Q,R) u afinom prostoru nad po	em R imaju isto te�ixte ako i samo

ako je
−→
AP +

−−→
BQ+

−→
CR = 0.

16. Ako su P,Q,R tim redom te�ixta parova taqaka (B,C), (C,A), (A,B), dokazati da trojke taqaka (A,B,C) i
(P,Q,R) imaju isto te�ixte.

17. Ako su P,Q,R tim redom baricentri ponderisanih taqaka (B,α) i (C, β), (C,α) i (A, β), (A,α) i (B, β), dokazati
da taqke A,B,C i P,Q,R imaju isto te�ixte.

18. Ako su P,Q,R te�ixta sistema taqaka (S,B,C), (S,C,A), (S,A,B), tada je �ihov afini omotaq 〈P,Q,R〉 parale-
lan afinom omotaqu taqaka A,B,C.

19. Neka su A i B fiksirane taqke i Π potprostor afinog prostora A. Ako je TP te�ixte tačaka A,B, P tada je i
skup Γ = {TP : P ∈ Π} jedan potprostor od A. Pritom je i Γ||Π.

20. Ako su Π i Γ dve mimoilazne prave u realnom afinom prostoru A. Ako je TPQ te�ixte tačaka P i Q dokazati
da je skup Σ = {TPQ : P ∈ Π, Q ∈ Γ} jedna ravan koja je paralelna i sa Π i sa Γ.

21. Ako su (4, 3), (5, 4), (2, 2) i (x, y) koordinate taǎka A,B,C i M u odnosu na dati reper Oe1e2 afine ravni A, prvo
dokazati da je (A,B,C) jedna afina baza te ravni, a zatim odrediti i baricentriqne koordinate uočene taqke M
u odnosu na tu bazu.

22. Ako je ABC trougao, a P,Q i R redom dodirne taqke upisanog kruga k trougla ABC sa stranicama BC,CA i
AB, dokazati da su prave AP,BQ i CR konkurentne. Ako su du�ine odgovaraju�ih stranica a, b, c odrediti
baricentriqne koordinate te preseqne taqke u odnosu na afinu bazu (A,B,C) te ravni.

23. U qetvorodimenzionalnom prostoru odrediti me�usobni polo�aj ravni α : x1 + x2 + 1 = 0, x3 − x4 = 0 i
β : x1 = 1 + t, x2 = 2 + s, x3 = t− 2s, x4 = 1 + t− s, t, s ∈ R.

24. U qetvorodimenzionom afinom prostoru date su prave p : x1 = 1 + t, x2 = 2 + t, x3 = 3 + tx4 = 4 + t, t ∈ R i
q : x1 = 0, x2 − x3 + 1 = 0, x4 − 3 = 0. Odrediti parametarske i opxte jednaqine ravni minimalne dimenzije koja
sadr�i prave p i q.

25. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru data je dvodimenziona ravan α koja sadr�i taqke A(1, 1, 1, 1),
B(2, 2, 0, 0), C(1, 2, 0, 1) i prava odre�ena taqkama D(1, 1, 1, 2), E(1, 1, 2, 1). Odrediti uzajamni polo�aj ravni α
i prave p.

26. U qetvorodimenzionom prostoru odrediti ravan najma�e dimenzije koja sadr�i prave p : x1 = −1 + t, x2 = 0, x3 =
1− t, x4 = −3 + t i q : x1 − x2 = 1, x1 − x4 = 2, x1 + 2x2 + x3 = 0.

27. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru odrediti jednaqinu prave l koja sadr�i taqku A(1, 0, 2, 4), seqe pravu
q : x1 − 1 = x2 − 2 = x3 − 3 = x4 − 4 i paralelna je hiperravni π : x1 + 3x2 − 2x3 − 2007 = 0.

28. Odrediti jednaqinu trodimenzione ravni u petodimenzionom afinom prostoru koja sadr�i taqke
A1(−1, 2, 0, 0, 4), A2(1, 1, 1, 1, 1), A3(0, 1, 3,−1, 1) i paralelna je pravoj l : x1 = 1+2t, x2 = 3−t, x3 = 4, x4 = 1+t, x5 =
−t, t ∈ R.

29. U qetvorodimenzionom Euklidskom prostoru zadata je dvodimenziona ravan α koja sadr�i taqke A(3, 2, 0,−1),
B(0, 0, 2, 2) i C(2, 3,−1, 0) i prava p qija je jednaqina x1 + x2 + x3 + x4 = 5, 2x1 + x2 = 3, −x2 + x3 + x4 = 2.
Odrediti taqku P ∈ p koja se nalazi na najkra�em rastoja�u od ravni α i izraqunati to rastoja�e.

30. U petodimenzionom afinom prostoru data je ravan α : x1 + x5 = 1,−x2 + x3 + x4 + x5 + 1 = 0 i ravan β odre�ena
taqkom B(2, 0,−1, 4, 0) i vektorima ω1 = (1, 0, 0, 0, 1) i ω2 = (1, 1, 2, 3, 0). Odrediti ortogonalnu projekciju β na α
i dimenziju projekcije.

31. Odrediti realan parametar t takav da postoji prava normalna na hiperravan α : x1 + x2 + x3 + x4 = 2004 koja
seqe prave p : x1−1

1 = x2−5
1 = x3

3 = x4+t
0 i q : x1

2 = x2−5
1 = x3−7

0 = x4−3
−1 , a zatim i odrediti tu pravu.



32. U qetvorodimenzionom afinom prostoru odrediti jednaqinu prave koja pripada hiperravni x + y + z − t = 2,
sadr�i taqku A(1, 1, 1, 1) i zaklapa minimalni ugao sa pravom x−1

1 = y−2
0 = z−1

2 = t
−1 .

33. U qetvorodimenzionom prostoru odrediti pravu koja sadrži taqku (0, 1, 2, 3) normalna je na pravu p : x1−1
2 =

x2−2
1 = x3−3

2 = x4−4
1 , seqe pravu q : x1+1

3 = x2+1
2 = x3+3

1 = x4−7
0 , a sa pravom r : x1 = x2 = x3 = x4 gradi ugao

arccos 16 .

34. (a) Dve razliqite prave Π i Γ jedne ravni, npr. Σ su paralelne, ako i samo ako su disjunktne.

(b) Dve razliqite prave Π i Γ u afinom prostoru A su komplanarne, ako i samo ako su, ili paralelne, ili imaju
samo jednu zajedniqku taqku. (Tvr�e�e 3, str 17.)

35. Dve razliqite hiperravni Π i Γ, u afinom prostoru dimenzije n > 1 su, ili paralelne, ili je �ihov presek
∆ = Π ∩ Γ neki potprostor dimenzije n− 2. (str 19.)

AFINE TRANSFORMACIJE

1. Ako je S fiksirana taqka afinog prostora A i α fiksiran skalar, dokazati da je sa π : M 7→ N , gde je N taqka

za koju je
−−→
SN = α

−−→
SM definisano i jedno afino preslikava�e π : A → A.

2. Ako su A i B fiksirane taqke afinog prostora A i π(M) te�ixte taqaka A,B i M , dokazati da je time defi-
nisano jedno afino preslikava�e π : A → A.

3. Ako paralelne ravni Π i Σ ne sadr�e datu tačku S u afinom prostoru A, tada za svaku taqku M ravni Π, prava
SM seqe i ravan Σ u nekoj tački π(M) = M ′. Dokazati da je time definisano i jedno afino preslikava�e ravni
Π na ravan Σ.

4. Ako su A i B afinizacije vektorskih prostora V = R2 i W = R1[λ] odrediti eksplicitnu formu afinog presli-
kava�a φ : A → B, koje taqkama (1, 1), (2, 0), (1, 2) prostora A tim redom pridru�uje 1, 2λ, 2− λ prostora B.

5. Ako je A bilo koji afini prostor konaqne dimenzije n, dokazati da je afino preslikava�e φ : A → A i�ektivno
ako i samo ako je surjektivno. xta se dexava u sluqaju A = K[λ]?

6. Ako su A i B afini prostori nad po	em K qija karakteristika nije 2, dokazati da je preslikava�e φ : A → B
afino ako i samo ako za proizvo	ne taqke A i B iz prostora A va�i φ(αA + βB) = αφ(A) + βφ(B), (α, β ∈
K, α+ β = 1).

7. Neka su (1, 1), (0, 1), (3, 2) i (−1, 2), (8, 6), (x, y) koordinate taqaka A,B,C i P,Q,M u odnosu na dati reper Oe1e2
afine ravni A. Prvo odrediti baricentrične koordinate taqke M u odnosu na afinu bazu (A,B,C) te ravni a
zatim i afino preslikava�e π : A → A za koje je π(A,B,C) = (P,Q,R).

8. Nek aje ABC trotemenik u afinom prostoru A i π : A → A preslikava�e kojim se svakoj taqki M iz A pridruz-

huje taqka π(M) = M ′ odre�ena sa
−−−→
MM ′ =

−−→
MA− 2

−−→
MB + 3

−−→
MC. Dokazati da je preslikava�e bijektivno i afino,

da ima taqno jednu fiksnu taqku S kao i da za svaku taqku M 6= S, prava MM ′ sadr�i S.

9. Ako su koordinate taqakaA,B,C iz prethodnog zadatka u odnosu na dati reperOe1e2e3 prostoraA (−1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0,−1)
odrediti slike π(∆) i π(Σ) prave ∆ : x− y = 0, z + 1 = 0 i ravni Σ : x− 2y + 3z + 1 = 0.

10. Odrediti formule afine transformacije φ : A → A u odnosu na dati reper Oe afine ravni A, kojom se taqka
A(1, 1) preslikava u taqku A′(2, 3), a prave Π : x− y = 2 i Σ : x+ y = 0 u prave Π′ : x− y = 3 i Σ′ : 7x− 5y = −3.

11. Dokazati da je u odnosu na fiksirani reper Oe1e2e3 afinog prostora A dimenzije 3 formulama x′ = 1 − x − y −
2z, y′ = −3 + 6x + 4y + 6z, z′ = 1 − 2x − y − z definisano projektova�e tog prostora, a zatim odrediti �egovu
osnovu i direktrisu.

12. Ako je Oe1e2e3 dati reper afinog prostora A, odrediti formule paralelnog projektova�a π : A → A na ravan
Π : 2x − y + z − 2 = 0, paralelno pravoj Γ = 〈A, u〉 gde je A taqka sa koordinatama (−1, 0, 1) i u = e1 + 2e2 + e3.
Odrediti, zatim, formule projektova�a σ prostora A na pravu Γ paralelno ravni Π, a zatim i �ihovu kompozi-
ciju.



13. Ako su A i B dve razne taqke prostora A i α, β fiksirani skalari, tada je preslikava�e M 7→ αA + βB + (1 −
α− β)M ili translacija ili homotetija.

14. Ako je η homotetija sa sredixtem P i π bilo koja transformacija iz afine grupe GA prostora A, dokazati da je
tada i θ = π ◦ η ◦ π−1 homotetija sa sredixtem Q = π(P ).

15. Dokazati da dve homotetije η i δ u afinoj grupi prostora A komutiraju ako i samo ako imaju zajedničko sredixte
homotetije.

16. Ako su η i δ homotetije sa sredixtima P i Q i koeficijentima α i β, �ihova kompozicija je ili translacija

(za αβ = 1), ili homotetija (za αβ 6= 1). U prvom sluqaju to je translacija za vektor a = (1 − β)
−−→
PQ, a u drugom

homotetija čije je sredixte S odre�eno sa
−→
PS = 1−β

1−αβ
−−→
PQ.

17. Dokazati da je kompozicija dve centralne simetrije translacija i odrediti �en vektor.

18. U petodimenzionom Euklidskom prostoru date su ravni α : x1 = x2 = 1, x3 +x4 = x5 i β : x1 = s− t, x2 = 1, x3 = s,
x4 = 1 − t, x5 = 3 − s + t, s, t ∈ R. Odrediti formule transformacije koja predstav	a kompoziciju normalnih
projekcija redom na ravni α i β.

19. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru date je ravan α : −x1 + 2x2 − 2x3 + 1 = 0,−x2 + 2x3 − x4 + 1 = 0 i
sfere S1 : (x1 + 1)2 + (x2 + 1)2 + (x3 + 3)2 + (x4 − 1)2 = 1, S2 : (x1 − 3)2 + (x2 − 7)2 + (x3 − 13)2 + (x4 − 1)2 = 9.
Odrediti formule transformacije koja predstav	a kompoziciju simetrije u odnosu na α i homotetije sa nega-
tivnim koeficijentom koja slika S1 u S2.

20. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru data je prava p : x1 = t, x2 = 1 + t, x3 = −2 + t, x4 = −t, t ∈ R i taqka
S(1, 2,−1, 0). Napisati formule transformacije koja predstav	a kompoziciju centralne simetrije sa centrom u
taqki S i simetrije u odnosu na pravu p.

21. Odrediti formule afine transformacije kojom se elipsa ε : x
2

a2 + y2

b2 = 1, a, b > 0 slika u krug k : x2 + y2 = a2.

22. Neka je Π elipsa koja sadr�i sredixta P,Q,R stranica BC,CA,AB nekog trougla ABC ravni E2. Ako ona prave
BC,CA,AB, tim redom, seqe u taqkama X,Y, Z, tada se prave AX,BY,CZ seku u jednoj taqki, npr H, i va�i:−−→
HS :

−→
ST = 3 : 1 (S - centar elipse, T - te�ixte troulga ABC).

23. Ako prava odre�ena tetivom MN hiperbole Π seqe �ene asimptote u taqkama P i Q, tada mora biti PM = NQ.
Dokazati.

24. Ako su AB i CD bilo koji spregnuti dijametri jedne elipse, dokazati da svi tako odre�eni paralelogrami ABCD
imaju istu povrxinu.

25. Ako su AB i CD konjugovani dijametri, a, b > 0 du�ine glavnih poluosa i S centar elipse Σ, dokazati da je

||
−→
SA||2 + ||

−→
SC||2 = a2 + b2.

26. Neka je χ : x
2

a2 −
y2

b2 = 1 hiperbola i P ∈ χ proizvo	na taqka. Dokazati da postoji afino preslikava�e kojim se
hiperbola χ slika na hiperbolu χ′ : x′y′ = 1 pri kojim se taqka P slika u taqku P ′(1, 1).

27. Ako je elipsa Σ upisana u poligon A1, A2, . . . , An, dokazati da za dodirne taqke Pr stranica ArAr+1 va�i

||
−−−→
A1P1|| · ||

−−−→
A2P2|| · . . . · ||

−−−→
AnPn|| = ||

−−−→
P1A2|| · ||

−−−→
P2A3|| · . . . · ||

−−−→
PnA1||.

28. Neka su na stranicama trougla ABC date taqke P,Q i R tako da je
−→
AP−−→
PB

=
−−→
BQ
−−→
QC

=
−−→
CR−→
RA

> 0. Ako je CP ∩ AQ = {X},
AQ ∩BR = {Y } i BR ∩ CP = {Z}, odrediti odnos povrxina trouglova ABC i XY Z.

29. Odrediti tip afinog preslikava�a qije su formule: x′ = x− y − 1, y′ = y u odnosu na reper Oe1e2 afine ravni.

30. Odrediti formule neke transvekcije kojom se paralelogram ABCD slika na neki kvadrat, ako su koordinate
temena A(−1,−1), B(1,−1), C(3, 1) i D(1, 1).

Izometrije i sliqnosti

1. U orijentisanom euklidskom prostoru E3 data je transformacija Φ svojim formulama u odnosu na ortonormirani
reper Oe1e2e3 : x

′ = −4x − 8y + z + 14, y′ = 4x − 1y + 8z + 6, z′ = 7x − 4y − 4z − 8. Dokazati da je Φ sliqnost,
odrediti osnovne komponente i skicirati puta�u tačke.



2. U orijentisanom euklidskom prostoru E3 data je transformacija Φ svojim formulama u odnosu na ortonormirani
reper Oe1e2e3 : x

′ = − 1
3x −

2
3y + 2

3z − 2, y′ = − 2
3x + 2

3y + 1
3z, z

′ = 2
3x + 1

3y + 2
3z + 1. Dokazati da je Φ izometrija,

odrediti osnovne komponente i skicirati puta�u tačke.

3. U orijentisanom euklidskom prostoru E3 data je transformacija Φ svojim formulama u odnosu na ortonormirani
reper Oe1e2e3 : x

′ = 2
3x+ 2

3y −
1
3z + 3, y′ = − 1

3x+ 2
3y + 2

3z + 1, z′ = 2
3x−

1
3y + 2

3z + 8. Dokazati da je Φ izometrija,
odrediti osnovne komponente i skicirati puta�u tačke.

4. U orijentisanom euklidskom prostoru E3 data je transformacija Φ svojim formulama u odnosu na ortonormirani
reper Oe1e2e3 : x

′ = 2x− 2y + z + 1, y′ = 2x+ y − 2z + 2, z′ = x+ 2y + 2z − 1. Dokazati da je Φ sliqnost, odrediti
osnovne komponente i skicirati puta�u tačke.

5. U orijentisanom euklidskom prostoru E3 data je transformacija Φ svojim formulama u odnosu na ortonormirani
reper Oe1e2e3 : x

′ = 1−x− 2y+ 2z, y′ = 1− 2x+ 2y+ z,z′ = 2x+ y+ 2z. Dokazati da je Φ sličnost,odrediti osnovne
komponente i skicirati puta�u tačke.

6. U orijentisanom euklidskom prostoru E3 data je transformacija Φ svojim formulama u odnosu na ortonormirani
reper Oe1e2e3 : x

′ = 1
3 (−x− 2y + 2z), y′ = 1

3 (−2x+ 2y + z) + 1, z′ = 1
3 (2x+ y + 2z) + 2. Dokazati da je Φ izometrija,

odrediti osnovne komponente i skicirati puta�u tačke.


