
Geometrija 1
Zadaci za ve�be 2011/12

1 Vektori u geometriji
1.1 (3) Nad stranicama trougla ABC konstruisani su paralelogrami ABB1A2, BCC1B2, CAA1C2.

Dokazati da je −−−→A1A2 +
−−−→
B1B2 +

−−−→
C1C2 =

−→
0 .

1.2 (5) Na stranicama AB, BC, CD i DA paralelograma ABCD date su redom taqke A1, B1, C1, D1 tako
da je A1B1C1D1 paralelogram. Dokazati da se prave AC, BD, A1C1, B1D1 seku u jednoj taqki.

1.3 (7) U odnosu na taqku O dati su vektori polo�aja razliqitih taqaka A i B. Izraziti vektor
polo�aja taqke C za koju je −→AC = λ

−−→
CB, λ ∈ R.

1.4 (8) Neka su A, B, O tri nekolinearne taqke. Dokazati da taqka C odre�ena sa −−→OC = α
−→
OA + β

−−→
OB

pripada pravoj AB ako i samo ako va�i α+ β = 1.

1.5 (9) Neka su O, A, B, C qetiri nekomplanarne taqke. Dokazati da taqka D odre�ena sa −−→OD =

α
−→
OA+ β

−−→
OB + γ

−−→
OC pripada ravni trougla ABC ako i samo ako je α+ β + γ = 1.

1.6 (13) U prostoru Ek data je taqka O i sistem od n ≥ 2 taqaka A1, . . . , An. Dokazati da postoji taqno
jedna taqka T ∈ Ek takva da je −→OT = 1

n

∑n
i=1

−−→
OAi, kao i da ona ne zavisi od izbora taqke O. (te�ixte

sistema taqaka)

1.7 (17) Dokazati da se te�ixte tetraedra ABCD poklapa sa te�ixtem tetraedra A′B′C ′D′ kome su
temena A′, B′, C ′, D′ redom te�ixta trouglova BCD, ACD, ABD i ABC.

1.8 (19) Neka su taqke F i G, redom sredixta stranica BC i CD paralelograma ABCD. Ako je taqka
E presek du�i AF i BG, odrediti odnose u kojima ih ona deli.

1.9 (27) Dat je trougao ABC i taqke D i E takve da je 4
−−→
AD = 3

−−→
DB i 7

−−→
BE = 5

−−→
EC. Ako je taqka F

presek du�i AE i CD, odrediti odnose u kojima ih ona deli.

1.10 (23) Dat je paralelepiped ABCDA1B1C1D1. Dokazati da je prodor dijagonale AC1 kroz ravan
odre�enu taqkama B,D i A1 te�ixte trougla BDA1.

1.11 (25) Neka simetrale uglova kod temena A, B i C trougla ABC seku naspramne stranice trougla
redom u taqkama A1, B1 i C1. Izraziti vektore −−→AA1,

−−→
BB1 i −−→CC1 u funkciji od vektora −−→AB i −→AC i

du�ina stranica trougla, a zatim dokazati da se simetrale unutraxǌih uglova trougla seku u jednoj
taqki. (centar upisanog kruga)

1.12 (34) Na stranicama AB i AC troougla ABC date su redom taqke K i L, takve da va�i KB
AK + LC

AL = 1.
Dokazati da te�ixte trougla ABC pripada du�i KL.

1.13 (36) Dat je trougao ABC i taqke P ∈ BC, Q ∈ CA, R ∈ AB. Dokazati da su taqke P , Q i R

kolinearne ako i samo ako
−−→
BP−−→
PC

−−→
CQ−→
QA

−→
AR−−→
RB

= −1. (Menelajeva teorema)

1.14 (37) Dat je trougao ABC i taqke P ∈ BC, Q ∈ CA, R ∈ AB. Dokazati da prave AP , BQ i CR

pripadaju jednom pramenu ako i samo ako je
−−→
BP−−→
PC

−−→
CQ−→
QA

−→
AR−−→
RB

= 1. (Qevaova teorema)

1.15 (44) Dokazati da se visine trougla seku u jednoj taqki. (ortocentar)

1.16 (45) Dokazati da se simetrale stranica trougla seku u jednoj taqki. (centar opisanog kruga)

1.17 (47) Dokazati da u trouglu ABC va�i c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ. (kosinusna teorema)
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1.18 (56) Dokazati da je kvadar ABCDA1B1C1D1 kome je dijagonala AC1 normalna na ravan A1BD
zapravo kocka.

1.19 (63) Na�i vektor −→x ako je −→x · −→a = α, −→x · −→b = β, −→x · −→c = γ, pri qemu su −→a , −→b i −→c nekomplanarni
vektori, a α, β i γ zadati nenula skalari.

1.20 (64) Odrediti vektor −→x ako va�i −→u · −→x = α i −→u ×−→x = −→v .

1.21 (72) Ako su A, B, C fiksirane nekolinearne taqke i P proizvoǉna taqka, dokazati da je −→PA×−−→AB =
−−→
PB ×−−→BC =

−−→
PC ×−→CA ako i samo ako je P te�ixte trougla ABC.

1.22 Dat je proizvoǉan trougao ABC povrxine P . Neka su taqke A1, B1 i C1 takve da va�i−−→
CA1 =

−→
AC,
−−→
BC1 =

−−→
CB,

−−→
AB1 =

−−→
BA. Kolika je povrxina trougla A1B1C1?

1.23 Date su dve prave piramide sa istom osnovom, kvadratom ABCD stranice a. Neka su V1 i V2
vrhovi datih piramida i ugao izme�u pravih AV1 i BV2 jednak π

4 . Ako je visina jedne piramide jednaka
a, odrediti visinu druge piramide.

2 Koordinate vektora i taqaka

2.1 (130) Neka vektori −→CA = −→u i −−→CB = −→v qine jednu bazu vektorskog prostora
−→
E2. Odrediti matricu

prelaska sa te baze na bazu koju qine vektori −→SA = −→e i −→SB =
−→
f , pri qemu je S centar kruga upisanog

u trougao ABC. Odrediti zatim koordinate vektora −→w = α−→u + β−→v u novoj bazi.

2.2 (141) Date su koordinate taqaka A(2, 1), B(3, 0), C(1, 4) u odnosu na afini koordinatni sistem Oxy
u ravni. U odnosu na novi afini koordinatni sistem O′x′y′ te iste taqke imaju koordinate A(1, 6),
B(1, 9), C(3, 1). Izraziti koordinate (x, y) neke taqke M u odnosu na sistem Oxy pomo�u koordinata
(x′, y′) te iste taqke u odnosu na novi afini koordinatni sistem O′x′y′.

2.3 (143) Te�ixte trougla OAB je taqka O′. U ravni trougla izabrana su dva afina koordinatna
sistema: sistem Oxy sa poqetkom u taqki O i koordinatnim vektorima −→a =

−→
OA i

−→
b =

−−→
OB i sistem

O′x′y′ sa poqetkom u taqki O′ i koordinatnim vektorima
−→
a′ =

−−→
O′A i

−→
b′ =

−−→
O′B. Odrediti koordinate

sredixta stranica trougla OAB u odnosu na koordinatni sistem O′x′y′.

2.4 (159) Dat je tetraedar OABC. Afini koordinatni sistem Oxyz ima poqetak u temenu O, a koordi-
natni vektori su −→a =

−→
OA,
−→
b =

−−→
OB i −→c =

−−→
OC. Afini koordinatni sistem Ax′y′z′ ima poqetak u temenu

A tetraedra, a ǌegovi koordinatni vektori su
−→
a′ =

−−→
AD,

−→
b′ =

−→
AE i

−→
c′ =

−→
AF , gde su D,E i F sredixta

ivica BC,OA i AB. Izraziti koordinate (x, y, z) proizvoǉne taqke M u odnosu na koordinatni sis-
tem Oxyz pomo�u koordinata (x′, y′, z′) iste taqke u odnosu na koordinatni sistem Ax′y′z′ i odrediti
koordinate temena tetraedra u odnosu na sistem Ax′y′z′.

2.5 (164) Data su dva Dekartova koordinatna sistema Oxyz i Ox′y′z′ sa zajedniqkim poqetkom O. Ko-
ordinatni uglovi prvog sistema su π

3 , a drugi sistem je pravougli. Ose Ox i Ox′ se poklapaju, osa Oy′

le�i u ravni Oxy i sa osom Oy zaklapa oxtar ugao, a pozitivni smerovi osa Oz i Oz′ pripadaju is-
tom poluprostoru odre�enom sa ravni Oxy. Izraziti koordinate (x, y, z) proizvoǉne taqke M u odnosu
na koordinatni sistem Oxyz pomo�u koordinata (x′, y′, z′) iste taqke u odnosu na koordinatni sistem
Ox′y′z′.

3 Taqka, prava i ravan
3.1 Odrediti uglove koje prava 3x− 2y + 4 = 0 zaklapa sa koordinatnim osama.

3.2 Odrediti jednaqinu normale prave 2x+3y−4 = 0 koja sadr�i presek pravih x+y+1 = 0 i x−y = 0.

3.3 Odrediti simetralu uglova izme�u pravih y = x− 2 i y = 3.

3.4 Odrediti jednaqinu prave qiji je koeficijent pravca jednak -2 i koja se nalazi na rastojaǌu 2 od
koordinatnog poqetka.
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3.5 (332) Odrediti transformaciju ravni koja predstavǉa kompoziciju simetrije u odnosu na pravu
l : x+ 3y − 5 = 0 i homotetije sa centrom S(2, 1) i koeficijentom 3.

3.6 (240) Odrediti jednaqinu normale iz taqke A(2, 3,−1) na ravan α : 2x+ y − 4z + 5 = 0.

3.7 (243) Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i taqku M(−1, 0, 3) i normalna je na pravu q : x+1
2 =

y−3
4 = z−3

−1 .

3.8 (244) Odrediti jednaqinu ravni koja: 1) je paralelna ravni Oxz i sadr�i taqku P (2, 3, 5); 2)
sadr�i z-osu i taqku M(−3, 1, 2); 3) paralelna je x-osi i sadr�i taqke A(4, 0,−2) i B(5, 1, 7).

3.9 (247) Odrediti taqku koja je simetriqna taqki P (3,−2,−4) u odnosu na ravan α : 6x+2y−3z−75 = 0
kao i projekciju taqke P na ravan α.

3.10 (249) Odrediti taqku koja je simetriqna taqki P (−1,−2, 1) u odnosu na pravu l : x
−2 = y−3

4 = z−4
1

kao i projekciju taqke P na pravu l.

3.11 (340) Odrediti transformaciju prostora koja svaku taqku M(x, y, z) preslikava u ǌoj simetriqnu
taqku u odnosu na taqku S(−1, 1, 3).

3.12 (255) Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i pravu l : x−12 = y+2
1 = z−3

3 i normalna je na ravan
α : 2x− 4y + z + 5 = 0.

3.13 (254) Odrediti parametar λ tako da se prave p : x−23 = y+4
5 = z−1

−2 i q : x−λ2 = y−3
1 = z+5

0 seku. Koje
su koordinate preseqne taqke?

3.14 (257) Odrediti zajedniqku normalu i rastojaǌe izme�u mimoilaznih pravih p : x−41 = y+3
2 = z−12

−1
i q : x−3−7 = y−1

2 = z−1
3 .

3.15 (259) Odrediti ravan α koja sa ravni x − 4y − 8z + 12 = 0 gradi ugao od π
4 i sadr�i pravu

x+ 5y + z = 0, x− z + 4 = 0.

3.16 (262) Kroz taqku T (−3, 1, 2) odrediti pravu l koja je paralelna ravni α : 4x− y + 2z − 5 = 0 i koja
seqe pravu p : x+3

0 = y−2
2 = z+1

−1 .

4 Krive drugog reda
4.1 (181) Dokazati da sredixta paralelnih tetiva elipse (hiperbole) pripadaju jednoj pravoj koja
sadr�i centar elipse (hiperbole).

4.2 (182) Dokazati da sredixta paralelnih tetiva parabole pripadaju jednoj pravoj koja je paralelna
osi parabole.

4.3 (187) U taqkama M1 i M2 elipse povuqene su tangente koje se seku u taqki P . Dokazati da taqka
P pripada dijametru koji polovi tetivu M1M2.

4.4 (197) Proizvoǉna prava l seqe hiperbolu u taqkama P i Q, a asimptote hiperbole u taqkama M i
N . Dokazati da je MP = NQ.

4.5 (200) Dokazati da je povrxina trougla qije su stranice asimptote hiperbole i tangenta na hiper-
bolu konstantna.

4.6 (210) Odrediti one me�usobno konjugovane dijametre krive drugog reda 3x2−6xy+5y2−4x−22y+30 =
0 koji se seku pod uglom π

4 .

4.7 (212) Data je kriva 2x2 + 5xy − 3y2 + 3x + 16y = 0. Odrediti dijametar ove krive paralelan x-osi
i ǌemu konjugovan dijametar.

4.8 (214) Odrediti jednaqinu krive drugog reda koja sadr�i taqke A(−2,−1) i B(0,−2) i kojoj su prave
x+ y + 1 = 0 i x− y + 1 = 0 ose simetrije.
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4.9 (216) Odrediti jednaqinu prave koja sadr�i taqku A(3, 4) i dodiruje krivu 2x2−4xy+y2−2x+6y−3 =
0.

4.10 (219) Odrediti jednaqinu krive drugog reda ako su poznata dva konjugovana preqnika 3x+5y−16 =
0 i 3x− 5y + 4 = 0 i direktrisa x+ y + 1 = 0.

4.11 (223) Odrediti jednaqinu parabole koja sadr�i taqku A(2, 1) ako su date ǌena direktrisa x −
2y − 5 = 0 i osa simetrije 2x+ y − 1 = 0.

4.12 (231) Odrediti jednaqinu krive drugog reda qija jedna direktrisa ima jednaqinu l : x+ y− 1 = 0,
a �i�e su joj taqke F1(1, 1) i F2(−2,−2).

4.13 (235-6) Svesti jednaqinu krive na kanonski oblik izometrijskom transformacijom, napisati
formule transformacije i odrediti osnovne elemente krive 1) 2x2 + 3xy − 2y2 + 4x + 3y − 7 = 0; 2)
x2 + y2 − xy − 3x− 1 = 0; 3) 4x2 + 9y2 − 2x+ 2y − 12xy − 19 = 0.

5 Povrxi
5.1 (275) Odrediti jednaqine ravni koje sadr�e pravu x−13

−1 = y+1
1 = z

4 i dodiruju sferu x2 + y2 +

z2 − 2x − 4y − 6z − 67 = 0. Odrediti zatim jednaqine simetralnih ravni diedara izme�u ove dve ravni
naznaqivxi onu koja seqe datu sferu.

5.2 Krug k koji nastaje rotacijom taqke A(1, 2, 3) oko prave p : x−11 = y−2
1 = z−1

1 napisati kao 1) Presek
ravni i sfere kojoj centar pripada ravni; 2) presek ravni i cilindra; 3) presek dve sfere polupreqnika
2.

5.3 (287) Odrediti jednaqinu sfere koja dodiruje ravan α : 2x + 2y + z − 7 = 0 i sadr�i krug k :
x2 + y2 + z2 − 3x+ 6y + 2z − 5 = 0, x− 2y − 2z + 1 = 0.

5.4 (281) Odrediti jednaqinu konoidne povrxi ako je ǌena osa o : y = 0, z = −a, direktrisa d : x =
0, z = a, a direktorna ravan α : x+ y + z = 0.

5.5 (282) Odrediti jednaqinu povrxi koja predstavǉa uniju pravih koje seku parabole y2 = 2x, z = 0
i z2 = −2x, y = 0 i paralelne su ravni y − z = 0.

5.6 (291) Odrediti jednaqinu cilindra qija je generatrisa prava paralelna pravoj p : x−12 = y
3 = z+2

4
a direktrisa parabola x2 = 2y, z = 0.

5.7 (293) Odrediti jednaqinu cilindra opisanog oko sfere x2 + y2 + z2 = 1, qije su generatrise para-
lelne vektoru (1, 1,−2).

5.8 Odrediti jednaqinu konusa qije je vrh taqka V (0, 1, 1), a direktrisa elipsa x2 + 3y2 = 4, z = 0.

5.9 (298) Odrediti jednaqinu konusa qije je teme taqka M(1, 4, 5) i koji dodiruje sferu σ : (x − 1)2 +
(y − 2)2 + (z − 1)2 = 4. Ako je izvor svetlosti u taqki M odrediti koja je kriva kontura senke sfere σ
na ravan Oxz.

5.10 (307) Odrediti jednaqinu kru�nog konusa kome je prava o : x− y = 0, 4x− z = 0 osa i kome je ravan
α : x+ y + z = 0 tangentna ravan.

5.11 (343) Odrediti transformaciju prostora koja predstavǉa kompoziciju homotetije sa centrom u
taqki A(1, 0, 2) i koeficijentom 2, ravanske refleksije u odnosu na ravan α : x+2y−z+3 = 0 i homotetije
sa centrom u taqki B(2,−3,−4) i koeficijentom 1

2 . Odrediti sliku povrxi x2 + y2 + 2y + z2 − 2z = −1
pri ovoj transformaciji.

5.12 (309) Svesti jednaqinu povrxi na kanonski oblik izometrijskom transformacijom i napisati
formule transformacije 1) 3x2 + 3y2 − 2xy − 8x+ 8y − z + 10 = 0; 2) 12x2 + 6y2 + 9z2 − 12xz − 12yz − 4 = 0.

5.13 Odrediti rastojaǌe izme�u dva mesta na Zemǉi (polupreqnika R) koja su data sa A : 45o severne
xirine, 20o istoqne du�ine i B : 30o ju�ne xirine, 25o zapadne du�ine.
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