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3amanm 3a BesxOe 2011/12

1 BexkTopu y reomerpujmn

1.1 (3) Han crpamunama tpoyraa ABC woucrpyucanu cy mapadsenorpamu ABBiAs, BCCiBs, CAACs.
Hoxrazatu na je Ay Ay + B1Bs + C1Cy = .

1.2 (5) Ha crpamunamva AB, BC, CD u DA napanenorpama ABCD narte cy penom tauke Aq, By, Ci, D Tako
na je Ay B;CyD; mapanemorpam. lorkazaru na ce npase AC, BD, A1Cy, Bi D cery y jemHoj Tauxu.

1.3 (7) ¥Y ommocy ma Tauky O maTu Cy BEKTOPM MNOJOkaja pasamuntux tadaka A m B. Wspaswuru BeKTOp
mososkaja Tauke C' 3a KOjy je AC = \T , AeR.

1.4 (8) Hera cy A, B, O tpu nerkonuneapue tauke. lokaszaru ma tauka C' ompebena ca OC = aOA + B@
npumnana npaBoj AB ako u camo ako Bazxku o+ 3 = 1.

1.5 (9) Hera cy O, A, B, C uerupu meroMmmnanapue tauke. Jlokazaru ma tauka D oxpebena ca 0D =
a(ﬁl + ﬂaé + 70? npunana pasuu Tpoyraa ABC ako u camo ako je a+ [+ =1.

1.6 (13) ¥ npocropy EF nara je tauxka O u cucrem om n > 2 tauaka Ay, ..., A,. IlokasaTu ma mocToju TauHO
: k e O = L5  OA
jemna tauka T € E¥ raxBa na je OT = -3 " OA;j, kao u na ona He 3aBucu ox uzbopa tauke O. (TemumTe
cUCTEMA TAYaKA)

1.7 (17) Horazatu na ce tesxumre terpaenpa ABCD moknama ca tesxumreM terpaenpa A'B'C'D’ xkome cy
temena A’, B',C’, D’ penom Texumra tpoyraosa BCD, ACD, ABD u ABC.

1.8 (19) Heka cy Tauke F u G, penom cpemumra crparuna BC u CD napanenorpama ABCD. Axo je taura
F npecek nysxu AF u BG, oapemuTu OHOCE y KOjUMa UX OHA JEJIH.

1.9 (27) IHat je tpoyrao ABC u tauke D u F takBe nma je 4AD = 3DB u TBE = 5EC. Axo je rauka F
npecek nysxku AE u CD, onpemuTu OfHOCE Y KOjUMa UX OHA JEJIH.

1.10 (23) Har je mapanenenunen ABCDA;B;C1D;. IHokaszaru ma je upomop amujaronane AC)] kpo3 paBan
onpebeny Ttaukama B, D u A; tesxumre Tpoyria BDA;.

1.11 (25) Hera cumerpase yriosa kox temena A, B u C tpoyraa ABC ceky HacupamHe CTPAHULE TPOYLJIA

pemom y taukama Ay, By u Cy. Wspasutu Bexkrope AA;, BB; u CCi y ¢yurmuju on Bexkropa AB u AC u
IyKMHA CTPAHUIA TPOYTJIA, a 3aTUM JOKA3aTH Ia Ce CUMETPAJE yHYTPANIKLUX YTJOBa TPOYTJIA CEKy y jeIHO]
Tayky. (IEeHTap yOUCAHOr KPyra)

1.12 (34) Ha crpanunama AB u AC tpooyrana ABC nate cy penom tauke K u L, TakBe na Baku %Jr% =1.

Hoxrazatu na rexumre Tpoyraa ABC npunana mysku K L.

1.13 (36) Ilat je tpoyrao ABC u tauke P € BC, Q € CA, R € AB. Iorasaru ma cy tauke P, Q u R

BPCQ AR _

KOJIMHeapHe aKoO M CaMO aKoO 1. (MenenajeBa TeopemMma
p ﬁ@ ﬁ ( J p )

1.14 (37) Har je tpoyrao ABC u tauke P € BC, Q € CA, R € AB. Iorazaru na npase AP, BQ u CR
BD %,ﬁ —1.
PC QA RB

IpUIanajy jeoJHOM IpaMeHy ako U CaMO aKo je Yesaosa Teopema)

1.15 (44) Ioka3zatu ma ce BUCHUHE TPOYIJa CEKY y jelHOj Tauku. (OpTOmeHTap)
1.16 (45) Ilokaszatu ma ce cuMeTpaJie CTPAHUIA TPOYIJIa CEKY y jeAHO] Tauku. (HEeHTAP ONUCAHOT KPYTa)

1.17 (47) Hoxrazatu na y tpoyriay ABC Baxu c? = a? + b? — 2abcos~y. (kocumycna Teopema)



1.18 (56) Horazatu ma je xBamap ABCDA;B1C1D; rome je mujaromana AC) mopmanna Ha pasan A;BD
3aIpaBO KOIKA.

1.19 (63) Hahu Bexktop @ axko je ¥ - @ =, T - Y= B, @ - ¢ =, upu 4emy cy @, Tu?e HEKOMILJIAHAPHU
BEKTODPH, & «, 3 U1 7y 3a1aTU HEHYJa CKAJapU.

1.20 (64) OxpemnTu BeKTOp T aKO Baknl W - T = U U X T = .

1.21 (72) Ako cy A, B, C purcupane HeKoIUHEAPHE TAUKe U P IPOU3BOJbHA TAUKa, JOKA3ATH 14 je PAxAB =
PB x BC = PC x CA axo u camo ako je P resxumre Tpoyraa ABC.

1.22 [lar je upoussosan tpoyrao ABC mospmwuue P. Heka cy Ttauke A;, By u C] TakBe na Baku
CAy = ﬁ,BC’l =CB,AB; = BA. Komuxa je moBpmmHa Tpoyraa A1 B1Cy7

|

1.23 JlaTe cy aBe mpaBe muUpaMmuie ca UCTOM OCHOBOM, kBanparom ABCD crpaunune a. Heka cy Vi u Vo
BPXOBHM JaTUX mupamuaa u yrao usmeby mpasux AV) u BV; jemmax 7. Ako je BUCHWHA jeHe TUpaMuIe jelHaKa
a, OOPEeIVTU BUCUHY ADPYyTre NUPaMUIE.

2 KoopmuHaTe BEeKTOpa M Tayaka

2.1 (130) Heka BerTopnm Cﬁ = u @ = 7 umHe jenHy 6a3y BEKTOPCKOT IPOCTOPA IE? OapemuTu MATPUILY
npesacka ca Te 6a3ze Ha 6a3y kojy umme Bextopu SA =" u SB = f, mpu uemy je S meHTap Kpyra ymmCaHOT
y Tpoyrao ABC. OnpemaTu 3aTuM KOODAUHATE BEKTOpa W = oW + 37 y HOBOj Ga3m.

2.2 (141) Hare cy xoopmuuare tadaxa A(2,1), B(3,0), C(1,4) y omaocy Ha aduan koopaunatau cuctem Oy

y paBHu. Y onHOCy Ha HOBU aduHm koopmuuatHu cucreM O'z'y’ me mcrte Tauke mmajy roopmunate A(1,6),
B(1,9), C(3,1). Wspasuru roopauuare (z,y) Heke Tauke M y ommocy Ha cucrtem Ozy momohy roopamHaTa
(z',y") Te ucre Tauke y omHocy Ha HOBU apuHu KoopauHaTHU cucteMm O'z'y’.

2.3 (143) Tesmumre Tpoyria OAB je tauka O’'. Y pasum Tpoyria mszabpana cy aBa aduHa KOODAVHATHA
cucrema: cucrteM Oxy ca modeTkoM y Tauku O U KOODAMHATHUM BekTopuMma @ = OA n T = OB u cucrem
O'z'y’ ca mouerkom y Tauku O’ m KoopmuHATHMM BekTopuMa a = O'A u b = ﬁ OnpemuTy KOOpAMHATE
cpemuinTa crparuna tpoyriaa OAB y omrocy Ha koopmunaTHu cuctem O'z'y’.

2.4 (159) Har je rerpaenap OABC. Adunu xkoopmunarau cuctem Oxyz uma noderak y temeny O, a KOOpIu-

_>
HaTHN Bekropu cy @ = OA, b = OB u ¢ =0C. A¢unu rkoopauuarau cucrem Az'y'z’ mma mouerak y temeny

A Terpaenpa, a HEroBd KOOPAUHATHU BEKTOPU Cy ;} = @,7 —AE u ? = zﬁ7 roe cy D, E u F cpenumra
usnna BC,0A u AB. Wspasutu roopmunare (x,y,z) Opon3BobHe Tauke M y OIHOCY HA KOODIWHATHU CUC-

tem Ozxyz nomohy roopaunara (x',y’,2') ucre Tauke y ommocy Ha koopauHaTHu cucreMm Az'y'z' w ompenuru

KOODIMHATE TEMEHa TeTpaenpa y omHOocy Ha cucteMm Ax'y'z'.

2.5 (164) Ilata cy mBa Ilexaprosa roopmuuaTHa cuctema Ozyz n Ox'y'Z ca 3ajemumurum nouetrkom O. Ko-
OPAMHATHM yTJIOBU IPBOT CHCTEMa Cy %, a Apyru cucrtem je mpasoyrau. Oce Ox u Oz’ ce nokmamajy, oca Oy
aesxu y pasau Oxy u ca ocom Oy 3akiana omTap yrao, a mo3utusHu cMepoBu oca Oz u Oz’ mpunanmajy uc-
ToM mosxynpocropy oapebenom ca pasau Ozy. Uspasutu koopaunare (x,y, z) npousBosHe Tauke M y omHoCy
Ha koopmuHaTHu cucreMm Oxyz nomolly koopmunara (x',y’,2') ucre Tauke y OmHOCY HA KOODIUHATHU CUCTEM
Ox'y' 2.

3 TaqRa, IIpaBa 1 paBaH
3.1 Ogpemuru yriaose koje npasa 3z — 2y + 4 = 0 3aknana ca KOODAMHATHIM OCAMA.
3.2 Ogpenuru jennavunny HOpMAaJie npase 2z + 3y —4 = 0 koja canpsku npecek npaBux £+y+1=0u z—y = 0.

3.3 Ompemuru cumerpaay yrioBa mamelhy npaBux y =z —2 u y = 3.

3.4 Ogpenutu jeqHadnHy OpaBe YMju je KOC(PUIMjEeHT MpaBla jeJHAaK -2 U KOja ce Hajla3! Ha PacTojamy 2 of
KOOPIUHATHOT TTOYETKA.



3.5 (332) Ompenuru TpanchopManujy paBHU KOja IPEICTABHA KOMIO3UNWU]y CUMETPHUje Y OAHOCY Ha IPABY
l:z+3y—5=0 u xomoreruje ca uearpom S(2,1) u koedunujearom 3.

3.6 (240) Onppemuru jennauuny HOopMadse u3 tauke A(2,3,—1) na pasan a:2x +y —4z+5=0.

3.7 (243) Ogpemutn jemuauuny paBHU Koja canpsxku tauky M(—1,0,3) u HOpMasnHa je Ha TpaBy ¢ : ””TH =
y—3 __ z2—3
P

3.8 (244) Oppemutu jemmauuny paBHU Koja: 1) je mapauenna pasam Oxz m canpsxu taury P(2,3,5); 2)
canp:kn z-ocy u taurky M(—3,1,2); 3) napanenna je z-ocu u canp:xu tauke A(4,0,—2) u B(5,1,7).

3.9 (247) OmpenuTu Taury Koja je cumerpuuna tauku P(3, —2, —4) y omHocy Ha paBaH « : 624+2y—32—75=0
Ka0 U TMPOjerIujy tavke P Ha paBaH «.

3.10 (249) OapemuTu Tauky kKoja je cumerpwuna tauknm P(—1,—2,1) y omsocy ma mpaBy [ : %5 = Y= =
Ka0 U mpojermnujy tauke P Ha mpasy .

3.11 (340) Oxpenuru TpanchopManujy NIpocTopa Koja cBaky tauky M (x,y, z) IpecaukaBa y H0j CUMETPUYHY
Tauky y oxHocy Ha taury S(—1,1,3).

3.12 (255) OxpemnuTn jemHaurHy PaBHU KOja caapskm mpasy [ : 251 = # = 223 y HopMaJIHA je Ha paBaH

2 3
a:2x—4y+2+5=0.

3.13 (254) Ozxpemnru mapamerap A Tako ma ce mpase p: 232 = ¥ = 2=y g 222 = 423 = 285 ceky. Koje
Cy KOOpIVWHATE MIPECEYHe TadKe?
3.14 (257) OzmpemuTu 3ajeHUUYKY HOPMAJy U pacrojame n3MeDy MUMOMIA3HUX IPABUX P : %74 = yT3 = 2:12

Lx—3 __ y—=1 _ -1
I/Iq.777—72 =3 -

s

3.15 (259) Ompemutu paBaH « kKoja ca paBHM x — 4y — 8z + 12 = 0 rpaam yrao om 5 ¥ CaIpXu IpaBy
r+5+2z=0xr—24+4=0.

3.16 (262) Kpos rauky T(—3,1,2) ogpenuru npasy | koja je mapasensna pasau « : 4x —y+ 2z — 5 = 0 u roja
cede mpasy p: L3 = ¥=2 — 24l

0 2 -1

4 KpuBe npyror pena

4.1 (181) [orasaTu na cpemuinTa IapajelHUX TETUBa ejunce (xumepOose) OpUIanajy jeAHo] mNpaBoj Koja
canp:uy menTap enunce (xumnepboie).

4.2 (182) Iokaszaru fa cpemuinTa IapajejHuX TeTUBa napaboie OpUIanajy jeJHoj IpaBoj Koja je mapaJsesHa
ocu mapaboJe.

4.3 (187) Y raukama M; u My enunce moByueHe Cy TaHTEHTE Koje ce cexy y Tauku P. JlokazaTu na Tadka
P npunana mujamerpy kKoju moJsioBu tetuBy My M.

4.4 (197) IlpoussomHa npasa | ceye xumepbony y Taukama P u @, a acumnrore xunepbose y Taukama M u
N. Iokasartu na je MP = NQ.

4.5 (200) IMokasaTu na je HOBPmIMHA TPOYIJA UMje Cy CTPAHUIE ACUMITOTE XUMEepPOOoe 1 TAHTeHTa Ha XUIeP-
00y KOHCTAHTHA.

4.6 (210) Onpemutu one Mmehyco6GHO KOHjyTOBaHe AUjaMeTpe KpuBe ApyTor pena 32 —6xy+5y? —4r—22y+30 =

; s
0 xoju ce cexy mom yriom 7.

4.7 (212) Jlara je xpumsa 222 + 5xy — 3y? + 3z + 16y = 0. Ompemutu mujamMeTap OBe KpUBE MapaJesaH T-0CH
1 BEeMY KOHjYyT'OBaH AMjaMeTap.

4.8 (214) Ogpenutu jenHaumHy Kpuse IPYTOr pena koja canpsxku tauke A(—2,—1) u B(0,—2) u kojoj cy upase
z4+y+1=0mz—y+1=0 oce cumerpuje.



4.9 (216) Onpemuty jemaaunay Tpase Koja canpxn Tadky A(3,4) u nomapyje kpusy 222 —4xy+y*—22+6y—3 =
0.

4.10 (219) Oxpennru jemHaurHy KpUBe APYTOT PEIa aKO Cy IIO3HATA IBA KOHjyroBaHa IpedHuka 3x—+5y— 16 =
0u3z—5y+4=0 u nupexrpuca z+y+1=0.

4.11 (223) Ogpemuru jemHaumny napaboiie koja canpsxu tauky A(2,1) ako cy mate HeHA AUDPEKTPUCA T —
2y — 5 =0 u oca cumerpuje 2z +y — 1 = 0.

4.12 (231) OmpemuTn jeqHaunHy KpWBE APYTOT pela umja jemHa AUpEKTprca mMma jemnaumuy | :xz+y—1=0,
a swke cy joj rauke Fi(1,1) m Fy(—2,—-2).

4.13 (235-6) CsecTn jemHaumHy KpUBe HA KAHOHCKU OOJMK M30METPU)CKOM TPAHCPOPMAIMjOM, HANKICATHA
dpopmyse TpaHchopMmamuje U oApeaUTH OCHOBHe ejemente kpuse 1) 222 + 3zy — 2y + 4w + 3y — 7 = 0; 2)
22+ —ay—3x—1=0; 3) 422 + 9y — 20 + 2y — 122y — 19 = 0.

5 IloBpmmn

5.1 (275) OmpenuTu jemHauvHe pPaBHU KOje Canp:Ke MPaBy wj?’ = # = 2 u momupyjy chepy z* + y* +

22 —2x — 4y — 62z — 67 = 0. OapeauTy 3aTUM jeIHAUMHE CUMETDAJHUX PaBHMU auenapa usMeby oBe mse paBHU
Ha3HAUYUBIIA OHY KOja cede Iary cdepy.

5.2 Kpyr k roju Hacraje poramujom tauke A(1l,2,3) oko npase p : xT_l = # = Zzl manucaty kao 1) IIpecek

pPaBHU U cepe KOjoj MeHTap mpulaga PaBHU; 2) IPeCceKk PaBHU U NUINHAPA; 3) IPECEK ABE C(hepe MOIyIPeUHIKa
2.

5.3 (287) Ompenuru jemuauumny cgepe kKoja momumpyje paBaH « : 2¢ + 2y + z — 7 = 0 u canpEum Kpyr k :
2 +y?+22-3x+6y+22-5=0,r—2y—22+1=0.

5.4 (281) OgmpemuTy jenHaumHy KOHOWZAHE MOBPIIM aKO je meHa oca o :y = 0,z = —a, muperrpuca d : © =
0,z = a, a TUpeKTOpHAa paBaH « : X + Yy + z = 0.

5.5 (282) OapemuTyu jeaHaunrHy TOBPIIM KOja MpEACTaBba yHUjy MPaBUX Koje ceky mapabome y? = 2,z = 0

u 22 = —2x,y = 0 u napaJenne cy pasan y — z = 0.

5.6 (291) Oxpenuru jemHauuHy UWIMHAPA YMja je TeHEPATPUCA NpaBa IapajeiHa HPaBoj P : ””T*l = % = &r=
a mupekTpuca mapabona x2 = 2y, z = 0.

5.7 (293) OxpenuTu jeHAYMHY TMIMHIPA OMUCAHOT OKO chepe x2 + y? + 22 = 1, umje cy remeparpuce mapa-
aeasne Bexkropy (1,1, —2).

5.8 OmpeauTu jemmaumny KoHyca umje je Bpx tauka V(0,1,1), a mupexrpuca emmmca 22 + 3y? = 4,2 = 0.

5.9 (298) Onpemutn jenmaummy komyca umje je Teme Tauka M(1,4,5) u koju momupyje chepy o : (v — 1)% +
(y —2)?+ (2 — 1)2 = 4. Axo je usBop cBersiocTn y Tauku M OXpeNWTH KOja je KpWBa KOHTypa CeHKe cdepe o
ma pasan Ozxz.

5.10 (307) OmpemuTu jenHaunHy KpY>KHOT KOHycCa KoMme je mpasa o:x —y = 0,4z — 2z = 0 oca u KoMe je paBan
a:x+y—+z=0 TaHreHTHa paBaH.

5.11 (343) Oapenntu Tpanchopmanujy IpocTopa Koja MPeACTaB/ha KOMIO3UIN]Y XOMOTETHUje Ca IEHTPOM Y
raukn A(1,0,2) u koepunmjerToM 2, paBaHCKe pediekcuje y OQHOCY Ha paBaH « : +2y—z+3 = 0 u xomoTeTuje
ca mearpoM y tauku B(2,—3, —4) u koeduuujeaToM % Onpemuru cauky mospmu 2 + y2 + 2y + 22 — 22 = —1
IIPM OBO] TPaHC(HOPMAIN]U.

5.12 (309) Csectu jequauyuHy DOBPIOM HA KAHOHCKU OOJIMK M30METPUJCKOM TPAHCHOPMAIUOM U HAMUCATHU
dpopmyne Tpanchopmammje 1) 322 + 3y? — 22y — 8z + 8y — 2 + 10 = 0; 2) 1222 + 69> + 922 — 1222 — 12yz — 4 = 0.

5.13 Ozpenuru pacrojame usMeby mBa mecta Ha 3emiu (monyupeunuka R) koja cy nara ca A : 45° cesepue
mmmpune, 20° ucroune ayxure u B : 30° jykHe mwupure, 25° 3ananHe qy:KUHE.



