Recimo da nam je poznata mapa gradova i puteva jedne drzave. Za svaki
grad znamo sa kojim gradovima je on povezan i koje su duZine putevi koji ih
povezuju. Ovo naravno mozemo prikazati grafom.

Najkra¢i put od ¢évora 0 do ¢évora 3 je 0 — 1 — 2 — 3 i njegova duzina je
5. Primetimo da to nije put sa najmanjim brojem ¢évorova, ali jeste put sa
najmanjim zbirom tezina grana. Put 0 — 2 — 3 ima manji broj ¢vorova, ali je
njegova duzina jednaka 6.

U zavisnosti od strukture grafa (da li je usmeren, da li je acikli¢an, da li pos-
toje grane negativne tezine) i najkra¢ih puteva koje Zelimo da izra¢unamo (od
jednog ¢vora ka svim ostalim ili izmedu svaka dva ¢vora) postoji vise razli¢itih
algoritama koje moZemo primeniti.

Dajkstrin algoritam

Dajkstrin algoritam koristimo za odredivanje najkraé¢ih puteva od jednog ¢vora
u do svih ostalih u grafu bez grana negativnih teZzina. Algoritam radi isto bez
obzira na to da li je graf usmeren ili neusmeren.

Dajkstrin algoritam se zasniva na svojstvu koje ¢emo prikazati u narednom
primeru.

Obradeni (narandzasti) ¢vorovi predstavljaju one za koje ve¢ imamo izracu-
nat najkraéi put do ¢vora 0. Za neobradene (bele) ¢vorove su nam poznati
njihovi najkrac¢i putevi do 0 koji koriste isklju¢ivo narandzaste ¢vorove i
njihove duzine su d,,, d, i d,,.

Recimo da je d,, najmanja od te tri duzine. Tvrdimo da je taj put p od 0 do
u zaista i najkra¢i (da ne postoji put manje duZine). Pretpostavimo suprotno.
To znaci da najkraéi put s od 0 do w sadrzi bar jedan beli ¢vor.



Neka je v prvi beli évor na putu s. To znaci da je duZina puta s barem
dy, ali kako je d, < d, to je duzina puta p manja ili jednaka duzini puta s.
Kontradikcija.

Pogledajmo primer izvrSavanja algoritma i kako koristimo dokazano svo-
jstvo.

Trazimo duzinu najkraéeg puta od
¢vora 0 do svih ostalih ¢vorova.

Postavljamo udaljenost ¢vora 0 od
samog sebe na 0 i udaljenost svih
ostalih ¢vorova na oco. Za ¢vor 0
znamo da smo odredili njegovu
optimalnu udaljenost.

Azuriramo udaljenosti svih suseda
¢vora 0.




Od neobradenih ¢vorova biramo
onaj ¢ija je trenutna udaljenost
najmanja. U ovom slu¢aju je to
¢vor 1. Znamo da je to ujedno i
njegova optimalna udaljenost od 0.
Pretpostavimo da nije - najkraéi
put od 0 do 1 bi onda morao da
sadrzi ili ¢vor 2 ili évor 3. Kako je
dosadasnja udaljenost i ¢vora 2
(=4) i ¢vora 3 (= 2) veca od
dosadasnje udaljenosti ¢vora 1

(= 1), taj put bi bio duzi od ovog
koji direktno ide do ¢vora 1.

Azuriramo udaljenosti svih suseda
¢vora 1. Cvor 2 dobija novu
udaljenost jer je duzina puta preko
&vora 1 (1 do &vora 1 plus 2 preko
grane (1,2)) manja od njegove
dosadasnje (4).

Od neobradenih ¢vorova biramo
onaj Cija je trenutna udaljenost
najmanja. U ovom slucaju je to
¢vor 3. Znamo da je to ujedno i
njegova optimalna udaljenost od 0.
Pretpostavimo da nije - najkraéi
put od 0 do 3 bi onda morao da
sadrzi ¢vor 2. Kako je dosadasnja
udaljenost ¢vora 2 (= 3) veca od
dosadasnje udaljenosti ¢vora 3

(= 2), taj put bi bio duZi od ovog
koji direktno ide do ¢évora 3.



AZuriramo udaljenosti svih suseda
¢vora 3. Cvor 4 dobija novu
udaljenost jer je duzina puta preko
¢vora 3 (2 do ¢vora 3 plus 3 preko
grane (3,4)) manja od njegove
dosadagnje (00).

Od neobradenih ¢vorova biramo
onaj ¢ija je trenutna udaljenost
najmanja. U ovom slucaju je to
¢vor 2. Znamo da je to ujedno i
njegova optimalna udaljenost od 0.
Pretpostavimo da nije - najkraéi
put od 0 do 2 bi onda morao da
sadrzi ¢vor 4. Kako je dosadasnja
udaljenost ¢vora 4 (= 5) veca od
dosadasnje udaljenosti ¢vora 2

(= 4), taj put bi bio duzi od ovog
koji direktno ide do ¢vora 2.

AZuriramo udaljenosti svih suseda
¢vora 2. Cvor 4 dobija novu
udaljenost jer je duZina puta preko
&vora 2 (3 do ¢vora 2 plus 1 preko
grane (2,4)) manja od njegove
dosadasnje (5).
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Algoritam moZemo implementirati na sledeé¢i nacin. Za svaki ¢vor nam je
potrebno da ¢uvamo dva podatka - da li smo pronasli duzinu najkraéeg puta od
pocetnog (tj. dali je ¢vor obraden) i duzinu dosada pronadenog puta. U svakom
koraku linearnim prolaskom kroz sve ¢vorove odredujemo onaj neobradeni ¢vor
¢ija je duzina trenutnog puta najmanja. AZuriramo udaljenosti svih njegovih
neobradenih suseda i markiramo da je obraden. Taj postupak ponavljamo dok
ne markiramo sve ¢vorove. Nakon §to su svi ¢vorovi markirani, za svaki od njih
nam je poznata i duzina najkraceg puta od pocetnog do tog ¢vora.
Ukoliko nam je potrebno, za svaki ¢vor mozemo pamtiti i koji ¢vor mu je
poslednji azurirao udaljenost (prikazano obojenim granama na gornjem primeru).
To nam omoguéava da rekonstruiSemo najkraéi put do bilo kog ¢vora.

vector<int> dijkstra(int v,
vector< vector< pair<int, int> > >& g) {
int n = g.size();
// Za svaki Evor pamtimo
vector<bool> mark(n, false); // Da li je obraden
vector<int> prev(n, -1); // Sa kog smo cvora dosSl%
vector<int> dist(n, numeric_limits<int>::max()); // Udaljenost
dist[v] = 0;

for(int i = 0; i < n; i++) {
int mind = numeric_limits<int>::max(), minv = -1;
for(int j = 0; j < m; j++)
if ('mark[j] && dist[j] < mind) {
mind = dist[j];
minv = j;

}

mark [minv] = true;
for(auto& e : glminv]) {
int u = e.first, w = e.second;
if ('mark[u] && dist[minv] + w < dist[u]) {
dist[u] = dist[minv] + w;
prev[ul = minv;



}
X
3

return dist;

}

SloZenost ovako implementiranog algoritma je O(|V|?). U svakom koraku
obradujemo po jedan novi ¢vor, a pronalaZenje ¢vora koji ¢emo obraditi (onog
sa najmanjom trenutnom udaljeno$¢u) je linearan prolaz kroz sve neobradene.
Obradivanje grana je ovde ukupne slozenosti O(|E|) jer svaku granu koristimo
ta¢no jednom, pa to ne uti¢e na sloZzenost.

Ovde je mogucée napraviti optimizaciju, konkretno pri odredivanju ¢vora
sa najmanjom trenutnom udaljenos¢u. Ukoliko sve ¢vorove (¢ija trenutna udal-
jenost nije 0o) ¢uvamo u redu sa prioritetom, u slozenosti O(1) moZemo odrediti
naredni ¢vor koji obradujemo. Onda prilikom azuriranja udaljenosti njegovih
suseda u red dodajemo suseda zajedno sa njegovom novom udaljenoscéu.

Nakon obrade ¢vora 1 (jer se on nalazi na vrhu reda sa prioritetom) i doda-
vanja ¢vorova 2 i 4 u red imamo dve kopije ¢vora 2 u redu. Ovo ne predstavlja
problem zato $to ¢e iz reda prvo izaéi ona kopija sa najmanjom udaljenoséu,
pa sve naredne mozemo ignorisati. Time postizemo efekat brisanja te druge
kopije, samo $to to brisanje odlazemo. Primetimo da nismo mogli da obrisemo
tu kopiju odmah kada smo dodavali novu, azurniju, jer bi to zahtevalo pretragu
prioritetnog reda.

vector<int> dijkstra(int v,
vector< vector< pair<int, int> > >& g) {
int n = g.size();
vector<int> dist(n, numeric_limits<int>::max());
dist[v] = 0;

priority_queue< pair<int, int>,
vector< pair<int, int> >,
greater< pair<int, int> > > q;
q.push({0, v});

while(!q.empty()) {
int mind = q.top() .first, minv = q.top().second;



q.popQ);
if(dist[minv] !'= mind)
continue;

for(auto& e : glminv]) {
int u = e.first, w = e.second;
if (dist[minv] + w < dist[u]) {
dist[u] = dist[minv] + w;
q.push({dist[ul, u});
}
}
}

return dist;

}

SloZenost ove implementacije je O((|V] + |E|)log|V]). Pri obradi svakog
¢vora azuriramo sve njegove susede i dodajemo ih u red sa prioritetom. Ukupan
broj azuriranja suseda jednak je broju grana tj. |E|. Operacija dodavanja je
O(log |E|) = O(log|V]) jer se u jednom trenutku moze naéi O(|E|) évorova u
redu (zbog moguénosti prisustva vige kopija). U O(1) odredujemo ¢&vor koji
sledeéi obradujemo, a uklanjamo ga sa vrha reda u O(log|E|).

Slozenost dodatnog prostora je ovde O(|V| + |E|). Za svaki od &vorova
¢uvamo njegovu udaljenost, a pritom u redu sa prioritetom ¢uvamo O(|E|)
¢vorova. Ovo moZzemo poboljsati koris¢enjem skupa umesto reda sa priorite-
tom, jer tada osim brzog pristupa najmanjem elementu i dodavanja imamo
mogucnost brisanja proizvoljnog elementa. Svaki put kada azuriramo udaljenost
nekog ¢vora, pre dodavanja u skup moZemo obrisati onu kopiju tog ¢vora koja
se ve¢ nalazi u skupu. Time smo prostornu slozenost smanjili na O(|V]).

vector<int> dijkstra(int v,
vector< vector< pair<int, int> > >& g) {
int n = g.sizeQ);
vector<int> dist(n, numeric_limits<int>::max());
dist[v] = 0;

set< pair<int, int> > q;
q.insert ({0, v});

while(!q.empty()) {
int minv = q.begin()->second;
q.erase(q.begin());

for(auto& e : glminv]) {
int u = e.first, w = e.second;
if (dist[minv] + w < dist[u]) {



q.erase({dist[ul, u});
dist[u] = dist[minv] + w;
q.insert ({dist[ul, u});

return dist;

}

Naglasimo da je ovakva implementacija u praksi za nijansu sporija od im-
plementacije pomocu reda sa prioritetom.

Flojd-Varsalov algoritam

Flojd-Varsalovim algoritmom moZemo odrediti duzine najkraé¢ih puteva izmedu
svih parova ¢vorova datog grafa. Graf moze sadrzati i grane negativnih teZina.
Kao $to je slucaj sa Dajkstrinim algoritmom, Flojd-Varg8alov radi i za usmerene
i za neusmerene grafove.

Algoritam ¢emo konstruisati odredivanjem rekurzivne veze za izra¢unavanje
najkrac¢eg puta. Oznacimo sa d(i,j, K) duzinu najkrac¢eg puta od &vora ¢ do
¢vora j takvog da su svi unutrasnji ¢vorovi puta iz skupa K.

Neka je K = {1,2}. Najkra¢i put od ¢vora 2 do &vora 4 za taj skup K je
put 2 — 1 — 4 i njegova duZina je 7, pa je d(2,4,K) = 7. Vidimo da postoji i
kra¢i put 2 — 3 — 4, ali on koristi é¢vor 3 ¢ K kao unutrasnji ¢vor puta.

Na osnovu ovako definisane funkcije d umemo da izratunamo duZinu na-
jkraceg puta za par ¢vorova i i j - to je d(i,j, V'), odnosno najkraéi put od ¢vora
¢ do ¢vora j pri ¢emu dozvoljavamo da se kao unutrasnji ¢vor puta pojavi bilo
koji ¢vor.

Izvedimo sada rekurzivnu vezu za izra¢unavanje funkcije d. Prilikom odredi-
vanja vrednosti d(i, j, K) postoje dva slucaja:

1. Najkraéi put od ¢ do j za skup K ne sadrzi ¢vor k
2. Najkrac¢i put od ¢ do j za skup K sadrzi ¢vor k

pri ¢emu je k neki ¢vor iz skupa K. Mi naravno ne znamo koji od ova dva
uslova je tacan. Na slici su prikazani ovi slucajevi, prvi je ozna¢en plavom,
drugi narandzastom bojom.



Ukoliko je prvi uslov tacan, vazi da je d(i,j, K) = d(i, 5, K \ {k}) jer u tom
slu¢aju znamo da k nije unutrasnji ¢vor najkraceg puta od ¢ do j.

Ukoliko je drugi uslov tac¢an, duzinu najkraéeg puta mozemo rac¢unati kao
d(i,7,K) = d(i, k, K)+d(k, j, K) jer znamo da k jeste unutrasnji ¢vor najkraceg
puta od ¢ do j. Pri tome vazi i da je d(i, k, K) = d(i,k, K \ {k}) jer je &vor k
krajnji ¢vor puta od 7 do k, pa sigurno nije i unutrasnji ¢vor tog puta. Sli¢no vazi
iza d(k,j, K). Odatle dobijamo da je d(i,j, K) = d(i, k, K \ {k}) + d(k, j, K \
{k}).

Kombinovanjem oba slu¢aja dobijamo rekurzivnu relaciju
d(i, j, K) = min{d(i, j, K \ {k}), d(i,k, K\ {k}) + d(k,j, K\ {k})}

pri ¢emu je bazni sludaj za K = (. U tom sludaju na putu od &vora i do ¢vora
J ne postoje unutrasnji ¢vorovi, pa vazi

0 1=
d(i,j,0) = qd(i,j) (i,j) €E
o0 (i,)) ¢ E

gde d(i,j) predstavlja tezinu grane (i, 7).
Primetimo da mozemo odabrati da uvek posmatramo skup oblika K =
{1,2,...,k}, pa funkciju moZzemo preformulisati da zavisi od broja k tj.

pri ¢emu je sada bazni slucaj za k = 0.

Naravno, direktno izra¢unavanje po rekurzivnoj formuli je prevelike sloZenosti,
ali ovo lako mozemo popraviti dinamickim programiranjem. Primetimo da za
svaki par ¢vorova i i j vrednost funkcije d(4, 7, k) zavisi od vrednosti funkcije
nekih parova za k—1. DefiniSemo matrice Dy, = [d(i, j, k)]. Matricu D), moZemo



jednostavno izracunati na osnovu matrice Di_1; pomocéu izvedene rekurzivne
formule. Izra¢unavanjem matrice Dy | dobijamo Zeljene udaljenosti.
Pogledajmo postupak na narednom primeru.
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Polja na glavnoj dijagonali imaju vrednost 0.
Polja koja odgovaraju paru ¢vorova koji su
povezani granom imaju vrednost jednaku tezini
te grane. Ostala polja imaju vrednost oc.

Rafunamo d(i,j,1) za sve parove ¢&vorova.
Proveravamo da 1li je put od ¢ do j koji
ide preko ¢vora 1 Dbolji od dosadasn-
jeg mnajboljeg. To wvazi samo u slucaju
d(2,4,1) =d(2,1,0) +d(1,4,0) = 7.

Rafunamo d(i,7,2) za sve parove ¢&vorova.
Proveravamo da li je put od i do j koji ide
preko ¢vora 2 bolji od dosadasnjeg najboljeg.
To ne vazi ni za jedan par ¢vorova.

Racunamo d(i,4,3) za sve parove &vorova.
Proveravamo da li je put od 7 do j koji ide
preko ¢vora 3 bolji od dosadasnjeg najboljeg.
To vazi za d(1,2,3) = d(1,3,2) +d(3,2,2) =5 i
d(2,4,3) =d(2,3,2) +d(3,4,2) = 3.

Racunamo d(i,j,4) za sve parove &vorova.
Proveravamo da li je put od ¢ do j koji ide
preko ¢vora 4 bolji od dosadasnjeg najboljeg.
To vazi za d(1,2,4) = d(1,4,3)+d(4,2,3) =41
d(1,3,4) =d(1,4,3) + d(4,3,3) = 3.
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MozZemo primetiti da nema potrebe pamtiti sve matrice prilikom izvrSavanja,
ve¢ samo onu iz poslednjeg koraka. To je zato Sto Dy diretkno zavisi samo od
vrednosti u matrici Dy_1. Staviée, mozemo ceo postupak uraditi nad jednom
matricom. U prvom slucaju (za najkraéi put od i do j koji ne sadrzi k) se
odgovarajucée polje matrice ne menja jer je d(i,7, k) = d(i,j,k — 1). U drugom
sluéaju polje matrice postaje d(i,j, k) = d(i,k, k — 1) + d(k,j,k — 1), pri Gemu
smo videli da vazi d(i, k,k — 1) = d(i, k, k) 1 d(k,j, k — 1) = d(k, j, k) $to nam
omoguéava da polja matrice azuriramo bilo kojim redosledom jer d(i, j, k) zavisi
samo od onih polja koja su jednaka u Dy_1 i Dy.

vector< vector<int> >
floyd_warshall (vector< vector< pair<int, int> > >& g) {
int n = g.size();

// Postavljamo poletne wvrednosti matrice D po formuls
// za bazni sluéaj
vector< vector<int> >
D(n, vector<int>(n, numeric_limits<int>::max()));
for(int u = 0; u < n; u++)
for(auto e : glul) {
int v = e.first, w = e.second;

D[u] [v] = w;
}
for(int u = 0; u < n; u++)
D[u] [u] = 0;

// Redom prolazimo kroz k ¢ racunamo Dk
for(int k = 0; k < n; k++)
// Ovde je redosled obilaska polja mebitan, pa idemo
// majjednostavnije - po redovima, a mogli smo % nasumicno
for(int 1 = 0; i < nj; i++)
for(int j = 0; j < m; j++)
D[il[j] = min(D[i]l[j]1, D[il[k] + D[kI[j1);

return D;

SloZenost ovog algoritma je o€igledno O(|V|?).

Zadatak - Najkraci put sa najmanje grana

Zadat je graf G i ¢vor u tog grafa. Za svaki ¢vor v grafa G odrediti najkrac¢i put
od u do v. Ukoliko postoji vise takvih puteva odabrati onaj koji ima najmanji
broj grana.

Ideja resSenja je da udaljenost ¢vora od pocetnog ne pamtimo vise kao jedan
broj d ve¢ kao par vrednosti (d, k) gde je d duzina najkraceg puta, a k broj grana
na tom putu. Tada moZemo reéi da je ¢vor u blizi poéetnom od ¢vora v ako
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je (du, ky) < (dy, ky) pri Gemu ove parove poredimo leksikografski (tj. prvo po
duZini najkraceg puta, a ako su duZine jednake onda po broju grana na putu).
Ovime smo osigurali da ¢e Dajkstrin algoritam proizvesti najkrac¢i put i to bas
onaj put te duzine koji ima najmanji broj grana.

Zadatak - Lavirint

Matricom je zadat lavirint. Neka polja su neprohodna, a neka prohodna. Svako
prohodno polje u sebi ima upisan broj. Odrediti put od gornjeg levog do donjeg
desnog polja koji ima minimalan zbir vrednosti upisanih u polja.

Ovako zadatu matricu mozemo posmatrati kao graf. Polja matrice pois-
tove¢ujemo sa ¢vorovima grafa. Kako sa jednog polja moZemo preé¢i na pro-
hodna, njemu susedna polja, mozemo ih povezati granama. TeZina svake grane
je onda jednaka broju upisanom u polje do kog ta grana vodi. Posmatranjem
ovog problema na taj nacin uo¢avamo da Dajkstrinim algoritmom jednostavno
odredujemo optimalnu putanju.

B -]
(o] =]
(e[ ]

Pri samoj implementaciji ne moramo zapravo da formiramo ovakav graf.
Za svako polje ¢uvamo njegovu dosadasnju udaljenost. Prolazak kroz susede
¢vora i njihovo azuriranje pri Dajkstrinom algoritmu zamenjujemo prolaskom
kroz susede polja. Njihove udaljenosti azuriramo na isti na¢in kao kod klasi¢nog
Dajkstrinog algoritma, pri ¢emu sada za tezinu grane uzimamo broj upisan u
tom polju.

Zadatak - Policijske stanice

Dat je skup gradova zajedno sa putevima koji ih povezuju i njihovim duZinama.
Poznato je u kojim gradovima postoje policijske stanice. Za svaki grad odrediti
njegovu minimalnu udaljenost od njemu najbliZze policijske stanice.

Zadatak se svodi na jednostavnu modifikaciju Dajkstrinog algoritma. Umesto
da na pocetku postavljamo samo jedan ¢vor na udaljenost 0, to ¢inimo za sve
¢vorove koji odgovaraju gradovima sa policijskom stanicom. Nakon takve ini-
cijalizacije pokretanjem Dajkstrinog algoritma dobi¢emo minimalnu udaljenost
svakog ¢vora do njemu najbliZe policijske stanice. Ovo funkcioniSe zato §to Dajk-
strin algoritam radi i onda kada imamo viSe odvojenih oblasti obradenih ¢vorova.
To se vidi u dokazu optimalnosti kod Dajkstrinog algoritma - nigde nismo ko-
ristili ¢injenicu da je indukovani podgraf dobijen uzimanjem samo obradenih
¢vorova povezan.
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Zadatak - Aerodromi

Dat je skup aerodroma zajedno sa letovima koji ih povezuju i njihovim duzi-
nama. Odrediti minimalnu ukupnu duzinu puta jednog putnika ako su zadati
pocetni i krajnji aerodrom i ako je pritom poznat tacno jedan aerodrom preko
kog putnik Zeli obavezno da putuje.

Posto trazimo najkra¢i put od ¢vora u do évora v pri ¢emu zahtevamo da taj
put sadrzi ¢vor w, koristimo ¢injenicu da je njegova duZina jednaka d(u,w) +
d(w,v), gde je d(z,y) duzina najkraceg puta od ¢vora x do &vora y. Dovoljno
je pokrenuti Dajkstrin algoritam dva puta: prvo iz ¢vora u kako bismo odredili
d(u,w), a zatim iz évora w za d(w,v). Sabiranjem te dve vrednosti dobijamo
trazenu vrednost.

Zadatak - Ciklus negativne teZine

Neka je dat graf G. Ispitati da li G sadrzi ciklus negativne tezine (tezina ciklusa
je zbir tezina njegovih grana).

Zadatak mozemo resiti primenom Flojd-Vargalovog algoritma. Nakon odredi-
vanja najkraéih puteva izmedu svaka dva ¢vora, dovoljno je proveriti da li postoji
bar jedan ¢vor v takav da je d(v,v) < 0. Ako postoji, to nam direktno govori
da postoji put od v do v (dakle ciklus) negativne teZzine. Sa druge strane, ako
postoji ciklus negativne duzine, mora postojati i bar jedan ¢vor sa pomenutim
svojstvom. Lako se uveravamo u to odabirom bilo kog ¢vora sa tog ciklusa.
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