Topolosko sortiranje

Razmotrimo sledeé¢i primer. Na ispitu je zadato 5 zadataka. Poznato je da

reSenja nekih zadataka zavise od reSenja drugih. Da bi student uradio treci

zadatak, potrebno je da iskoristi reSenja iz prvog i Cetvrtog zadatka. Da bi

uradio peti potrebno je da iskoristi reSenja iz treéeg i drugog zadatka. Da bi

uradio prvi zadatak potrebno je da iskoristi resenje iz drugog zadatka. Odrediti

jedan redosled kojim student moze da radi zadatke kako bi ih sve uradio.
Jasno je da ove zavisnosti mozemo prikazati grafom:
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Jedno resenje bismo mogli odrediti narednim postupkom. Trazimo koji za-
datak moZemo odmah da uradimo. U grafu su oni predstavljeni ¢vorovima ¢&iji
je ulazni stepen 0 i u ovom konkretnom primeru su to zadaci 2 i 4. Nakon §to
uradimo te zadatke graf izgleda ovako:

Ponavljamo postupak - radimo sve zadatke koji vise ne zavise ni od jednog
drugog zadatka tj. biramo sve ¢vorove ¢iji je ulazni stepen sada 0. Ovde je
to zadatak 1. Postupak se dalje nastavlja na slican nacin i nakon toga radimo
zadatak 3 i kona¢no zadatak 5. ReSenje koje smo dobili ovim postupkom je
2—-4—-1-3—-5. U ovom primeru postoje jos dva moguca reSenja i to su
2—1-4—-3-514—2—-1-3—-5. Jedan takav niz naziva se topolosko uredenje
¢vorova datog grafa.

Topologko uredenje ne mora uvek postojati. U ovom primeru postojanje
ciklusa u grafu predstavlja postojanje zadataka koji zavise jedan od drugog.
U takvom slucaju nije moguée pronaéi redosled zadataka takav da zadatak

koji radimo ne zavisi od reSenja zadataka onih zadataka koje jos nismo uradili.
Naredni primer ilustruje takvu situaciju.
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Nakon uradenog zadatka 1 preostaju zadaci 2, 3 i 4 pri ¢emu nijedan nije
moguce uraditi.



Kanov algoritam

Jedan od nadina za odredivanje topoloskog sortiranja grafa je Kanov algoritam.
Ideja ovog algoritma je upravo ona koju smo malopre prikazali na primeru. Re-
dom ¢emo u niz dodavati one ¢vorove ¢iji je ulazni stepen 0, pri ¢emu ¢emo ih
"izbacivati" iz grafa zajedno sa njima incidentnim granama. U samoj imple-
mentaciji zapravo nema potrebe da uklanjamo ¢vor iz grafa, ve¢ je dovoljno da
to izbacivanje simuliramo tako $to ¢éemo umanjiti ulazni stepen svakog njegovog
suseda za jedan.
Prikazimo postupak na sledeéem primeru.

1 3 3 2

(:) ( : ) @—@ Odredujemo ulazni stepen
svakog ¢vora i pronalazimo
¢vorove sa ulaznim
stepenom 0. Njih
a @ dodajemo u niz.
0 0 1 1

1 3 3 2

@—’@—’@—’@ Redom obradujemo

¢vorove u nizu. Prvi ¢vor

koji obradujemo je 4.

Umanjujemo ulazne

stepene njegovih suseda

(&vorovi 31 7) za jedan.
0 1 1

1 2 3 2
() (:) ( ) @ Nakon toga je ulazni
stepen ¢vora 7 jednak 0 pa
dodajemo i njega na kraj
niza. Obradujemo ¢vor 6.
Umanjujemo ulazne

G @ stepene njegovih suseda

(&vorovi 2 i 3) za jedan.
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Nakon toga je ulazni
stepen ¢vora 2 jednak 0 pa
ga dodajemo na kraj niza.
Obradujemo ¢vor 7.
Umanjujemo ulazne
stepene njegovih suseda
(&vorovi 01 1) za jedan.

Nakon toga je ulazni
stepen ¢vora 0 jednak 0 pa
ga dodajemo na kraj niza.
Obradujemo ¢évor 2.
Umanjujemo ulazne
stepene njegovih suseda
(&vor 3) za jedan.

Nakon toga je ulazni
stepen ¢vora 3 jednak 0 pa
ga dodajemo na kraj niza.
Obradujemo ¢évor 0.
Umanjujemo ulazne
stepene njegovih suseda
(&vorovi 11 5) za jedan.

Obradujemo ¢vor 3.
Umanjujemo ulazne
stepene njegovih suseda
(¢vor 1) za jedan.



0 1 Nakon toga je ulazni
( ) @ stepen ¢vora 1 jednak 0 pa
ga dodajemo na kraj niza.

Obradujemo évor 1.

Umanjujemo ulazne

stepene njegovih suseda
(&vor 5) za jedan.
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0 Nakon toga je ulazni
@ stepen ¢vora 5 jednak 0 pa
ga dodajemo na kraj niza.
Obradujemo ¢vor 5.
Umanjujemo ulazne
stepene njegovih suseda
(nema takvih) za jedan.

(IR PIE ]

Kako smo stigli do kraja
niza i obradili sve ¢vorove,

iz | obradili svo cvc
AEPROEE Lo niam se nalat edno

topolosko uredenje.

Kada rasporedimo ¢vorove po dobijenom uredenju graf izgleda ovako:
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Primeéujemo da su sve grane grafa usmerene udesno. U slu¢aju da graf
sadrzi ciklus ne postoji redosled ¢vorova sa takvim svojstvom - bar jedna grana
tog ciklusa bi morala biti usmerena ulevo. U tom slucaju algoritam neée obraditi
sve ¢vorove, pa nam to daje na¢in da prepoznamo da li je graf acikli¢an ili ne.
Uopsteno, usmeren graf ima topolosko uredenje ako i samo ako je acikli¢an.

Prvi korak algoritma je odredivanje ulaznih stepena ¢vorova. Njih éemo
¢uvati u vektoru indeg ¢ije éemo vrednosti na pocetku postaviti na 0. Za svaki
¢vor grafa posmatramo sve njegove susede i svakom od njih uve¢avamo ulazni
stepen za 1. Nakon takvog prolaska kroz sve ¢vorove grafa se u vektoru indeg
na indeksu v nalazi ulazni stepen ¢vora v.



Nakon toga jednim prolazom kroz vektor indeg pronalazimo ¢vorove sa ulaznim
stepenom 0 i sme§tamo ih u vektor sortirani.

Zatim prolazimo kroz vektor sortiranih ¢vorova. Svakom susedu trenutno
posmatranog ¢vora umanjujemo ulazni stepen za jedan i ukoliko je nakon te
promene njegov ulazni stepen postao 0 dodajemo ga na kraj vektora sortirani.

vector<int> topsort(vector< vector<int> >& g) {
int n = g.sizeQ);

// Odredujemo ulazne stepene svih évorova - za svaki Evor
// brojimo koliko puta se nasao kao sused nekog drugog cvora
vector<int> indeg(n);
for(auto& lista : g)
for(int sused : lista)
indeg[sused]++;

// U niz smeStamo sve Cvorove ¢1j% je ulazni stepen 0
vector<int> sortirani,;
for(int i = 0; i < n; i++)
if (indegl[i] == 0)
sortirani.push_back(i);

// Prolazimo kroz sve cvorove u nizu...
for(int i = 0; i < sortirani.size(); i++)
// ... ©1 svakom susedu trenutnog cvora koji obradujemo
// smanjujemo ulazni stepen % dodajemo ga u niz ukoliko
// ima potrebe
for(int sused : glsortiranilil])
if (--indeg[sused] == 0)
sortirani.push_back(sused);

return sortirani;
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Odredivanje ulaznih stepena ¢vorova podrazumeva prolazak kroz sve ¢vorove
i njihove susede pa je sloZenost tog dela postupka O(|V| + |E|). PronalaZenje
¢vorova sa ulaznim stepenom 0 je sloZenosti O(|V]). Poslednji deo algoritma
zahteva prolazak kroz sve ¢vorove i njihove susede pa je i njegova slozenost
O(|V| + | E|). Dakle, ukupna sloZenost algoritma je O(|V| + | E|).

Pretraga u dubinu

Drugi nac¢in za odredivanje topoloskog sortiranja grafa je modifikovanom pre-
tragom u dubinu. Pokretanjem pretrage iz nekog ¢vora v mozemo jednostavno
odrediti sve ¢vorove koji se u topoloskom uredenju moraju naéi nakon ¢vora v
- to su svi ¢vorovi njegovog DFS podstabla. Prikazimo na primeru kako ¢emo



to iskoristiti.
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Zapocinjemo pretragu u
dubinu od prvog
neobradenog ¢vora. To je
¢vor 0.

Pretragom éemo obiéi sve
potomke ¢vora 0 i dodati ih
u niz. Nakon toga ¢emo
dodati ¢vor 0 na pocetak
tog niza kako bi se on
nasao pre svih svojih
potomaka u topoloskom
uredenju.

Pretragom éemo obiéi sve
potomke ¢vora 1 i dodati ih
u niz. Nakon toga ¢emo
dodati ¢vor 1 na pocetak
tog niza kako bi se on
nasao pre svih svojih
potomaka u topoloskom
uredenju.

Pretragom ¢emo obiéi sve
potomke ¢vora 3 (takvih
nema) i dodati ih u niz.
Nakon toga ¢emo dodati
¢vor 3 na pocetak tog niza
kako bi se on nasao pre
svih svojih potomaka u
topoloskom uredenju.
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Cvor 3 dodajemo na
pocetak niza.

Pretragom ¢emo obiéi sve
potomke ¢vora 5 (takvih
nema) i dodati ih u niz.
Nakon toga ¢emo dodati
¢vor 5 na pocetak tog niza
kako bi se on naSao pre
svih svojih potomaka u
topoloskom uredenju.

Cvor 5 dodajemo na
pocetak niza.

Nakon §to smo obisli sve
potomke ¢vora 1 dodajemo
i njega u niz, na pocetak.
Primetimo da se sada svi
njegovi potomci nalaze iza
njega u nizu.
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Nakon §to smo obisli sve
potomke ¢vora 0 dodajemo
i njega u niz, na pocetak.
Primetimo da se sada svi
njegovi potomci nalaze iza
njega u nizu.

Posto smo zavrsili sa
pretragom iz 0, biramo prvi
sledeéi neobiden ¢vor.
Pretragom ¢emo obiéi sve
neobidene potomke ¢vora
2 (takvih nema) i dodati ih
u niz. Nema potrebe da
ponovo obilazimo obidene
potomke jer se oni veé
nalaze u nizu, a kada
dodamo 2 na pocetak niza
oni ¢e se nalaziti iza ¢vora

2.

Cvor 2 dodajemo na
pocetak niza. Primeéujemo
da je ¢vor 3 veé¢ u nizu i to
iza ¢vora 2.

Biramo prvi sledeéi
neobiden ¢vor. Pretragom
éemo obiéi sve neobidene
potomke ¢vora 4 i dodati ih
u niz.
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Pretragom éemo obiéi sve
neobidene potomke ¢vora 7
(takvih nema) i dodati ih u
niz.

Cvor 7 dodajemo na
pocetak niza.

Cvor 4 dodajemo na
pocetak niza.

Biramo prvi slede¢i
neobiden ¢vor. Pretragom
¢éemo obiéi sve neobidene
potomke ¢vora 6 (takvih
nema) i dodati ih u niz.
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Kako su svi ¢vorovi obideni
i smesteni u niz algoritam
je zavrgen i dobili smo

e e @ jedno topolosko uredenje.
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Potrebno je da pamtimo koje smo ¢vorove obisli i za to ¢emo koristiti vektor
mark. Redom prolazimo kroz sve ¢vorove i ukoliko naidemo na neki koji nije
obiden, pustamo pretragu iz njega. U samoj pretrazi je potrebno da rekurzivno
obidemo sve neobidene susede trenutnog ¢vora. Nakon svih rekurzivnih poziva
pretrazi dodajemo trenutni ¢vor na kraj vektora sortirani. Na samom kraju
algoritma obréemo taj vektor i time dobijamo topolosko uredenje.

void dfs(int u, vector<bool>& mark,
vector<int>& sortirani,
vector< vector<int> >& g) {
// Markiramo évor uw da je obiden
mark[u] = true;

// Pozivamo pretragu za sve neobidene susede od u
for(int v : glul)
if ('mark[v])
dfs(v, mark, sortirani, g);

// Na kraju dopisujemo Evor u niz
sortirani.push_back(u);
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vector<int> topsort(vector< vector<int> >& g) {
int n = g.size();

// Nizovt potrebni za DFS
vector<bool> mark(n);
vector<int> sortirani;

// Prolazimo redom kroz cvorove i puStamo pretragu iz svakog neobidenog
for(int i = 0; i < n; i++)
if ('mark[i])

dfs(i, mark, sortirani, g);

reverse(sortirani.begin(), sortirani.end());
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return sortirani;
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Kako svaka pretraga ima vremensku slozenost odredenu brojem obidenih
¢vorova i grana ukupna sloZenost za obilazak celog grafa je O(|V| + |E|).

Napomenimo da je, kao i kod Kanovog algoritma, moguée odrediti da li je
graf aciklican ili ne. Nakon §to smo obradili sve ¢vorove i odredili niz, potrebno
je da proverimo da li su sve grane usmerene udesno. Ukoliko jesu, niz predstavlja
topologko uredenje. Ukoliko nisu, graf ima ciklus.

Zadatak - Usmeravanje grana

Dat je usmeren aciklican graf G i skup neusmerenih grana U nad ¢vorovima
grafa G. Potrebno je svakoj grani iz U dodeliti smer tako da dobijeni graf bude
acikli¢an.

O, ®
D

Kako je G acikli¢an znamo da postoji topolosko uredenje. Poredajmo ¢vorove
grafa po jednom topoloskom uredenju.

ORONOL04O

Primeéujemo da je sada dovoljno usmeriti svaku granu skupa U udesno jer
time ne naruSavamo acikli¢nost grafa.

Jedno zanimljivo zapazanje je da granu od 0 do 4 mozemo usmeriti i ulevo.
To je zato Sto zamenom njihovih mesta dobijamo drugo topolosko uredenje
ovog grafa. Granu od 4 do 2 ipak ne smemo da usmerimo ulevo jer time nastaju
ciklusi, npr. 4 — 1 — 2.

Prvo odredujemo topolosko sortiranje grafa. Prolazimo zatim kroz sve grane
skupa U isvakoj dodeljujemo onaj smer koji ide od ¢vora koji se ranije pojavljuje
u topoloskom sortiranju do onog koji se kasnije javlja. Kako bismo brzo mogli
da odredimo koji ¢vor se javlja ranije u topoloskom sortiranju, nakon $to smo
odredili topolosko uredenje mozemo proéi kroz vektor koji sadrzi uredenje i
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na indeks v pomoénog vektora pozicija upisati poziciju ¢vora v u topoloskom
sortiranju.

Zadatak - Dodavanje grana

Dat je usmeren aciklican graf G. Potrebno je dodati mu maksimalan broj grana
tako da on ostane acikli¢an.

Posmatrajmo na primeru graf sa svim granama koje potencijalno mozemo
da dodamo.

/ %\\@
©

Primetimo da nema smisla dodavati dve grane suprotnog smera koje povezuju
isti par ¢vorova jer bismo time napravili ciklus. Kada njih eliminiS§emo, ostaje
pitanje da li svaku od preostalih grana mozemo da dodamo i, ako moZzemo, kako

ih usmeravamo.

Zapravo smo ovim zapazanjem ovaj zadatak sveli na prethodni. Znamo da
sve preostale grane mozemo da dodamo u graf, a usmeravamo ih na osnovu
topoloskog uredenja pocetnog grafa G. Time garantujemo da se u grafu nece
pojaviti ciklus.

Artikulacione tacke 1 mostavi

Ukoliko analiziramo neku mrezu, bila to mreza ra¢unara, elektri¢na mreza, tele-
fonska mreza, korisno je da umemo da odredimo koji évorovi i veze te mreZe
mogu da naprave prekid u komunikaciji u slu¢aju da se pokvare.
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U navedenom primeru vidimo da bi prekid rada veze izmedu ¢vorova 0 i 1
doveo do toga da ¢vor 0 gubi moguénost komunikacije sa ostatkom mreze. Prekid
rada ¢vora 1 bi doveo do iste situacije. Prekid rada ¢vora 4 bi onemoguéio
komunikaciju ¢vorova 5 i 6 sa ostatkom mreze. Sa druge strane, prekid rada
¢vora 3 ne bi napravio veliki problem jer su svi ostali ¢vorovi idalje povezani.
To je zato §to sva komunikacija koja se vrsi preko ¢vora 3 ima i alternativni put,
npr. preko ¢vora 2.

Formalnije, &vor povezanog neusmerenog grafa G je artikulaciona tacka (ar-
tikulacioni ¢vor) ukoliko nakon njegovog uklanjanja (zajedno sa njemu incident-
nim granama) dobijeni graf nije povezan. Grana povezanog neusmerenog grafa
G je most ukoliko nakon njenog uklanjanja dobijeni graf nije povezan.

Vidimo da je korisno imati algoritam kojim je moguée odrediti sve artikula-
cione tacke odnosno sve mostove. Jedan postupak za odredivanje svih artikula-
cionih tacaka u grafu jeste da redom za svaki ¢vor direktno proverimo da li je
artikulacioni - uklonimo ga iz grafa i proverimo da li je graf idalje povezan. Tu
proveru mozemo vrsiti pretragom grafa i njena slozenost je O(|V|+|E|). Kako je
to potrebno uraditi za svaki &vor sloZenost celog postupka je O(|V|(|V| + |E])).
Postavlja se pitanje: da li moZzemo bolje?

Artikulacioni ¢vorovi

Odgovor je da. Ispostavlja se da postoji efikasniji algoritam za odredivanje svih
artikulacionih tacaka grafa zasnovan na pretrazi u dubinu.

©)
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Cvor 2 nije artikulaciona tacka. To jednostavno vidimo iz toga §to njenim
uklanjanjem ¢vorovi 0 i 4 ostaju povezani. To je zato Sto osim puta od ¢vora
0 do ¢vora 4 koji ide preko ¢vora 2 postoji i alternativni put koji ne ide preko
¢vora 2.
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Cvor 4 jeste artikulaciona tacka. Vidimo da za dva njegova suseda, ¢vorove 2
i 5, ne postoji put koji ih povezuje, a ne ide preko ¢vora 4. Na slici su oznacena
dva puta koji povezuju ¢vorove 2 i 5 (naravno postoji jos takvih puteva) i vidimo
da oba puta moraju da sadrze ¢vor 4. Staviée, to vazi za svaki put koji povezuje
¢vorove 21 5.

U opstem slucaju vazi da je ¢vor v artikulaciona tacka ako i samo ako za bar
jedan par njegovih suseda ne postoji alternativni put koji ih povezuje (odnosno
put koji ih povezuje i ne sadrzi ¢vor v). Ekvivalentno, évor v nije artikulaciona
tacka ako i samo ako za svaki par njegovih suseda postoji alternativni put.

Primetimo jos da je ovo ekvivalentno slede¢em. Neka je u sused ¢vora v.
Cvor v nije artikulaciona tacka ako i samo ako svi njegovi susedi razli¢iti od u
imaju alternativni put do ¢vora u. Ovo svojstvo ¢e nam omoguditi da konstru-
iSemo efikasan algoritam za pronalazenje svih artikulacionih tacaka.

Ukoliko v nije artikulacioni ¢évor, znamo da svaki par njegovih suseda ima
alternativni put. Prema tome svaki sused ¢vora v razli¢it od v ima alternativni
put do ¢vora u. Sa druge strane, ukoliko svaki sused ¢vora v ima alternativni
put do u, onda ima i alternativni put do svakog drugog suseda - preko ¢vora u
(taj put preko w ne mora biti prost, ali to ne menja tacnost tvrdenja).

Razmotrimo na ovom primeru kako
¢emo iskoristiti to svojstvo da
pokaZzemo da je ¢vor 3 artikulaciona
tacka.
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Pustamo pretragu u dubinu iz bilo kog
¢vora. Pri tome belezimo ulaznu
numeraciju za svaki ¢vor.

Zelimo da proverimo da li svaki sused
¢vora v = 3 razli¢it od u = 2 ima
alternativni put do ¢vora 2. Dovoljno
je proveriti da li svaki od njih ima put
do bilo kog do sada obidenog ¢vora jer
su svi oni povezani sa ¢vorom 2
(pripadaju istom DFS stablu). To su
zapravo ¢vorovi Ciji je broj DFS
numeracije manji od broja DFS
numeracije ¢vora 3.

To radimo tako §to pustamo pretragu
iz svakog suseda i ra¢unamo koji je
najraniji ¢vor (¢vor sa najmanjim DFS
brojem) do kog mozemo doéi. Prvo
pustamo pretragu iz ¢vora 4.

Obilazimo sve susede ¢vora 4 osim
roditelja - ¢vora 3. PuStamo pretragu
iz ¢vora 5.
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Obilazimo sve susede ¢vora 5 osim
¢vora 4.

Cvor 1 je veé posecen. Posto je on
najraniji ¢vor do kog smo dosli iz ¢vora
5, belezimo to (beleZi se DFS broj, a ne
id &vora).

Kako smo obigli sve susede ¢vora 5,
zavrsavamo sa njegovom pretragom i
kao rezultat (najraniji pronaden &vor)
vra¢amo 1. To je najraniji ¢vor do kog
smo dosli iz ¢vora 4, pa belezimo to.

16



Kako smo obisli sve susede ¢vora 4,
zavrSavamo sa njegovom pretragom i
kao rezultat (najraniji pronaden &vor)
vrac¢amo 1. Kako je 1 manje od 3
znamo da postoji alternativni put od
¢vora 4 do ¢vora 2.

Obilazimo sledec¢eg suseda ¢vora 3. To
4/1 je ¢vor 6.

Obilazimo ¢vor 7.
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Cvor 3 je ve¢ obiden. On je najraniji
¢vor do kog smo dosli iz ¢vora 7 pa to
belezimo.

Kako smo obisli sve susede ¢vora 7,
zavrSavamo sa njegovom pretragom i
kao rezultat (najraniji pronaden &vor)
vra¢amo 3. To je najraniji ¢vor do kog
smo dosli iz ¢vora 6, pa belezimo to.

9 7/3
3 Kako smo obigli sve susede ¢vora 6,

1 6/3 zavrSavamo sa njegovom pretragom i
kao rezultat (najraniji pronaden ¢vor)
vra¢amo 3. Kako nismo pronasli put

41 546 do 2 (jer nije 3 < 3), ¢vor 3 je
artikulaciona tacka.

5/1

Ovaj postupak je moguée uopstiti tako da istu proveru koju je radio za ¢vor
3 sada radi za sve ¢vorove tokom jednog obilaska grafa. Za svaki ¢vor pored
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njegove DFS numeracije pamtimo i koja je DFS numeracija najranijeg ¢vora
do kog moZemo doéi iz njega (u daljem tekstu low). Prilikom obilaska suseda
¢vorova postoje dve moguénosti. Ukoliko je sused veé¢ obiden i njegov DFS
broj je manji od trenutne low vrednosti, azuriramo low. Ukoliko sused nije
obiden rekurzivno rac¢unamo low vrednost suseda i ukoliko je ona manja od low
vrednosti trenutnog ¢vora azuriramo low vrednost trenutnog. Ukoliko je low
vrednost suseda veca ili jednaka od DFS numeracije trenutnog ¢vora, trenutni
¢vor je artikulaciona tacka. Nakon $to smo obisli sve susede trenutnog ¢vora,
kao rezultat vracamo njegovu low vrednost.
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3/1
1/1 6/3
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3/1
1/1 6/3
4/1
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5/1

2/2 7/3

1/1

5/1

2/2 7/3

1/1

5/1

2/1 7/3

1/1

5/1



2/1 7/3 2/1 7/3

1/1 6/3 1/1
4/1
5/1
2/1 7/3 2/1 /3
3/1
1/1 6/3 1/1
4/1
25
5/1 5/1
2/1 7/3
3/1
1/1 6/3
4/1
27
5/1

Obratimo paZnju na specijalan slu¢aj: ¢vor iz kog zapo¢nemo pretragu ima
DFS numeraciju 1 pa samim tim je low vrednost svakog njegovog suseda veca ili
jednaka 1. Po prethodnom algoritmu bi taj ¢vor trebalo da bude artikulaciona
tacka, ali kao Sto vidimo u prethodnom primeru to nije sluc¢aj. Razlog je to Sto
¢vor 1 ima samo jedno dete u DFS stablu. U sluc¢aju da ih ima 2 ili viSe, to je
onda zaista artikulacioni ¢vor.
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U ovom primeru ¢vor 1 ima viSe dece u DF'S stablu. Njegovim uklanjanjem bi
sva njegova deca postala medusobno nepovezana, pa je on artikulaciona tacka.

Pri implementaciji nam je potrebno da ¢uvamo DFS numeraciju svakog
¢vora. U vektoru mark ¢e biti upisano 0 ukoliko ¢vor nije obiden, odnosno
DFS numeracija tog ¢vora ukoliko jeste. U svakom DFS pozivu éemo prosledi-
vati iz kog smo ¢vora dosli (odnosno roditelja). Prvom &voru za koji pozivamo
DFS ¢emo proslediti -1. Funkcija ¢e vracati low vrednost ¢vora kako bismo je
mogli ra¢unati rekurzivno.

int dfs(int u, int p, int& t, vector<int>& mark,
vector< vector<int> >& g) {

int low = mark[u] = ++t;
bool ap = false;
int count = 0; // Za specijalan sludaj - broj DFS podstabala
for(auto v : glul)

if ('mark[v]) {

int vlow = dfs(v, u, t, mark, g);

// Ako nije koren DFS stabla tspitujemo uslov
if(p !'= -1 && vlow >= mark[u])
ap = true;

low = min(low, vlow);

count++; // Uveéavamo broj DFS podstabala
}
else if(v !'= p)

low = min(low, mark[v]);

// Proveravamo da li je artikulactiona tacka ilt spectijalan
// sluéaj za koren stabla
if(ap || (p == -1 && count > 1))

cout << u << ' 'y

return low;

Uobicajena je i implementacija u kojoj low vrednosti ¢uvamo u nizu, pa
onda povratnu vrednost funkcije mozemo koristiti za nesto drugo. Jasno je da
je slozenost algoritma O(|V| + |E|) - vr8imo jednu pretragu u dubinu.
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Mostovi

Algoritam odredivanja svih mostova u grafu je veoma sli¢an algoritmu za odredi-
vanje artikulacionih tacaka. Zasnovan je na zapazanju da je grana uv most ako i
samo ako ne postoji alternativni put (put koji ne sadrzi granu uv) koji povezuje
¢vorove u 1 v.

Postoji put od u do v koji ne sadrzi Ne postoji put od u do v koji ne sadrzi
granu wuv, pa oni ostaju povezani i granu wwv, pa njenim izbacivanjem ova
nakon njenog izbacivanja. dva ¢vora postaju nepovezana.

Prilikom DFS obilaska grafa za svaki ¢vor ra¢unamo DFS numeraciju i
low vrednost na isti na¢in kao i kod artikulacionih tacaka. Prilikom obilaska
neposecenog suseda v ¢vora u proveravamo da li je grana uv most, odnosno da
li postoji alternativni put od v do u. To ponovo radimo poredenjem low vred-
nosti ¢vora v sa DFS numeracijom ¢vora u. Ukoliko je veéa, alternativni put ne
postoji i grana uv je most.

Napomenimo jo§ da u slu¢aju poseéenog suseda ne moramo da proveravamo
da li je uv most. To je zato Sto takve grane u DFS obilasku neusmerenog grafa
mogu biti ili direktne ili povratne, pa sigurno postoji alternativni put - granama
DFS stabla.

e e Pokreé¢emo pretragu iz ¢vora 1.

1/1
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1/1 0 Zelimo da proverimo da li postoji
3/3 N . "
put od ¢vora 4 koji ne sadrzi granu
e e (3,4) odnosno da li od &vora 4
mozemo doé¢i do nekog od &vorova
koje smo obisli do sada. Drugim
2/2 e reCima, Zelimo da proverimo da li

je low(4) < 4.

3/3
2/2
1/1 33
2/2
1/1 33
2/2
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1/1

2/2

1/1

2/2

1/1

2/2

1/1

2/2

1/1

2/2

3/3

3/3

3/3

3/3

3/3

4/4

4/4

5/5

6/4

5/5

6/4

5/4

6/4

5/4

6/4

5/4

6/4

Zelimo da proverimo da li postoji
put od ¢évora 4 koji ne sadrzi granu
(3,4) odnosno da li od ¢vora 4
mozemo doéi do nekog od ¢vorova
koje smo obisli do sada. Drugim
re¢ima, Zelimo da proverimo da li
je low(4) < 4.

Kako low(4) nije manje od 4, ne
postoji alternativni put pa je grana
(3,4) most.

U implementaciji je potrebno da ra¢unamo DFS numeraciju i low vrednosti
¢vorova kao kod artikulacionih tacaka. Pored toga preostaje samo ispitivanje
jednog uslova za proveru da li je grana most. Za razliku od artikulacionih tacaka,
nema specijalnih sluc¢ajeva koje je potrebno obraditi.

int dfs(int u, int p, int& t, vector<int>& mark,
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vector< vector<int> >& g)
int low = mark[u] = ++t;
for(auto v : glul)
if ('mark([v]) {
int vlow = dfs(v, u, t, mark, g);

if (vlow > mark[u])
cout << u << ' ' << v << '"\n';

low = min(low, vlow);
}
else if(v !'= p)

low = min(low, mark[v]);

return low;
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