Cas 11.1, 11.2, 11.3 - dinamicko programiranje

Pojam i oblici dinamickog programiranja

U mnogim slucajevima se desava da tokom izvrSavanja rekurzivne funkcije dolazi
do preklapanja rekurzivnih poziva tj. da se identi¢ni rekurzivni pozivi izvrsavaju
vise puta. Ako se to deSava Cesto, programi su po pravilu veoma neefikasni
(u mnogim slu¢ajevima broj rekurzivnih poziva, pa samim tim i sloZenost biva
eksponencijalna u odnosu na veli¢inu ulaza). Do efikasnijeg resenja se Cesto
moze doéi tehnikom dinamickog programiranja. Ono Cesto vremensku efikasnost
popravlja angazovanjem dodatne memorije u kojoj se beleze rezultati izvrsenih
rekurzivnih poziva. Dinamicko programiranje dolazi u dva oblika.

e Tehnika memoizacije ili dinamickog programiranja naniZe zadrzava
rekurzivnu definiciju ali u dodatnoj strukturi podataka (najcesée nizu ili
matrici) belezi sve rezultate rekurzivnih poziva, da bih ih u narednim
pozivima u kojima su parametri isti samo ocitala iz te strukture.

e Tehnika dinamickog programiranja navise u potpunosti uklanja rekurziju i
tu pomoénu strukturu podataka popunjava iscrpno u nekom sistemati¢énom
redosledu.

Dok se kod memoizacije moze desiti da se rekurzivna funkcija ne poziva za neke
vrednosti parametara, kod dinamickog programiranja navise se izraCunavaju
vrednosti funkcije za sve mogucée vrednosti njenih parametara manjih od vrednosti
koja se zapravo trazi u zadatku. Iako se na osnovu ovoga moze pomisliti da je
memoizacija efikasnija tehnika, u praksi je ¢eséi slucaj da je tokom odmotavanja
rekurzije potrebno izracunati vrednost rekurzivne funkcije za bas veliki broj
razli¢itih parametara, tako da se ova efikasnost u praksi retko srece.

Najbolji nacin da razjasnimo tehniku dinamickog programiranja je da je ilustru-
jemo na nizu pogodno odabranih primera. Krenu¢emo od Fibonacijevog niza,

koji je opste poznati problem i kroz ¢ije se reSavanje mogu ilustrovati veéina
osnovnih koncepata dinamickog programiranja.

Fibonadijevi brojevi

Problem: Napisati program koji za dato n izracunava F),, gde je F;, Fibonacijev
niz definisan pomoc¢u Fy =0, I, =1i F, =F, 1+ F,_o,zan > 1.

Posto je ve¢ sama definicija rekurzivna, funkcija se moze implementirati krajnje
jednostavno.



int fib(int n) {
if (n == 0) return O;
if (n == 1) return 1;
return fib(n-1) + fib(n-2);
}

Medutim, broj sabiranja koji se vrsi tokom izvrsavanja ove funkcije zadovoljava
jednac¢inu T'(n) = T(n—1)+T(n—2)+1zan > 11T(0) = T(1) = 0. ReSenje ove
nehomogene jednacine jednako je zbiru reSenja njenog homogenog dela (a to je
upravo jednacina Fibonacijevog niza, ¢ije reSenje raste eksponencijalno) i jednog
njenog partikularnog resenja, pa je jasno da je broj sabiranja eksponencijalan u
odnosu na n. Uzrok tome je veliki broj preklapajucih rekurzivnih poziva. Ako
funkciju modifikujemo tako da na pocetku svog izvrsavanja ispisuje broj n, za
poziv £ib(6) dobijamo slededi ispis.
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Vrednost 4 se javila kao parametar 2 puta, vrednost 3 se javila kao parametar
3 puta, vrednost 2 se javila 5 puta, vrednost 1 se javila 8 puta, a vrednost 0 5
puta. Primecujemo da ovo odgovara elementima Fibonacijevog niza. Rekurzivni
pozivi se mogu predstaviti i drvetom.

Veoma znacajno ubrzanje se moze dobiti ako upotrebimo tehniku memoizacije.
Rezultate svih rekurzivnih poziva ¢emo pamtiti u nekoj pomoc¢noj strukturi po-
dataka. Posto vrednosti parametara treba da preslikamo u rezultate rekurzivnih
poziva treba da koristimo neku rec¢nicku strukturu. To moze biti mapa, odnosno
recnik.

int fib(int n, map<int, int>& memo) {
// ako smo wveé ralunalt vrednost za parametar n
// rezultat samo oclitavamo iz mape
auto it = memo.find(n);
if (it != memo.end())
return it->second;

// pre nego Sto vratimo rezultat, pamtimo ga u mapt

if (n == 0) return memo[n] = 0;
if (n == 1) return memo[n] = 1;
return memo[n] = fib(n-1) + fib(n-2);

}

int fib(int n) {
map<int, int> memo;



return fib(n, memo);

}

Tako mapa tj. re¢nik predstavlja prirodan izbor za cuvanje kona¢nog preslikavanja,
njena upotreba u sluzbi memoizacije nije Cesta. Naime, pokazuje se da se znacajno
bolje performanse postizu ako se umesto mape upotrebi niz ili vektor. Time se
moze angazovati malo vise memorije, medutim, pretraga vrednosti je znacajno
brza. U situacijama u kojima se vrednost izracunava za veliki broj ulaznih
parametara (a kod Fibonacija moZemo biti sigurni da se prilikom izra¢unavanja
vrednosti za parametar n vre pozivi za sve vrednosti o 0 do n — 1), niz moze
biti ¢ak i memorijski efikasniji u odnosu na mapu. Stoga ¢emo nadalje u sklopu
dinamickog programiranja koristiti nizove tj. vektore.

Reénik éemo pamtiti preko niza tako Sto ¢emo na mestu ¢ pamtiti vrednost poziva
za vrednost parametra i. Potrebno je jos nekako obeleziti vrednosti parametara
u nizu za koje jos ne znamo rezultate rekurzivnih poziva. Za to se obi¢no koristi
neka specijalna vrednost. Ako znamo da ¢e svi rezultati biti nenegativni brojevi,
mozemo upotrebiti, na primer, —1, a ako znamo da ¢e biti pozitivni brojevi,
mozemo upotrebiti, na primer 0. Ako nemamo takvih pretpostavki mozemo
angazovati dodatni niz logickih vrednosti kojima ¢emo eksplicitno kodirati da
li za neki parametar znamo ili ne znamo vrednost. Posto smo sigurni da ¢e
tokom rekurzije sve vrednosti parametara pozitivne i da je najveéa vrednost
koja se moze javiti kao parametar vrednost inicijalnog poziva n, dovoljno je da
alociramo niz velic¢ine n + 1.

int fib(int n, vector<int>& memo) {
// ako je vrednost za parametar n veé racdunata
// vraéamo rantije tzradunatu vrednost
if (memo[n] !'= -1)
return memo[n] ;
// pre nego Sto vratimo vrednost, pamtimo je u nizu
if (n == 0) return memo[n] = 0;
if (n == 1) return memol[n] 1;
return memo[n] = fib(n-1, memo) + fib(n-2, memo);

}

int fib(int n) {
// alociramo niz veliléine n+l ¢ popunjavamo ga vrednostima -1
// kojima oznalavamo da ta vrednost jos nije radunata
vector<int> memo(n+1, -1);
return fib(n, memo);

}

Na ovaj nacin dobijamo algoritam ¢ija je i vremenska i memorijska slozenost
O(n), jer se za svako n izraCunavanje vrsi samo jednom. Drvo rekurzivnih poziva
u ovom slucaju izgleda ovako (spustom duz leve grane ra¢unaju se vrednosti za
sve parametre, dok se onda svaka od desnih grana saseca jer je rezultat ve¢ od
ranije poznat).
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Tehnika dinamickog programiranja navise podrazumeva da se ukloni rekurzija i
da se sve vrednosti u nizu popune nekim redosledom. Posto vrednosti na visim
pozicijama zavise od onih na nizim, niz popunjavamo sleva nadesno. Na prva
dva mesta upisujemo nulu i jedinicu, a zatim u petlji svaku narednu vrednost
izracunavamo na osnovu dve prethodne. Na kraju vra¢amo trazenu vrednost na
poslednjoj poziciji u nizu.

int fib(int n) {
vector<int> dp(n+1);

dp[0] = 0;
if (n == 0) return dpl[n];
dpl[1] = 1;

if (n == 1) return dp[1];
for (int i = 2; i <= n; i++)

dpl[i] = dpl[i-1] + dp[i-2];
return dp([n];

}

I u ovom slucaju je jasno da je slozenost izracunavanja O(n). Vreme izra¢unavanja
Fy5 u slucéaju obicne rekurzivne funkcije je oko 3,627 sekundi, dok je u obe
varijante dinamickog programiranja ono oko 0, 005 sekundi.

Pazljivijom analizom mozemo ustanoviti da nam niz zapravo i nije potreban.
Naime, svaka naredna vrednost zavisi tacno od dve prethodne. Svaka se vrednost
koristi prilikom izracunavanja dve vrednosti iza nje. Jednom kada se one
izracunaju, ta vrednost viSe nije potrebna. Zato je dovoljno u svakom trenutku
pamtiti samo dve uzastopne vrednosti u nizu.

int fib(int n)

int pp = 0;
if (n == 0) return pp;
int p = 1;
if (n == 1) return p;

for (int i = 2; i <= n; i++) {
// (pp, p) = (p, pp+p)
int £ = pp + p;

PP = P;
p=1
}
return p;



Ovim smo izvrsili redukciju memorijske sloZenosti i dobili algoritam ¢ija je
memorijska slozenost umesto O(n) jednaka O(1).

Niz koraka koji smo primenili u ovom zadatku javljace se veoma cesto.

1. Induktivno-rekurzivnom konstrukcijom konstruise se rekurzivna definicija
koja je neefikasna jer se isti pozivi prekapaju tj. funkcija se za iste
argumente poziva vise puta.

2. Tehnikom memoizacije poboljsava se slozenost tako $to se u pomoénom
recniku (najcéesée implementiranom pomocu niza ili matrice) ¢uvaju izrac¢u-
nati rezultati rekurzivnih poziva.

3. Umesto tehnike memoizacije koja je vodena rekurzijom i u kojoj se vrednosti
popunjavaju po potrebi, rekurzija se eliminiSe i reénik (niz tj. matrica) se
popunjava iscrpno nekim redosledom.

4. Vrsi se memorijska optimizacija na osnovu toga s$to se primecuje da nakon
popunjavanja odredenih elemenata niza tj. matrice neke vrednosti (raniji
elementi, ranije vrste ili kolone) viSe nisu potrebne, tako da se umesto
istovremnog pamdéenja svih elemenata pamti samo nekoliko prethodnih
(oni koji su potrebni za dalje popunjavanje).

Prebrojavanje kombinatornih objekata

Jedan domen u kom se dinamicko programiranje cesto primenjuje je prebrojavanje
kombinatornih objekata. O generisanju kombinatornih objekata veé je bilo reci
u poglavlju o pretrazi. U ovom poglavlju ¢emo videti kako su generisanje i
prebrojavanje zapravo tesno povezani (naravno, do algoritama prebrojavanja se
moze doéi i nezavisno od rekurzivnog generisanja, ali su ideje koje se u pozadini
kriju zapravo identi¢ne).

Broj kombinacija

Problem: Napisi program koji odreduje broj kombinacija duzine k iz skupa od
n elemenata.

Jedna interesantna tehnika koju smo veé sreli prilikom empirijske analize
slozenosti funkcije QuickSort prilagodava algoritam tako da izra¢unava broj
koraka koji se u njemu izvrsavaju. Tako mozemo krenuti od funkcije koju smo
izveli za generisanje svih kombinacija.

void obradiSveKombinacije(vector<int>& kombinacija, int i,
int n_min, int n_max) {
// trazZena duZina kombinacije
int k = kombinacija.size();

// ako je popunjen ceo niz samo ispisujemo kombinaciju
if (A ==%k) {



obradi (kombinacija) ;
return;

}

// ako tekuéu kombinactiju nije mogucée popuniti do kraja
// prekidamo ovaj poku3aj
if (k - 1 > n_max - n_min + 1)

return;

// vrednost n_min ukljuéujemo na poziciju i, pa Tekurzivno
// prosirujemo tako dobijenu kombinaciju

kombinacijal[i] = n_min;

obradiSveKombinacije(kombinacija, i+1, n_min+1, n_max);

// vrednost n_min preskacdemo i iskljudujemo iz kombinactje
obradiSveKombinacije(kombinacija, i, n_min+1, n_max);

}

Funkcija treba da vraca broj kombinacija. Ako nam je bitan broj kombinacija,
a ne i same kombinacije, tada mozemo u potpunosti izbaciti iz igre niz koji se
popunjava i umesto njega prosledivati samo njegovu duzinu k.

int brojKombinacija(int i, int k,
int n_min, int n_max) {
// ako je popunjen ceo niz postoji jedna kombinactija
if (i == k) return 1;
// ako niz nije mogule popuniti do kraja, tada nema kombinactija
if (k - i > n_max - n_min + 1)
return 0O;
// broj kombinacija je jednak zbiru kombinacija u dva slucaja
return brojKombinacija(k, i+1, n_min+1l, n_max) +
brojKombinacija(k, i, n_min+1, n_max);

}

MozZemo primetiti da nam konkretne vrednosti k£ i ¢ nisu bitne, ve¢ je bitan
samo broj elemenata u intervalu [i, k) tj. razlika k — 4. Sliéno, nisu nam
bitne ni konkretne vrednosti 1,4z 1 Mmin ve¢ samo broj elemenata u segmentu
[Mmins Pmaz] tj- vrednost nmaez — Mmin + 1. Ako te dve velifine zamenimo sa k
tj. m dobijamo narednu definiciju.

int brojKombinacija(int k, int n) {
// ako je popunjen ceo niz postoji jedna kombinacija
if (k == 0) return 1;
// ako niz nije mogucée popuniti do kraja, tada nema kombinactija
if (k > n) return 0;
// broj kombinacija je jednak zbiru kombinacija u dva sluéaja
return brojKombinacija(k-1, n-1) + brojKombinacija(k, n-1);

}

Ako funkciju pozovemo za vrednosti & < n, slucaj k > n moze nastupiti jedino iz
drugog rekurzivnog poziva za k = n (jer odnos izmedu & i n u prvom rekurzivnom



pozivu ostaje nepromenjen, a u drugom se menja samo za 1). Medutim, u slu¢aju
poziva funkeije za k = n dobiée se uvek povratna vrednost 1 (drugi rekurzivni
poziv ¢e uvek vracati nule, a prvi ¢e prouzrokovati smanjivanje oba argumenta
sve dok se ne dode do k = n = 0, kada ¢e se 1 vratiti na osnovu prvog izlaza iz
rekurzije), sto je sasvim u skladu sa tim da tada postoji samo jedna kombinacija.
Na osnovu ovoga iz rekurzije mozemo izaci za k = n vrativsi vrednost 1, ¢ime onda
eliminiSemo potrebu za proverom da li je k > n (naravno, pod pretpostavkom
da ¢emo funkciju pozivati samo za k < n).

int brojKombinacija(int k, int n) {
// ako je popunjen ceo niz postoji jedna kombinacija
if (k == 0) return 1;
// ako treba popuniti joS taléno n elemenata, tada postoji
// taléno jedna kombinacija
if (k == n) return 1;
// broj kombinacija je jednak zbiru kombinacija u dva slucaja
return brojKombinacija(k-1, n-1) + brojKombinacija(k, n-1);

}

Primec¢ujemo da smo ovom transformacijom dobili cuvene osobine binomnih
koeficijenata.
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One ¢ine osnovu Paskalovog trougla u kom se nalaze binomni koeficijenti.
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Prva veza govori da su elementi prve kolone uvek jednaki 1, druga da su na
kraju svake vrste elementi takode jednaki 1, a tre¢a da je svaki element u trouglu
jednak zbiru elementa neposredno iznad njega i elementa neposredno ispred tog.

Tako korektna, gornja funkcija je neefikasna i moze se popraviti tehnikom di-
namickog programiranja. Najjednostavnije prilagodavanje je da se upotrebi
memoizacija. Posto funkcija ima dva parametra, za memoizaciju ¢emo upotrebiti
matricu. Ako se (Z) pamti u matrici na poziciji (n, k), matricu moZemo alocirati
na n+ 1 vrsta, gde poslednja vrsta ima n+ 1 elemenata, a svaka prethodna jedan
element manje (u matricu ¢e se popunjavati elementi Paskalovog trougla). Posto
nas nece zanimati vrednosti veée od polaznog k i posto se i k i n smanjuju tokom
rekurzije, pri ¢emu je £ < n, mozemo i odsec¢i deo trougla desno od pozicije k.



Posto su brojevi kombinacija uvek ve¢i od nule, vrednosti 0 u matrici ¢e nam
oznacavati da poziv za te parametre jos nije izvrSen.

int brojKombinacija(int k, int n, vector<vector<int>>& memo) {
// ako smo wveé radunalt broj kombinacija, ne radunamo ga pPonovo
if (memo[n][k] '= 0) return memo[n] [k];

// broj kombinacija na poletku % na kraju svake vrste jednak je 1

if (k == || k == n) return memo[n] [k] = 1;

// broj kombinacija w sredini jednak je zbiru

// broja kombinacija iznad % iznad levo od tekuceg elementa

return memo[n] [k] = brojKombinacija(k-1, n-1, memo) +
brojKombinacija(k, n-1, memo);

}

int brojKombinacija(int K, int N) {
// alociramo prostor za rezultate rekurzivnih poziva koji se
// mogu desiti i popunjavamo matricu nulama
vector<vector<int>> memo(N+1);
for (int n = 0; n <= N; n++)
memo [n] .resize(min(K+1, n+1), 0);
// pozivamo funkciju koja ée tzralunati traZeni broj
return brojKombinacija(X, N, memo);

}

Umesto memoizacije mozemo upotrebiti i dinamicko programiranje navise, oslo-
boditi se rekurzije i popuniti trougao vrstu po vrstu nanize. Popunjavanje celog
trougla je prili¢no jednostavno.

int brojKombinacija(int K, int N) {
// alociramo prostor za smedtanje celog trougla
vector<vector<int>> dp(N+1);
for (int n = 0; n <= N; n++)
dp[n] .resize(n+1);
// obradujemo vrstu po vrstu
for (int n = 0; n <= N; n++) {
// na poletku svake vrste nalazi se 1
dp[n][0] = 1;
// unutradnje elemente izradunavamo kao zbir elemenata iznad njih
for (int k = 1; k < n; k++)
dp[n][k] = dp[n-1][k-1] + dp[n-1][k];
// na kraju svake vrste nalazi se 1
dp[nl[n] = 1;
}
// vraéamo traZeni rezultat
return dp[N] [K];
}

I u ovom slucaju mozemo odseéi nepotrebne desne kolone u trouglu.



int brojKombinacija(int K, int N) {
// alociramo prostor za smedtanje relevantnog dela trougla
vector<vector<int>> dp(N+1);
for (int n = 0; n <= N; n++)
dp[n] .resize(min(K+1, n+1));
// trougao popunjavamo kolonu po kolonu
for (int n = 0; n <= N; n++) {
// na poletku svake vrste nalazi se 1
dp[n][0] = 1;
// unutradnje elemente izradunavamo kao zbir elemenata iznad njih
for (int k = 1; k <= min(n-1, K); k++)
dplnl[k] = dpln-11[k-1] + dpln-1]1[k];
// ako je potrebno da znamo krajnji element kolome, postauvljamo
// ga na vrednost 1
if (n <= K)
dp[nl[n] = 1;
}
// vraéamo traZeni rezultat
return dp[N] [XK];
}

Pazljivijom analizom prethodnog koda vidimo da, kako je to obi¢no slucaj u
dinamickom programiranju, ne moramo istovremeno cuvati sve elemente matrice,
jer svaka vrsta zavisi samo od prethodne i dovoljno je umesto matrice cuvati
samo njene dve vrste (prethodnu i tekuéu). Zapravo, dovoljno je ¢uvati samo
jedan vektor vrstu ako je pazljivo popunjavamo i ako tokom njenog azuriranja u
jednom njenom delu ¢uvamo tekuéu, a u drugom narednu vrstu. Posto element
(n, k) zavisi od elementa (n — 1,k — 1) i od elementa (n — 1,k) znadi da svaki
element zavisi od elemenata koji su levo od njega, ali ne od elemenata koji su
desno od njega. Zato ¢emo vektor popunjavati zdesna nalevo. Pretpostavi¢éemo
da tokom azuriranja vazi invarijanta da se na pozicijama strogo veéim od k
nalaze elementi vrste n, a da se na pozicijama manjim ili jednakim od k nalaze
elementi vrste n — 1. Azuriranje zapocinje time Sto na kraj vrste dopisemo
vrednost 1 (osim u slu¢aju kada vrsimo sasecanje desnog dela trougla) i nastavlja
se tako sto se element na poziciji k uvec¢a za vrednost na poziciji k — 1. Zaista,
pre aZuriranja se na poziciji k nalazi vredost trougla sa pozicije (n — 1, k), dok
se na poziciji k — 1 nalazi vrednost trougla sa pozicije (n — 1,k — 1). Njihov zbir
je vrednost trougla na poziciji (n, k), pa se on upisuje na poziciju k i nakon toga
se k smanjuje za 1, Cime se invarijanta odrzava. Azuriranje se vrsi do pozicije
k =1, jer se na poziciji k = 0 u svim vrstama nalazi vrednost 1.

int brojKombinacija(int K, int N) {
// tekuéa vrsta
vector<int> dp(K+1);
// na poletku svake vrste nalazi se 1
dp[0] = 1;
// trougao popunjavamo vrstu po vrstu
for (int n = 1; n <= N; n++) {



// vrstu aZruriramo zdesna nalevo
// na kraju svake vrste nalazi se 1
if (n <= K) dp[n] = 1;
// aZuriramo unutrasSnje elemente
for (int k = min(n-1, K); k > 0; k—-)
dplk] += dplk-1];

}

// vraéamo traZeni rezultat

return dp[K];

}

Memorijska sloZenost ovog resenja je O(k), dok je vremenska O(n-k). Primetimo
kako smo od veoma neefikasnog resenja eksponencijalne slozenosti tehnikom
dinamickog programiranja dobili veoma efikasno i uz to prili¢no jednostavno
reSenje.

Recimo i da smo mogli krenuti od algoritma nabrajanja svih kombinacija u kom
se u petlji razmatraju svi kandidati za element na tekuéoj poziciji. Time bi se
dobio algoritam koji bi element (:) rac¢unao po sledeéoj formuli:

n " n'
(-2 (%)
n'=k
Broj kombinacija sa ponavljanjem

Razmotrimo i problem odredivanja broja kombinacija sa ponavljanjem. Opet
se jednostavnim transformacijama koda koji vrsi njihovo generisanje moze dod¢i
do naredne rekurzivne definicije. Naravno, do ovoga se moze stiéi i direktnim
razmatranjem. Naime, ako je potrebno izabrati 0 elemenata iz skupa od n
elemenata to je moguée uraditi samo na jedan nacin. Ako je potrebno izabrati
k > 0 elemenata iz praznog skupa, to nije moguce uciniti. U suprotnom, sve
kombinacije mozemo podeliti na one koje poc¢inju najmanjim elementom skupa
od n elemenata i na one koji ne poc¢inju njime. Mozemo dakle, uzeti najmanji
element skupa i zatim gledati sve moguce nacine da se odabere k — 1 element iz
istog n-toclanog skupa ili mozemo svih k elemenata izabrati iz skupa iz kog je
izbacen taj najmanji element.

int brojKombinacijaSaPonavljanjem(int k, int n) {
if (k == 0) return 1;
if (n == 0) return O;
return brojKombinacijaSaPonavljanjem(k-1, n) +
brojKombinacijaSaPonavljanjem(k, n-1);

}

Broj ovih kombinacija moze se rasporediti u pravougaonik.
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o 1 1 1 1 1 (0,0) (0,1 (0,2) (0,3) (0,4) (0,5)
01 2 3 4 5 (1,00 (1,1 (1,2) (1,3) (1,4 (1,5
01 3 6 10 15 (2,00 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)
01 4 10 20 35 (3,00 (3,1) (3,2) (38,3) (3,4) (38,5
0 1 5 15 35 70 (4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5
0 1 6 21 56 126 (5,0) (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)

Razmotrimo optimizovano resenje dinamickim programiranjem. Vrsta za sledece
k se moze dobiti azuriranjem vrste za prethodno k. Posto svaki element u
pravougaoniku zavisi od vrednosti iznad i levo od sebe, vrstu mozemo azurirati
sleva nadesno. Invarijanta je da se u trenutku azuriranja pozicije n, na pozicijama
strogo manjim od n nalaze vrednosti iz tekucée kolone k, a na pozicijama od n
nadalje se nalaze vrednosti iz prethodne kolone k£ — 1. Element na poziciji n koji
sadrzi vrednost sa pozicije (k,n — 1) pravougaonika uveéavamo za vrednost levo
od njega koji sadrzi vrednost (k — 1,n) i tako dobijamo vrednost elementa na
poziciji (k,n). Uveéavanjem vrednosti n za 1 se odrZava invarijanta.

int brojKombinacijaSaPonavljanjem(int K, int N) {
vector<int> dp(N+1, 1);
apl0] = 0;
for (int k = 1; k <= K; k++)
for (int n = 1; n <= N; n++)
dp[n] += dp[n-1];
return dp[N];
}

Postoji i veoma zgodan algoritam da se kombinacije sa ponavljanjem svedu na
obi¢ne kombinacije. Zamislimo da smo poredali sve elemente od 1 do n i da
pravimo program za robota koji ée odabrati kombinaciju tako sto kreée od prvog
broja i u svakom trenutku ili moze da uzme taj broj (operacija +) ili da se
pomeri na sledeéi broj (operacija —), sve dok ne stigne do poslednjeg broja, pri
¢emu treba ukupno da uzme k brojeva. Na primer, ako je niz brojeva 1, 2, 3,
4 i bira se 4 broja, onda program —, -+, +, —, —, 4+, + oznacava kombinaciju
2,2,4,4. Pitanje, dakle, svodimo na to kako rasporediti n — 1 strelica i k pluseva,
Sto odgovara pitanju kako rasporediti k£ pluseva na n + k — 1 pozicija, tako da je

je ukupan broj kombinacija sa ponavljanjem jednak ("ﬂf*l).

Broj particija

Problem: Particija pozitivnog prirodnog broja n je predstavljanje broja n na
zbir nekoliko pozitivnih prirodnih brojeva pri ¢emu je redosled sabiraka nebitan.
Na primer particije brojadsul+1+14+1,2+14+1,2+2, 34+ 1, 4. Napisati
program koji odreduje broj particija za dati prirodan broj n.

Algoritmi za odredivanje broja particija odgovaraju algoritmima za generisanju
svih particija.
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Svaka particija ima svoj prvi sabirak. Svakoj particiji broja n kojoj je prvi
sabirak s (pri ¢emu je 1 < s < n) jednoznaéno odgovara neka particija broja
n — s. Posto je sabiranje komutativno, da ne bismo sustinski iste particije brojali
viSe puta nametnuéemo uslov da sabirci u svakoj particiji budu sortirani (na
primer, nerastuée). Zato, ako je prvi sabirak s, svi sabirci iza njega moraju
da budu manji ili jednaki od s. Zato nam nije dovoljno samo da umemo da
prebrojimo sve particije broja n — s, ve¢ je potrebno da ojac¢amo induktivnu
hipotezu. Oznacimo sa p,, s broj particija broja n u kojima su svi sabirci manji
ili jednak od s.

e Bazu indukcije ¢ini slu¢aj n = 0, jer broj nula ima samo jednu particiju
koja ne sadrzi sabirke. Dakle, vazi da je pp s = 1. Ako je n veée od nula
i s = 0, tada ne postoji ni jedna particija, jer od sabiraka koji su svi
jednaki nuli (jer svi moraju da budu manji ili jednaki s) ne moZemo nikako
napraviti neki pozitivan broj. Dakle, za n > 0 vazi da je p, o = 0.

e Induktivni korak mozemo ostvariti na viSe nacina. Najjednostavniji je
slede¢i. Prilikom izra¢unavanja p,, s moZemo razmatrati dva slucaja: da se
u zbiru ne javlja sabirak s ili da se u zbiru javlja sabirak s. Ako se u zbiru
ne javlja sabirak s, tada je najveéi sabirak s — 1 i broj takvih particija je
Dn,s—1. Drugi slucaj je mogu¢ samo kada je n > s i broj takvih particija je
Dn—s,s- Na osnovu ovoga, dobijamo narednu rekurzivnu definiciju.

// broj partictja broja n u kojima su svi sabirci >= smazx
int brojParticija(int n, int smax) {

if (n == 0) return 1;

if (smax == 0) return 0;

int broj = brojParticija(n, s-1);

if (n >= s)

broj += brojParticija(n-s, s);
return broj;

}

Ova funkcija je neefikasna i moze se popraviti dinamickim programiranjem.
Krenimo sa memoizacijom. Uvodimo matricu dimenzije (n 4+ 1) X (n + 1) koju
popunjavamo sa vrednostima —1, ¢ime oznac¢avamo da rezultat poziva funkcije
jos nije poznat. Pre nego $to krenemo sa izra¢unavanjem proveravamo da li je u
matrici vrednost razlicita od -1 i ako jeste, vracamo tu upamdéenu vrednost. Pre
svake povratne vrednosti funkcije rezultat pamtimo u matricu.

int brojParticija(int n, int smax, vector<vector<int>>& memo) {

if (memo[n] [smax] != -1)

return memo [n] [smax] ;
if (n == 0) return memo[n] [smax] = 1
if (smax == 0) return memo[n] [smax] 0;
int broj = brojParticija(n, smax-1, memo);
if (n >= smax)

broj += brojParticija(n-smax, smax, memo);
return memo [n] [smax] = broj;
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}

int brojParticija(int n) {
vector<vector<int>> memo(n + 1);
for (int i = 0; i <= n; i++)
memo[i] .resize(n+1, -1);
return brojParticija(n, n, memo);

}

Ubrzanje je drasti¢no. Za n = 100 prva funkcija radi oko 3,862 sekunde, a druga
oko 0,005 sekundi.

Umesto memoizacije mozemo upotrebiti i dinamicko programiranje navise.
Prikazimo tabelu vrednosti funkcije za n = 10.

n\smax O 1 2 3 4 5 6 7
0 11 1 1 1 1 1 1
1 o1 1 1 1 1 1 1
2 o1 2 2 2 2 2 2
3 01 2 3 3 3 3 3
4 0 1 3 4 5 5 5 b5
5 01 3 5 6 7 77
6 0 1 4 7 910 11 11
7 0 1 4 811 13 14 15

Na osnovu baze indukcije znamo da ¢e svi elementi prve vrste biti jednaki 1, a da
¢e u prvoj koloni svi elementi osim pocetnog biti jednaki 0. Jedan od nacina da
se matrica popunjavam je postepeno uvecavajucéi vrednost n, tj. popunjavajuci
vrstu po vrstu.

Element p,, s zavisi od elemenata p,, s—1 1 (ako je n > s) p,—_ss 1 ako se vrste
popunjavaju od gore nanize i sleva nadesno, prilikom njegovog izracunavanja
oba elementa od kojih zavisi su ve¢ izracunata, Sto daje korektan algoritam.

int brojParticija(int N) {
// alociramo matricu
vector<vector<int>> dp(N+1);
for (int n = 0; n <= N; n++)
dp[n] .resize(N+1);
// popunjavamo prvu vrstu
for (int smax = 0; smax <= N; smax++)
dp[0] [smax] = 1;
// popunjavamo preostale elemente prve kolone
for (int n = 1; n <= N; n++)
dp[n] [0] = 0;
// popunjavamo jednu po jednu vrstu
for (int n = 1; n <= N; n++)
for (int smax = 1; smax <= N; smax++) {
dp[n] [smax] = dp[n] [smax-1];
if (n >= smax)
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dp[n] [smax] += dp[n-smax] [smax];
}
return dp[N] [N];
}

I vremenska i memorijska slozenost ovog algoritma je O(n?) i ovim redosledom
popunjavanja matrice to nije moguce popraviti (jer elementi zavise od elemenata
koji se javljaju ne samo u prethodnoj, ve¢ i u ranijim vrstama, tako da je
potrebno da istovremeno ¢uvamo sve prethodne vrste). Medutim, ako matricu
popunjavamo kolonu po kolonu odozgo nanize, mozemo dobiti memorijsku
slozenost O(n). Naime, svaki element zavisi od elementa u istoj vrsti u prethodnoj
koloni i elementa u istoj koloni u nekoj od prethodnih vrsta, tako da ako kolone
popunjavamo odozgo nanize, mozemo ¢uvati samo dve uzastopne kolone. Zapravo,
mozemo cuvati i samo jednu kolonu, ako njeno popunjavanje organizujemo
tako da se tokom azuriranja svi elementi pre tekuce vrste odnose na vrednosti
tekuce kolone, a od tekuce vrste do kraja odnose na vrednosti prethodne kolone.
Primetimo da se u delu gde je n < smax, vrednosti izmedu dve susedne kolone
ne menjaju. Time dobijamo narednu optimizovanu implementaciju.

int brojParticija(int N) {
vector<int> dp(N+1, 0);
dpl[0] = 1;
for (int smax = 1; smax <= N; smax++)
for (int n = smax; n <= N; n++)
dp[n] += dp[n-smax];
return dp[N];
}

Broj nac¢ina dekodiranja

Problem: Tekst koji se sastoji samo od velikih slova engleske abecede je kodiran
tako sto je svako slovo zamenjeno njegovim rednim brojem u abecedi. Na
primer, tekst BABAC je kodiran nizom cifara 21213. Medutim, posto izmedu slova
nije pravljen razmak, dekodiranje nije jednoznac¢no. Na primer, 21213 moze
predstaviti BABAC, ali i BAUC, BABM, BLAC, BLM, UBAC, UUC, UBM. Napisi program
koji za odreduje broj nacina na koji je moguce dekodirati uneti niz cifara.

Ako krenemo da razmatramo niz cifara od njegovog pocetka, mozemo da izdvo-
jimo njegovu prvu cifru, da je dekodiramo i zatim da dekodiramo sufiks dobijen
njegovim uklanjanjem, ili da izdvojimo prve dve cifre, dekodiramo njih i zatim
da dekodiramo sufiks dobijen njihovim uklanjanjem. Prvi nacin je mogué¢ ako
niz nije prazan i ako je prva cifra razli¢ita od nule, dok je drugi mogué ako niz
ima bar dve cifre, ako je prva cifra razli¢ita od nule, a ta dve cifre grade broj
izmedu 1 i 26.

long long brojNacinaDekodiranja(const string& s) {
// prazna niska se dekodira na jedan nacdin
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if (s == "
return 1;
// rezultat - ukupan broj nadina dekodiranja
long long rez = 0;
// prvu cifru dekodiramo posebno (ako &inti broj izmedu 1 © 9)
if (s[0] !'= '0")
rez += brojNacinaDekodiranja(s.substr(1));
// prve dve cifre dekodiramo zajedno (ako Cine broj izmedu 10 i 26)
if (s.length() >= 2 && s[0] != '0' && 10*(s[0]-'0'")+s[1]-'0"' <= 26)
rez += brojNacinaDekodiranja(s.substr(2));
// vraéamo rezultat
return rez;

}

Umesto izmene podniske, mozemo ga ostaviti konstantnim i samo prosledivati
poziciju i na kojoj pocinje sufiks koji trenutno razmatramo. Izlaz iz rekurzije
je slucaj praznog niza (i = n) koji se moze dekodirati na jedan jedini nadin
(praznom niskom).

// broj nacéina dekodiranja sufiksa niske s koji poclinje na poziciji 1
long long brojNacinaDekodiranja(const string& s, int i) {
// duzina niske
int n = s.lengthQ);
// prazan sufiks se moZe dekodirati samo ma jedan nacin
if (i == n)
return 1;
// rezultat - ukupan broj nadina dekodiranja
long long rez = 0;
// prvu cifru dekodiramo posebno (ako &ini broj izmedu 1 i 9)
if (s[i] != '0")
rez += brojNacinaDekodiranja(s, i + 1);
// prve dve cifre dekodiramo zajedno (ako Cine broj tzmedu 10 © 26)
if (i+1 < n && s[i] !'= '0' && 10*(s[i]-'0")+s[i+1]-'0"' <= 26)
rez += brojNacinaDekodiranja(s, i + 2);
// vraéamo rezultat
return rez;

}

U ovom rekurzivnom reSenju (bez ozbira na naéin implementacije) postojace
veoma izvesno veliki broj identi¢nih rekurzivnih poziva (tj. poziva za istu
vrednost ulaznog niza). Npr. ako niz pocinje sa 11 tada ¢e se njegov sufiks
razmatrati i kada se posebno dekodira svaka od jedinica i kada se dekodira par
cifara koji gradi broj 11. Ovo dovodi do nepotrebnog uveéanja slozenosti, a kao
sto znamo, resenje dolazi u obliku dinamickog programiranja.

Jedan od nacina da smanjimo broj rekurzivnih poziva i nepotrebna izra¢unavanja
je memoizacija. U pomoénom nizu pamtimo do sada izrac¢unate rezultate (na
porziciji ¢ pamtimo vrednost rekurzivnog poziva za parametar ¢). Niz inicijalizu-
jemo na sve vrednosti —1. Na pocetku rekurzivne funkcije proveravamo da li
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je vrednost na poziciji ¢ razli¢ita od -1 i ako jeste, vraéamo je. U suprotnom
nastavljamo izvrsavanje rekurzivne funkcije. Pre nego sto funkcija vrati rezultat
upisujemo ga u niz na mesto .

long long brojNacinaDekodiranja(const string& s, int i,
vector<long long>& memo) {
// ako smo ovaj sufiks veé obradivali, vracamo upaméenti rezultat
if (memo[i] != -1)
return memol[i];

// duZina niske
int n = s.lengthQ);
// prazan sufiks se moZe dekodirati samo na jedan nacin
if (i == n)
return memo[n] = 1;
// rezultat - ukupan broj nacéina dekodiranja
long long rez = 0;
// prvu cifru dekodiramo posebno (ako E&ini broj izmedu 1 i 9)
if (s[i] != '0")
rez += brojNacinaDekodiranja(s, i + 1, memo);
// prve dve cifre dekodiramo zajedno (ako Eine broj izmedu 10 i 26)
if (i+1 < n && s[i] !'= '0' && 10*(s[i]-'0")+s[i+1]-'0"' <= 26)
rez += brojNacinaDekodiranja(s, i + 2, memo);
// pre nego Sto vratimo rezultat, pamtimo ga
return memo[i] = rez;

}

long long brojNacinaDekodiranja(const string& s) {
// alociramo niz duZine n+l % popunjavamo ga vrednostima -1
vector<long long> memo(s.length() + 1, -1);
// dekodiramo celu nisku (sufiks od pozicije 0)
return brojNacinaDekodiranja(s, 0, memo);

}

Mozemo se osloboditi rekurzije i niz popuniti odozda navise.

Neka dp; predstavlja broj nacina da se dekodira sufiks reci s koji pocinje na
poziciji ¢ (ukljuCujuéi i nju). S obzirom na strukturu rekurzije, niz dp; mozemo
popuniti sdesna nalevo (zaista, pre element na poziciji ¢ zavisi od elemenata na
pozicijama i + 11 ¢+ 2).

dpy,, predstavlja broj nacina da se dekodira prazan sufiks, a to je 1.

U suprotnom u nizu imamo bar jednu cifru.

Ako je s; cifra '0', tada je dp; = 0 (tada ni prvi, ni drugi nadin dekodiranja
nisu mogudi).

Ako je s; nije cifra '0', treba da razmotrimo moguénost dekodiranja na prvi
i na drugi nac¢in. Prvi nacin je uvek primenljiv (jer sufiks poéinje bar jednom
cifrom s; za koju smo utvrdili da nije cifra '0') i u tom slu¢aju niz mozemo
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dekodirati na dp;y; nacina. Drugi nacin je primenljiv ako imamo bar dve cifre
(ako je i < n —1) i ako je broj dobijen od cifara s;s;11 (za s; smo utvrdili da
nije cifra '0") izmedu 11 26 i u tom sluc¢aju je broj nacina dobijen na ovaj nacin
jednak dp;io. Jednostavnosti radi dp,,—1 je moguce odrediti posebno, da se ne
bi stalno proveravalo da li je i <mn — 1.

Dakle, dp, =1, dp,—1 = 0 ako je s, cifra '0', dp,_1 = 1 ako s,_1 nije cifra
'0'. Za sve vrednosti ¢ od n — 2 unatrag vazi da je dp; = 0 ako je s; cifra
'0', da je dp; = dp;+1, ako s;s;41 daju broj koji nije izmedu 1 i 26, i da je
dp; = dpiy1 + dpiy2 ako s;s;+1 daju broj koji jeste izmedu 1 i 26.

long long brojNacinaDekodiranja(const string& s) {
// dp[i] predstavlja broj nacina da se dekodira sufiks rect s koji
// pocinje na poziciji © (ukljucujuci © nju).
int n = s.lengthQ);
vector<long long> dp(n+1);
// postoji jedan nacin da se dekodira prazan sufiks
dp[n] = 1;
// jednoctifrent sufiks se moze dekodirati na jedan nacin ako ta
// cifra nije '0', a na nula nacina inace
dp[n-1] = s[n-1] !'= '0"';
// niz dp rekonstruisemo unatrag
for (int i = n-2; i >= 0; i--) {

dpl[i] = 0;
// prvu cifru dekodiramo posebno (ako é&inti broj izmedu 1 % 9)
if (s[i]l == '0")

dp[i] += dpli+1];
// prve dve cifre dekodiramo zajedno (ako ime broj izmedu 10 i 26)
if (10 * (s[il-'0") + (s[i+1]1-'0') <= 26)
dp[i] += dpl[i+2];
}
// traZeni rezultat odgovara sufiksu koji poldinje na poziciji O
return dp[0];
}

Primetimo da je za odredivanje svake prethodne vrednosti niza dp potrebno znati
samo njene dve naredne vrednosti. Stoga nije neophodno ¢uvati ceo niz, veé je
u svakom trenutku potrebno poznavati samo dve njegove uzastopne vrednosti
(krenuvsi od poslednje i pretposlednje).

long long brojNacinaDekodiranja(const string& s) {
int n = s.length();
// kreéemo od dp[n] = 1
long long dp2 = 1;
// % od dp[n-1] Sto je 1 ako s[n-1] nije karakter '0O' % O ako jeste
long long dpl = s[n-1] != '0';
// niz dp rekonstruiSemo unatrag
for (int i = n-2; i >= 0; i--) {
// vrednost dpl[i]
long long dp = O;
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// prvu cifru dekodiramo posebno (ako ¢&ini broj izmedu 1 % 9)
if (s[i] == '0")
dp += dpi;
// prve dve cifre dekodiramo zajedno (ako Cine broj tzmedu 10 © 26)
if (10 * (s[i1-'0") + (s[i+1]-'0') <= 26)
dp += dp2;
// aZuriramo dva poslednja poznata clana niza
dp2 = dpi;
dpl = dp;
}

return dpl;

}

Broj seCenja n-tougla na trouglove

Zadatak: Odredi broj nacina na koji se n-tougao moze dijagonalama koje se ne
presecaju raseéi na trouglove.

Ovaj broj je odreden Katalanovim brojevima zadatim rekurentnim jednac¢inama
Co =1, Cphy1 = Z?:o C;Cp_; i vazi da se n-toguao moze rase¢i na C,_o
nacina. Na primer, ako je dat Sestougao, tada je broj secenja jednak C; =
CyC5 + C1C5 + C5C1 + C3C). Fiksirajmo jednu stranicu Sestougla. Ona mora
biti sigurno stranica nekog trougla u trijangulaciji. Taj trougao moze biti odabran
tako da mu je teme bilo koje od preostala 4 temena. Ako se uzme prvo, sa jedne
njegove strane ne ostaje nista, a sa druge jedan petougao koji se dalje rekurzivno
deli (broj nacdina da se on podeli je C5). Ako se uzme drugo teme, sa jedne
njegove strane imamo trougao (broj nacina da se on podeli je C; = 1), a sa druge
Cetvorougao (broj nadina da se on podeli je Co = 2) koji se dalje rekurzivno dele.
Ako se uzme trece teme, sa jedne njegove strane imamo ¢etvorougao (broj nacina
da se on podeli je Cy = 2), a sa druge trougao (broj nacina da se on podeli je
Cy = 1) koji se dalje rekurzivno dele. Na kraju, ako se uzme etvrto teme, sa
jedne njegove strane ostaje petougao (broj nacina da se on podeli je C3), a sa
druge nista. Rekurentna formula sledi lako na osnovu ovog razmatranja. Veoma
slicno se pokazuje i za opsti slucaj.

Na osnovu ovoga je jednostavno dati rekurzivnu formulaciju.

int katalan(int n) {
if (n == 0) return 1;
int zbir = O;
for (int i = 0; i <= n; i++)
zbir += katalan(i) * katalan(n-i);
return zbir;

}

I ovde dolazi do preklapanja rekurzivnih poziva, pa je stoga bolje napraviti
reSenje dinamickim programiranjem. Prikazimo odmah reSenje navise.
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int katalan(int N) {
vector<int> dp(N);
dpl[0] = 1;
for (int n = 1; n <= N; n++) {
for (int i = 0; i <= n; i++)
zbir += dp[i] + dpln-il;
dp[n] = zbir;
}
return dp[N];
}

Posto u ovoj rekurentnoj vezi svaki Katalanov broj zavisi od svih prethodnih,
nije moguce napraviti memorijsku optimizaciju, pa je memorijska slozenost O(n),
a vremenska O(n?).

1%%1(27?) U tom slucaju se Katalanov

broj C,, moze izra¢unati u vremenskoj slozenosti O(n?) i memorijskoj O(1).

Moguce je dokazati da vazi da je C,, =

Zbir podskupa (varijanta 0-1 ranca)

Umesto izracunavanja broja kombinatornih objekata, ponekad se mozemo pitati
da li postoji i jedan objekat koji zadovoljava neko dato svojstvo. Iustrujmo ovo
narednim primerom.

Problem: Dato je n predmeta ¢ije su mase mg, ... m,_1 i ranac nosivosti M
(svi ti brojevi su prirodni). Napisati program koji odreduje da li se ranac moze
ispuniti do kraja nekim od n datih predmeta (tako da je zbir masa predmeta
jednak nosivosti ranca).

Resenje grubom silom bi podrazumevalo da se isprobaju svi podskupovi pred-
meta. SloZenost tog pristupa bi bila O(2"). Naglasimo da smo ovaj prisup veé
implementirali u delu pretrazi, no sada ¢emo ga unaprediti, pod pretpostavkom
da su nosivost ranca i mase predmeta relativno mali prirodni brojevi.

Veé¢ smo videli da se moze organizovati pretraga sa povratkom, ¢iji su parametri
duzina niza predmeta i preostala nosivost ranca. U svakom razmatramo
mogucénost u kojoj poslednji predmet nije stavljen u ranac i mogucénost u kojoj
poslednji predmet jeste stavljen u ranac (pod pretpostavkom da moze da stane).

bool zbirPodskupa(vector<int>& m, int n, int M) {
// preostala nosivost je 0, pa je ranac kompletmo popunjen
if (M == 0)
return true;
// preostala nosivost je pozitivna, ali nemamo viSe predmeta
// pa je me moZemo popuniti
if (n == 0)
return false;
// preskacemo n-ti predmet i pokudavamo da ranac napunimo sa
// prvih n-1 predmeta
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if (zbirPodskupa(m, n-1, M))
return true;
// ako n-ti predmet moZe da stame u ranac stavljamo ga %
// pokuSavamo da preostalu nosivost popunimo pomoéu preostalih
// n-1 predmeta
if (m[n-1] <= M && zbirPodskupa(m, n-1, M - m[n-1]))
return true;
// ako me moZemo da mapravimo podskup ni sa ni bez n-tog predmeta
// onda podskup nije moguce napraviti
return false;

bool zbirPodskupa(vector<int>& m, int M) {
return zbirPodskupa(m, m.size(), M);

}

Implementacija je i jednostavnija a slozenost najgoreg slucaja je eksponencijalna.
Isto bi ostalo i ako bismo primenili i ostala se¢enja koja smo ilustrovali u delu o
pretrazi.

Veliki problem ovog pristupa je to sto se isti rekurzivni pozivi ponavljaju vise puta
(pre svega zahvaljuéi ¢injenici da su nosivost ranca i mase predmeta celobrojni).
Na primer, ako su poslednja tri od 10 predmeta mase 3, 5 i 2, ako je polazna
nosivost ranca 15 i ako broj predmeta i preostalu nosivost ranca u rekurzivnom
pozivu oznacimo uredenim parom (n, M), tada se dolazi do sledeéeg drveta
rekurzivnih poziva.

(10, 15)
(9, 15) (9, 13)
(8, 15) (8, 10) (8, 13) (8, 8)
(7, 15) (7, 12) (7, 10) (7, 7) (r, 13) (7, 10) (7, 8 (7, 5)

Primecéujemo da se poziv za par argumenata (7,10) ponavlja i u levom i u
desnom delu drveta pretrage. U levom delu to je posledica uzimanja predmeta
mase 5 i izostavljanja predmeta mase 2 i 3, dok je u desnom delu to posledica
uzimanja predmeta mase 2 i 3 i izostavljanja predmeta mase 5. Posto je u slucaju
celobrojnih masa prili¢no verovatno da ¢e postojati razliciti podskupovi predmeta
iste zbirne mase, vrlo je verovatno da ¢e dosta rekurzivnih poziva biti ponovljeno.
Ubrzanje se stoga vrlo verovatno moze dobiti dinamickim programiranjem.

Ako Zelimo da memoriSemo rezultate poziva funkcije za razne parametre, vidimo
da su parametri koji se menjaju tokom rekurzije n i M. Ako Zelimo da mozemo da
pamtimo sve njihove kombinacije mozemo upotrebiti matricu koja je dimenzije
(n+1) x (M + 1), gde je n pocetni broj predmeta, a M je nosivost celog ranca.
Posto nismo sigurni da ¢e cela matrica biti popunjena, moguce je memoizaciju
organizovati tako da se podaci ¢uvaju u mapi koja preslikava parove (n, M) u
rezultujuce logicke vrednosti. Time se moze ustedeti memorija, ali je imple-
mentacija za prili¢no znacajni konstantni faktor sporija nego kada se koristi
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matrica.

bool zbirPodskupa(vector<int>& m, int n, int M,
unordered_map<pair<int, int>, bool, pairhash>% memo) {
auto p = make_pair(n, M);
auto it = memo.find(p);
if (it !'= memo.end())
return it->second;

if (M == 0) return true;

if (n == 0) return false;

if (zbirPodskupa(m, n-1, M, memo))
return memo[p] = true;

if (m[n-1] <= M && zbirPodskupa(m, n-1, M - m[n-1], memo))
return memo[p] = true;

return memo[p] = false;

}

bool zbirPodskupa(vector<int>& m, int M) {
map<pair<int, int>, bool> memo;
return zbirPodskupa(m, m.size(), M, memo);

}

Program mozemo implementirati i dinamickim programiranjem navise. Matricu
mozemo popunjavati u rastué¢em redosledu broja predmeta tj. mozemo obradivati
jedan po jedan predmet u redosledu u kom su dati.

bool zbirPodskupa(const vector<int>& masa, int M) {
int N = masa.size();
vector<vector<int>> dp(N+1);
for (int n = 0; n <= N; n++)
dp[n] .resize(M + 1);

dp[0][0] = true;
for (int m = 1; m <= M; m++)
dp[0] [m] = false;

for (int n = 1; n <= N; n++) {
dp[n] [0] = true;
for (int m = 0; m <= M; m++)
dp[n] m] = dpln-11[m] ||
masa[n-1] <= m && dp[n-1][m - masa[n-1]];

return dp[N] [M];
}

Za niz predmeta 3,1,7,2 i masu 6 dobija se sledeta matrica (vrednost T je
oznacena sa 1, a L sa 0).
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Naravno, pretragu mozemo zaustaviti ¢im vrednost u koloni M prvi put postane
tacna (jer ¢e se tada i u svim narednim vrstama u toj koloni nalaziti vrednost
tacno).

Na osnovu popunjene matrice mozemo jednostavno rekonstruisati resenje, tj.
odrediti neki podskup ¢iji je zbir jednak datom broju. Kreé¢emo iz donjeg desnog
ugla. Ako se u njemu ne nalazi vrednost ta¢no (jedinica), podskup ne postoji. U
suprotnom trazimo prvu vrstu u kojoj se ta jedinica javila. Taj predmet mora
biti uklju¢en u podskup i nakon toga nastavljamo da na isti nacin odredujemo
podskup ¢iji je zbir jednak zbiru bez tog predmeta.

U tekucem primeru prva vrsta u kojoj se pojavljuje jedinica u poslednjoj koloni
(kojoj odgovara masa 6) je poslednja vrsta, pa je neophodno ukljuditi poslednji
predmet sa masom 2. Nakon toga prelazimo na kolonu kojoj odgovara masa 4 i
prva vrsta u kojoj se tu javlja jedinica je vrsta broj 2 kojoj odgovara predmet
mase 1. Njega ukljuc¢ujemo u podskup i nastavljamo analizu od kolone kojoj
odgovara masa 3. Prva vrsta u kojoj se u toj koloni javlja jedinica je vrsta broj
1 kojoj odgovara predmet sa masom 3. I taj predmet ukljucujemo u podskup
i posto bi se nakon toga nastavilo sa kolonom kojoj odgovara masa 0, pronasli
smo trazeni podskup.

Implementacija postupka rekonstrukcije resenja moze biti sledeca.

vector<int> nadjiPodskup(const vector<int>& masa,
const vector<vector<int>>& dp, int n, int m) {

vector<int> podskup;
while (m > 0) {

while (dpl[n][m])

n--;

podskup.push_back(masa[n]);

m -= masa[n];
}
return podskup;

}

Kada nam nije bitno da rekonstruisemo resenje, tada mozemo napraviti memori-
jsku optimizaciju. Kada se matrica popunjava vrstu po vrstu, elementi svake
naredne vrste matrice zavise samo od elemenata prethodne vrste i to onih koji se
nalaze levo od njih. Zato mozemo odrzavati samo jednu tekucu vrstu i mozemo
je azurirati zdesna nalevo.
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bool zbirPodskupa(vector<int>& masa, int M) {
int N = masa.size();
vector<bool> dp(M+1, false);

dp[0] = true;
for (int n = 1; n <= N; n++)
for (int m = M; m >= masal[n-1]; m--)
dplm] = dplm] || dplm - masa[n-1]];

return dp[M];
}

Razmislimo $ta smo ovim transformacijama zapravo dobili. Tekuca vrsta u
svakom koraku kodira skup masa ranaca koje je moguce dobiti od predmeta
zakljucno sa tekué¢im. Razmatramo svaku mogucéu masu i zakljuéujemo da je
mozemo dobiti ili tako Sto smo je veé ranije mogli dobiti ili tako Sto smo na
neku ranije dobijenu masu mogli dodati masu n-tog predmeta. Na osnovu ovoga
mozemo dobiti i malo drugaciju implementaciju.

bool zbirPodskupa(vector<int>& masa, int M) {
int N = masa.size();
vector<bool> dp(M+1, false);

dp[0] = true;
for (int n = 1; n <= N; n++)
for (int m = M - masal[n-1]; m >= 0; m--)
if (dplm]l)
dplm + masal[n-1]] = true;

return dp[M];
}

Ako bismo skup umesto vektora bitova predstavili pomoéu objekta tipa set,
dobili bismo dosta sporiju implementaciju.

bool zbirPodskupa(vector<int>& masa, int M) {
int N = masa.size();
set<int> s;

s.insert(0);
for (int n = 1; n <= N; n++)
for (auto it = s.rbegin(); it != s.rend(); it++)
if (*it + masa[n-1] <= M)
s.insert (*it + masal[n-1]);

return s.find(M) !'= s.end();

}

Analizirajmo sloZenost algoritma dinamickog programiranja (kada se koristi
vektor logi¢kih vrednosti koji se interno najéesée predstavlja nizom bitova).
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Memorijska slozenost je O(M), dok je vremenska slozenost O(n - M). Na prvi
pogled se moze pomisliti da je u pitanju polinomijalna slozenost, medutim, to
ne bi bilo ta¢no. Naime, sloZenost zavisi od vrednosti parametra M. Ako je
M 32-bitni neoznaden ceo broj ta vrednost moze biti 232 — 1 (oko 4 milijarde),
Sto je veé nedopustivo veliko i za savremene racunare. Ako bismo upotrebili
64-bitni neoznacen ceo broj ta vrednost moze biti 264 — 1. Veli¢ina ulaza je
odredena brojem bitova potrebnih za zapis broja M, a maksimalna vrednost
broja ocigledno eksponecijalno zavisi od te veli¢ine. Dakle, u pitanju je i dalje
algoritam Cija vremenska (a i memorijska) sloZenost eksponencijalno zavisi od
veli¢ine ulaza. Ipak, za relativno male vrednosti M, ovaj algoritam se ponasa
efikasno. Ovakvi algoritmi se nazivaju pseudo-polinomijalni. Slozenost postupka
rekonstrukcije je O(M + n).

Resavanje optimizacionih problema dinamickim programi-
ranjem

Tehnika dinamickog programiranja se cesto koristi i za resavanje optimizacionih
problema. Ponovo je kljucan korak induktivno-rekurzivna konstrukcija, dok
dinamicko programiranje sluzi da se resi problem nepotrebnih viSestrukih izracu-
navanja istih vrednosti (tzv. preklapajuéih rekurzivnih poziva).

Kod resavanja optimizacionih problema induktivno-rekurzivnom konstrukcijom
jako je vazno uveriti se da problem ima tzv. svojstvo optimalne podstrukture
(engl. optimal substrucure property), koje nam garantuje da ¢e se optimalno
reSenje problema nalaziti na osnovu optimalnih reSenja potproblema.

Na primer, ako odredujemo najkraé¢i put izmedu gradova i ako najkrac¢i put
od Beograda do Subotice prelazi preko Novog Sada, onda on mora da ukljuci
najkrac¢i put od Novog Sada do Subotice. Naime, ako bi postojao kracéi put
od Novog Sada do Subotice, onda bi se deonica od Novog Sada do Subotice u
optimalnom putu od Beograda do Subotice preko Novog Sada mogla skratiti,
Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je put od Beograda do Subotice
optimalan.

Nemaju svi problemi svojstvo optimalne podstrukture. Na primer, ako je
najjeftiniji let od Beograda do Njujorka preko Minhena i Pariza, ne mozemo da
zaklju¢imo da ¢e najjeftiniji put od Beograda do Pariza biti preko Minhena, jer
avio kompanije daju popuste na razlicite kombinacije letova.

Minimalni broj novéiéa

Krenimo od narednog jednostavnog uopstenja problema ranca tj. zbira podskupa
koji smo prethodno razmotrili.

Problem: Na raspolaganju imamo n novéi¢a ¢iji su iznosi celi brojevi
mg, ..., Mnp—1. Napisati program koji odreduje minimalni broj nov¢i¢a pomocu
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kojih se moze platiti dati iznos (svaki novéi¢ se moze upotrebiti samo jednom).

Ponovo su moguéa reSenja grubom silom (provera svih podskupova nov¢iéa) i
pretragom sa odsecanjima (pri ¢emu je osnovno odsecanje ono u kome se pretraga
prekida kada je iznos koji treba formirati manji od trenutnog zbira uzetih novcica
ili je veci od zbira preostalih nov¢ica). Jednostavnosti implementacije radi, ako
pla¢anje nije mogucée pretpostavicemom da je broj potrebnih novéi¢a +oo.

U srcu algoritma je induktivno-rekurzivna konstrukcija po broju nov¢i¢a u nizu
koji razmatramo. Razmatramo opciju u kojoj poslednji nov¢i¢ u tom nizu ne
ucestvuje i opciju u kojoj poslednji novci¢ ucestvuje u optimalnom placanju. U
prvom slucaju potrebno je odrediti minimalni broj novci¢a iz prefiksa niza bez
poslednjeg elementa kojima se moze platiti polazni iznos (jasno je da je potrebno
naéi resenje sa najmanjim brojem novcica, ako je to moguce, te se u ovom sluc¢aju
trazi optimalno podreSenje). Ako je njihov zbir manji od iznosa, pretraga se moze
isedi, jer placanje nije mogucée. Poslednji novci¢ moze biti deo nekog placanja
datog iznosa samo ako je njegova vrednost manja ili jednaka od poslednjeg iznosa.
U tom slucaju potrebno je pomocu ostalih nov¢ica iz niza platiti iznos umanjen
za vrednost poslednjeg novcic¢a i to je neophodno uraditi sa najmanjim brojem
novéica (i ovde se trazi optimalno podresenje). ReSenje koje bi ukljucilo poslednji
novci¢, a u kome bi se ostatak formirao pomoc¢u vise novci¢a nego sto je potrebno,
ne bi moglo da bude optimalno, jer bi se placanje ostatka moglo zameniti sa
manjim brojem novci¢a i ukljué¢ivanjem poslednjeg novci¢a bi se dobilo bolje
resenje polaznog problema. Dakle, u oba slucaja ovaj problem zadovoljava uslov
optimalne podstrukture. Trazimo minimalni broj nov¢i¢a My, da se plati ceo
iznos pomocu novéi¢a bez poslednjeg. Ako je vrednost novciéa veéa od iznosa
tada je My, konacno resenje, a u suprotnom odredujemo minimalni broj novcica
potreban da se plati iznos umanjen za vrednost poslednjeg novci¢a i njegovim
uvecavanjem za 1 dobijamo minimalni broj novéi¢a Mg, potreban da se plati
iznos kada je poslednji nov¢i¢ ukljucéen. Kona¢no resenje je manji od brojeva
My, 1 Mg

Ako sa M(n,I) obelezimo minimalni broj novéi¢a potrebnih da se plati iznos
I pomocéu prvih n novéi¢a iz datog niza, tada dobijamo slede¢u rekurzivnu
formulaciju.

M(n,0) =0,

M(0,I) =400, zal>0

M(mn,I)=Mmn-1,I), zamp_1>I1,1>0mn>0

M(n,I)=min (M(n—1,1),1+ M(n—1,I —my_1)), zam,—1 <I,I>0n>0

U nastavku ¢emo prikazati reSenje dinamickim programiranjem. Krenimo od
memoizovane verzije pretrage sa odsecanjem. Za memoizaciju mozemo upotrebiti
matricu (posto je i u ovom primeru moguée da matrica bude retko popunjena,
moguce je i upotrebiti i hes-mapu).

25



// tip matrice koji Eemo koristiti pri memoizacijt
typedef vector<vector<int>> Memo;

const int INF = numeric_limits<int>::max();

int najmanjiBrojNovcica(const vector<int>& novcici, int n,
int iznos, int preostalo, Memo& memo) {
if (iznos == 0)
return 0O;
if (n == 0)
return INF;

if (memo[n] [iznos] !'= -1)
return memo [n] [iznos];

if (preostalo < iznos)
return memo [n] [iznos] = INF;

int rez = najmanjiBrojNovcica(novcici, n-1, iznos,
preostalo - novcici[n-1], memo);
if (novcici[n-1] <= iznos) {
int pom = najmanjiBrojNovcica(novcici, n-1, iznos - novciciln-1],
preostalo - novcici[n-1], memo);
if (pom != INF)
rez = min(rez, 1 + pom);

return memo[n] [iznos] = rez;

}

int najmanjiBrojNovcica(const vector<int>& novcici, int iznos) {
Memo memo (novcici.size() + 1);
for (int i = 0; i <= novcici.size(); i++)
memo[i] .resize(iznos + 1, -1);

int zbir = 0O;
for (int i = 0; i < novcici.size(); i++)
zbir += novcicili];
return najmanjiBrojNovcica(novcici, novcici.size(), iznos, zbir, memo);

}

Naravno, moguce je i reSenje odozdo navise.

int najmanjiBrojNovcica(const vector<int>& novcici, int iznos) {
int N = novcici.size(), M = iznos;
vector<vector<int>> dp(N + 1);
for (int i = 0; i <= novcici.size(); i++)

dpli] .resize(M + 1);

dp[0] [0] = 0;
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for (int iznos = 1; iznos <= M; iznos++)
dp[0] [iznos] = INF;
for (int n = 1; n <= N; n++) {
dp[n] [0] = 0;
for (int iznos = 1; iznos <= M; iznos++) {
dp[n] [iznos] = dp[n-1] [iznos];
if (novcici[n-1] <= iznos && dp[n-1] [iznos-novcici[n-1]] != INF)
dp[n] [iznos] = min(dp[n] [iznos], 1 + dp[n-1] [iznos-novcici[n-1]1);

}
}
return dp[N][M];
¥

Matrica za primer niza novcic¢a 3,7,2,4,6 i iznosa od 15 dinara je sledeca.

01 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15

0
3 0] 1 . .
7 0 1 . 1| .2 .
2 0 11 . 2 . 1 2l 2 . 3 .
4 0 1112 2 1 . 202 2 . 3 3 .
6 O 111 2 11 2 2 2 2 3 2 3 3|

Kada je izracunata matrica, rekonstrukciju resenja mozemo izvrsiti veoma jed-
nostavno. Kreéemo iz donjeg desnog ugla i u svakom trenutku proveravamo
da li je broj jednak onom iznad sebe ili onom elementu prethodne vrste koji se
dobija umanjivanjem tekuceg iznosa za vrednost tekuéeg novéi¢a (mogudce je i
da je jednak obema tim vrednostima i tada su moguca razli¢ita resenja, pa se
mozemo opredeliti za bilo koje od njih). U prethodnom primeru su oznadene
vrednosti koje se koriste tokom rekonstrukcije. Iznos 15 se gradi od 3 nov¢ica iz
celog skupa. Posto se iznad broja 3 ne nalazi trojka moramo uzeti nov¢i¢ 6 i
prelazimo na rekonstrukeiju iznosa 9 pomocu 2 novcica iz skupa koji sadrzi prva
4 novcica. Iznos 9 je moguce rekonstruisati pomocu 2 novéica iz skupa koji sadrzi
prva 3 novcica, a iznos 5 nije moguée rekonstruisati pomocu jednog novcica iz
tog skupa, Sto znaci da novci¢ 4 moramo preskocCiti. Posto iznos 9 nije moguce
rekonstruisati samo pomoc¢u prva dva novcica, novié¢ 2 moramo uzeti i nakon
toga rekonstruisemo iznos 7 pomocu prva dva novéi¢a. Posto 7 nije moguée
formirati samo od prvog novc¢i¢a, moramo uzeti novci¢ 7, nakon cega stizemo do
iznosa 0. Time se rekonstrukcija zavrsava i odabrali smo nov¢iée 7+ 2 + 6 = 15.

vector<int> resenje(const vector<int>& novcici, int n, int iznos,
const vector<vector<int>>& dp) {
vector<int> resenje;
while (iznos > 0) {
if (dp[n - 1][iznos] == dp[n] [iznos])

n--;

else {
resenje.push_back(novcici[n-11);
iznos -= novcicil[n-1];

27



n--;
}
}
}

Veoma jednostavno mozemo i nabrojati sva resenja. ReSenja popunjavamo u
vektor resenje, pri ¢emu je k broj njegovih trenutno popunjenih elemenata.

void ispisiSvaResenja(const vector<int>& novcici, int n, int iznos,
const vector<vector<int>>& dp,
vector<int>& resenje, int k) {

if (iznos == 0)
ispis(resenje);
else {

// da li postoji optimalno reSenje bez n-tog noviica
if (dp[n-1] [iznos] == dp[n] [iznos])
ispisiSvaResenja(novcici, n-1, iznos, dp, resenje, k);
// da 1t postoji optimalno reSenje sa n—tim novcéicem
if (iznos >= novcici[n-1] &&
dp[n] [iznos] == 1 + dp[n-1][iznos - novcici[n-1]1]1) {
resenjel[k] = novcicil[n-1];
ispisiSvaResenja(novcici, n-1, iznos - novcicil[n-1], dp,
resenje, k + 1);
}
}
}

void ispisiSvaResenja(const vector<int>& novcici, int n, int iznos,
const Memo& dp) {
// vektor u koji se skladidti tekule reSenje
vector<int> resenje(dp[n] [iznos]);
// pokreéemo pretragu
ispisiSvaResenja(novcici, n, iznos, dp, resenje, 0);

}

Jos jedan interesantan zadatak moze biti izracunavanje broja razli¢itih najkracéih
resenja. Prethodna funkcija se veoma jednostavno modifikuje tako da ne ispisuje,
ve¢ da broji reSenja (u pitanju je prebrojavanje kombinatornih objekata, o
kome je veé bilo re¢i). Naravno, prilikom prebrojavanja ¢e doéi do ponavljanja
rekurzivnih poziva, pa je potrebno da ponovo primenimo dinamicko programi-
ranje. Najjednostavnije je primeniti memoizaciju (a dinamicko programiranje
navise vam ostavljamo za vezbu). Primetimo da se u tom slucaju u resenju
zadatka dva puta primenjuje dinamicko programiranje. Broj resenja jako brzo
raste, pa treba biti obazriv oko prekoracenja.

long long brojResenja(const vector<int>& novcici, int n, int iznos,
vector<vector<int>>& dp, Memo& memo) {
if (iznos == 0)
return 1;

28



else {
if (memo[n] [iznos] !'= -1)
return memo [n] [iznos];

long long broj = 0;
// broj reSenja u kojima ne ulestvuje n—ti novéié
if (dp[n-1][iznos] == dp[n] [iznos])
broj += brojResenja(novcici, n-1, iznos, dp, memo);
// broj reSenja u kojima ulestvuje n-ti novcéié
if (iznos >= novcici[n-1] &&
dp[n] [iznos] == 1 + dp[n-1][iznos - novcicil[n-11])
broj += brojResenja(novcici, n-1, iznos - novcici[n-1], dp, memo);
return memo [n] [iznos] = broj;
}
}

long long brojResenja(const vector<int>& novcici, int n, int iznos,
vector<vector<int>>& dp) {
// alociramo matricu za memoizactiju broja reSenja
Memo memo (n+1);
for (int i = 0; i <= n; i++)
memo[i] .resize(iznos + 1, -1);
return brojResenja(novcici, n, iznos, dp, memo);

}

Ako nas ne zanima rekonstrukcija resenja, tada mozemo izvrsiti memorijsku
implementaciju i mozemo pamtiti samo tekuéu vrstu matrice. I u ovoj imple-
mentaciji mozemo napraviti odsecanje u slu¢aju kada je zbir svih novci¢a manji
od iznosa koji treba naplatiti.

int najmanjiBrojNovcica(const vector<int>& novcici, int iznos) {
int N = novcici.size(), M = iznos;
vector<int> dp(M + 1);

int zbir = 0;
dp[0] = 0;
for (int iznos = 1; iznos <= M; iznos++)
dpliznos] = INF;
for (int n = 1; n <= N; n++) {
zbir += novcici[n-1];
for (int iznos = min(M, zbir); iznos >= novcici[n-1]; iznos--) {
if (dpl[iznos-novcici[n-1]] != INF)
dp[iznos] = min(dpliznos], 1 + dpliznos-novcici[n-1]1);
}
}
return dp[M];
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Maksimalni zbir segmenta

Razmotrimo problem odredivanja maksimalnog zbira segmenta iz ugla
dinamickog programiranja.

Problem: Definisati efikasnu funkciju koja pronalazi najveéi moguéi zbir seg-
menta (podniza uzastopnih elemenata) datog niza brojeva. Proceni joj slozenost.

Pristupimo problemu induktivno-rekurzivno. Za svaku poziciju 0 < i < n odred-
imo vrednost najveceg zbira segmenta niza odredenog pozicijama iz intervala
oblika [j,1) za 0 < j < i, tj. najveéu vrednost sufiksa koji se zavrSava neposredno
pre pozicije 1.

e Bazni slucaj je i = 0 i tada je 7 = 0 jedini moguéi izbor za j, $to odgovara

praznom sufiksu ¢iji je zbir 0.

e Pretpostavimo da zZelimo da odredimo ovu vrednost za neko 0 < ¢ < n.
Vrednost j moze biti ili jednaka ¢ ili neka vrednost strogo manja od i.
suprotnom se zbir sufiksa moze razloziti na zbir elemenata na pozicijama
[/, — 1) i na element a;_1. Zbir a;_; je fiksiran, pa da bi ovaj zbir bio
maksimalni, potrebno je da zbir elemenata na pozicijama [j,7 — 1) bude
maksimalni, medutim, on je sufiks pre pozicije i — 1, pa maksimalnu
vrednost tog zbira znamo na osnovu induktivne hipoteze. Maksimalni zbir
je dakle veéi broj izmedu tog zbira i zbira praznog segmenta, tj. nule.

Time dobijamo narednu rekurzivnu definiciju u kojoj dolazi do preklapanja
rekurzivnih poziva.

int maksimalniZbirSegmenta(const vector<int>& a, int i) {
if (i == 0)
return -1;
return max(0, maksimalniZbirSegmenta(a, i-1) + ali-11);

}

Funkcija sama po sebi nije puno korisna, jer nas zanima maksimalna vrednost
segmenta, a ne maksimalna vrednost sufiksa. Medutim posto se svaki segment
javlja u nekom trenutku kao sufiks, mozemo ojacati induktivnu hipotezu i funkciju
prilagoditi tako da uz maksimum sufiksa vraca i maksimum svih segmenata pre
te pozicije. Medutim, ako upotrebimo dinamicko programiranje navise, za tim
nema potrebe, jer nakon popunjavanja niza maksimuma sufiksa, mozemo njegov
maksimum lako odrediti u jednom dodatnom prolasku.

int maksimalniZbirSegmenta(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
// za svaku poziciju odredujemo maksimalni zbir sufiksa
// kojt se zavuriava na toj poziciji
vector<int> dp(n + 1);
dp[0] = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++)
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dpli] = max(0, dpl[i-1] + ali-1]1);
// odredujemo maksimalni zbir segmenta (on je sigurno zbir
// nekog sufiksa, pa trazZimo maksimum svih zbirova sufiksa)
int rez = dpl[0];
for (int i = 1; i <= n; i++)

rez = max(rez, dpl[il);
return rez;

}

Ako je niz a jednak -2 3 2 -3 -3 -2 4 5 -8 3, tada niz dp postaje 0 3 5 2
004 9 1 4imaksimum mu je 9.

Naravno, dva prolaska mozemo objediniti u jedan.

int maksimalniZbirSegmenta(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
vector<int> dp(n + 1);
dp[0] = 0;
int rez = dp[0];
for (dnt i = 1; i <= n; i++) {
dpl[il = max(0, dpl[i-1]1 + al[i-11);
rez = max(rez, dplil);
}
return rez;

}

I vremenska i memorijska sloZenost ovog algoritma je O(n).

Posto tekuéa vrednost u nizu zavisi samo od prethodne, niz nam zapravo nije
potreban i mozemo ¢uvati samo tekuéu vrednost u nizu ¢ime memorijsku slozenost
mozemo spustiti na O(1).

int maksimalniZbirSegmenta(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
int dp = O;
int rez = dp;
for (int i = 1; i <= n; i++) {
dp = max(0, dp + ali-11);
rez = max(rez, dp);
}
return rez;

}

Promenljive mozemo preimenovati u skladu sa njihovom semantikom i tako
dobiti Kadanov algoritam koji smo i ranije izveli, bez eksplicitnog pozivanja na
tehniku dinamickog programiranja.

int maksimalniZbirSegmenta(const vector<int>& a) {

int n = a.size();
int maksSufiks = 0;
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int maksSegment = maksSufiks;
for (dnt i = 1; i <= n; i++) {
maksSufiks = max(0, maksSufiks + al[i-1]);
maksSegment = max(maksSegment, maksSufiks);
}

return maksSegment;

Najduzi zajednicki podniz

Problem: Defisati funkciju koja odreduje duzinu najduze zajednicke podniske
(ne obavezno uzastopnih karaktera) dve date niske. Na primer za niske ababc i
babbca najduza zajednicka podniska je babc.

Kreéemo od resenja induktivno-rekurzivnom konstrukcijom.

¢ Ako je bilo koja od dve niske prazna, tada je jedini njen podniz prazan, pa
je duzina najduzeg zajednickog podniza jednaka nuli.

e Ako su obe niske neprazne, tada mozemo uporediti njihova poslednja slova.
Ako su ona jednaka, mogu biti uklju¢ena u najduzi zajednicki podniz i
problem se rekurzivno svodi na pronalazenje najduzeg zajednickog podniza
njihovih prefiksa. U suprotnom, nije mogucée da oba poslednja slova budu
ukljucena u zajednicki podniz. Zato razmatramo najduzi zajednicki podniz
prve niske i prefiksa druge niske bez njenog poslednjeg slova i zajednicki
podniz druge niske i prefiksa prve niske bez njenog poslednjeg slova. Duzi
od dva podniza bi¢e najduzi zajednicki podniz te dve niske. Naglasimo i
da nije neophodno razmatrati najduzi zajednicki podniz dva prefiksa, jer
se prosirivanjem nekog od dva prefiksa za poslednje slovo samo ne moze
dobiti podniz koji bi bio kra¢i. Takode, naglasimo da je u ovom problemu
zadovoljeno svojstvo optimalne podstrukture (jer bi se pronalaZenjem
neoptimalnih resenja za prefikse dobila neoptimalna resenja za polazne
niske).

Posto rekurzija tece po prefiksima niski, jedini promenljivi parametri tokom
rekurzije mogu biti duzine tih prefiksa. Ako sa f(m,n) ozna¢imo duzinu najduzeg
zajednickog podniza prefiksa niske a duzine m i prefiksa niske b duzine n, tada
vazi sledeta rekurentna veza:

f(0,n)=0

f(m,0) =0

fm,n)=fm—-1,n—-1)+1, zam,n>01an_1=>by1

fim,n) =max (f(m,n—1), f(m—1,n)), zamn>01iam,_1%#by_1

int najduziZajednickiPodniz(const string& s1, int ni,
const string& s2, int n2) {
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if (n1 == 0 || n2 == 0)

return 0;
if (s1[ni-1] == s2[n2-1])

return najduziZajednickiPodniz(sl, nl-1, s2, n2-1) + 1);
else

return max(najduziZajednickiPodniz(sl, nl, s2, n2-1),

najduziZajednickiPodniz(sl, nl-1, s2, n2));

return rez;

}

int najduziZajednickiPodniz(const string& s1, const string& s2) {
int nl = sl.size(), n2 = s2.size();
return najduziZajednickiPodniz(sl, nl, s2, n2);

}

U direktnom rekurzivnom resenju ima mnogo preklapajuéih rekurzivnih poziva.
Stoga je efikasnost moguce popraviti tehnikom dinamickog programiranja. Jedan
mogudi pristup je da upotrebimo memoizaciju. Vrednost duzine najduzeg podniza
za svaki par duzina prefiksa mozemo pamtiti u matrici.

int najduziZajednickiPodniz(const string& s1, int ni,
const string& s2, int n2,
vector<vector<int>>& memo) {
if (memo[ni1] [n2] !'= -1)
return memo[n1] [n2];

if (n1 == || n2 == 0)
return memo[n1] [n2] = 0;

int rez;
if (s1[n1-1] == s2[n2-1])
rez = najduziZajednickiPodniz(s1l, nl-1, s2, n2-1, memo) + 1;
else
rez = max(najduziZajednickiPodniz(s1, nl, s2, n2-1, memo),
najduziZajednickiPodniz(s1, nil-1, s2, n2, memo));
return memo[n1] [n2] = rez;

}

int najduziZajednickiPodniz(const string& sl, const string& s2) {
int n1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<vector<int>> memo(ni+1);
for (int i = 0; i <= nl1; i++)
memo[i] .resize(n2 + 1, -1);

return najduziZajednickiPodniz(sl, nl, s2, n2, memo);

}

Problem preklpajuéih rekurzivnih poziva se moze resiti ako se upotrebi dinamicko
programiranje navise. Duzine najduzih podnizova prefiksa mozemo cuvati u ma-
trici. Element matrice na poziciji (m,n) zavisi samo od elemenata na pozicijama
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(m—1,n), (m,n—1) 1 (m—1,n—1), tako da matricu poZemo da popunjavamo
bilo vrstu po vrstu, bilo kolonu po kolonu. Prikazimo matricu za primer niske
xmjyauz i mzjawxu.

Zjawzxu
01234567
000000000
x 1100000011
m2(01111111
j3l01122222
y4l01 122222
abl01123333
u6l01123334
z7/101 223334

Implementaciju mozemo izvrsiti na sledeé¢i nacin.

int najduziZajednickiPodniz(const string& sl, const string& s2) {
int nl1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<vector<int>> dp(nil+1);
for (int i = 0; i <= nl; i++)
dpl[i] .resize(n2 + 1, 0);

for (int i = 1; i <= nl; i++)
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
if (s1[i-1]1 == s2[j-11)
dplil [j] = dapli-11[j-1]1 + 1;
else
dp[il[j] = max(dp[il[j-1]1, dpli-11[j1);
}

return dp[ni] [n2];
}

Prikazimo i kako je moguce rekonstruisati rezultujucu nisku na osnovu kompletne
konstruisane matrice. Kre¢emo se od donjeg desnog ugla unazad i za svako
polje proveravamo kako smo do njega dosli (sa polja gore-levo od njega, sa polja
levo od njega ili sa polja iznad njega) i na osnovu toga u rezultat dodajemo
odgovarajuci karakter.

string najduziZajednickiPodniz(const string& sl, const string& s2) {
// konstrukcija matrice dp je ista kao u prethodnom redenju

string rez;

rez.resize(dp[ni] [n2]);

int 1 = nl, j = n2, k = dp[n1]l[n2] - 1;
while (k >= 0) {
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if (s1[i-1] == s2[j-1] && dpl[il[j] == dpli-11[j-1]1 + 1) {
rez[k--] = s1[i-1];
i--, j=-;
} else if (dp[il[j]l == dpl[il[j-11)
=
else
i--;
}
return rez;

}

Ako nije neophodno rekonstruisati resenje, veé je dovoljno znati samo duzinu, kod
mozemo optimizovati tako Sto ne pamtimo ¢itavu matricu istovremeno. Naime,
mozemo primetiti da se prilikom popunjavanja matrice vrstu po vrstu sadrzaj
svake naredne vrste popunjava samo na osnovu prethodne vrste. Stoga nije
potrebno istovremeno pamtiti celu matricu, ve¢ je dovoljno pamtiti samo jednu,
tekucu vrstu. Azuriranje vrste moramo vrsiti s leva nadesno, jer svaki element
u tekucoj vrsti zavisi od elementa koji mu prethodi u toj vrsti. Primetimo
da nam je u nekom trenutku potrebno da znamo prethodni element tekuce
vrste, a ponekad prethodni element prethodne vrste, tako da prilikom azuriranja
vrste moramo da u pomoc¢noj promenljivoj pamtimo staru vrednost prethodnog
elementa vrsta (jer se aZuriranjem prethodnog elementa njegova stara vrednost
gubi, a ona nam moze zatrebati u slucaju da su odgovarajuéi karakteri u niskama
jednaki).

int najduziZajednickiPodniz(const string& sl, const string& s2) {
int n1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<int> dp(n2 + 1, 0);
for (int i = 1; i <= n1; i++) {
int prethodni = dp[0];
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
int tekuci = dpl[jl;
if (s1[i-1] == s2[j-11) {
dp[j] = prethodni + 1;

} else {
dp[j] = max(dp[j-1]1, dp(jl);
}
prethodni = tekuci;
}
}
return dp[n2];
}

Vremenska sloZenost ovog algoritma jednaka je O(nq - n2), gde su nq i ny duzine
date dve niske (ako su niske sli¢ne duzine, praktiéno je u pitanju algoritam
kvadratne sloZenosti), a memorijska slozenost je O(nz) (a lako se moze spustiti
do O(min (n1,ns)), ako se pre primene algoritma niske urede tako da ny bude
kraca od njih).
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Najduza zajednicka podniska

Problem: Defisati funkciju koja odreduje duzinu najduze zajednicke podniske
uzastopnih karaktera dve date niske. Na primer za niske ababc i babbca najduza
zajednicka podniska je ab.

Resenje grubom silom podrazumevalo bi trazenje svake podniske prve niske
unutar druge niske i odredivanje najduze podniske koja je pronadena i bilo bi
vrlo neefikasno, ¢ak i kada bi se primenjivali efikasni algoritmi trazenja podniske.

Ovo je malo jednostavnija varijacija prethodnog zadatka. Pretpostavimo da
je z najduza zajednicka podniska niski = i y. Ako se odbace karakteri iza
pojavljivanja niske z unutar z i karakteri iza pojavljivanja niske z unutar y,
dobijaju se prefiksi re¢i x i y koji imaju z kao najduzi zajednicki sufiks. Za svaki
par prefiksa dve date niske, dakle, potrebno je odrediti duzinu najveceg sufiksa
tih prefiksa na kom se oni poklapaju. Maksimum duzina takvih sufiksa za sve
prefikse predstavljaée trazenu duzinu najduze zajednicke podniske. Jedan nacin
je da za svaki par prefiksa sufiks rac¢unamo iznova produzavajuci ga na levo sve
dok su zavrsni karakteri tih prefiksa jednaki, no mnogo je bolje ako primetimo
da je duzina najduzeg zajednickog sufiksa jednaka nuli ako su poslednji karakteri
dva prefiksa razliciti, a da je za jedan veéi od duzine najduzeg sufiksa dva
prefiksa koja se dobijaju izbacivanjem poslednjih slova polazna dva prefiksa ako
su poslednji karakteri dva prefiksa jednaki. Ako sa f(m,n) oznacimo duzinu
najduzeg sufiksa prefiksa re¢i a duzine m i prefiksa reci b duzine n, tada vazi
sledeca rekurentna veza.

f(m,0)=0

fO,n)=0

fm,n)=14+f(m—-1,n—-1), zam,n>01ian_1=>by_1
flm,n) =0, zam,n>01iamn_17# by

Ovo mozemo pretociti u rekurzivnu funkeiju, koja ¢e biti neefikasna zbog prekla-
panja rekurzivnih poziva. Ako primenimo tehniku dinamickog programiranja
odozdo navise, dobijamo slede¢u, efikasnu implementaciju (matricu popunjavamo
vrstu po vrstu).

int najduzaZajednickaPodniska(const string& sl1, const string& s2) {
int nl1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<vector<int>> dp(nl + 1);
for (int i = 0; i <= nl; i++)
dp[i] .resize(n2 + 1, 0);

int maxPodniska = O;

for (int i = 1; i <= nl1; i++)
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
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if (s1[i-1] == s2[j-1]1)
dp[il[j] = dpl[i-11[j-1]1 + 1;

else
dpl[il [j]1 = 0;

if (dpl[i][j] > maxPodniska)
maxPodniska = dpl[il [j];

return maxPodniska;

}

Prikazimo i primer matrice za niske xyxy i yxyx.

Naravno, i ovde mozemo upotrebiti memorijsku optimizaciju. Posto element vise
ne zavisi od prethodnog elementa u tekucoj vrsti, elemente mozemo azurirati
sdesna na levo.

int najduzaZajednickaPodniska(const string& sl1, const string& s2) {
int n1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<int> dp(n2+1, 0);

int maxPodniska = 0;
for (int i = 1; i <= nl; i++)
for (int j = n2; j >= 0; j—) {
if (s1[i-1]1 == s2[j-1]1)
dp[jl = dpl[j-11 + 1;
else
dp[j]l = 0;
if (dp[j] > maxPodniska)
maxPodniska = dpl[j];

return maxPodniska;

}

Vremenska slozenost ovog algoritma je O(ng - ng), gde su n; i ny duzine niski,
dok je memorijska sloZenost O(ns) (a eventualnom razmenom niski pre primene
algoritma se moze smanjiti na O(min (nl,n2)).
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Edit-rastojanje

Problem: Edit-rastojanje izmedu dve niske se definiSe u terminima operacija
umetanja, brisanja i izmena slova prve rec¢i kojima se moze dobiti druga rec.
Svaka od ove tri operacije ima svoju cenu. Definisati program koji izracunava
najmanju cenu operacija kojima se od prve niske moze dobiti druga. Na primer,
ako je cena svake operacije jedini¢na, tada se niska zdravo moze pretvoriti u
bravo! najefikasnije operacijom izmene slova z u b, brisanja slova d i umetanja
karaktera !.

Izvedimo prvo induktivno-rekurzivnu konstrukciju.

o Ako je prva niska prazna, najefikasniji nacin da se od nje dobije druga niska
je da se umetne jedan po jedan karakter druge niske, tako da je minimalna
cena jednaka proizvodu cene operacije umetanja i broja karaktera druge
niske.

e Ako je druga niska prazna, najefikasniji nac¢in da se od prve niske dobije
prazna je da se jedan po jedan njen karakter izbrise, tako da je minimalna
cena jednaka proizvodu cene operacije brisanja i broja karaktera prve
niske.

e Induktivna hipoteza ¢e biti da umemo da resimo problem za bilo koja
dva prefiksa prve i druge niske. Ako su poslednja slova prve i druge
niske jednaka, onda je potrebno pretvoriti prefiks bez poslednjeg slova
prve niske u prefiks bez poslednjeg slova druge niske. Ako nisu, onda
imamo tri moguénosti. Jedna je da izmenimo jedan od ta dva karaktera
u onaj drugi i onda da, kao u prethodnom slucaju, prevedemo prefikse
bez poslednjih karaktera jedan u drugi. Druga moguénost je da obrisemo
poslednji karakter prve niske i probamo da pretvorimo tako njen dobijeni
prefiks u drugu nisku. Tre¢a mogucnost je da prvu nisku transformiSsemo u
prefiks druge niske bez poslednjeg karaktera i da zatim dodamo poslednji
karakter druge niske.

Na osnovu ovoga lako mozemo definisati rekurzivnu funkciju koja izracunava
edit-rastojanje. Da nam se niske ne bi menjale tokom rekurzije (Sto moze biti
sporo), efikasnije je da niske prosledujemo u neizmenjenom obliku i da samo
prosledujemo brojeve karaktera njihovih prefiksa koji se trenutno razmatraju.

int editRastojanje(const string& s1, int ni,
const string& s2, int n2,
int cenaUmetanja, int cenaBrisanja, int cenalzmene) {
if (n1 == 0 && n2 == 0)
return O;
if (n1 == 0)
return n2 * cenaUmetanja;
if (n2 == 0)
return nl * cenaBrisanja;
if (si[n1-1] == s2[n2-11)
return editRastojanje(sl, nil-1, s2, n2-1);
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else {
int ri editRastojanje(sl, nil-1, s2, n2) + cenaBrisanja;
int r2 editRastojanje(sl, nl, s2, n2-1) + cenaUmetanja;
int r3 = editRastojanje(sl, nl-1, s2, n2-1) + cenalzmene;
return min({r1, r2, r3});

}

int editRastojanje(const string sl1&, const string& s2,
int cenaUmetanja, int cenaBrisanja, int cenalzmene) {
return editRastojanje(sl, sl.size(), s2, s2.size(),
cenaUmetanja, cenalzmene, cenaBrisanja);

}

Ovo resenje je, naravno, neefikasno zbog preklapajuéih rekurzivnih poziva. Al-
goritam dinamickog programiranja za ovaj problem poznat je pod imenom
Vagner-Fiserov algoritam. Rezultate za prefikse duzine ¢ i j pamti¢emo u matrici
na polju (i,5). Dakle, ako su duZine niski ny i ny, potrebna nam je matrica
dimenzije (nq +1) X (ng + 1), a konadan rezultat ¢ée se nalaziti na mestu (ny, ng).
Za vezbu vam ostavljamo da implementirate resenje tehnikom memoizacije. U
nastavku ¢emo prikazati reSenje pomocu dinamickog programiranja navise. Ako
matricu popunjavamo vrstu po vrstu, sleva nadesno, prilikom izracunavanja
elementa na poziciji (4, j), biée izracunati svi elementi matrice od kojeg on zavisi

(atosu (i —1,7—1), (i—1,5)1 (4,5 — 1)).

int editRastojanje(const string& sl1, const string& s2,
int cenaUmetanja, int cenaBrisanja, int cenalzmene) {
int nl1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<vector<int>> dp(nil+1);
for (int i = 0; i <= nl; i++)
dp[i] .resize(n2+1);

dp[0] [0] = 0;
for (int i = 0; i <= nl1; i++)
dp[i] [0] i * cenaBrisanja;
for (int j = 0; j <= n2; j++)
dpl[0][j] = j * cenaUmetanja;
for (int i = 1; i <= nl; i++)
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
if (s1[i-1] == s2[j-11)
dplil [j] = dpli-110[j-11;

else {
int r1 = dpl[i-1]1[j] + cenaBrisanja;
int r2 = dp[i][j-1] + cenaUmetanja;
int r3 = dp[i-1]1[j-1] + cenalzmene;

dpl[il [j] = min({r1, r2, r3});
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return dp[ni] [n2];
}

Pod pretpostavkom da su cene jedini¢ne, za niske zdravo i bravo! dobija se
slede¢a matrica.

W WA AR

Na osnovu popunjene matrice lako je rekonstruisati i sam niz koraka koji prvu
nisku transformise u drugu. Kreéemo od donjeg desnog ugla matrice i kre¢emo
se unazad. U svakom koraku proveravamo kako smo dosli na tekuéu poziciju i
u skladu sa tim korak ubacujemo u niz (vektor). Na kraju, kada stignemo do
gornjeg levog ugla, niz koraka ispisujemo unazad. U teku¢em primeru na polje
(6, 6) smo stigli sa polja (6, 5) Sto znaci da je poslednji korak umetanje karaktera
1. Na polje (6, 5) smo stigli sa polja (5, 4) pri ¢emu nije vrsen nikakva izmena.
Sli¢no, na polje (5, 4) smo stigli sa (4, 3), na polje (4, 3) smo stigli sa (3, 2),
a na polje (3, 2) smo stigli sa (2, 1). Na polje (2, 1) smo mogli sti¢i sa (1, 1)
pri ¢emu je obrisan karaker d, a na polje (1, 1) smo stigli sa (0, 0) tako Sto je
karakter z promenjen u b. Dakle, jedan niz moguéih koraka je

zdravo

izmena z u b
bdravo

brisanje d
bravo

umetanje !
bravo!

Primetimo da smo na polje (2, 1) mogli stiéi i sa polja (1, 0) operacijom izmene
d ub. Na polje (1, 0) smo stigli sa (0, 0) operacijom brisanja slova z. Na taj
nacin dobijamo sledeéi niz koraka.

zdravo

brisanje z
dravo

izmena d u b
bravo

umetanje !
bravo!
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Implementacija funkcije kojom se vrsi rekonstrukeija (jednog) reSenja moze biti
sledeca.

void ispisiIzmene(const vector<vector<int>>& dp,
const string& sl1, const string& s2,
int cenaUmetanja, int cenaBrisanja, int cenalzmene) {
vector<string> izmene;
int n1 = sil.size(), n2 = s2.size();
while (n1 > 0 || n2 > 0) {
if (n1 > 0 && n2 > 0 && si[ni1-1] == s2[n2-1] &&
dp[ni] [n2] == dp[n1-1][n2-1]1) {
nl--; n2--;
} else if (n1 > 0 && n2 > 0 &&
dp[n1] [n2] == dp[ni-1] [n2-1] + cenalzmene) {
izmene.push_back(string("Izmena: ") + si[ni1-1] + " -> " + s2[n2-1]);
nl--; n2--;
} else if (n2 > 0 && dp[n1][n2] == dp[ni] [n2-1] + cenaUmetanja) {
izmene.push_back(string("Umetanje: ") + s2[n2-1]);
n2--;
} else if (n1 > 0 && dp[n1][n2] == dp[ni1-1][n2] + cenaBrisanja) {
izmene.push_back(string("Brisanje: ") + s1[ni1-1]);
nl--;
}
}
for (auto it = izmene.rbegin(); it != izmene.rend(); it++)
cout << *it << endl;

}

Ponekad nam nisu bitne same izmene, veé samo rastojanje (na primer, ako se
vrsi provera da li su dve niske bliske prilikom pretrage u kojoj se dopusta da je
korisnik napravio i nekoliko slovnih gresaka). Posto elementi tekuéeg reda zavise
samo od prethodnog, mozemo izvrsiti memorijsku optimizaciju i istovremeno
¢uvati samo jedan red. Tokom azuriranja elementa na poziciji j njegov deo na
pozicijama strogo manjim od j ¢e ¢uvati elemente tekuceg reda ¢, deo od pozicije
j nadalje ¢e cuvati elemente prethodnog reda ¢ — 1. Promenjiva prethodni ¢e
¢uvati vrednost sa polja (i — 1,5 — 1), a promenljiva tekuci ¢e ¢uvati vrednost
sa polja (i — 1, ).

int editRastojanje(const string& sl, const string& s2,
int cenaUmetanja, int cenaBrisanja, int cenalzmene) {
int nl1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<int> dp(n2 + 1);
for (int j = 0; j <= n2; j++)
dp[j]l = j * cenaUmetanja;
for (int i = 1; i <= nl1; i++) {
int prethodni = dp[0];
dp[0] = i * cenaBrisanja;
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
int tekuci = dpl[jl;
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if (s1[i-1] == s2[j-11)
dp[j] = prethodni;
else {
int rl = tekuci + cenaBrisanja;
int r2 = dp[j-1] + cenaUmetanja;
int r3 = prethodni + cenalzmene;
dpl[j]l = min({r1, r2, r3});
}
prethodni = tekuci;
3
}
return dp[n2];
}

Najduzi palindromski podniz

Problem: Napisati program koji odreduje duzinu najduzeg palindromskog
podniza date niske (podniz se dobija brisanjem karaktera polazne niske
i ¢ita se isto s leva na desno i s desna na levo). Na primer, za nisku
algoritmi_i_strukture_podataka takav podniz je at_rutur_ta

Krenimo od rekurzivnog resenja.

¢ Prazna niska ima samo prazan podniz, pa je duzina najduzeg palindromskog
podniza jednaka nuli. Niska duzine 1 je sama svoj palindromski podniz,
pa je duzina njenog najduzeg palindromskog podniza jednaka 1.

¢ Ako niska ima bar dva karaktera, onda ramzatramo da li su njen prvi i
poslednji karakter jednaki. Ako jesu, onda oni mogu biti deo najduzeg
palindromskog podniza i problem se svodi na pronalazenje najduzeg palin-
dromskog podniza dela niske bez prvog i poslednjeg karaktera. U suprot-
nom oni ne mogu biti istovremeno biti deo najduzeg palindromskog podniza
i potrebno je eliminisati bar jedan od njih. Problem, dakle, svodimo na
pronalazenje najduzeg palindromskog podniza sufiksa niske bez prvog
karaktera i na pronalaZenje najduzeg palindromskog podniza prefiksa niske
bez poslednjeg karaktera. Duzi od ta dva palindromska podniza je trazeni
palindromski podniz cele niske.

Ovim je prakticno definisana rekurzivna procedura kojom se resava problem. U
svakom rekurzivnom pozivu vrsi se analiza nekog segmenta (niza uzastopnih
karaktera polazne niske), pa je svaki rekurzivni poziv odreden sa dva broja koji
predstavljaju granice tog segmenta. Ako sa f(l,d) oznac¢imo duzinu najduzeg
palindromskog podniza dela niske s[l, d], tada vaze sledeée rekurentne veze.
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Fld)y=0, zal>d

fl,d)y=1, zal=d

fll,d)=1+f(l+1,d-1), zal<dis =sq4

f(l,d) =max (f(l+1,d), f(I,d—1)), zal<dis #sq

Na osnovu ovoga, funkciju je veoma jednostavno implementirati.

int najduziPalindrom(const string& s, int p, int q) {
if (p > q)
return 0;
if (p == q)
return 1;
if (slpl == slql)
return 2 + najduziPalindrom(s, p+1l, g-1);
return max(najduziPalindrom(s, p, gq-1),
najduziPalindrom(s, p+1, q));
}

int najduziPalindrom(const string& s) {
return najduziPalindrom(s, O, s.length() - 1);

}

U prethodnoj funkciji dolazi do preklapanja rekurzivnih poziva, pa je pozeljno
upotrebiti memoizaciju. Za memoizaciju koristimo matricu (prakti¢no, njen
gornji trougao u kojem je | < d).

int najduziPalindrom(const string& s, int p, int q,
vector<vector<int>>& memo) {
if (memo([pl[q]l != -1)
return memo [p] [q];
if (p > q)
return memo [p] [q]
if (p == q)
return memo [p] [q]
if (slpl == slql)
return memo[p][q] = 2 + najduziPalindrom(s, p+1, gq-1, memo);
return memo[p] [q] = max(najduziPalindrom(s, p, q-1, memo),
najduziPalindrom(s, p+1, q, memo));

0;

1;

}

int najduziPalindrom(const string& s) {
vector<vector<int>> memo(s.length(), vector<int>(s.length(), -1));
return najduziPalindrom(s, O, s.length() - 1, memo);

}

Do efikasnog resenja mozemo doéi i dinamickim programiranjem odozdo navise.
Element na poziciji (I, d) matrice zavisi od elemenata na pozicijama (I + 1,d),
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(I,d—1)1i(I+1,d—1), dok se kona¢no resenje nalazi u gornjem levom uglu
matrice, tj. na polju (0,n — 1). Zbog ovakvih zavisnosti matricu ne mozemo
popunjavati ni vrstu po vrstu, ni kolonu po kolonu, ve¢ dijagonalu po dijagonalu.
Na dijagonalu ispod glavne upisujemo sve nule, na glavnu dijagonalu sve jedinice,
a zatim popunjavamo jednu po jednu dijagonalnu iznad glavne, sve dok ne
dodemo do elementa u gornjem levom uglu.

Prikazimo kako izgleda popunjena matrica na primeru niske abaccba.

abaccba

P o0 0P o
w

Konacno resenje 6 odgovara podnizu abccba.

int najduziPalindrom(const string& s) {
int n = s.lengthQ);
vector<vector<int>> dp(n);
for (int i = 0; i < n; i++) {
dp[i] .resize(n, 0);
dpl[il [i] = 1;
}
for (int r = 1; r < n; r++)
for (int p = 0; p + r < n; p++) {
int q = p + r;
if (slpl == slql)
dplpl [q] = dplp+1]1[q-1]1 + 2;
else
dplpl [q] = max(dplp+11[ql, dplpl[q-11);
}

return dp[0] [n - 1];
}

Ovo resenje ima i memorijsku i vremensku sloZenost O(n?).

Memorijsku slozenost je moguée redukovati. Primeé¢ujemo da elementi svake
dijagonale zavise samo od elemenata prethodne dve dijagonale. Moguce je da
¢uvamo samo dve dijagonale - tekuéu i prethodnu. Tokom azuriranja tekuce
dijagonale njene postojeée elemente istovremeno prepisujemo u prethodnu. Kada
su karakteri jednaki, tada u privremenu promenljivu belezimo odgovarajuéi
element prethodne dijagonale, na njegovo mesto upisujemo odgovarajuci element
tekuce dijagonale, a onda na mesto tog elementa upisujemo vrednost privremene
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promenljive uveéanu za dva. Kada su karakteri razliciti odgovarajuéi element
tekuce dijagonale upisujemo na odgovarajuce mesto u prethodnoj dijagonali, a
na njegovo mesto upisujemo maksimum te i naredne vrednosti tekucée dijagonale.

int najduziPalindrom(const string& s) {

int n = s.length();

// elementi dve prethodne dijagonale

vector<int> dpp(n, 0);

vector<int> dp(mn, 1);

for (int r = 1; r < n; r++) {

for (int p = 0; p + r < n; p++) {

int g = p + r;
if (slpl == slql) {

int tmp = dplpl;
dplpl = dpplp+1] + 2;
dpplp] = tmp;

}

else {

dpplp]l = dplpl;
dplp] = max(dp[pl, dplp+11);
}
}
dpp[n-r] = dpln-rl;
}

return dp[0];
}

Recimo jos i da je resenje ovog zadatka mogucée dobiti i svodenjem na problem
odredivanja najduzeg zajednickog podniza dve niske. Naime, najduzi palindrom-
ski podniz jednak je najduzem zajednickom podnizu originalne niske i niske
koja se dobija njenim obrtanjem. SloZenost ove redukcije je ista kao i slozenost
direktnog reSenja (vremenski O(n?), a prostorno O(n)).

Najduzi rastuéi podniz

Problem: Napisati program koji odreduje duzinu najduzeg strogo rastuceg
podniza (ne obavezno uzastopnih elemenata) u datom nizu celih brojeva.

Recimo za pocetak da postoji veoma jednostavno svodenje ovog problema na
problem pronalazenja najduzeg zajednickog podniza dva niza, ¢ije smo resenje
ve¢ prikazali. Naime, duzina najduzeg rastuceg podniza datog niza jednaka je
duzini najduzeg zajednickog podniza tog niza i niza koji se dobija neopadajuéim
sortiranjem i uklanjanjem duplikata tog niza. Ipak zadatak ¢emo resiti i direktno
(pri tom, dobiéemo i resenje koje je efikasnije od kvadratnog, koje se dobija
svodenjem na problem najduzeg zajednickog podniza).

Zadatak resavamo induktivno-rekurzivnom konstrukcijom, donekle slicno
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prethodnom primeru. Razmatra¢emo poziciju po poziciju u nizu i odredi¢emo
najduzi rastuéi podniz ¢iji je poslednji element na svakoj od njih. - Najduzi
rastuéi podniz koji se zavrsava na poziciji 0 je jednoclan niz ag. - Prilikom
odredivanja duzine najduzeg rastuceg podniza koji se zavrsava na poziciji
1 > 0, pretpostavi¢emo da za svaku prethodnu poziciju znamo duzinu najduzeg
rastuéeg podniza koji se na njoj zavrsava. Niz koji se zavrsava na poziciji ¢+ moze
produziti sve one nizove koji se zavrsavaju na nekoj poziciji 0 < j < ¢ ako je
a; < a;. Da bi niz koji se zavrSava na poziciji j bio §to duzi, njegov prefiks koji
se zavrSava na poziciji j mora biti Sto duZi (a duZzine tih nizova moZzemo odrediti
na osnovu induktivne hipoteze). Najduzi od svih takvih nizova koje element a;
produzava ¢e biti najduzi niz koji se zavrsava na poziciji ¢ (ako ih nema, onda ée
najduzi biti jednoclan niz a;).

int najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a, int i) {

if (i == 0)

return 1;
int max = 1;
for (int j = 0; j < i; j++) {

int dj = najduziRastuciPodniz(a, j);

if (afil > alj] && d4j + 1 > max)

max = dj + 1;

}
return max;

}

Slicno kao i kod Kadanovog algoritma, uz najduzi niz koji se zavrSsava na
poziciji ¢ treba da znamo i najduzi niz koji se zavrsava na svim dosadasnjim
pozicijama. Kada se iz prethodne funkcije dinamickim programiranjem navise
uklone preklapajuéi rekurzivni pozivi, ta vrednost se moze jednostavno odraditi
naknadnim prolaskom kroz niz.

bool najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a) {
int n = a.size();

vector<int> dp(n);
dpl0] = 1;
for (int i = 1; i < n; i++) {
dpli] = 1;
for (int j = 0; j < i; j++)
if (ali] > alj]l && dpl[j]l + 1 > dpl[il)
dplil = dp[j]l + 1;

int max = dp[0];
for (int i = 0; i < n; i++)
if (dp[i] > max)
max = dpl[i];
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return max;

}

Za razliku od Kadanovog algoritma gde svaki element u nizu zavisi samo od
prethodnog u ovom slucaju element zavisi od svih prethodnih elemenata niza,
pa se niz ne moze zameniti sa jednom ili vise promenljivih. Vremenska slozenost
ovog algoritma je O(n?), a memorijska slozenost je O(n).

Prikazimo i kako je mogucée rekonstruisati neki rastuéi niz najveée duzine.
Trazenje maksimuma integriSemo u osnovnu petlju.

void najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a, vector<int>& podniz) {
int n = a.size();

vector<int> dp(n);
dpl0] = 1;
int max = dp[0];
for (int i = 1; i < n; i++) {
dplil = 1;
for (int j = 0; j < i; j++)
if (alil > alj] && dp[j]l + 1 > dpliD)
dpli] = dp[jl + 1;
if (dp[i] > max)
max = dpl[i];

// broj elemenata podniza
podniz.resize (max) ;
// podniz popunjavamo sa njegovog desmog kraja
// k je prva nepopunjena pozicija (zdesna)
int k = max - 1;
// trazimo poslednju poziciju u nizu a na kojoj se zavriava
// neki rastuéti podniz maksimalne duZine
int i;
for (i = n-1; dpl[i] != max; i--)
while (true) {
// dodajemo element na kraj podniza
podniz[k--] = al[il;
// postupak se zavriava ako smo popunili ceo niz
if (k < 0) break;
// odredjujemo prethodnu poziciju na kojoj se zavriava
// niz koji je produZen elementom al[i]
for (int j = 0; j < i; j++) {
if (alil > alj] && dpl[il == dp[j] + 1) {
i=3j;
break;
}
3
}
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}

Primetimo da je resenja moglo biti vise i da mi ovde konstruiSsemo samo jedno
od njih. U nekim slucajevima mogu da nas zanimaju sva resenja. Njih mozemo
rekonstruisati iscrpnom rekurzivnom pretragom.

void ispisiSveRastucePodnizove(vector<int>& podniz, int k, int i,
const vector<int>& a, const vector<int>& dp) {

podniz[k--]1 = alil;
if (k < 0)

ispisi(podniz);
else

for (int j = 0; j < i; j++)

if (ali] > alj] && dplil == dp[j]l + 1)
ispisiSveRastucePodnizove(podniz, k, j, a, dp);

vector<int> podniz(max) ;
for (int i = 0; i < n; i++)
if (dp[i] == max)
ispisiSveRastucePodnizove(podniz, max-1, i, a, dp);

Efikasnije resenje

Prethodno resenje je slozenosti O(n?), ali izmenom induktivno-rekurzivne kon-
strukcije mozemo dobiti i mnogo efikasnije resenje. Kljuéna ideja je da pret-
postavimo da uz duzinu d,,,, najduzeg rastuéeg podniza do sada obradenog dela
niza mozemo da za svaku duzinu podniza 1 < d < d;,q, mozemo da odredimo
najmanji element kojim se zavrsava rastu¢i podniz duzine d. Primetimo da niz
tih vrednosti uvek strogo rastuéi (ako postoji strogo rastuéi niz duzine d koji se
zavrsava nekim elementom a;, tada se njegov prefiks duzine d — 1 mora zavrsavati
nekim elementom koji je strogo manji od elementa a;).

Niz obradujemo element po element. Razmotrimo jedan primer (kolone tabele
su oznacene duzinama niza), a elementi niza koji se obraduju su napisani desno.

12345678910
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Ako se dosadasnji najduzi podniz zavrsavao elementom koji je manji od tekuceg,
onda smo nasli podniz koji je duzi za jedan i najmanji element na kraju tog
podniza je tekuéi. To se u primeru desava prilikom obrade elementa 3, elementa
6, elementa 9 i elementa 8.

Razmotrimo situaciju u kojoj obradujemo element 5. Do tada smo videli elemente
3, 2,619. Element 2 na prvoj poziciji u tabeli oznacava da je najmanji element
koji se moze zavrsiti jednoclani rastuéi niz jednak 2. Element 6 na drugoj poziciji
u tabeli oznacava da je najmanji element koji se moze zavrsiti dvoclani rastudéi
niz jednak 6 (u pitanju je niz 2 6 ili niz 3 6). Element 9 na trecoj poziciji u
tabeli oznacava da je najmanji element koji se moze zavrsiti troclani rastuéi niz
jednak 9 (u pitanju jeniz 2 6 9ili 3 6 9). Posto je 5 manji od 9 nijedan od ovih
troclanih nizova nije moguce prosiriti elementom 5, pa je ¢etvorclanih rastuéih
nizova nema. Postavlja se pitanje da li se mozda troclani nizovi mogu zavrsiti
elementom 5, no ni to nije moguce. Naime, posto je u tabeli dvoc¢lanim nizovima
pridruzena vrednost 6, to znaci da se svi dvoclani rastuéi nizovi zavrsavaju bar sa
6, pa nije moguce 9 zameniti sa 5. Sa druge strane, posto je 5 veée od 2, zavrsni
element dvoclanih nizova 6 je moguce zameniti sa 5 i time dobiti manju zavrsnu
vrednost dvoclanih nizova (to su u ovom sluéaju nizovi 3 5 i 2 5). Dakle, u
tabeli vrednost 6 treba zameniti vrednoséu 5. Vrednost 2 levo od 6 nema smisla
zameniti sa 5, jer bi se time zavr$na vrednost jednoclanih nizova uvecala, a mi u
tabeli pamtimo najmanje zavrsne vrednosti.

Na osnovu analize ovog primera mozemo da zakljuc¢imo da je prilikom analize
svakog tekuéeg elementa potrebno pronaci prvu poziciju d u tabeli na kojoj se
nalazi element koji je veci ili jednak od tekuceg i poziciju d umesto toga upisati
tekuéi element. Ako su svi elementi manji od tekuéeg (ako je d = dynqz), onda
se tekuéi element dodaje na kraj niza (i u tom slucaju zapravo radimo isto -
upisujemo element na poziciju d). Ostali elementi u tabeli ostaju nepromenjeni.
Zaista na svim pozicijama u tabeli levo od pozicije d upisani su elementi strogo
manji od tekuceg i njihovom zamenom sa tekué¢im se ne bi smanjila vrednost
zavrsnog elemenata tih nizova. Za elemente desno od pozicije d, iako su veéi od
tekuéeg, azuriranje nije moguée. U svim nizovima duzine d’ > d neki prefiks se
morao zavrsavati elementom na poziciji d ili elementom veéim od njega, a posto
je on bio vedi ili jednak od tekuceg, zamenog poslednjeg elementa tekué¢im ne
bismo dobili vise rastuéi niz.

Kljucéni dobitak nastaje kada se primeti da, posto su elementi u tabeli sortirani,
poziciju prvog elementa koji je vedi ili jednak od tekuéeg mozemo ostvariti
binarnom pretragom. Otuda sledi naredna efikasna implementacija (u nizu dp
vrednost najmanjeg zavrsnog elementa za nizove duzine d pamtimo na poziciji

d—1).

int najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a) {
// broj elemenata niza a
int n = a.size();
// za svaku duZinu niza d na pozictiji d-1 pamtimo vrednost majmanjeg
// elementa kojim se moZe zavriiti podniz duZine d tekuleg dela niza
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vector<int> dp(n);

// duzina najduZeg rastuéeg podniza tekuceg dela niza

int max = 0;

// obradujemo redom elemente niza

for (int i = 0; i < n; i++) {
// binarnom pretragom nalazimo poziciju prvog elementa u nizu dp
// koji je weéi ili jednak od tekuleg
auto it = lower_bound(dp.begin(), next(dp.begin(), max), alil);
int d = distance(dp.begin(), it);

// element na toj poziciji menjamo tekuéim
dpld] = alil;

// ako je izmenjen element na poziciji d, pronaden je niz duZine d+1
// % u skladu sa tim aZuriramo maksimum
if (d + 1 > max)

max = d + 1;

return max;

}

Memorijska sloZenost je O(n) i mogla bi se dodatno dovesti do O(dynaz ). PosSto se
u svakom od n koraka vrsi binarna pretraga dela niza duzine najvise n, slozenost
je O(nlogn). Ova granica je asimptoski precizna, jer taj najgori slucaj zapravo
nastupa u slucéaju strogo rastuéih nizova.

Tako se moze pomisliti da je sadrzaj tabele rastu¢i podniz najveée duzine, to nije
sluéaj (u primeru koji smo razmatrali u trenutku kada u tabeli piSe 2 5 9, taj
niz nije podniz polaznog niza i najduzi rastuéi podniz je 2 6 9).

Rekonstrukciju ne mozemo efikasno izvrsiti samo na osnovu poslednjeg reda
tabele. Potrebno je da tokom implementacije pamtimo i niz dodatnih pomoénih
informacija. Jedna tehnicka promena u implementaciji ¢e biti to sto ne¢emo
pamtiti najmanje vrednosti zavrsnih elemenata za svaku duzinu niza, ve¢ njihove
pozicije (binarnu pretragu treba malo prilagoditi u skladu sa tim). Druga,
sustinska ¢e biti to sto ¢emo svakom elementu polaznog niza u trenutku njegovog
upisivanja u tabelu pridruziti indeks poslednjeg elementa podniza koji se prosiruje
tekuéim elementom da bi se dobio podniz ¢iji je poslednji element najmanji od
svih mogucih poslednjih elemenata te duzine. To ¢e tac¢no biti indeks koji se
nalazi u tabeli pre njega.

void najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a, vector<int>& podniz) {
// duZina niza a
int n = a.size();
// za svaku duZinu niza d na poziciji d-1 pamtimo vrednost majmanjeg
// elementa kojim se moZe zavriiti podniz duZine d tekuleg dela niza
vector<int> dp(n);
// pozicije prethodnih elemenata u rastuéim nizovima

50



vector<int> prethodni(n, -1);
// duzina najduZeg rastuéeg podniza tekuceg dela niza
int max = 0;
// obradujemo redom elemente niza
for (int i = 0; i < n; i++) {
// binarnom pretragom nalazimo poziciju prvog elementa u nizu dp
// koji je weéi ili jednak od tekuleg
auto it = lower_bound(begin(dp), next(begin(dp), max), i,
[al (int x, int y) {
return a[x] < aly]l;
b;
int d = distance(dp.begin(), it);

// element na toj poziciji menjamo tekudéim
dpld] = 1i;

// ako tekuéi element al[i] nmastavlja neki neki rastuéi niz,
// njegovoj poziciji i pridruiujemo poziciju prethodnog
// elementa u tom rastucéem nizu
if (4 > 0)
prethodnili] = dpld-1];

// ako je izmenjen element na poziciji d, pronaden je niz duZine d+1
// % u skladu sa tim aZuriramo maksimum
if (d + 1 > max)

max = d + 1;

// alociramo memoriju za elemente podniza
podniz.resize(max) ;
// popunjavamo elemente podniza prateéi linkove ka prethodnim elementima
// unazad
for (int k = max-1, i = dp[k]; k >= 0; k--, i = prethodni[i])
podniz[k] = alil;

Najveéi kvadrat u matrici

Problem: Data je pragougaona matrica koja sadrzi samo nule i jedinice. Napisi
program koji odreduje dimenziju najveéeg kvadratnog bloka koji se sastoji samo
od jedinica.

Osnovna ideja resenja je da za svako polje (i, j) izracunamo dimenziju najveéeg
kvadrata cije je donje desno teme na tom polju. To mozemo uraditi induktivno-
rekurzivno.

e Za polja u prvoj vrsti i prvoj koloni matrice, ti kvadrati su dimenzije ili 0
ili 1 u zavisnosti od elementa matrice na tom polju.
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e Za polja u unutrasnjosti matrice na kojima se nalazi 0, takav kvadrat ne

postoji tj. dimenzija mu je 0. Za polja na kojima se nalazi 1, resenje zavisi
od dimenzija kvadrata ¢ija su temena na poljima (i — 1,5 — 1), (i — 1,7)
i(i,j —1). Neka je najmanja dimenzija ta tri kvadrata m. Tvrdimo da
je dimenzija kvadrata sa donjim levim temenom na (¢, j) jednaka m + 1.
Dokazimo ovo.

Ako je minimalni od ta tri kvadrata onaj sa donjim desnim temenom na
polju (i — 1,5 — 1), tada kvadrati sa donjim desnim temenima na poljima
(i,j—1)1(i—1,7) imaju dimenziju bar m. To znaci da je bar m elemenata
u vrsti ¢ levo od polja (4, 7) i da je bar m elemenata u koloni j iznad polja
(,7) popunjeno jedinicama. Posto je i na polju (7, 7) jedinica, znac¢i da
postoji kvadrat ¢ija je dimenzija bar m 4+ 1 ¢ije je donje desno teme na
polju (i, 7).

Slicno, ako je minimalni od ta tri kvadrata onaj sa donjim desnim temenom
na polju (i, j—1), tada kvadrat sa donjim desnim temenom na polju (i—1, )
ima dimenziju bar m. Na osnovu prvog znamo su elementi u bar m vrsta
iznad vrste ¢ u koloni j jednaki 1. Posto je i na polju (4, j) jedinica, znaci
da postoji kvadrat ¢ija je dimenzija bar m + 1 ¢ije je donje desno teme na
polju (i, 7).

I u slucaju kada je minimalni kvadrat onaj sa donjim desnim temenom na
poplju (j —1,7) potpuno analogno se dokazuje da postoji kvadrat dimenzije
bar m + 1 ¢ije je donje desno teme na polju (i, j).

Nije mogude da postoji kvadrat sa donjim desnim temenom na polju (i, 7)
¢ija bi dimenzija bila m’ > m + 1. Naime, ako bi takav kvadrat postojao,
on bi obuhvatao kvadrate sa donjim desnim temenim na poljima (i — 1, j),
(i,j —1)i (¢ — 1,7 — 1) ¢ija bi dimenzija bila za jedan manja od m’, pa
samim tim strogo veéa od m. To je u jasnoj kontradikciji da najmanji od
ta tri maksimalna kvadrata ima dimenziju m.

Na osnovu prethodne diskusije, rekurzivna implementacija sledi direktno.

int maxKvadrat(int A[MAX][MAX], int m, int n, int i, int j) {

}

if A==01]3==0
return A[i][j];

if (A[i][j] == 0)

return 0O;
int ml = maxKvadrat(A, m, n, i-1, j-1);
int m2 = maxKvadrat(A, m, n, i, j-1);
int m3 = maxKvadrat(A, m, n, i-1, j);
return min({m1, m2, m3}) + 1;

int maxKvadrat(int A[MAX] [MAX], int m, int n) {

int max = 0;
for (int i = 0; i < m; i++)
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for (int j = 0; j < n; j++) {
int m = maxKvadrat(A, m, n, i, j);
if (m > max)
max = m;

}
return max;

}

Medutim ovde jasno dolazi do preklapajuéih poziva i funkcija je neefikasna.
Takode, nama je potrebno da znamo maksimalnu dimenziju svih ovakvih kvadrata
(jer je na$ traZzeni maksimalni kvadrat jedan od njih), tako da je potrebno
znati rezultat svih rekurzivnih poziva za 0 < i < mi 0 < j < n. Oba
se problema razresavaju ako koristimo dinamicko programiranje navise. Ako
matricu popunjavamo vrstu po vrstu, sleva nadesno, prilikom izracunavanja
svakog elementa na poziciji (4, j) bi¢e ve¢ izracunata sva tri elementa od kojih
on zavisi.

int maxKvadrat(int A[MAX] [MAX], int m, int n) {
int dp[MAX] [MAX];
for (int i = 0; i < m; i++)
dpl[i] [0] = A[i][0];
for (int j = 0; j < nj; j++)
dpl[01[3j] = A[OI[3];
for (int i 1; i < m; i++)
for (int j = 1; j < nj; j++)
if (A[i1[3] == 0)
dpl[il [j]1 = 0;
else
dplil [j] = min({dp[i-11[j-11, aplil[j-11, dpli-11[j1}) + 1;
int max = 0;
for (int i = 0; i < m; i++)
for (int j = 0; j < mn; j++)
if (dplil[j] > max)
max = dpl[i]l[j];
return max;

}

Posto elementi svake vrste zavise samo od elemenata prethodne vrste, moguce je
opet izvrsiti memorijsku optimizaciju.

int maxKvadrat(int A[MAX] [MAX], int m, int n) {
int dp[MAX];
int max = 0;
for (int j = 0; j < mn; j++) {
dpl[j]l = A[0][j];
if (dp[j] > max)
max = dp[jl;

93



for (int i = 1; i < m; i++) {
int prethodni = dp[0];
dp[0] = A[il[0];
if (dp[0] > max)
max = dpl[0];
for (int j = 1; j < m; j++) {
int tekuci = dpl[jl;
if (A[i1[3j] == 0)
dp[jl = 0;
else
dp[j] = min({prethodni, tekuci, dp[j-113}) + 1;
if (dp[j] > max)
max = dp[jl;
prethodni = tekuci;

}

return max;

}

Optimalni raspored zagrada

Problem: MnozZenje matrica dimenzije Dy x Dy i dimenzije Dy x D3 daje
matricu dimenzije Dy x D3 i da bi se ono sprovelo potrebno je Dy - Dy - D3
mnozenja brojeva. Kada je potrebno izmnoziti duzi niz matrica, onda efikasnost
zavisi od nacina kako se te matrice grupisu (mnozZenje je asocijativna operacija i
dopusten je bilo koje grupisanje pre mnozenja. Napisi program koji za dati niz
brojeva Dy, D1, D, ... D, _1 odreduje minimalni broj mnozenja brojeva prilikom
mnozenja matrica dimenzija Dy X Dy, D1 X Do, ... Dy X Dy

Krenimo od rekurzivnog resenja. Kako god da grupisemo matrice neko mnozenje
je to koje se poslednje izvrsava. To biti mnozenje prve matrice i proizvoda svih
ostalih, mnozenje proizvoda prve dve matrice i proizvoda svih ostalih matrica,
mnozenje proizvoda prve tri matrice i proizvoda ostalih matrica itd. sve do
mnozenja proizvoda svih matrica pre poslednje poslednjom matricom. Osnovna
ideja je da ekplicitno izanaliziramo sve te moguénosti i da odaberemo najbolju od
njih. Za svaki fiksirani izbor pozicije poslednjeg mnozZenja potrebno je odrediti
kako mnoziti sve matrice levo i sve matrice desno od te pozicije. Kljuéni uvid
je da je da bi globalni izbor bio optimalan i ta dva potproblema potrebno
reSiti na optimalan nacin (jer u slucaju da ne odaberemo optimalni raspored
zagrada u nekom potproblemu, bolje globalno resenje mozemo dobiti zamenog
tog rasporeda optimalnim). Dakle, potprobleme moZemo resavati rekurzivnim
pozivima.

Neka f(I,d) oznacava minimalni broj mnozenja potreban da se izmnoze matrice
dimenzija Dy, ..., D4. Potrebno je odrediti f(0,n — 1). Na osnovu prethodne
diskusije, vaze sledeé¢e rekurentne veze.
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fl,d)=0, zad—14+1<2
f(.d) = min (f(1,i) + f(i.d) + Dy D; - D), zad—1+12>3
<2

Zaista, pozicija poslednjeg mnozenja moze biti svaka pozicija strogo veca od [
i strogo manja od d. Kada je poslednje mnozenje na poziciji ¢ znaci da se na
kraju mnozi proizvod matrica dimenzija Dy, ..., D; i proizvod matrica dimenzija
D;,...,Dy. Rekurzivno odredujemo minimalni broj mnozenja za svaki od tih
proizvoda. Prvi proizvod daje matricu dimenzije D; x D;, drugi daje matricu
dimenzije D; x Dy, i na kraju se vrsi mnozenje te dve matrice, za Sta je potrebno
dodatnih D; x D; x Dy operacija.

int minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije, int 1, int d) {
int n=d-1+1;
if (n <= 2)
return 0O;
int min = numeric_limits<int>::max();
for (int i = 1+1; i <= d-1; i++) {
int broj = minBrojMnozenja(dimenzije, 1, i) +
minBrojMnozenja(dimenzije, i, d) +
dimenzije[1] * dimenzije[i] * dimenzijel[d];
if (broj < min)
min = broj;
}
return min;

}

int minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije) {
return minBrojMnozenja(dimenzije, O, dimenzije.size() - 1);

}

Direktno rekurzivno resenje dovodi do veliki broj identi¢nih rekurzivnih poziva
i neuporedivo bolje resenje se dobija dinamickim programiranjem. Najjednos-
tavnije resenje je dodati memoizaciju rekurzivnoj funkciji. Posto funkcija ima
dva promenljiva celobrojna parametra, memoizaciju mozemo izvrsiti pomocu
matrice dimenzije n x n. Konaé¢no reSenje se nalazi na poziciji (0,n — 1).

int minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije, int 1, int d, vector<vector<int>>& memo) {

if (memo[1]([d] != -1)

return memo[1] [d];
intn=d-1+ 1;
if (n == 2)

return O;
int min = numeric_limits<int>::max();
for (int i = 1+1; i <= d-1; i++) {

int broj = minBrojMnozenja(dimenzije, 1, i, memo) +

minBrojMnozenja(dimenzije, i, d, memo) +
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dimenzije[1l] * dimenzije[i] * dimenzije([d];
if (broj < min)
min = broj;
}
return memo[1l] [d] = min;

}

int minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije) {
int n = dimenzije.size();
vector<vector<int>> memo(n);
for (int i = 0; i < n; i++)
memo [i] .resize(n, -1);

return minBrojMnozenja(dimenzije, O, dimenzije.size() - 1, memo);

}

Dinamicko programiranje navise je u ovom slucaju komplikovanije, zbog komp-
likovanijih zavisnosti izmedu elemenata matrice. Prvo, posto vazi da je | < d,
relevantan nam je samo deo matrice iznad njene glavne dijagonale. Popunjavanje
nije moguée ni po vrstama, ni po kolonama. Moze se uociti da svaki element
zavisi samo od elemenata koji se nalaze ispod dijagonale na kojoj se taj element
nalazi. Zato je elemente moguée izracunavati po dijagonalama. Elemente na
glavnoj dijagonali i dijagonali inzad nje postavljamo na nulu, a zatim racunamo
elemente na dijagonalama iznad njih. Svaku dijagonalu karakterise konstantni
razmak izmedu indeksa [ i d tj. isti broj elemenata u intervalu [l,d] tj. isti broj

matrica koje se mnoze.

int minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije) {
int n = dimenzije.size();
vector<vector<int>> dp(n);
for (int i = 0; i < n; i++)
dp[i] .resize(n, 0);

for (int k = 3; k <= n; k++)
for (int 1 =0, d=1+k - 1; d < n; 1++, d++) {
dp[1][d] = numeric_limits<int>::max();
for (dnt i = 1+1; i <= d-1; i++) {
int broj = dp[1][i] + dp[il[d] +
dimenzije[l] * dimenzije[i] * dimenzijel[d];
if (broj < dp[1][d])
dp[1]1[d] = broj;

}
}
return dp[0] [n-1];
}

Prikazimo na jednom primeru kako se gradi i popunjava matrica.
matrice dimenzija 4, 3, 5, 1, 2.

01 2 3 4
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Analizom zavisnosti izmedu elemenata matrice moze se ustanoviti da nije moguce
jednostavno smanjivanje memorijske slozenosti, kao $to je to bio sluc¢aj u nekim
ranije prikazanim problemima.

Naravno, osim vrednosti optimuma, Zelimo da dobijemo i efektivni nacin da brzo
pomnozimo matrice. Potrebno je, dakle, da izvrsimo i rekonstrukciju resenja.
Tako bismo prilikom rekonstrukcije u svakom koraku na osnovu same matrice
dinamickog programiranja mogli da proveravamo na kojoj poziciji se nalazi
poslednje mnozenje koje se vrsi, implementacija je malo jednostavnija ako te
vrednosti registrujemo u posebnoj matrici (po cenu dodatnog utroska memorije).
Ako imamo tu matricu na raspolaganju, optimalni raspored zagrada mozemo
ispisati narednom jednostavnom rekurzivnom procedurom.

void odstampaj(const vector<vector<int>>& pozicija, int 1, int d) {
int n=d-1+1;
if (n <= 2)
cout << "A" << 1;
else {
cout << "(";
odstampaj(pozicija, 1, pozicijal[l][d]l);
cout << "x'";
odstampaj(pozicija, pozicijall]l[d], d);
cout << ")";

Najveéi pokupljeni zbir

Problem: Matrica sadrzi prirodne brojeve. Koliki se najveéi zbir moze postici
ako se krece iz gornjeg levog ugla i u svakom koraku se krece ili na susedno polje
desno, ili na susedno polje dole.

Resenje mozemo ostvariti grubom silom, tj. proverom svih moguéih putanja.
Naredna funkcija odreduje najveéi zbir koji se moze postiéi ako se sa polja (v, k)
stize na polje (n — 1,n — 1) u matrici M dimenzije n. Ako je pocetno polje
jednako ciljnom, tada se moze pokupiti samo broj sa tom polju. Ako polje u
poslednjoj vrsti, tada se do poslednjeg polja stize samo preko polja desno od
njega, a ako je u poslednjoj koloni, onda se stize samo polja ispod njega. U
suprotnom se bira da li ée se do kraja sti¢i praveéi korak desno ili korak dole. U
svim tim slu¢ajevima rekurzivno ra¢unamo optimum polja na koje smo presli
(birajudi bolju od dve moguénosti, ako nismo na rubu matrice). Naglasimo da je
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ovde ispunjen uslov optimalne podstrukture, jer kada bismo od polja na koje
smo presli imali neki neoptimalni put, mogli bismo ga zameniti optimalni i time
popraviti resenje za polje sa kog smo krenuli.

int maksZbir(const vector<vector<int>>& M, int n, int v, int k) {
if (v == n-1 && k == n-1)
return M[v] [k];
int dole, desno;
if (v <n - 1)
dole = M[v] [k] + maksZbir(M, n, v+1, k);
if (k <n - 1)
desno = M[v][k] + maksZbir(M, n, v, k+1);
if (v == n-1) return desno;
if (k == n-1) return dole;
return max(dole, desno);

}

int maksZbir(const vector<vector<int>>& M) {
int n = M.size();
return maksZbir(M, n, 0, 0);

}

Drugi nacin je da za svako polje odredujemo koliki je najveci zbir koji se moze
pokupiti od polja (0,0) do tog polja. Razmatranje je veoma slicno kao u
prethodnom slucaju.

int maksZbir(const vector<vector<int>>& M, int n, int v, int k) {
if (v == 0 && k == 0)
return M[v] [k];
int odGore, sLeva;

if (v > 0)

odGore = M[v][k] + maksZbir(M, n, v-1, k);
if (k > 0)

sLeva = M[v] [k] + maksZbir(M, n, v, k-1);
if (v == 0) return sleva;

if (k == 0) return odGore;
return max(odGore, sLeva);

}

int maksZbir(const vector<vector<int>>& M) {
int n = M.size();
return maksZbir(M, n, n-1, n-1);

}

U obe prethodne rekurzivne definicije postoji veliki broj preklapajuéih rekurzivnih
poziva i potrebno je izvrsiti optimizaciju dinamickim programiranjem. Mozemo
uvesti matricu u kojoj ¢emo za svako polje pamtiti najveéi zbir koji se moze
ostvariti kre¢uéi se od pocetnog polja do tog polja.

Pretpostavimo da je ulazna matrica jednaka
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Tada je matrica dinamickog programiranja u drugom resenju jednaka

4 7 8 910
5 16 18 19 22
6 19 24 25 27
7 22 25 27 27
11 28 35 37 38

Najveci mogudéi zbir koji se moze pokupiti je 38.

Ponovo mozemo izvrsiti memorijsku optimizaciju. Popunjavamo vrstu po vrstu
i cuvamo samo tekucéu vrstu. Azuriranja vrste moramo vrsiti sa leva nadesno,
$to je u redu, jer se pri racunanju svake sledeée vrednosti koristi stara vrednost
u tekucoj koloni i nova vrednost u prethodnoj koloni.

int maksZbir(const vector<vector<int>>& M) {

int n = M.size();
vector<int> dp(n);
dp[0] = M[0][0];
for (int k = 1; k < n; k++)

dplk] = dplk-1] + M[0] [k];
for (int v = 1; v < n; v++) {

dp[0] += M[v][0];

for (int k = 1; k < n; k++)

dp(k] = max(dplk] + M[v][k], dplk-1] + M[v][k]);

}
return dp[n-1];

0-1 problem ranca

Problem: Dato je n predmeta cije su mase celi brojevi mg,...m,_1 i cene
realni brojevi cg,...,c,_1. Napisati program koji odreduje naveéu cenu koja
se moze pokupiti pomoéu ranca celobrojne nosivosti M (nije moguée uzimati
delove predmeta, niti isti iste predmete vise puta).

Krenimo od rekurzivnog resenja kakvo smo implementirali u sklopu proucavanja
pretrage i odsecanja. Funkcija vra¢a najveéu cenu koja se moze postiéi za
ranac date nosivosti ako se posmatra samo prvih n predmeta. ReSenje je veoma
jednostavno i zasnovano na induktivno-rekurzivnom pristupu. Bazu ¢ini slucaj
n = 0, kada je maksimalna moguéa cena jednaka nuli jer nemamo predmeta
koje bismo uzimali. Kada je n > 0 izdvajamo poslednji predmet i razmatramo
moguénost da on nije ubacen i da jeste ubacen u ranac. Drugi slucaj je mogué
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samo ako je masa tog predmeta manja ili jednaka od nosivosti ranca. Veéa od te
dve cene predstavlja optimalnu cenu. Rekurzivnim pozivima se trazi optimum
za skup bez poslednjeg predmeta, sto je u redu, jer je za globalni optimum
neophodno i da su predmeti iz tog podskupa odabrani optimalno (zadovoljen je
uslov optimalne podstrukture).

double maxCena(const vector<int>& mase, const vector<double>& cene,
double nosivost, int n) {
if (n == 0)
return 0.0;
double cenaBez = maxCena(mase, cene, nosivost, n-1);
if (mase[n-1] > nosivost)
return cenaBez;
double cenaSa = maxCena(mase, cene, nosivost - mase[n-1], n-1) +
cene[n-1];
return max(cenaBez, cenaSa);

}

U ovoj implementaciji sasvim je moguce da se identi¢ni rekurzivni pozivi ponove
viSe puta, Sto dovodi do neefikasnosti. ReSenje, naravno, dolazi u obliku di-
namickog programiranja (bilo memoizacije, bilo dinamickog programiranja nav-
iSe). Posto imamo dva promenljiva parametra, alociramo takvu matricu da
svakoj vrsti odgovara jedan prefiks niza predmeta, a svakoj koloni jedna nosivost.
Matricu mozemo popunjavati vrstu po vrstu. Takode, mozemo primetiti da
elementi svake vrste zavise samo od prethodne, tako da ne moramo cuvati celu
matricu, ve¢ samo tekuéu vrstu. Azuriranje vrsimo s desnog kraja.

double maxCena(const vector<int>& mase, const vector<double>& cene,
double nosivost, int n) {
vector<double> dp(nosivost + 1);
dpl[0] = 0.0;
for (int N = 1; N <= n; N++) {
for (int M = nosivost; M >= 0; M--)
if (mase[N-1] <= M)
dp[M] = max(dp[M], dp[M - mase[N-1]] + cene[N-11);
}
return dpl[nosivost];

}

Ovim smo dobili algoritam ¢ija je memorijska slozenost O(M) gde je M nosivost
ranca, dok je velika slozenost O(N - M) gde je N broj predmeta, a M nosivost
ranca. Obratimo paznju na to da iako deluje da smo ovaj problem resili u
polinomijalnoj slozenosti, to zapravo nije slucaj. Naime, slozenost nije izrazena
samo u terminima veli¢ine ulaza, ve¢ u terminu vrednosti na ulazu (vrednosti
nosivosti ranca). Za ovakve algoritme se kaze da su pseudo-polinomijalni. Veli¢ina
ulaza vezanog za broj M odgovara broju cifara broja M (npr. broju binarnih
cifara upotrebljenih u zapisu), a vreme izvrSavanja algoritma eksponencijalno
raste u odnosu na taj broj.
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Optimalno pakovanje

Problem: Ispred lifta ¢eka n < 20 matematicara. Poznata je masa svakog od
njih i ukupna nosivost lifta (svako pojedinacno moze da stane u lift). Odrediti
minimalan broj voznji potreban da se svi prevezu.

Ovaj problem je u teoriji poznat kao jednodimenzionalni problem pakovanja
(engl. 1D bin packing problem). ReSenje grubom silom bi podrazumevalo da
se razmotre sve njihove moguce podele u voznje. Jedan nacin da se to uradi je
da se razmotre svi njihovi mogudéi redosledi ulaska u lift i da se onda za svaki
fiksirani redosled oni pakuju u lift jedan po jedan, dok god je to moguce i tako
odredi potreban broj voznji. SloZenost tog pristupa bio bi O(n!) i tesko da bi
mogao da se primeni na resavanje instanci za n > 15 u nekom realnom vremenu
(u sekundama).

int brojVoznji(const vector<int>& tezine, int nosivost) {
// ukupan broj osoba
int n = tezine.size();

// osobe se sigurno mogu prevesti u n vVoZnji
int minBrojVoznji = n;

// kreéemo od rasporeda 1, ..., n

vector<int> permutacija(n);

for (int i = 0; i < n; i++)
permutacijali] = i;

// obradujemo sve mogule rasporede
do {
// potreban broj wvoznji
int brojVoznji = 1;
// masa ljudi u liftu u trenutnoj voZnji
int uLiftu = 0;
// redom obradujemo sve matematidare po trenutnom rasporedu
for (int i = 0; i < tezine.size(); i++) {
// ako trenutni ne moZe da stane u lift,
// otvaramo novu voZnju
if (uLiftu + tezine[permutacijal[i]l] > nosivost) {
uLiftu = 0;
brojVoznji++;
}
// dodajemo trenutnog u lift
uLiftu += tezine[permutacijalill;
}
// aZuriramo minimalan broj voZnjt
if (brojVoznji < minBrojVoznji)
minBrojVoznji = brojVoznji;

// prelazimo na narednu permutaciju
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} while (next_permutation(begin(permutacija), end(permutacija)));

// vraéamo minimalni rezultat
return minBrojVoznji;

}

Primetimo da smo permutacije jednostavno generisali koriséenjem bibliotecke
funkcije next_permutation.

Postoje i nacini da se problem resi priblizno. Odokativna procena potrebnog
broja voznji je kolicnik ukupne mase svih i nosivosti lifta, zaokruzen navise. To
je zapravo donja granica i broj voznji ne moze biti manji od toga i on se dobija
ako su liftovi uvek maksimalno popunjeni, $to nije realno ocekivati (npr. ako je
nosivost 100, a svi imaju po 51 kilogram, broj voznji ¢e biti mnogo veéi nego
ova donja granica).

Bolji nac¢in od toga je heuristika u kojoj bi se u lift ubacivala najteza osoba koja
moze da stane u njega i nova voznja pokretala tek kada nijedna od preostalih
osoba ne moze da stane u tekudi lift. Ta heuristika daje prilicno bliska resenja
ta¢nom, ali se ne moze garantovati da ¢e uvek dati ta¢no resenje. Na primer, ako
je nosivost lifta 21, a mase su 7, 5, 7, 5, 9, 10, 9, 1 9 jedinica, ovim gramzivim
pristupom bi se putnici rasporedili u voznje od 10+9,9+9, 7+ 7+ 51 5, tako
da bi bilo ukupno cetiri voznje. Optimalno resenje bi rasporedilo putnike u tri
voznje 9+ 745,94+ 7+5,110+9.

Implementacija moze biti sledeca.

int brojVoznji(vector<int>& tezine, int nosivost) {
int n = tezine.size();
// sortiramo po teZini nerastule
sort(begin(tezine), end(tezine), greater<int>());
// beleZimo da li se osoba i veé odvezla
vector<bool> odvezaoSe(n, false);
// broj preostalih osoba koje cekaju lift
int preostalo = n;
// trenutna masa ljudi u liftu
int uLiftu = 0;
// potreban broj vozZnjt
int broj = 1;
// dok se nisu svi prevezli
while (preostalo > 0) {
// trazZimo najtezZeg od preostalih koji moZe da stane u lift
int i;
for (i = 0; i < n; i++)
if (lodvezaoSe[i] && uLiftu + tezine[i] <= nosivost) {
// osoba i ulazi u lift
odvezaoSe[i] = true;
preostalo-—;
uLiftu += tezinel[i];
break;
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}
// ako niko od preostalih nije mogao da stane u lift
// lift odlazi © pokrecemo novu voZnju
if (i ==n) {
broj++;
uLiftu = 0;
}
}
return broj;

}

Slozenost ovog refenja je O(n?) i moze se boljom implementacijom jo§ unapred-
iti, Sto je neuporedivo bolje od potpuno tac¢nih resenja, ali nam ne garantuje
ispravnost. Ipak, moze se pokazati da broj voznji dobijen ovakvom heuristikom
nije gori od optimuma za vise od dvadesetak procenata.

Prikaza¢emo reSenje zasnovano na dinamickom programiranju koje ¢e nam
omoguciti da uspesno pronademo garantovano optimalna resenja za vrednosti n
oko 20 (postoje i bolji algoritmi, koji omoguéavaju da se egzaktno rese problemi
i za n oko 100, ali oni su dosta kompleksniji). Osnovna ideja reSenja se zasniva
na tome da je moguée ojacati induktivnu hipotezu i uz minimalni broj voznji
vratiti i tezinu u najmanje optere¢enoj voznji. Mozemo uvek pretpostaviti da je
to poslednja voznja (jer ako nije, mozemo ljude iz poslednje voZnje zameniti sa
ljudima iz te najmanje optere¢ene voznje).

e Baza indukcije moze biti sluc¢aj kada imamo samo jednu osobu i u tom
slucaju je optimalno resenje jedna voznja. Ta voznja je najmanje popunjena
od svih (jer drugih nema) i u njoj je masa jednaka masi te jedne osobe.

e Pretpostavimo da umemo da resimo problem za svaki skup koji ima manje
od n osoba i razmotrimo kako bismo mogli da ga resimo za n osoba. Jedna
od tih n osoba ¢e biti ona koja se vozi poslednja. Ne znamo koji izbor vodi
do najboljeg resenja, tako da moramo da isprobamo sve moguce izbore te
poslednje osobe. Za svaki takav izbor, resimo rekurzivno problem za sve
osobe bez te i dobijemo najmanji broj voznji i masu osoba u poslednjoj,
najmanje optere¢enoj voznji. Ako osoba staje u lift u toj poslednjoj voznji,
onda znamo da je broj voznji sa njom jednak broj voznji bez nje. U
suprotnom, znamo da broj voznji mora biti za jedan veéi (jer ta osoba ne
moze stati ni u jednu prethodnu voznju, jer je poslednja voznja najmanje
optereena). Najmanji broj voznji za n osoba dobijamo kao minimum
potrebnih brojeva voznji za svaki izbor poslednje osobe. Ostaje jos pitanje
kako je moguce odrediti najmanji mogucu optereéenost poslednje voznje
pri tom optimalnom broju voznji i ovde treba pazljivo razmisliti.

Naime, ako osoba staje u lift u poslednjoj voznji koja je bila najmanje
optereéena, ne znaci da ¢e nakon njenog ulaska ta poslednja voznja biti i
dalje najmanje optere¢ena. Takode i kada ude sama u lift ne znaci da ce ta
poslednja voznja biti najmanje optereéena (jer je moZda ta osoba teza od
svih osoba u prethodnoj voznji). Na primer, ako imamo osobe tezina 6, 4 i
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3, ako je kapacitet lifta 8 i ako pretpostavimo da je osoba 3 poslednja osoba,
tada se rekurzivnim pozivom dobija da su za prevoz osoba 6 i 4 potrebne
dve voznje i da u najmanje optereéenoj poslednjoj voznji moze biti osoba
4. Dodavanjem osobe 4 u poslednju voznju dobijamo 7, pa znamo da je
su i za sve tri osobe dovoljne dve voznje, ali greska bi bila da zaklju¢imo
da je 7 najmanji moguéi kapacitet u poslednjoj voznji. Do boljeg resenja
se dolazi kada poslednja ulazi osoba 6. Rekurzivnim pozivom dobi¢emo
rezultat da se osobe sa tezinama 3 i 4 mogu prevesti u jednoj voznji ¢ija je
masa 7. Tada osoba 6 ne staje u taj lift i za nju ¢emo morati pokrenuti
novu voznju. U tom slucaju ¢emo imati takode dve voznje, ali ¢e masa
u poslednjoj voznji biti 6 (Sto je bolje od 7). Obratimo paznju na to da
smo mi poslednju osobu fiksirali. Naime broj 7 nije globalno optimalna
vrednost, ali jeste najmanja vrednost poslednje voznje pod pretpostavkom
da se osoba 3 vozila u poslednjoj voznji.

Dakle, mi za svaki izbor osobe 7 iz skupa od n osoba mozemo jednostavno
odrediti najmanji moguéi broj voznji potrebnih da se tih n osoba preveze i
u tom broju voznji najmanju moguéu masu poslednje voznje pod uslovom
da u njoj ucestvuje osoba i.

Zaista, ako je za skup od n — 1 osobe koji ne ukljucuje osobu mase m; bilo
potrebno k voznji i ako je najmanja mogucéa masa voznje bila u poslednjoj
voznji i iznosila m, tada ako je m + m; manje ili jednako od nosivosti,
onda je za prevoz svih osoba potrebno takode k voznji i najmanja moguca
masa poslednje voznje ako u njoj ucestvuje osoba i je m + m;. Zaista, ako
bi bilo moguce organizovati se drugacije, tako da se u poslednjoj voznji
osoba i vozi sa nekim drugim osobama, ¢ija je osoba m’ < m, tada bi se
izbacivanjem osobe ¢ dobilo da se skup od n — 1 osobe moze prevesti u k
voznji tako da je u poslednjoj voznji masa m’ < m, §to je u suportnosti
sa induktivnom hipotezom koja nam garantuje da je m najmanja moguca
masa u poslednjoj voznji ako se n — 1 osoba prevozi u k voznji. Ako je
m + m; veée od nosivosti lifta, onda je jasno da je za prevoz svih n osoba
potrebna k + 1 voznja i sasvim je jasno da je najmanja mogucéa masa
poslednje voznje u kojoj ucestvuje osoba i jednaka m; (¢im je osoba i u
liftu, masa ne moze biti manja od m;).

Izracunate vrednosti su nam sasvim dovoljne i da nademo globalni optimum.
Naime, u globalno optimalnoj voznji neka se osoba mora voziti poslednja.
Prilikom analize situacije u kojoj ta osoba ulazi u lift poslednja umeéemo
da izracunamo koliki je minimalni broj voznji i kolika je minimalna masa
u poslednjoj voznji u kojoj ta osoba ucestvuje. Medutim, to ¢e upravo biti
minimalna moguéa masa u poslednjoj voznji od svih situacija u kojima se
n osoba prevozi u optimalnom broju voznji.

Posto se u opisanoj induktivno-rekurzivnoj konstrukeiji isti rekurzivni pozivi vrse
vise puta, efikasnost mozemo popraviti dinamickim programiranjem. Argument
svakog rekurzivnog je neki podskup polaznog skupa osoba. Postavlja se pitanje
kako da znamo da smo neki takav podskup veé¢ ranije obradivali tj. kako da
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u programu predstavljamo takve podskupove. Najjednostavniji nacéin je da
koristimo kodiranje podskupova pomocu neoznacenih brojeva - bit na poziciji i
¢e biti 1 ako i samo ako se osoba 7 nalazi u podskupu. Tada se u dinamickom
programiranju za pamdéenje rezultata moze koristiti obi¢an niz koji je indeksiran
kodovima podskupa. Jos jedan trik koji malo olakSava implementaciju je da iz
rekurzije izademo jos jedan korak kasnije i da za skup od 0 osoba kazemo da
je minimalan broj voznji 1 (ne 0) i da je najmanja masa u poslednjoj voznji
jednaka 0.

// funkcija vraéa najmanji moguéti broj voZnji % najmanju masu
// u poslednjoj vozZnji (ujedno % najmanju masu od svih voznji)
// ako se prevoze osobe kodirane datim podskupom
pair<int, int> brojVoznji(const vector<int>& tezine, int nosivost,
unsigned podskup,
vector<pair<int, int>>& memo) {
// ukupan broj osoba
int n = tezine.size();

// proveravamo da 1t smo veé rantije racdunali reSenje
// za ovaj podskup
if (memo[podskup].first != 0)

return memo [podskup] ;

// bazni slucaj je kada je podskup prazan
if (podskup == 0)
// optimalna je jedna wvoZnja % masa u poslednjoj vozZnji je O
return {1, 0};
else {
// inicijalizacija maksimuma na "beskonacéno"
// stgurni smo da e reSenje biti manje ilt jednako od ovoga
pair<int, int> ret = {n, nosivost};
// analiziramo sve moguénosti za poslednju osobu koja ulazi
for (int i = 0; i < n; i++) {
// preskademo osobe koje nisu u podskupu
if (((1 << i) & podskup) '= 0) {
// rekurzivno odredujemo reSenje za podskup bez osobe %
pair<int, int> minI =
brojVoznji(tezine, nosivost, podskup ~ (1 << i), memo);
if (minI.second + tezine[i] <= nosivost) {
// osoba i staje u poslednju vozZnju
// majmanja teZina poslednje vozZnje u osobe i jednaka
// je minI.second + tezinel[i]
minI.second += tezinel[i];
} else {
// osoba t me staje u poslednju vozZnju
// poveéavamo potreban broj voZnjt
minI.first++;
// minimalna teZina kada je osoba t u poslednjoj vozZnjt
minI.second = tezine[i];
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}
// azZuriramo globalni minimum
ret = min(ret, minI);
}
}

// memotzujemo i vracamo poslednji rezultat
return memo [podskup] = ret;

}
}

int brojVoznji(const vector<int>& tezine, int nosivost) {
// ukupan broj osoba
int n = tezine.size();
// kreéemo analizu od podskupa u kome su sve osobe ukljulene
unsigned podskup = (1 << n) - 1;
// poSto je broj vozZnji uvek bar 1, vrednost 0 u tablict
// memoizacije ée oznacdavatti da podskup nije ranije obradivan
vector<pair<int, int>> memo(l<<n, {0, 0});
// raéunamo minimalni broj wvoZnji za pun skup
return brojVoznji(tezine, nosivost, podskup, memo).first;

}

Posto se prilikom izbacivanjem svakog elementa iz podskupa dobija neki pod-
skup ¢iji je binarni k6d manji od binarnog koda polaznog podskupa, mozemo
se osloboditi rekurzije i primeniti dinamicko programiranje navise i rezultate
racunati u rastu¢em redosledu binarnih kodova.

int brojVoznji(const vector<int>& tezine, int nosivost) {
// ukupan broj osoba
int n = tezine.size();
// rezultati za sve podskupove
vector<pair<int, int>> dp(l << n);
// rezultat za prazan podskup
// potrebna je jedna voZnja % masa O u poslednjoj vozZnjt
dpl[0] = {1, 03};
// obradujemo neprazne podskupove u rastucem redosledu
// binarnih kodova
for (unsigned podskup = 1; podskup < (1<<n); podskup++) {
// minimum inicijalizujemo na "beskonalno"
// sigurni smo da ée redenje biti bolje od ovoga
dp [podskup] = {n, nosivost};
for (int i = 0; i < n; i++) {
// preskalemo osobe koje nisu u podskupu
if (podskup & (1 << 1)) {
// redenje za podskup bez osobe %
auto minI = dp[podskup ~ (1 << i)];
if (p.second + tezine[i] <= nosivost)
// osoba t staje u poslednju vozZnju
// najmanja teZina poslednje voZnje u osobe % jednaka
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// je minI.second + tezinel[i]
minI.second += tezinel[i];

else {
// osoba t ne staje u poslednju vozZnju
// poveéavamo potreban broj voZnjt
minI.first++;
// minimalna teZina kada je osoba t u poslednjoj vozZnjt
minI.second = tezinel[il;

}

dp [podskup] = min(dp[podskup], minI);

}
}
}

// rezultat za skup u kome je svih n osoba
return dp[(1<<n)-1].first;
}

Memorijska sloZenost ovog resenja odgovara broju podskupova, a to je O(2").
Vremenska slozenost je O(n2"), $to je ogromno, ali je i dalje dosta bolje od
resenja grubom silom koje ima slozenost O(n!). Npr 20! ~ 2 - 10, dok je
20220 ~2.107.
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