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1 ¥YBon

V ckiony oBor Kypca dauhliemo ce npobsemom oiapehuBama ekcrpeMa (Tadke ekcrpeMa) peasHe dyHKIHje
f:Q =R, QCR" uma gonycrusom ckymmy S C Q. Ckyn S he wim dutu R”, y KoM ciry4ajy ce paju o mpodieMy
GesyciioBHe ontuMmzanyje, win he dutn zagar ca S = {X € R": g;(X) <0,i =1,...,m}..

Hedununuja 1 3a Bektop d € R", d # 0, KaxkeMo Ja je BEKTOP /JIOILyCTUBOT IpaBla y Tadku X € 5,
ako nocroju ag > 0 TakBo jma X + ad € S, 3a cBako 0 < a < «ap. Ako je f : S — R peasna dyHkuja
u d BEKTOD JOIyCTHBOr TpaBiia y X, OHJa je m3BoA (pyHKIUje f y mpaBiy BekTopa d y Tadku X

necdunmncam ca:
of L (X +ad) - f(X)
34 X) = lim . -

Axko je dyukiuja [ nudepennujaduiHa y Tauku X OHJIA BaXKU U

of

5i(X) = d'V(X) = (VFf(X),d).

ITpumep 1 Oxpeumo usson byuknuje f(X) = 122 + 235 y upasiy d = [1,—1,2]7. Pactiucusamem no nedu-
HUITUJU CE JI0JIa3H J10

flz1 + o, 29 — o, 23 + 200) — f(21, T2, 23) (r1 + a)(z2 — @) + (23 + 2a)? — 2129 — 23

lim = lim
a—0 [0 a—0 o
. afry —x1) — a® + daxs + 4a?
= lim =29 — 1 +4x3
a—0 «

Kako je f mudepennujaduina, oo je Hapasto jegnako ca (Vf(X),d) = ((z2, 21, 2x3), (1,—1,2)).

Teopema 2 Heka je S C R™ u f € C!(S) peanna, menpexuano mudepennujadumnaa Gyrkmmja nedunmcana
Ha ckymy S. Ako je X* jokanuun muanMyM dyaknuje f Ha S, Taja 3a IPOU3BOGHU JIOIYCTUBU IpaBall d
y Taukun X * Baxku

dTV f(X*) > 0.
Axo je momarno f € C%(S), Taga 3a MPOU3BOJBHE JOMYCTUBH TpaBall d y Tadku X * BayKu

dATVF(X*)=0 = d'V2f(X*)d = d"F(X*)d > 0.

3amarak 1 Vcnurartu na U Cy UCHYEEHN HEOIIXOIHN YCJIOBU IIPBOT U APYTOT PElia 38 MUHUMU3ANN]Y DYHKITIje
f Ha ckyny Sy Tauku X* u nmpoBepuTH Ja JIM je OHA 3aMCTa JIOKAJHU MHHUMYM, aKo je:

a) f(xy,x9 (1 —1)2 422, S={X cR%: 2y >em}, X*=(0,1)

)

r1,m2) =221 + 23, S={X €R?:22>1— (2, +1)%}, X*=(0,0)

x1 +chao, S ={X €R?: (23 —21)(2% + z1) <0}, X* =(0,0)

B

T

) )
) S )
) f(z1,22)
) f(z1,m2) =m0, S ={X €R®:af + a3 <4, (11— 1)> +23 > 1}, X* =(2,0)
Bagarak 2 Hexka je f:R™ — Ru f € C?(R"). [la /u cy yciosu

1. Vf(X*) =0

2. F(X*)>0
JIOBOJBHU 32 TAPAHTOBAI-€ er3UCTEeHIHje Ta9Ke JIOKAJHOT MUHAMyMa y Tadku X *7

BajgaTtak 3 Hexkaje f: S — R, S € R" u f € C*(S). Axo cy 3a cBaKHu JIONYCTUBH TIpaBal] d UCIYHeHH YCIOBI

1. dTVf(X*) >0

alI/IMeTI/IMO Ja ce Ha OBaj Ha'YuH MOT'Yy 3aJlaThu U yCJIOBU THUIIa& 2 n=.



2. dTVf(X*)=0,d#0 = d'F(X*)d >0,
Jla JIK ce MOYKe TapAHTOBATH €r3UCTEHIHja JJOKAJTHOT MUHUMYMa y Tadkn X *7

Axo Tauka X mpumaja yHYTPAITBOCTH CKyma S, CHTyaluja je MPOCTHja W OCUM HEOIXOIHUX, jeTHOCTABHO
ce Mory JiebuHUCATH U JOBOJHHU YCJIOBU 3a €I'3UCTEHIH]Y JIOKAJIHOI €KCTPEMA.

Teopema 3 Hexka je S C R™ u f € C!(S) peanna, nenpeknnno qudepennujadunna byHKImja ebuHICAHA
Ha S C R". Ako je X* € int S mokaman MuHUMYM (DYHKIHje f, TaIa BaKu

Vi(X*)=0.
Axo je nomatno f € C%(S) Tana Bau
V2f(X*) = F(X*) >0,
ozsHOCHO, MaTpuna F(X™*) je mosurusHO cemu-edruHUTHA.

Taxkobe, ako je y npousBosbHoj Tauku X € int S ucnymeno Vf(X) =0u F(X) > 0, rana ce y X Haazu
CTPOT JIOKAJITHA MAHUMYM.

3amarak 4 Heka je S C R™ kouBekcan ckyn u f : S — R KoHBekcHa (pyHKIMja Ha memy. Jlokazaru jga je Tajga
CBaKka cTalfioHapHa Tadyka (pyHKIHje [ YjeIHO U II0DJaHN MUHUMYM.

Sagarak 5 Heka je dyuknuja f : R” — R 3amara ca f(X) = %XTQX —bT'X, rie je Q € M5, (R) m b € R™.
a) Oxpemuru dopmyiy 3a rpajujent u Xecujan dbyukimje f y rauku X.

6) Ucuurarn jga nmu ysruuja [ uMa JOKajHe W IJIODAJHE eKCTPEMyMe M aKO UX UMa OJPEIUTH Y KOjoj
TAYKH,/ TAIKaMa Ce JOCTHIKY.

3agarak 6 Heka cy x1, 2o, ... 2, € R. Onpequrn munnmym dyukimje f: R — R 3agare ca
m
2
fla) =) (x—m)?
i=1
a 3aTUM YOIIIITUTHU Pe3yJITaT 3a Tadke n3 R”.

3amarak 7 Heka je A peasna MarTpunia guMeH3Wje m X n, m > n U paHra n, a b peajgan BekTop m3 R™.
Oppenuru onTuMasHO pemrerbe X 3a mpodaeM MuHUMHU3anuje QyHKImje

F(X) = [|AX —b].
[Tra upencraBbamy BekTop X * u Bpeguocr f(X™*)?
Banarak 8 Heka je dbynkuyja f : R2 — R gedunucana ca
F(X) = (22 — a¥) (22 — 227).

a) Ilokasaru ma cy y tauku X* = [0,0]7 ucrmymenn neorrxoamn ycaosu npsor u apyror peaa (Teopema 3) 3a
€T3UCTEeHIH]Y JOKAJIHOT MIHIMYMA.

6) Ilokazaru ja je rauka X* jgokanan MuauMYM GyHKIMje f 1y»K CBaKe oce KPO3 KOODMHATHH IIOYETAK.

B) Ilokazaru ja rauka X* Huje jokagHu MUHUMYM DyHKIWje f.



2 DBesycaoBHa onTuMu3almja

Y HacraBKy ce DaBUMO peEIaBambeM IIpodJieMa De3yC/IOBHE OIMTAMU3AIIN]E
min f(X), X € R",
kopummhiereM ureparuBaux Meroxa. Veja je remepucaru uu3 tadaxa X ) ca
XD = X 4 oopdy, dp €eR™, o €R, k=0,1,2,...

takas fa Hu3 Bpeguoctr f(X (F)) MoHOTOHO Omaa M KOHBEPTHpPa Ka HEKOM OJf JIOKATHIX MEHEMYyMa (DyHKIje
f. Ba mouerak hemo ce daBUTH TI'DaJMjeHTHHUM MeTOIAMa, KOHKDETHO, METO/aMa IpaUjeHTHOr ciycra. Ko
oBux merona je dp = —Vf(X (k)). YV 3aBUCHOCTH O TOra KAKBU () C€ KOPHCTE 3a (DOPMUPAE UTEPATHBHOT
HEU3a, JOJA3UMO 10 PA3JINIUTUX Bapujallrja MeToje rpajanjeHTHor ciycra. Hac he HajBuime 3aHuMaTi MeTOaa
HajOp2Ker cmycTa KoJ Koje ce 3a ay, Oupa pereme TpodeMa MIHUMUBAIIT]e
: k k

min  gi(a) = f(X® —aVf(XP)),

a€R
“ MeTOoJIa KOHCTAHTHOT CITyCTa KOJ Koje je y cBakoj urepanuju ar = « € R. Kpurepujym 3aycrapbama 3a
IPaUjeHTH MeToje ce MoxKe jedbUHUCATH Ha BUIle HauuHa (roriegaru crp. 41-42 y kbusn).

VYraasaom hemo ce daBuTu mpodsiemom MuHNMA3anuje ksagaparae dyuknuje f : R® — R, 3azare ca
1
FX) = 5XTQX ~¥TX, (1)

rie je Q cumerpudna matpuia u3d R™ ™ a b sekrop u3 R™. OBa dyHKIMja je MOroaHa 3a aHAINU3Y, a 3aKJbY Y9Il
JI0 KOjUX ce JIONa3y ce 9ecTo MOTY TIpeHeTH M Ha ONIITH Caydaj, jep ce dynkmmje ms C2(R™) mory mome Jo-
KaJiHO anpokcumuparn. O KOHBEPreHIWjU HABEIeHUX METOJa, ¥ CJydajy KBajpaTHe GyHKIHje, roBope ciejehe
TeopeMe.

Teopema 4 Heka je () cumerpuuna, mo3utusHo jedbunuria Marpuna u {X (’“)} UTEPATUBHU HU3 KOHCTPY-
UCaH METOJIOM HAaJOpIKer CIyCTa, Npu MUHUMu3anuju Keajaparse dbyuukuje (1) . Taga Baxu

X® 5 x*=Q ', k— oo

38 IPOM3BOJbAH 300D HodeTHe Tadke X ()

Teopema 5 Heka je () cumerpuuHa, Mo3uTHBHO JeduHUTHA MaTpuna u { X (k)} UTEePATUBHU HU3 KOHCTPY-
UCaH METOJIOM KOHCTAHTHOL CIyCTa, Upyu MunuMusaimju ksaaparae dbyuikuje (1). Taga Baxku

XK 5 x*=Q ', k— oo

3a Ipon3BosbaH u3bop moderre Tauke X (0, ako m camo aKo je 3a KOHCTAHTHH KOPAK CIyCTa (¢ HCIIYEHEHO

2
I<a< ———.
Ama,x(CQ)

Kako Sucmo pacreperuiu HOTalnjy, y HacraBky fiemo Kopucrutu ckpahenu 3anuc V f (X (k)) = fx.

Bamarak 9 Heka je ca X *t1) = X(*) 4 o, d) onpeben ureparusru Hu3 3a MEHIME3ALI]y KBagpaTHe (QyHKIT]e
(1). M3Bectu opamyTy 3a KOpak qy Koju y cBakoj mrepamujn muanvu3yje speamoct f(X*) 4+ apdy). Tlokasarn
1a je 3a 0BaKo ojipeheH HU3 y CBAKOM KOPAKYy HCITYH-E€HO f,z 114k = 0.

Sanarak 10 Heka je {X (k)} UTEPATUBHU HU3 JOOMjEeH NPHMEHOM METOJ/e HajCTpMUjer CIIyCTa IPU MUHUMU-
samuju kBagparae dyukimje (1). Axo 3a momasmy tauky sazkn X (9 # Q~'b, mokasaru 1a WTEpATUBHI HU3
KOHBEprupa y jeaHoM Kopaky akko je tauxa X (9) msabpama raxo ma je fo = QX — b comcrsenu BekTop
MaTpule Q.



Kana ¢dyuknumja numpa Huje KBajpaTHa, HUje Moryhe m3BecTtu (HPOPMY/Ty KOjJOM OH CE€ y CBAKOM KOPAaKY
onpeauio ay 3a xoje je gr(a) = f(X®) — ady) munmmammo. Y oBOM Ciydajy ce oy MOYKE ANPOKCHMHDPATH
ureparuBHUM MeTomama. OBakap MPHUCTYI HA3WBA Ce JIMHUJCKOM IPETParoM, jep IoJpa3yMeBa IOTpary 3a
TagykoM MuHMMYMa yHKIMje f IyxK camo jefHor mnpasia, ogpehenor BekropoMm dy (OJHOCHO (v 3a KOje ce OBaj
MUHUMYM JIOCTHZKE). ¥ citydajy jga je dyHKIUja Iuba KOHBEKCHA, TaKBa lie SuTu u meHa pecTpukiuja g (),
IIa ce JIMHHUjCKa IIpeTpara MOXKe Peajli30BaTH TpazkemeM Hyse dynkiuje gy (o), y K0joj ce JoCTuzKe MHHIMYM
ayxK pmaror npasia. Hymy oBe dyHKIMje MOXKEMO OIPEINTH OUJIO KOjOM OJ1 IO3HATHX UTEPATUBHUX METOJA 33
pelllaBare HeJIMHeapHUX jeHaYIHA.

JenHa ajrrepHaTHBa, KOja MPEICTaB/ba KOMIPOMUC u3Mehy Merose HajOp:Ker u MeTojie KOHCTAHTHOT CITyCTa,
jecre opeuTH AyXKWHY KOpakKa (v Xeypuctwdku. llomyrapHa MeToa, KOja ce KOPUCTH y OBE CBpXe, TO3HATa
je ka0 ApMmxoBo’ mpaBmyIo. Ilako oBa MeTO/Ia 3aIIpaBo He AIPOKCHMEpA TAauKy MHHEMyMa (yHKIHjE g,
OHA Ha BEOMa jeJHOCTABAH HAYWH ojpeDyje o Koje y JTOBOJbHOj MepH MMOOOJbINABa BPEIHOCT (PYHKIIHjE MUHa U
cacroju ce y caeneliem. 3a dukcupane ag, ¢ € (0,1) u ¢ € (0,1) onpebyje ce murnmanso k € Ny 3a koje je

FIX® 4 apghdy) < F(XP)) + caog® dF fi.

Bpennoctu g, ¢ n ¢ mpeacraB/bajy mapamMeTpe W UecTo ce y3uma ap=1, ¢ = % u ¢ = 107%. Ykomuko je
dyuknuja f #Henpekuano nudepeHnujaduIHa U dy IPaBAIl CIIyCTa, OHJA je 3arapaHTOBAHO Ja he y jeIHOM Tpe-
HYTKY, OJTHOCHO 3a HEKO k OUTH UCIHYHEHO APMHUXOBO ITPABUIIO.

3anmarak 11 ¥V Mamraby ucnporpaMuparu:

a) QyHKIujy Koja KOHCTpyUIe UTePATUBHU HU3 J0OUjeH Npu MUHMMU3anuju KBajaparHe dysakimje (1),
MIPUMEHOM METOJIe KOHCTAHTHOT CITYCTa.

0) dyHKIMjy Koja KOHCTpYHIle NTEPATUBHY HA3 JIOOMjEeH IPY MUHUMU3aIMjun Keaaparhe dyukuuje (1),
IIPUMEHOM METOJIe HajOpKer CITyCTa.

B) (dyHKIMjy KOja KOHCTPYHIIIE UTEPATUBHU HU3 MOOMjeH IIPM MUHUMU3AIWjU KOHBEKCHE dyHKIuje f,
quju je TPaJujeHT MO3HAT, IPUMEHOM MeToe HajopxKer ciycrta. Kopak aj y CBakoj UTeparyju omape-
JIATH TAKO /& MPUOJIMKHO MuHuMu3yje speanoct f(X ) + oy fx)-

r) QyHKIUjy KOja KOHCTPYUINE UTEPATUBHUA HU3 J00MjeH Ipu Munumusanmju dbyHkmuje f, 4uju je rpa-
JIMjeHT O3HAT, IPUMEHOM METO/Ie I'DAJINjeHTHOr CILYCTa, IPU Y€MY Ce 3a ofpehuBaibe IyKIUHe KOPaKa
oy, Kopuetn ApMuxoBo mpaBmio ca mapamerpuma (g, g, ¢) = (1,0.5,0.1).

Ionasuy Tauky X () kao u mapamerpe koju oxapellyjy KpuTepujyM 3ayCTaB/barba M MaKCHMAJAH OpPOj
uTepalnja IpocaeIuTH Kao yIa3He apryMeHTe.

Cnegnelia nrepatusaa MeToia Kojom hemo ce dasutu jecte EbyTHOBa, nin Fbyru-Panconosa merona. Hhen
UTEPATUBHU KOPaK je neduHncan Ha cjaegenn HATUH:

x k1) — x (k) _ F(X(k))*lfkv

rue je F(X) Bpeauocr Xecujan marpure y Tauku X . JeJIHO TyMaderbe OBOI KOPaKa JeCTe KPETarhe U3 TPEHYTHE
rauxe X %) y cramuonapny tauky xagparue anpoxcumanmje dyuxuunje fy X *)

g(X) = fF(XP) 4 (X = XENTf 4 %(X — XYTp(x®)(x — Xx®),

Huje Temko Bujeru ja oBako jepMHUCAH WTEPATUBHU KOPAaK HHUje HYXKHO KOPaK CIIyCTa, IIOIOTOBY aKO
F(X) nuje cByua nosurusno jedbunntna. Ocum oBe, mana FbyTHOBe MeTOJle jecTe U HeHA BEJIMKa PAdyHACKa
caoxenoct. OHa UIAK UMa U JOOPHUX CTPaHA, jep ce Mo oapeheHnM ycioBuMa MOYKe TapaHTOBATH J1a KOHBEPIUpa
Ka TaYKd MHHUMyMa Cca DejoM KoHBepreuuuje HajMame 2 (Bugeru Teopemy 4.1 y kmusu). VI3 oBor pasiora,
y Mpakcu ce Hajuenihe KOPUCTE meHe MOAudUKAIje, KOjuUMa Ce CMambyje PadyHCKa CJOXKEHOCT METOJe, aJld ’
ycropasa Op3mHa KOHBEpIEeHIHje.

Yak u kaga je Xecujan marpuma F(X*)) mosurusno nedunnraa, xopak d = —F(X®)~1f, me mopa
HYyKHO OuTHn Kopak ciycra. Momudukanuja HbyTHoBe MeToze ca ¢BOjCTBOM CIrycTa pelnaBa OBaj IPOOJIEM TaKo
IITO TITO 3a KOpakK y3uma axdy, T7e je ap = arg mingso g(a) * n3adpano Tako 1a MCIymbaBa CBOJjCTBO HajOp¥Ker
cIycra.

2amepuakn MaTemarnaap Larry Armijo

fg9(a) = f(X®) + ady)



VY cayuajy na Xecujan marpuna F'(X (k)) HUje TO3UTUBHO eUHUTHA, CBOjCTBO CIIyCTa Ce MOXKe 00e30e1uTn
JIOJIATHOM MOIUMUKAIIIjOM MeToje. JeaHna oBakBa Mmoaudukanuja jecte Jlesenbepr-Mapkap/oBa y Kojoj je
di, = —Hk_lfk, rie je MoauduKoBaHa MaTpuia Xecujana Hj = F(X(k)) + pl, p > 0 KOHCTpyHCaHa TaKO Jia
Gyze nosuruBHO AedbunnTHA. Jeqan HaumH qa ce oBo oMoryhm jecre mzabparn p = ||F(X )|y 4 ¢, amme ce
rapanTyje 1a he cBe concrBene Bpeaunoctu marpurie Hj doutn Behe min jenunake c. Hakon oBora ce 3a mreparuBHI
KOpak y3uMma ady, T7e je a n3adpaHo TaKo Ja UMa CBOjCTBO HajOpIKer CIIycTa.

3amarak 12 YV Mamrmady ucnporpaMupaTu:

a) QyHKIMjy Koja KOHCTPYUINE MTEPATHBHU HU3 JOOMjEH IIpU MUHUMU3anuju (GyHKImje f, IpUMEeHOM
IbyraoBe meTone.

0) dyHKIMjy KOja KOHCTDYHUINE UTEPATUBHU HHU3 JO0OMjeH IIpU MUHUMU3anuju GyHKuje f, IpUMEeHOM
moaudukanuje FbyTHoBe MeTome ca CBOjCTBOM CITyCTa.

B) dyHKIM]y KOja KOHCTDYUINE UTEPATUBHU HHU3 J00MjeH IIpU MUHUMU3anuju QyHKnuje f, NpuMeHOM
JleBenbepr-Mapxkapmnose mogudukanuje Ebytnose merone. Moandurosany Xecujan MaTpuily y cBa-
KOM KOPaKy OJPEIUTU TAKO J1a jOj MUHUMAJIHA COICTBEHA BPEIHOCT He Oyze Marba o 1.

Ionasuy Tauky X kao u mapamerpe koju onpellyjy KpHTepHjyM 3ayCTaB/bamba M MaKCHMAJAH OpPOj
uTepalmja IpocaeIuTH Kao yIa3He apryMeHTe.

Y Teopuju ampoKcuUMaIifja 1ecTo ce cycpehemo ca mpodaeMoM MPOHATAKEHHa, OIITUMAHAX ITapaMeTapa HEKOT
HeJinHeapHOr Mojiesia. OBO ce CBOIM Ha pelllaBame IIpodjieMa MUHUMU3AIIL]e

min f(2) = 3 ri(a)?,

i=1

rue cy 7i(z) = y; —g(x, t;) TaKO3BAHU PE3ULyaJIN - pa3jiuKe u3Mely u3MepeHux BpeIHOCTH U OHUX Koje Ipeisuba
HEJMHEAPHU MOJIEJ § Ca IapaMeTpuMa . ¥ OBaKBO] CUTYAIMju 3rojiHo je npumMenntu Layc-FbyrnoBy merony,
koja ce ox HbyTHOBE MeTOZE pas/uKyje y TOME IITO Ce 33 PadyHarbe UTEPATHBHOI KOPaKa yMecTO XecujaHa
KOPUCTH alpokcuManuja Xecujana y Kojoj He dburypurry u3Boiu aApyror peia dynkuuja r; (Bugeru crp. 95-96
y kmu3n). Ako ca J u r obemexkimo BpeanocT Jakodujama i pesmayara y Tperytroj Tauxn J(X *)) m (X *)),
UTEPATUBHY KOPaK MeToje JedUHUCaH je ca

XD = x® (g7~

Ha oBaj mauwn mosasu ce 0 MeTone Koja je jedbrunuja, aju u Hermoy3aauuja ox HbyTHoBe MeToie U BeoMa,
OCeT/hbUBA HA M3D0P MHUIMjAJHHOT M3D0pa mapamMeTapa.

Bamarak 13 Heka cy (t;, ¥;) BPEMEHCKAM TPEHYIM U MEPEEha, 38JIaT€ BPEIHOCTU Y THM TPEHYIIUM Fe€HEPHU-
canu ciaegehum Matmad Komom:

t = (0:0.5:10) 7
A=3; w=1.2; phi=0.5;
y = Axsin(wxt+phi) + O0.5*randn(size(t));

Axo je g(x,t) = xq sin(xot + x3) u ri(z) = y; — g(x, t;), HanmcaTu GyHKIM]y KOja KOHCTPYHUIIE UTEPATHBHY
HU3 100ujeH npu MunnMusammjn yuknumje f(z) = >0, r;(2)?, npumenom layc-Ibyrnose meroze. ITo-
JIa3Hy TadvKy, Kao W mapaMerpe Koju ompelyjy KpUTepHujyM 3aycTaB/baiba U MaKCHMAaJaH OpOj UTeparinja
IIPOC/IEIATH KA0 YJIa3HE apryMeHTe.

Jormr jemma mosHaTa MeTOJIa HEJIMHEAPHOD IIPOrpaMUparba jecTe MeToZia KOoHjyroBaumx mnpasaria. Ona

0DMIHO OCcTBapyje 0oJbe pe3y/ITaTe OJf MeTOo/Ia IPaINjeHToT CIIyCTa, JIOK je Maibe edbukacHa o EbyTHoBe MeToI€.

Heka je f : R" — R xBagparna dynkimja u3 (1). 3a BekTope © n v KaxkeMo Ja cy (Q-KOHjyrOBaHU aKoO

je uT'Qu = 0. Ykommko je marpuia () nosuTusHO neduHUTHA, MOXKe ce MoKazaT ja je ca (u,v)g = vl Qu

neduHUCAH CKajJapHA TPOU3BOM, U Ja CUCTEM Of n (J-KOHjyroBaHUX BeKTOpa dy,...,dp_1 YUHU jemdHy O0azy

npoctopa R™. Merosa KOmByroBaHUX TpaBalla CaCTOji Ce€ Y KOHCTPYKIMMjU WUTEPATHBHOT HU3A 38 4UHje TadKe
BaXKH

X0+ = X 4 dy k=0,..,n—1

 fidk

dl' Qdy

riodasom MuruMyMy X * = Q~'b 3a najsuime n urepanuja. Oapehusame (Q-KOHjyroBaHUX BEKTOPA IIPEJICTABIbA

re je ap = onpeheno tako na murnMu3syje f(X (’”‘1)). OBako JepuHrCcaH HU3 fie HCKOHBEPIUPATH Ka



HETPUBHjaJIaH 33JIATaK W MOXKE OUTH padyHCKH 3axTeBHO. CpehoM, IMOCTOju M BapWjaHTa OBE METOJE MO3HATA
Ka0 MeTO/Ia KOHjyTOBAaHUX IrpagujeHaTa, KoJl KOje ce TeHepICame (Q-KOH]yrOBAHIX BEKTOPA II0jeJHOCTABIbYje
I peajiu3yje TOKOM CaMor HTepaTHBHOT mporieca. Ilomazelin ox dy = — fo, Moxe ce mokaszaTu, 1a he ce Supamem
Y CBAKOM KOPAaKy

dg+1 = —fr+1 + Bkdr. k=0,...,n—2,

. Foi fr . .
rae je By = %f’fl ocTBapuTh (Q-KOHjyTrOBAHOCT BEKTOPA dy), ..., dp_1, & CAMAM THUM W KOHBEPI€HIHja METOJIE.
T fx

Yumennia qa ce ceaka GynKmuja u3 mpocropa C?(R™) Moxke anmpokcuMmpaTn ofarosapajyhoM KBapaTHOM
dYHKIIMjOM MOTHBHIIE IIPUMEHY MeTOJe KOHjyrOBaHUX I'DaJiMjeHaTa y ONTUMU3AIUjH, YaK WU 33 HeJIMHeapHe
dyHKIIMje KOje HUCY KBaJpaTHe. Y OBOM CJIydajy KOpaK (v BHIIE HEMa CMUCJIA padyHATH rope HaBEIEHOM
dopmysiom, Beli ce 3a mEroBo oxapehuBarme MOXKe MPUMEHUTH HeKa JUHHUjcKa mperpara. OcuM rope HaBejeHe
dbopmyiie 3a pauyHame koeduiujenara S, nosnare kao u Dueuep-Puscose, ocroje u apyre (b0j eKBUBAJIEHTHE
y ciaydajy Ja je [ KBaapaTHa), KOje ce MOI'y MCIIOCTABUTH Kao aJleKBaTHUje, Y 3aBUCHOCTH OJf 0COOMHA (DYHKIIUja

nmsba. Mu HaBOAUMO JIBe:
Sl (fresr — fr)

dE (frer — fr)

T
Jop1 (Frrr — fr)
T
f k f k
Kako ce cBojcTBO (Q-KOHjyroBaHOCTH HAPYIIaBa C IIOPACTOM Opoja MTepaluja, y MPaKCU Ce YeCTO IIPUMEbyje
cTpaTteruja peceroBama. Hakon ogpehenor dOpoja urepariuja, 3a mpaBall d; ce y3uMa IpaBall 0OpHYT I'PaJINjeHTY,
dy = — fi, aume ce ajropuram "ocsexkasa'.

Xecrenec-IItudenona: B =

Tlonax-Pudueposa: [ =

3amarak 14 Y Mamwiaby ucrnporpaMuparu:

a) byHKIUjy Koja 3a 3aJaTy CAMETPUUHY, IO3UTUBHO jgeduHUTHY Marpuiy (@ € R™*™ koHcTpywuie
cucreM Q-komwyrosanux Bekropa {dg,d,...,dn_1}.

6) dbyHKIMjy KOja KOHCTPYWIE UTEPATHBHY HU3 JIOOMjeH NIPM MUHUMHU3AIMjU KBajpaTHe dyHKuuje f,
OPUMEHOM METOJIe KOHjyrOBaHUX IpaBala, Kopucrehn npasue us jena a).

B) dyHKIM]y KOja KOHCTPYHIIE UTEPATUBHU HU3 JOOUjeH IpU MUHUMU3aNuju Ksajaparae dyukuuje f,
IIPUMEHOM MeTOJIe KOHjyrOBaHUX I'DAJIMjeHATA.

r) QyHKIUjy Koja KOHCTPYWIIE WUTEPATHBHU HU3 JOOMjeH DU MUHUMU3AIUJU MPOU3BOJbHE (DYHKIMjE
f : R"™ — R, upuMeHOM MeTOI€e KOHjJyrOBAHHMX I'DaUjeHaTa Ca PEeCTapTOBaibeM IIPABIA HAKOH 7
uTeparyja.

Ionasuy Tauky X () kao m mapamerpe koju ompellyjy KpUTepHjyM 3ayCTaB/bamba M MaKCHMAJAH OpPOj
uTepalmja MpocjaeuTH Kao yIa3He apryMeHTe.

Cnenelia meTosia o pejy jecre Ksazu-FbyrHOBa Meroma, Koja mpejcraB/ba ajaTepHaTUBY KiacudHnoj Hbyt-
HOBOj MeTonu. Hbena npenHocT je y ToMe miTo ce 3a ospehuBarse IIpaBIia KpeTama y CBaKO] NTEPAIjU KOPUCTH
alpoKcuMaImjoM nHBep3a Xecujana. OBume ce m3deraBa 9ecTo CKyIl U CJIOXKeH Iporec onpehuBame Xecujana
U pelniaBarbe CUCTeMa JIMHeAPHUX je/Ha"dnHa - HEOIIXOJHUX Kopaka Koj EbyTrHoBe merozme. Ocum oBora, CJINTHO
Kao u kox Momudukaruja Ebyrnose merome ca cBojcTBoM ciycra, cieneha Tauka mrepatuBHOr Hu3a KBasm-
HbyrHnoBe Mmerozme ce makoH m3adpaHor mpasia oxapehyje HEKOM JIMHUjCKOM IPETPAroM Jy2K JAaTOr IIPABIIA.
HomatHo, MaTpuiie Koja ce KOPUCTH Kao allpOKCHUMAIlHja WHBEep3a XecujaHa HUje KOHCTaHTHA, Beh ce momudu-
Kyje u3 urepanumje y ureparyjy. Ako ca Hj 03HAYMMO aIpoOKCHMaIly WHBEp3a XecujaHa y k-Toj UTeparuju,
onfa he y »0j npaBail Kpetamwa outn oapehen ca dy = —Hy, fi.

IlocToju BuIte HAYWHA HA KOJU Ce M3 WTEpAIlFje y UTEPAIlijy MOTYy MOAMMDUKOBATHA aIPOKCUMAIIje NHBEP3a
Xecujana Hy, ajaum OHO INTO CBU HMajy 3ajeJHHYIKO jecTe na 3axTeBajy fa Oyme mcmymeno Hyi1(fir1 — fj) =
XU+ — X 0) 33 0 < j < k. YKOIHKO yBeJIeMO O3HAKe Afj=fiq1—fjn AXV) = XU+D — XU nperxosmo
ce MOYKe 3aIlICaTh Kao

Hp Afj =AXD 32 0<j <k

OBaj 3axTeB je mpUposHO HaMeTHYT, jep he y ciaydajy xBajparne (dyHKIHje rapaHToBaTh ja je Marpuna H,
yIIpaBo jeaHaka XecujaH MaTpPHIIH.



HajjeanocraBunju HaUWH 38 38 UTEPATUBHO MOTU(PUKOBaIbe MaTpHUIia Hy, TAaKO Ja MPETXOIHO Oy/1e UCITYIHEHO
JIaT je KOPEKI[MOHUM aJrOpUTMOM paHra jeman. Ako osuaunmo ¢, = AX®) — HyAf,, ou je nedunncan ca

OrPL
@I{Afk

Jenan HemocTaTaK OBOT IIPUCTYIIA je YMIHEHUIA /1A Ce HEe MOXKe FapAHTOBATH OUyBamhe IIO3UTUBHE 1e(DUHUTHOCTH
marpunia Hy, a camMuM TUM HE J1a je ojpeheHn mpasall y CBaKOj UTEpAIUju U IIpaBall CIIyCTa.

Hyy1=Hp +

Kopeknuomnu ajropuraM pamra asa mo3nar u xkao IO 4 nva CBOjCTBO OYyBamba MO3UTUBHE JePUHUTHOCTH
" 33J1aT je ca
AX®(AXENT  m AfAFLH),

AfTAX®) AfTHA

Hpi = Hp +

AsrroprTaM Koju ce IIOKa3a0 Kao HajIoy3JaHUjU U KOju ce Hajuenrhe KopucTh y mpakcn jecre BOI'C® agropuram.
O= je 3amat ciemehom hopMyIoM.

AfkTHkAfk) AXFAXENT A f(AXENT £ AXT®AFTHy,

AfTAX®) B

H = H, 1
e H( * AfTAX®) AfTAX®

OcuM ampokcuManyje mHBep3a XecujaHa U padyHarme HOBOr mpaBia ca di = —Hy, fi, kBasu-FbyrHOBa MeToma
ce MoXKe JepUHUCATH TAaKo Ja (hopMupa HU3 MaTpuia By Koje allpoKCHMEUPajy caM XecHjaH U J1a ce Tmpasall dj
[TOTOM OJIPEJIM PEIABAEM CHCTEMA JIMHeApHUX jeaHaqnta Bydy, = — fi. OBakaB MpUCTyII ce MOYKe UCIIOCTABUTH
Kao epUKACHU]U, YKOJUKO Cy 300T mpupo;ie pyHKIHje KOja ce ONTUMU3Yje, MaTpulie By, Jiere CTPYKType, OJTHOCHO
3roJ[HE 3 pelllaBarbe CUCTeMA JIMHeApHUX jenHaunHa. PopMmyste KojuM cy neduHucane Bese uaMen3y By u By
cy caenelie:

Vrk

YTAX® e je Y = Afy — BkAX(k)
k

AusropurtaMm panra jejad - Byi1 = By +

AXNTBAXEN AfAfFF B AX®AFT + Af (AXENT B
ﬂq)n AJICOPHUTAM - Bk+1 — Bk: + <1 + ( ) k ) fk fk _ k fk + fk( ) k

AfTAX® AJTAX® AfTAX®)

AfASE B AXF(AXP)T B,
AfTAXH® — (AXE)TBAX®)

B®T'C asropuram - Biy1 = By +

3anmarak 15 Y Mamraby ucnporpaMmuparn:

a) dyHKIMjy Koja KOHCTPYWIIE UTEPATUBHUA HU3 J0OMjEeH IIPU MUHMMHU3AIMjU KBajaparHe dyHKImje f,
npuMenoM KBa3u-IbyrHoBe MeTome, KopucTehn KOPEKIMOHN ajaropuraMm paHra 1.

5) dyHKIM]y KOja KOHCTPYHIIIE UTEPATUBHK HU3 JIOOUjEH IIPY MUHUMU3ANUjU IIPpou3BosbHE dDyHKIWje f,
puMeHOM KBa3u-IbyTHoBe MeToe, KoprcTehn KOPeKIMOHN aJropuTaM panra 1.

B) dyHKIM]y KOja KOHCTPYHIIIE UTEPATUBHE HU3 JIOOUjeH IIPY MUHUMU3ALUjU IPpOou3BosbHE DyHKIWje f,
npuMeHoM KBa3u-IbyTHoBe MeTose, Kopucrehu Kopeknuonu ajroputam JIPII.

r) GyHKIM]y KOja KOHCTPYHUIIle UTEPATUBHU HU3 MOOMjeH IIPM MUHUMU3AIM)U NPOU3BoJbHE dDyHKIHjE f,
npuMeHoM KBasu-FbyrHoBe MeTone, Kopucrehu kKopekmnmonu ajaropuram bBOI'C.

[onazny tauky X (9| kao u mapamerpe xoju ompellyjy KpHTepujyM 3aycTaB/bara H MAKCHMAIAH OPOj
nTepanyja IpocaeuTH Kao yIa3He apryMeHTe.

4 Nejpunon-Dregep-Tlayer
5Bpojaen-Pueuep-Tomadapd-Ilano



3 VYcaoBHa onTUMHU3anuja

YV mHacTaBKy ce 0aBUMO IPODJEMEHMA YCJIOBHE OINTHMH3AlMje KOjU IOJPa3yMeBajy IPOHAJAXKEHhe TadaKka
MUHAMYyMa U, min MakcumyMa byHkimje mmwba f 1 R™ — R mva gomycruBom ckyny S C R™. Orpannunhemo ce
Ha CJIy4aj Kaja je S 3ajaT Kao CKyI Tadaka 3a Koje BayKn

hl(X):Oﬂ Z_]-v 7m
9;(X) <0, j=1,..k
3a Heke pyuxnmje h;, g; : R = Rum < n. Yronuko ysememo BekTopcke bynnkuje h(X) = [h1 (X) ... hnm (X)] r
T
ug(X)=[g1(X) ... ge(X)]", nouycrusu ckyn ce kpalie Moxe 3anmucaTi ca

S={X eR":h(X)=0, g(X) <0}

KaKO CEe HEeKNn jeﬂ‘HOCTaBHI/I HpO6JIeMI/I ycJiioBHE OHTI/II\/II/I3aH,I/Ije MOr'y penimuTun I‘eOIvIeTpI/IjCKI/IM MIPpUCTYIIOM, HUJIYy-
CTPOBAHO je y ciemeheM 3a1aTKy.

Bamarak 16 Hexa je dynxmnumja f : R? — R 3a71ara ca

fla,y) =y — V.
Oipe T TauKe MUHAMYyMa 1 MakcuMmyMa GyHKnuje f Ha CKyIy:
a) §={(x,y) eR*: [a| <1, [y < 1} = Ko[0,1].
6) §={(z,y) €R?: [a| + |y| <1} = Ku[0,1].

Pewere. 3a pemapabe IpodjIeMa reOMeTPUjCKUM ITPUCTYIIOM ITocMaTpaleMo HUBOBCKE CKYTIOBe (DYHKIIU]je IUJba
f, Koju mpezicTaB/bajy CKyIOBe Tavyaka Ha Kojuma f ysuma ucrty speanoct. Kako je f(x,y) = y— ¢/ 3akbydyjemo
Ja Cy HUBOBCKU CKYIIOBH 33JIaTH Ca

Ne={@yeR:y—Vr=ct={(z.y) eR* 1z = (y - ¢’}

Jacno je na BpesHocT dyHKIHje IH/ba IATOr HUBOBCKOI CKyIla OJIrOBapa BHCHHU Ha KOjoj oH cedve upasy = = 0.

a) Kana je S = Ko [0,1] ca cauke je ouuriefHo na Cy Tadke MUHEMyMa u Makcumyma (1,—1), omHOCHO
(=1,1), jep upunazajy HajHHKEM, OJHOCHO, HAJBUIIEM HUBOBCKOM CKYILy KOju cede S.

8) VY cayuajy S = K1[0,1] Huje ogMax ounrieHO KOje Cy Tauke MUHUMyMa n MakcuMyma. Orpaamamhemo
ce Ha onpehuBame Tauke MUHUMYMa, jep ce Tadyka MakcuMyMa ozpelyje aHaJorHO.
Ca ciuke je jacHO 11a je TO Tadke Koja IPUIaJa HUBOBCKOM cKymy Nz Koju moaupyje Iy Koja caja
(0,—1) u (1,0) u koja ce Hasasu Ha upasoj p : —x +y + 1 = 0. Kaxo ducmo ofpeaunu koja je TO Tadka,
MOKEMO TIPIMETUTH Ja je y 0] NMpaBa p TaHTeHTa kpube y — </ = ¢. Kako rpagmjent dbyukumje y
[IPOU3BOJHHOj TAYKU UMa [IpaBal] HopMaJie Ha HUBOBCKHU CKYII KOjU CAJIPYKU Ty TAYKY, OBO jé €KBUBAJIEHTHO
ca Vf(x,y) =k[-1,1]T. Kaxo je Vf(z,y) = [—%m2/37 1], nupekTHO coienn k = 1, ofjakie 3aKibydyjeMo Ja
je

TpazKeHa TavKa MUHUMYMa.



Hexkasma ce mpodseM ycaoBHE ONTUMHU3AIMjE MOYXKe CBECTH Ha MIPOOJIEM 0e3yCJIOBHE ONTUMHU3AIN]E eTUMIHA-
ujoM npoMenbuBuX. OBO Ce MOCTHXKE FHbUXOBUM H3PaXKaBambeM IIPEKO ocTajmx mpoMeHspuBux. OBaj mpuctyn
WIyCTPOBaH je y ciemeheM 3a/1aTKy.

Sagarak 17 Oapexuru munumyM dyukuyje f(x1, e, x3) = —bx1 + 2x2 + 323, IPU OrpaHUYEIHLIMA

2
]+ 22 =0,

J;l—xg—i—xg:O.

Pewerve. VI3pa3suMo TPOMEH/BIBE Ty W T3 TPEKO TPOMEH/BIBE T'1. 3HAMO JIa je Ty = —T3 U T3 = T3—T1 = T1—17.
W3 nperxoamor ciean
f(z = f(x1) = =51 + 2(—2?) 4+ 3(2t — 21) = 32} — 222 -8
1,%2,23) = f(x1) = =521 + 2(—27) + 3(21 — 21) = 327 — 227 — 8y,

1a CMO II0JIa3HKM IPODJIEM CBEJIU HA POOJIEM Oe3yCJIOBHE OIITUMU3AII]Ee

min f(z;) = 3] — 227 — 8.

x1ER
Kako je deg(f) = 4 u xoeduimjeHT y3 HAJBUIIN CTENEH MO3UTUBAH, JATH IIOJUHOM MHUHUMYM OYUIJICIHO

JOCTHKE Y TAYKU ¥ KOjoj My je m3Boz jemrak (. 300r oBora ce mpodjieM MPOHAIAXKEHha TAYKEe MUHUMYMA CBOJIN

Ha pellaBame .
f(xy) = 1223 — 423 — 8 = 4(32% — 27 — 2) = 0.

Jenna mysa je ouursiesno x1 = 1, JOK Cy IpeocTajie JBe Hyje KOMILICKCHE (IIOKAXKe CE JEJHEHEM MOJTUHOMA,
f'(z1) ca (1 — 1)). Omasze ce 3aksbyUyje Ja je pelllembe MoIa3Hor IPodIeMa

(I’l,l’g,l'g) = (1, 71,0).
VAN

[Tocmarpajmo caja crenujasan ciydaj yCJIOBHE OITHMH3alldje KOJ Kora je JOIMYCTHUB CKyIl S 3ajaTa HUC-
KJBYIHMBO IIPEKO OrpaHUIerha THIA jeJHAKOCTH, ofHocHO ca S = {X € R" : h(X) =0}, tne ¢y h; : R” - R
HenpekuIHO audepennujadbmine GyHKITje.

Hedunumnuja 6 3a tauky X* ca moBpmin S KaykKeMo Jla je perylapHa YKOJIHKO Cy I'DaijeHTH
Vhi(X*), .., VA (X™)

JIMHEAPHO HE3aBUCHU BEKTOPU. YKOJUKO je m = 1, oBo mogpasymena h}(X*) # 0. Taurearau upocrop y
tauku X * Ha mospmr S Jar je ca

T(X*)={Y eR": YTV (X*)=0,i=1,...,m}.

Teopema 7 Hexa cy f,h € C'(R") u nexa je X* perymapra tauka nospmu S{X € R" : h(X) = 0} y
K0joj dyHkImja f mocrurke jokagHn MEHAMYM. Taza nocroju Bekrop A* = (A}, ..A%) € R™ rakas ja je

VAX*) + ) A Vhi(X*) =0, (7.1)
k=1
Axo cy nonarno f,h € C%(R™), onna je
y7T <V2f(X*) +) A;';v%k(x*)) Y >0 ,3acseY eT(X"). (7.2)
k=1
Takobe, ako je X mpousBo/bHa peryjapHa Tadka nospmm S 3a Kojy mocroju A € R™ rakso ga (X, \)
ucnymwasa ycios (7.1) u ga je

YT (sz(X) + i Akvzhk(X)> Y >0,3acseY € T(X),Y #0, (7.3)
k=1

oHza ce y Tadku X HaJA3U CTPOT JIOKAJHM MUHEUMyM dyHKnuje f na S.



BajaTak 18 OjpeuTn cBe Tavke JOKATHAX MHHEMyMa W MakcumyMa dynkmuje f(z,y) = r123 Ha cKymy

S ={(z1,72) € R? : 2 = 23 + 1}.
Pewere. Axo obemexumo h(X) = 2?2 — 23 — 1, mmamo S = {(z1,72) € R? : h(X) = 0}. Kaxo je VA(X) =

[2:51 72.%2},1—‘ = 0 akko je X = (0,0) ¢ S, 3ak/pyuyjemMo ma cy cBe Tauke noBpim S perynapse. Heorxomuu
yeaos upsor pena (HVIIP) je ucnymwen y tauku X = (21, x2) € S yKOIHKO je

r3+ 2\, =0 (18.1)
2(E1SIJ2 - 2)\1’2 = 2%2(1}1 - )\) =0. (182)
1° i) 7é 0
Caga (18.2) mosmaun z1 = A, ma u3 (18.1) creqm 3 = —2)2, mTo je jemumo moryhe axo je A = xo = 0. Jomm
CMO JI0 KOHTPAJIUKIINjE Ca MPETIIOCTABKOM, & Tpesa3suMo Ha cienehin ciayuaj.
2° To = 0

N3 h(X) = 0 cienm 7 = £1, mrro y3 (18.1) noenaun A = 0. Jakue y Taukama X7 = (1,0) u X5 = (—1,0)
Cy WCIIYEb€HN HEONXOJMHM YCJIOBU OPBOr pena. OD3MpOM s1a Cy CBe TadKe CKymla S peryjapHe, OHE Cy jeJIUHU
KQHIUJIATH 38 JIOKAJTHI MUHUMYM/MakcuMyM. VcimTajMo u ycioBe Ipyror pesa.

Buanmo na je

0 2
2 _ 2
1ok Vh? unje nmorpedan 3a nasbe pasmarpase, jep je A = 0. Iz Vh = [2361 —2362]T 3aKJbYIyjeMO

T(Xl) = {(yl,yQ) S R2 : 2$>‘£y1 — 2$§y2 = 2y1 = 0} = {(O,t) it e R}

Ucru 3akmpyuak caenu u 3a T(X5). JlupekTHa mpoBepa mokasyje Ja je
2 0 2 2 0 2
[0 ] VEfF(X) || =2t">0 m [0 ] VEf(Xy) || =—2t" <0, VteR.

Kako je y Tauku X; = (1,0) uciymeH JOBO/BHU YCJIOB JIPYIO Pelia, 3aKJ/bYUIyjeMO Ja je OHAa CTPOI JIOKAJHU
muHIMYM dyukuuje f wa S. 13 ucror passora, taua Xo = (—1,0) je crpor jokanuu MuHuMyM dyHKIHje — f,
OJIHOCHO CTPOT JIOKaJIHU MakcuMyM dbyHKImje f Ha S. A

V cay4ajy Kaza je cKyml S 3aJiaT U ca HejeJJHAaKOCTUMa, [TpodJieM ce KoMmiLukyje. Unmak, Hekaa ce yBohemeM
n3paBHaBajyhux GyHKIIja gaTu MpodJeM MOXKE CBECTH HA jeJHOCTABHUJU IIPOOJIEM KOJI KOTa Cy CBa OTPDAHIIEHA
3aj1aTa jeJITHaIuHAMA.

Bamarak 19 Ojypeaurn Tauke MUHUMYMa U MakcuMyMa dyHKIwmje f(x1, 3) = 2122 Ha ckyny S = {(z1,22) €
R%:1— 2% — 2% > 0}.

Pewere. Ocnodomuhemo ce HejeiHAKOCTH yBODemeM HOBe TIPOMeHJbHBe T3 1 u3pasHaBajyhe dynxuuje r3. Opu-
Me JIOJIA3UMO JI0 IIPOOJIeMa KOjH je eKBUBAJIEHTAH IIOJIA3HOM U Y KOME HeMa OIDAHIYeha 3aJaTHX HejeJHAYNHAMA

max f(xth?xS) = T1X2

2 2 2
] +x5+x3 =1

AKO HOBH JIOIlyCTHBH CKYI O3Ha4HMO ca S = {(r1,z2,23) € R? : h(X) = 22 + 22 + 23 —1 = 0} u3 Vh =
T . . A

(221 2z, 23] saksbyuyjemo jma cBy cBe TavKe JONmycTHBOr CKyna perysapHe, jep (0,0,0) ¢ S. Kanmunare

3a Tayke MUHMMYMa/MakcumyMa oxpelyjemo ucnmruBameM Heorxonuux ycjioa. HYIIP je ucnymen y taukn

X = (x1,22) € S ykomnuko je

To + 2 x1 =0 (19.1)
1+ 2 x2 =0 (19.2)
2 z3 = 0. (19.3)

1°X=0
U3 (19.1) u (19.2) cnegu x1 = x2 = 0, na je x3 = £1. [Ipsa asa kangumara cy X1 = (0,0,1) u Xo = (0,0, —1).

2°0#£0

Uz (19.3) je 3 = 0. Yemosu (19.1) u (19.2) nosnave z1 = 4\2x; u 22 = 4\%z5. Kaxo me moxke duru
x1 =29 =0, jep (0,0,0) ¢ S, U3 IPETXOIHOT 3aK/bYHyjeMO 18 je HyKHO A2 = 1/4. ¥Yaumamem A = 1/2 nosasu
ce 1o Kammuuata X3 = (v/2/2,—v/2/2,0) u X4 = (—v/2/2,4/2/2,0), 10K ce ca A = —1/2 nosasu 10 Kauauaara
X5 = (V/2/2,v/2/2,0) u Xg = (—v/2/2,—v/2/2,0). Kaxo je dbynkuuja f menpexuama ma S, oHa JocTHIKE Ha



BHEMY MUHUMYM W MAKCHMyM ¥ OHH Cy Vj€JHO H JIOKAJIHA €KCTPEMYMH, Ta je 3a ojpehuBame Tauaka MUHUMY-
Ma,/MaKCIMyMa, JIOBOJbHO UCIMTATH BpenHCcoTH (DYHKIMje y HaBeqeHnM kaHauaatuma. Onasie ciaenn jga cy Xs
u X4 Tauke MuHEMYMA, a X5 U Xg Ta4Ke MAKCHMyMa (DyHKIje f na S. WsznBajamem mpBe JiBe KOODIUHATE
JIOJIA3M Ce JI0 PeIlerba, MOJIa3HOT IpodJeMa.

*3a BexkOy ce MOTY UCIIMTATH JIOBOJHHU YCJIOBH y HABEIEHUM TadKaMma. Lakohe ce MOXKe HCIIPOOATH PEIIaBahe
podJIeMa TeOMETPUJCKUM IIPUCTYIIOM. VAN

Hekama je 3romao mpobsiem Oe3yciioBHE onmTUMHU3alinje IpeBecTd Ha mpodieMm yciaoBe. [locmarpajmo nHa
npuMep podjieM MakcuMu3aluje (aHAJOIHO ce pa3marpa u 1podieM munumusanuje) dynkuuje f : R™ — R
nedunmCcane ca
X) = XTQX

f ( ) - mv
e cy @ u P peajiHe cuMeTpuvHe MaTpuile, Ipu demy je P u nmosutuBHO jeduruTHA. [IprMeTnMO J1a yKOJIUKO
je X pemiemse jraTor mpodsemMa, OHJIa je pelreme u cBaka Tadka odsmka tX, t # 0. I3 oBor pazsora ne rydbumo
Ha onmrocT yBohemeM ycaosa X1 PX = 1, HAKOH dera ce HOJIA3HH IPOOJIEM TpaHchOpMUIIe y

max g(X) = XTQX
1-XTpPX =o.
JenmoctasHo je yBepmTH ce Ja cy cBe Tauke mospmm S = {X € R" : XTPX = 1} perynapue. HYIIP cy
ucnymenn y X € S ykosuko nocroju A € R™ Takso ja je
2QX —2APX =0,

IITO je eKBUBAJEHTHO Ca

PTIQX = \X.

OpaBiie 3aK/bydyjeMo Jia Cy KaHIUJATH 3a MakcuMmyMm yHKIuje g Ha S Tauke X € S, Koje ojmroBapajy
comcTBeHnM BeKTopuMa MaTpune P~ 1(Q). 3a cBako oBakBo X}, HCIIYHEHO je

XI'PXpy=1 u QX = M\PXy,
e je A\, omrosapajyha comcreena BpegHOCT. Kako mpeTxomHo moBIadn X,{QX;c = )i ¥ Kako je S KOMITaKTaH,
jacHoO je ma ce MaKCUMyM JOCTHXKE M TO y Tadku X * Kojy ompeDhyje comcTBeHn BEKTOp KOju oarosapa Hajsehoj
coricTBeHoj BpegaocTu. Jlakie cBaka Tauke odiuka tX*, t # 0 mpejicTaB/ba PeNIehe MOJIa3HOT TPodJeMa.

Bagarak 20 Ojpegurn MunumyM u MakcumyM dyuakmmje f : R? — R 3amare ca

2 2
227 — 4x120 — 425

f(xlaxQ) ==

x? + 222
Pewerve. Ha ocHOBY mpeTxXomHOr W3j1arama, jaCHO je Ja je JIOBOJBHO OJPEIUTH COIICTBEHE BEKTOPE MATPUIIE
P~1Q, rue je
2 =2 1 0
R ]
Opasre je
pig=|% 2 N =A2—6

Tauke MakcuMyMa n MuHEMyMa cy obmmka tX1 u tXo, t # 0, tme je X1 = (2,2 — v/6) pememe cucrema
(P71Q —V6I)X, =0, a Xo = (2,2 + v/6) permeme cucrema (P~1Q + v/61)X; = 0. A

VY caydajy Kaja je JOIyCTUB CKYII 33JIaT U IIOMONY yCJIOBa HEjeHAKOCTH, HEOIIXOIHNA U JIOBOJFHU YCJIOBHU C€
MODajy a/IeKBaATHO MOAMMUKOBATU. Y BEJINMO IIPe CBEra HEOIIXO/IHE II0jMOBE 33 (DOPMYIIHCAIHE TEOPEME.

Hedbunumuja 8 Yemos g;(X) < 0 je aktuBan y tauku X* ykomuko je g;(X*) = 0. Ca J(X*) osHateH je
CKYII CBUX WHJIEKCA KOjU OJIrOBapajy yCJAOBUMA TUIA HEjeTHAKOCTH KOjU CYy aKTUBHU y TaYKU X *, OJTHOCHO

J(X7) ={j:9;(X7) =0},

JoK je ca J(X™*, u*) o3Haden CKyIl CBUX OBAKBHX MHJIEKCA, KOJUMA JIOJATHO OArOBapajy HO3UTUBHU MHO-
JKUOITH, OJHOCHO

J(X* %) ={j: g;(X*) =0, pj > 0}.
YcI0BH THIIA jeTHAKOCTH CY aKTUBHH Y CBAKOj TA4KHU JIOIYCTUBOr CKyma S. 3a Tadky X* € S KaxeMo 13
je perymapna ykomuko je {Vh;(X*) :i=1,...,m} U{Vg;(X*):j € J(X*)} ckyn quHeapHO HE3aBUCHUX
BEKTOPA.




Tanrentan npocrop y tadku X * ma nospur S; = {X € R" : h(X) =0, g;(X) =0, j € J(X*)} onpeheny
AKTUBHUM YCJIOBHMA, JepUHUCAH je ca

T(X*)={Y €eR": YTVh(X*)=0,i=1,...m}N{Y eR": YTVg;(X*) =0, j € J(X*)}.

TamrenTan npocrop y taukn X* ma mospm Sy = {X € R : h(X) =0, g;(X) = 0,5 € J(X*, u*)}
onpebheHy aKTHBHUM yCJIOBEMA, KOJUM OJrOBAapajy NMO3UTUBHU MHOXKHOIU AedDUHUCAH je ca

T(X* ) ={Y eR": YIVh(X*)=0,i=1,..m}N{Y €eR": YTVg;(X*) =0, j € J(X*,u")}.

Teopema 9 Hexka cy f,g,h € C'(R") u mexa je X* perynapna Tauxka nospmu S = {X € R" : h(X) =
0, g(X) < 0} y xojoj dynkmuja f nocruxe mokanuu munmmyM. Taga mocroje A* € R™ u p* € R¥ 3a koje
BazKn

wr>0 (9.1)
m k
VAX)+ ) NVR(X*)+ Y @ Vg(X*) =0 (9.2)
i=1 j=1
(u*)Tg(x*) =0. (9.3)
Axo cy nonarno f,g,h € C*(R"), onga je
m k
YT [ V2F(X*) + Z)\fv2hi(X*) + Zujvzgj(X*) Y>0 ,zaceeY eT(X"). (9.4)
i=1 j=1

Taxobe, ako je X HpOM3BOJbHA peryiapHa Tadka moBpmim S 3a Kojy mocroje A € R™ u p € R* raxsu 1a
(X, \, 1) nenymasa (9.1), (9.2) u (9.3) u xa je

m k
YT V2AX) + ) AVPhi(X) + Y 1 V2g;(X) | Y >0, sacse Y € T(X,p), Y #0,  (9.5)
i=1 j=1

OH/Ia ce y Tauyku X HaJIa3W CTPOT JIOKAJTHU MUHUMYM dyHKIuje [ Ha S.

VYenosu (9.1), (9.2) u (9.3) nosnaru cy u kao KKT® ycosu u nipejicrabbajy HeOIXo/IHe ycjIoBe IPBOT pejia 32
€r3UCTEHINjY JIOKAJHOT MuHuMyMa dyuknuje f y perynapnoj tauku X* € S. [Ipumernmo na je 30or p > 0 u
g(X) <0 ycnos (9.3) ekBuBasenTan ca 1;9;(X) =0, j=1,.... k.

Bagarak 21 OjpesnTn Tauky MUHEMyMa U MakcumyMa dyrkmmje f : R? — R 3amare ca
fzy,m0) = 22 + 222 — z120,
Ha ckymy S = {(z1,22) € R? : 21 + 20 = 2, (x1 — 1)? < 22}

Pewere. Yeobhemem byukimja hy(z1,22) = x1+ 22 — 2 1 g1(21,72) = (21 — 1)? — 29 JOIYCTHBE CKYT ce MO¥XKe
npejicraut ca S = {(x1,72) € R? : h(X) = 0, g(X) < 0}. IIpumernmo ja je JOMyCTUB CKyN S KOMIIAK-
rad. OBO HUje TEIIKO BUJIETH CKUIUDPameM, a Moxe ce dopmanno nokazaru. 13 h(X) = 0, g(X) < 0 cuean
(z1 — 1)2 < x9 = 2 — x1, OJTHOCHO x% —x1 — 1 <0. OngaBze je jacHO Jia ce JAOIYCTUB CKYII MOYKE U3PA3UTH Kao
S={(t,2—1t):t€[(1—-+/5)/2,(1++/5)/2]}, mTO je OUUTIIEHO KOMIAKTAH CKYIL.

Kaxo je Vhi(X) = [1 l}T # 0m Vgi(X) = [2(xz1 —1) —1] # 0 oBu BekTOPU MOry GMTH JIMHEAPHO
3aBucHU jeauno 3a x1; = 1/2. [omwro y (1/2,3/2) uuje akrusan yeiaos g1(X) < 0, 3aKk/bydyjemMo jia cy CBe Tauke
ckyma S perynapre. Ha OCHOBY KOMIIAKTHOCTH JOIYCTHBOT CKYIIa, W HEIPEKUIHOCTH (DYHKIHjE MUJba, 3HAMO
Jla TOCTOJM TavKa MUHUMyMa,/MakcuMmyMa dbyHKuuje f Ha S U Ja je OHa yjemHO M TauKa JIOKAJTHOT MUHUMYMa-
/MakcumyMa Ha S. V3 perymapHocTn Tadaka CKyma S CJIeJM Jia je JOBOJAHO NpOoHalW CBe Tadke y KOjuMa Cy
ucnymenn KKT ycioBu, Kako OUCMO OAPEIUIN TAYKy MHHAMYMA U MAKCHMYMA.

KKT ycnoBu 3a cirydaj MakcuMu3aliije pa3inkyjy ce o Caydaja MUHUMHU3aIuje y Tome mro 3axreB pu* < ()
noctaje p* > 0. IsysumarseM 1aTor ycjaoBa ce JakKJje MOI'Y OJPEIUTH CBe TadKe KOje Cy HOTEHIIHjaJHN JIOKAJIHI

SKapym-Kyn-Taxep



MUHUMYMHA 1 MaKCUMYMH. PacrimncuBamem J0JIa3UMO 10

2171 71‘2+>\1+2,u1(1‘1 - 1) =0 (212)
drg —x1+ A — 1 =0 (213)
pr((rg —1)% —29) = 0. (21.4)

1°u #0
Us (21.4) je 2 = (z1 — 1)?, mmo y KoMOMHATIHT ca To = 2 — T1 Jaje /Ba KaHIIaTa

Xf:<1—\/5 3+\/5> . X5:<1+¢5 3—\/5>_

2 72 2 72

2°u1 =0
VY oBom cayuajy u3 (21.2) u (21.3) caenu 31 = Sxg, na u3 hi(X) = 0 3akmydyjemo ja je Tpehin kanamaT

5 3
xi=(22).
3 <474>

Kako je f(X7) ~ 15.71, f(X3) =~ 2.29 u f(X7) = 1.75, 3akmydyjemo ja je X3 Tadyxka MuHuMyMa, a X; Tadka
MakcuMmyMa GyHknuje f Ha S. A

Bagarak 22 Heka je dyuxmuja f : R? — R, nedunncana ca
f(X) =2} + 223 + 323,
Axo je nomycrus ckyn sagar ca S = {(21,72,73) € R? : 21 + 229 + 323 =1, 21 < —4}
a) Pacnucaru KKT yciose 3a HaBejieHU IpOO/IEM MUHUMU3AIIL]E.

6) Oxapeauru cBe jokasHe MuHUMyMe byHKImje [ Ha S.

Pewerve. a) Yeohemem dyukuuja hy (1, x2,x3) = 21 + 229 + 323 — 1 u g1 (21, T2, 23) = 21 + 4 gonycrusu cKyn
ce Moxke TipesctasuTu ca S = {(z1,xa,73) € R3 : h(X) = 0, g(X) < 0}. Paciucusamenm ycaosa (9.1), (9.2) u
(9.3) momasumo 10

i >0 (22.1)
221 + A1+ py =0 (22.2)
dzg + 2X\; =0 (22.3)
6x3 + 3 =0 (22.4)
w1 (z1 + 4) =0. (22.5)
U3 (22.3) u (22.3) AupeKTHO cienu
To = T3. (22.6)

6) Kako Vhi(X) = [1 2 3] T V(X)) = [1 0 O} T HHUCY JINHEAPHO 3aBUCHH, 3aKJbYIyjE€MO 18 Cy CBE TaUKe
JIONyCTUBOT cKyTia S perynape. To 3HaYM jia y CBAKOj TAYKK CKyma S y KOjOj Ce HAJA3M JIOKAJTHU MUHUMYM,
Mopajy ourn ucnymwenn KKT yciosu.

1O/L1 7é 0
U3 upernocraBke u (22.5) ciaequ ga je x1 = —4. Umajyhn y Bugy (22.6) u hi(X) = 21 + 222 + 325 —1 =0
zakspyayjemo jga cy KKT yciaosu ucnymenn y

Xf = (743 13 1)>

3a A\ = —2wm pu; = 10.

2O/L1 =0

Y oBoM ciyuajy u3 (22.2) u (22.3) cnequ x; = x2. Ycaos hi(X) = 0 nosmaun 1 = 2 = x3 = 1/6 mro je y
koHTpaukIuju ca g(X) = z1 +4 < 0.

Hake, X{ je jenuHn KaHIUIAT 33 €r3UCTEHIN]y JOKaJHOr MuHHMyMa. O03upom na je H; = V2h, =0,G; =
V2g, = 0, 3a Tauxy X} je:

2 00
F(XT)+ AN H(XT) +p1G1(X7) =10 4 0
0 0 6

Kaxko je 0oBO mo3uTuBHO jebUHUTHA MATPHIA, JOBOJGHU YCJIOB Apyror peaa (9.5) je OunriesnHo UCHyeH, Ia
3akspydyjeMo na je X7 = (—4,1,1) jequna Tauka JIOKAJIHOT MUHHUMYMA JIATOT [IPODJIEMA.

*3a Jo/aTHY BEXKOy ce MOXKe IoKasaTu Jia je X IodajsHu MHUHAMYM jartor npodsiema. ITomoh: ysectn
nosu ycios f(X) — f(X7) <0. A



Bagarak 23 Heka je dynxmuja f : R? — R, nedunncana ca
f(X) =21 4+az5 ,acR.
Axo je nomyctus ckym sagat ca S = {(z1,22) € R? : 23 + 23 =4, 21 > 0, x5 > 0}
a) Pacnucaru KKT yciose 3a upodsiem munuvusanuje pyuxnuje f Ha S.
6) OapeauTu cBe peryjiapHe TadKe Koje 33JI0BOJbABA]Y OBE YCJIOBE Y 3aBUCHOCTU OJ] BPEJHOCTH IIAPAMETDA .

B) Ucnuraru HYIP u JTY/IP 3a perysnapre tauke koje ucnymasajy KKT yciose, kana je a = %

Pewere. a) Ysohemem byukimja hy(r1,72) = o3 + 23 — 4, g1(71,22) = —21 1 go(21,72) = —To JOMYCTUBH
CKyT ce Moxke mpejictasuTu ca S = {(x1,72) € R? : h(X) =0, g(X) < 0}. Pactimcusamenm ycsosa (9.1), (9.2)
u (9.3) mosasumo j1o

1, 2 >0 (23.1)

14 2\21 — pg =0 (23.2)
2axe + 21 — po =0 (23.3)
—x1p1 — Topg =0. (23.4)

6) Huje remko ysepuTu ce ja Cy CBe Tadke JOIYCTUBOr cKyma S peryirapae. Kao mro je HamoMenyTo, ycjoB
(23.4) noBnaun
x1p1 =0, xoue = 0. (23.5)

s ycnosa (23.2), (23.3) u (23.5) caenn na je

H1T1 = Il(l + 2)\11‘1) = 0 (236)
poxo = 2x5(a + A1) = 0.

1our #0, p2 # 0:
Ogo 6u nojpazymesasio x1 = xo = 0, mro Huje y ckiany ca h(X) = 0, ua ze nonasu y od3up.
2°p1 =0, pg # 0:
VY oBoMm ciyuajy mopa outu o = 0, anm y3 (23.3) oBo noBnauu e = 0 mITO JOBOJM J0 KOHTPAIMKIHjE Ca
MIPETIIOCTABKOM.
3%u1 # 0, p2 = 0:
Y oBoMm ciyuajy je 36or (23.6) x1 = 0, mrro y3 h(X) =0 u g2(X) = —z2 < 0 nosaauu zo = 2. KKT yciosu cy
TaJIa UCIIYHEHHN Y
X7 = (0,2),

3a A\ = —a, uf =1, 5 =0 ucBaxko a € R.

4°uy =0, uy = 0:

Nmajyhu y Buny (23.2) u (23.3), 3akiydyjemo ma je 2A1x1 = —1 u 2x9(a+ A1) = 0. Y cayuajy na je o = 0, u3
hi(X) =0, g1(X) = —z1 <0 mgupekrno ciepu x1 = 2. KKT ycmoBu cy Tana uciymenu y

X3 =(2,0),

3a A\f =—1/4, p3 =0, u5 =0 u cBako a € R.
Ako je x9 # 0, (23.7) noBnaum \; = —a. 36or (23.6) onga mopa dutn 1 = 2azxq, na je a # 0 u 1 = 1/2a, mrro
y3 g(x1) < 0 Bomu 10 @ > 0. U3 hy(X) = 0 nomarno cnemu a > 1/4 u 22 = /4 — 1/4a2. Baxmydyjemo 1a cy

KKT ycnoBu ncnymenu y
1 1
Xi=|—\/4—-—
3 <2a’ 4a2> ’

B) YV cayuajy a = 1/2 kammumaru cy nam X7 = (0,2), X5 = (2,0) u X = (1,V/3). NUmanmo u 1a je

3a A} = —a, uf = p3 =0na € [1/4,00).

F(X) = [g ﬂ L H(X) = B g} L G1(X) = Ga(X) = 0.

3a Ttauky X7 je:
* * * * * * * _1 O
FOXD) + NHXD) + G X) + isGa(xt) = |1 ]
Iomro je VA (X7) = [0 4]T u Vg (X7)=[-1 O]T, a J(X7) = J(X5,p*) = {1}, sakmyuyjemo na je

T(X7) =T(X{,p") ={Y : Y 1[0,4]"Y L [-1,0]"} = {0}.



Onasre je jacmo ma cy y X; ucnymuenn JY/IP u 1a je 0BO Tadka JIOKATHOT MUHUMYMA.

3a tauky X3 je:

FOG) 4 ATHOG) + 6 (5) + 3G = | % ).

T

Iomro je Vh(X3) = [4 O]T uVge(X3)=[0 —1]",aJ(X3)= {2}, J(X3,n*) =0, sakmyuyjemo na je

T(X3)={Y:Y L[4,07, Y L[0,-1"} = {0}
T(X5,0*)={Y:Y L[4,07}={(0,t): t € R}.

JupekTHOM TIpoBepoM ce moTBphyje na je m y oBoM ciydajy ucnymeH yeiaoe (9.5) u ga je X5 takohe tauxa
JIOKAJTHOT MUHUMYMA.

3a Tauxy X3 je:

FOXG) + AHO) + 16 (5) 4 136a(x5) = | ).

Iomro je Vhy(X3) = [2 2\/§]T u J(X3) = J(X5, p*) =0, saksmyayjemo na je
T(X3) =T(X5,u")={Y:Y 1L[2,2v3]"} = {t(-2V/3,2) : t € R}.

Kako je3a Y € T(X})

Y7 [_01 8]Y:—12t2<0 (t #0),

3aKJ/bydyjeMo Ja y 0BOj Tadku Hucy uciymenn au HYJIP, Te ma oHa HEje TadKka JIOKAJHOT MUHIMYMA. VAN

UreparuBHu ajaropuTmMu Koje CMO KOPUCTHUJIN 38 PEIIaBambe IpodjeMa Oe3yCJOBHE ONTUMU3AIM]E MOLY Ce
MIPIJTATOIUTH 38 PellaBar-e MpodiieMa yeaoBHe ontumusanuje. OBuMe ce HaBUMO y HACTABKY.

IIpBo paszmarpamo meTose mpojeknuje. Vlaeja je a ce y cBAKOM KOpaky 3a cjaejenu 4jaH UTepPaTUBHOT HU3a
e ysuma X F) 4 apdy, Kojur He MOpa Hy»KHO IIPHIIAJATH JOMYCTHBOM CKYyITy, Beli HS(X(k) + apdy), tae je Ilg
omepaTop IMpojeKIrje Ha IOIyCTUB CKYIl Je(DUHUCAH Ca

IIg(X) = argmin || Z — X||.
(X) = argpin | Z - X|
Omeparop mpojekije je 100po jedunucan camo 3a ojpehene tunose gonyctuBor ckymna S. Mehyrum, gak u y
TakBuUM caydajesnma onpehusame npojeknuje g (X ) Moxke SUTH KOMIUIMKOBAHO, 114 YaK U MOJjEJIHAKO TEIIKO

Kao pelllaBarbe OPUIHHAJIHOL IIPOdJIeMa. 300I TOra ce MeTOe IIPOojeKInje Hajuenrhe KOPUCTE y CIIydajeBUM KaJIa
je JOIMyCTHUB CKYII jeJHOCTaBaH.

ITocmarpajmo Hajupe ciydaj Kajia je JOMyCTUB CKYI 3aJaT Ca
S={XeR": | X-C| <r}=KI[C,r]

rae je || - || cranmapanaa eykimacka HopMa. Huje Temko BHieTH Ja je y OBOM CJIydajy OHepaTop Npojekiuje
jerHak

X,za|X-C||<r
[s(X) =

X-C
C+ X =cys HHate
Ormneparop Ilg je Takobhe jelHOCTAHBO OJPEANTH KaJja je S 3al1aT Kao N-IUMEH3UOHU KBaJap, OAHOCHO Ca
S = [al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn],

e cy a;,b; € R, a; < b;, i =1,...,n. Y oBOM cjiy4ajy npojekiujy npousBosbHe Tauke X € R™ Ha pomycrusu
ckyn S nara je ca llg(X) =Y, rue je

X, 34 T; € [ai,bi]
Yi = § @i, 3ax; < a4

b;, 3a x; > b;



Bamarak 24 ITocmaTpajmo mpodiaem MurnMu3anuje dyuxuuje f : R? — R, 3amare ca

2
x
f(‘rlny): 17

€2

ma S C R. Hanucatn Mariad ckpunry Koja peliaBa HaBeJIeHU IIPOOJIEM YCJIOBHE ONTHMU3AIUje KOPHUIIie-
meM FbyTHOBe MeToie ca TpojeKImjoM ako je:

2) §={(z1,72) €B?: (;1 +4)° + (@2 +2) <1}.
6) §={(z1,72) ER*:2< a1 <41<my <2},

3a momasmy Tauky yserm X (0 = (5, —2), makcumasian opoj urepanuja orpannuuntu Ha 100 u 3aycraBuTH
urepaTusHK mporec kasa je | X *) — X (*=1|| < 1076,

3a Kpaj y3MuMo y 003up CiIydaj KaJa je JOIMYCTUB CKYI 33JIaT CUCTEMOM JIMHEAPHUX jeHAYNHA, OJTHOCHO Ca
S={X eR": Az = b},

rue je A € R™*™ m < n u rang(A) = m, a b € R™ 3azaru Bekrop. Y oBoM ciyuajy oneparop Ilg oxrosapa
orepaTopy OpTOrOHAJHE MPOjeKIuje Ha S, OJHOCHO, apUHOM IPECIUKABALY

Hg(X) =X — AT(AAT) "1 (AX — ).
Vromuxo je X %) € S, zakmydyjemo na je nTepaTHBHE KOPAK

XD — Mg(X® 4+ apdp) = X® + apdy — AT(AAT)HAXP® + apdy) — b)
= Hs(X(k)) + apdy — OzkAT(AAT)ilAdk = X(k) + ap Pdy,

re je P=1— AT(AAT) 1 A.

Banmarak 25 Heka cy f:R® = R u h: R3 — R? 3azmare ca

fz1,20,23) = 22 + 2 —x%

Ty
1 1 5 5
h(:IZl,ZL’Q,lL'g) = |:2 il _1:| i) -+ |:_10:| .
Z3

Axo je momyctus ckyn S samar ca S = {X € R3 : h(X) = 0}, marmcarn Matnab ckpunty/dbynxmnujy,
koja opebyje ma m u kKa vemy Komseprupa ureparusnn mu3 { X ()}, koncrpymcan npu Munuvuzammajn f
Ha S METOJOM KOHjyrOBaHHX I'DaJujeHaTa ca HpojeKmujoM. 3a moderny tauky ysern X (0 = (0,0,0), a 3a
KpHUTEpHjyM 3aycrasibamba kopucraa || X *) — X R+ < 1073, Kopak oy, ofpeuTn IHHIjCKOM IPeTparoM
kopucrehu yrpaheny dyuknujy fminsearch, a [ cpaaynaru o ®Pueuep-PuscoBoBoj dopmymu. Cakux 5
uTepalnja peceToBATH IpaBall IpeTpare.

ITpojexruje koje He Jajy Tauky Koja je Hy»kKHo Hajoumxka. Hup. 3a .S = (z,sin(z) : ¢ € R moxe ce nedunucaru
Og(z,y) = (z,sin(z)). 3a S = (z,¢e”) : x € R moxke ce gedbunncaru IIg(x,y) = (x,e”), anu oo Samr u Huje
HajO0/ba UJicja.

Ocum MeTojia IIpojeKnuje, joIl jegaH HAYHH Ja Ce UTEePATUBHE METOJE 3a IPOOJeM Oe3yCJIOBHE OIITHMU3a-
[Mje IpHUJaroje yCJIOB/BEHOM CJIy4ajy jecTe KopuinhemeMm MeToja KasHeHux dyuknuja. Kasunene dyukimje cy
HeIlpeKuHe, HeHeraTuBHe (DyHKIMje Koje y3umajy BpeanocT () MCK/bYYIMBO y TadKaMa JIOIMYCTUBOr CKyta S.
HonaBameM Ka3HeHe (DYHKIIMje P TOMHOXKEHE aIeKBATHIM Ka3HEHUM IIapamMeTpoM 7y > (0 Ha nosjasuny yHKIN]Y
uusba f, 1o0uja ce HOBa (PYHKIIM]a IIUIbA f Ha, KOjy Ce MOT'y IIPUMEHHUTH METOJIe Oe3yC/IOBHE ONITUMU3AIAje U THja
TauKa ONTHMyMa IIPEJICTaB/bha allPOKCUMAIM]y Delllema mojasHor npodsiema. (IIpodseM makcummsanuje cBojm
ce Ha MunnMusaimjy dbyukiuje — f, na 5e3 ryouTKa ONIITOCTH PA3MATPAMO MUHUMUBAIM]Y. )

Hexka je momyctus ckym 3amatT ca

S={XeR":hi(X)=0, i=1,...,m, g;(X) <0, j=1,.., k}.



Kaznena ¢dyuknmja ce y 0BOM cIydajy MOXKe 3aJaTH Ca

p0) = 30N+ 30 (6 (X)), gf (X) = max{0, g;(X)}.

OBako 3ajiaTa KasHeHa (byHKIMja no3HaTa je Kao KypaHnoa KasHena dyHkuuja. Ksagpar odesdehyje ma je p
riarka (nudepennujaduiana) cBya, a omeparop max{0, -} UCK/bydyje Ka3Hy yHyTap JONYCTUBOr CKYIa, IJIe je
g; <0.

Pemtemse mpodiemMa ce 0OMYIHO TParKM y3aCTOIHUM PENIaBaibeM IMpooeMa 0e3yC/IOBHE OTTUMUIAII]Ee

v
Fou(X) = F(X) + 2p(X),

MeTOoaMa 3a 0e3yCJIOBYH ONTUMU3AIM]Y, 32 peJoM cBe Belle BPEIHOCTH KAa3HEHOr napaMerpa vy (HOp. Yg41 =

oYk, 0 > 1), upu 4yemy ce 3a IIOYETHO pelleme cBakor cienelier npobieMa KOPUCTH DEIIEHe MPETXOIHON

npodsiema. 3a 0Bako jeUHUCAH KA3HEHU UJIAH BAYKU

m k
VE,(X)=Vf(X)+7y Z hi(X)Vhi(X) + Z g5 (X)Vg;(X)

[Tomro ce kasma mraha Tek BaH JOIyCTUBOI CKYyIA, MAUHAMH3ATOPH THUIIMYHO IPHUJIA3€ PEIIEY CIOJba,
KpO3 HEJIOIYCTUBY 00JIACT, TIa C€ OBE METOJIe HA3UBAjy ¥ CIIOJhAIIBAM. 334 KOHAYHO Y OCTaje MaJjio HAPYIIEHe
orpaHmverha, Koje HecTaje TeK y rpanuiy y — 00. Tazga, mehyTum npodiem MunnMumsamyje dynknuje F, mocraje
JIOIIIE yCJIOBJBEH W HE3TOJIAH 33 HyMEPHUKO pelllaBarbe, MITo je HajBeha Mana OBOT IIPUCTYIIA.

Bamarak 26 ITocmaTpajmo mpodaem MurnMu3anyuje dyuxunmje f : R? — R, 3amare ca
f(zy,x2) = (21 — 2)% + (22 — 1)2,

ma S = {(z1,22) € R? : o7 + 25 < 1}. Harmcarn Matiab cKpunTy Koja pemaBa HaBEICHH ITIPOOJIEM
YCJIOBHE OITUMU3AIMje TPAJINjeHTHAM CIIyCTOM, KopuiihemeMm KypanoBe kasueHe dyHkiuje. 3a MOJA3HY
tauky yzeru X (0 = (0,0), a 3a Ka3HEeHe mapamMeTpe KOpucTuTH Y, = 5°, k = 0,1, ..., 10. Koz rpaaujenTHor
CIIyCTa MaKCHMaJIaH Opoj urepanuja orpasnanTd Ha 20 U 3ayCTaBUTH UTEPATUBHU [Ipolec Kaja je || X ) —
X*=D|| < 10~%. Ba ogpehusarme ay:KuHe KOpaKa (p KOPHCTHTH APMIIXOBO HMPABUJIO Ca IAPAMETPHMA
(&’ C’ q) = (1’ 017 0'5)

ok MeTo KazHeHNX (DYHKIIHja TPUIa3e AOMyCTHBOM CKYITY CIIOJba, MeToje dapujepe paje cynporao. One
noauKy 3uj (dapujepy) Koju Jy2K rpaHuIle JOIYCTUBOI CKyIa TeXKHU K& OECKOHAYHOCTH, IITO 38 IIOCIEIUILY UMa,
Jla ce YIaHOBU MTEPATHUBHOT HU3a 33JIPYKABAjy CTPOTO YHYTap JOIMycTHBOr cKyma. OBe MeTo/e ce 3aT0 HA3UBA]Y
¥ yHYTPAIIIbUM, i IPHPOIHO Ce IpuMerbyje Ha orpanudema nejemnakoctu ¢j(X) < 0. Hajuemnthe ce xopucru
JIorapuTaMCcKa dapujepa.

k
Fy(X) = f(X) =) In( - g;(X)).
j=1

Ynan — In(—g;) je xomawamn xazna je ¢g;(X) < 0 (crporo momycTuso), a Texku +00 kanga ¢;(X) — 07, 1j. kazga
Ce WIAHOBU UTEPATUBHOT HUKA MPUOJINKABA]Y TPAHUIM. 34 PA3JIUKY OJf IIpe, apaMeTap 7y caJla onaja Ka HyJIu,
quMe ce dapujepa MOCTEeHO CITYINTa U JIOMYIITa UTEPATHMA JIa IPUDY IIPaBOj T'PAHUIIA.

Pemremse mpoditema ce OOMTHO TPazKi y3aCTOIIHNAM PeIIaBarbeM MpodiieMa Oe3ycIoBHe onTuMu3almje min Fy, (X),
[IPU YeMy Ce NOJIA3HO Pelllere Oupa U3 JIONYCTUBOr CKYIIA, a 3a NapaMeTpe 7y, Baxku vy > y1 > -+ — 0 (Hnp.
Vk+1 = 07k, 0 € (0,1)). Ba nonasHo perieme cBakor ciaejehier npobiema ce, Ka0 U KOJ KazHeHUX (DYHKIHU]a,
y3UMa PEeIlehe MPEeTXOTHOr IPOodIeMa. 3a OBAKO JepUHUCAHY DapHUjepy BaxKu

k

VE,(X) = VF(X) =) —

70 Vg;(X).

j=1

Kao u xom meroma kasueHux (yHKIHja, METOAE dapujepe TpIe JIONly yCaoBbeHOCT Kama i — 0. Momep-
ue pedopmysnanuje (METOJ YHYTDAIIbE TAYKe) TY TEemIKONy KOHTPOJIMILY M [PEJCTAB/ba OCHOBY JAHAIIHIX
edUKACHUX peIaBada.



Bamarak 27 ITocMaTrpajmo mpodiaem MurnMu3anuje dyuxuuje f : R? — R, 3amare ca

4
xT
flarza) = (@ + 17 + 2,

na S = {(z1,22) € R? : (21 — 2)? < z5}. Hanmcatu Mariab ckpunTy Koja pelaBa HaBeJeHH IIPOOJIEM
YCJIOBHE ONITUMU3AIMje TPaJUjeHTHAM CITyCTOM, KOpHIINemeM JIorapuTaMcKe dapujepe. 3a MoJIa3Hy TauKy
yzetn X(©) = (2,1), a 3a mapamerpe Gapujepe xKopucruTi 7, = 2~ k = 0,1, ...,10. Kox rpaaujentror
CILyCcTa MaKCHUMAJIaH OPOj urepanuja orpanndutu Ha 20 U 3ayCTaBUTH UTEPATHBHU IIpolec Kaja je || X ) —

X1 < 107%. 3a ompehusame gy:KuHe KOpaka (j KOPHCTHTH APMHEXOBO NMDABUIO CA MAPAMETDPHMA
(&,¢,q) = (1,0.1,0.5)

Merozna momudukosanor (npomupesor) Jlarpamkujata npeicTaBiba jeJaH HAYUH Ja ce u3DerHe JIolla yCcJIo-
BJBEHOCT IIPOOJIEMa, KOjy ca COOOM IOBjiade OOMYHe KasHeHe (yHKIMje u dapujepe. Uucra KBajparTHa Ka3Ha
HUje TadHa [IpU KOHAYHOM 7y 3aTO IITO HeMa HAadWHA Ja IpejcTaBu Jlarpan:koB MHOXKuIaI. KasHeHn d4jiaH caMm
MOpa J1a JIPXKU OTPaHWdYerbe, ITO U Tepa 7y y OeckoHadHocT. Meros momndukoBanor Jlarpamkujana OTK/IAmA
Ty MaHy TaKO IITO y3 Ka3HY HOCH M EKCIUIMIUTHY MPOIEHY MHOXKMJIAIA. ¥ OHOME IINTO CJaeau heMo ce paiu
jeTHOCTABHOCTH OIPAHUYHUTH Ha TODJIEME Ca YCIOBUMA THUIA jeTHAKOCTH.

3a orpannyema h;(X) = 0 nedunnie ce

LalXih ) = FO0) 4 3 bl X) + ] D)

To je oduuan Jlarpamxujan f+ Y. \;h; Ha Koju je nofara KBaJpaTHa Ka3Ha. MeTosa BhyHKIMOHHIIE TAKO MITO
ce L4(X; A, 7y) muanmusupa 110 X, 3a dpukcupase A, 7y, a 3aTUM Ce MHOXKHUOIU axKypPUPajy [PaBHIOM

i = Xi + 7 hi(X).

YceiioB CTAallTUOHAPHOCTU MUHUMU3ATOPa IVIaCu

m

V(X)+ Z (Ai +7hi(X))Vhi(X) =0,

i=1

a nopeleme ca HeolxomHUM ycjoBoM mpsor pexa Vf(X*) + 3. ArVh;(X*) = 0 nokasyje na je oHO mTo ce
HaJIa3M y 3arpajid yupaso ciejgeha mporeHa MHOXKUOIA. Kibydna mocienuna: ako A KOHBeprupa Ka A*, Taja
X — X* 3a KOHAYHO 7. ¥ OBOM CJIy4ajy MHOXKHOIIM HOCE ODaHUYE€, & He DeCKOHAYHA Ka3Ha, YMMe Ce YKJIaba
JIOTIIa YCJIOBJAEHOCT dncTe Ka3ue. Kasznenn mapamerap ce y mpakcu takohe yBehaBa y cBakoj mrepanuju, Kao u
KOJ Ka3HEWHX METOJa, aJill Ce Ha Ibera TaKObe namehe Heko KoHa4gHO Or'paHHYI€CIHE.

Bamarak 28 ITocMaTpajmo mpodiaem MurnMu3anuje dyuxuuje f : R? — R, 3amare ca
f(xhxg) = (1'1 - 2)2 + 2(%2 — 1)2,

Ha S = {(x1,72) € R? : x5 = ¢”1 }. Hatmcarn MaTmad CKpunTy Koja pelnaBa HABEJEHH MPOOJIEM YCIOBHE
ONITHMU3AIMjE TPAJANJEHTHAM CITyCTOM, KopuinhemeM MeToje Mogudnkosanor Jlarpamkujana. 3a moasHy
tauky ysern X (9 = (0,0), a mosasny mpomeHy MHOKHONA U Tapamerpe Kasmnerne (DyHKIHje KOPHCTHTH
X =0, 7= 2’“, k =0,1,...,10. Kox rpagujeHTHOr CIlycTa MakKCHMaJaH OpOj UTepalinja OrPAHUYIUTH Ha,
100 u 3aycrasuri urepaTusam mporec Kasa je || X*) — X (E=D|| < 1074, 3a oxpehusame ayxume kopaka
a; KopucruTu ApMUXOBO IpaBmwiIo ca napamerpuma (&, ¢, q) = (1,0.1,0.5)



I'pagujenTHe metoqe:

dr, = — [

Dopmyiie

I f

Kopak najopzxker crycra kBaJpaTne QyHKIHje: o = —x
Jie @

byTHOBa MeToaa:

dp = —V2H(XP) 7L f

MeToma KOHjyroBaHUX rpagujeHaTa:

do = —fo, dp=—fr+ Br—1dr_1,

k=1,2,3,..

T f

®reuep-Pusc: fp_1 =
f]zﬂ_lfkfl

fE (e = fre1)

Xecrenec-1lItuden: Br_1 =
dl  (fk — fe—1)

e = fre-1)

[Tonax-Puduep: B_1 =
fg_l fk—l

KBazu-EbyTrHOBa MeTo/1a:

Ho=1I, dp=—Hpfr, k=012, ..

3a ampokcuMaIyjy WHBep3a XecujaHa:

T
dad o = AXE — A S,

Asnropuram panra jeman: Hyq1 = Hy + ,
oL Afr

H®IT anmropuram: Hy1 = Hy +

B®T'C amnropuram: Hy 1 = Hy + (1 + AngX(k)

3a anpokcumanujy XecujaHa:

AXT(AXENT  HyAfL AT Hy
AfifAX K AfFHRA fi,

AXB(AXENT A f(AX )T + AXBA T H),
AfTAX®) AfTAX®)

AfkTHkAfk>

T
UK e e e = Afy — BRAX®

Anropuram panra jeman: Bpii = By + ngX(k)

J®IT anropuram: By = By + (1 + AfTAX®)

(AXENT B AX*)

AfAfE B AXBAFE + Afi(AX )T By,
AfTAX®) AfTAX®)

AfAfE BrAX®)(AXENT B,

B®T'C amropuram: By = By + AfkTAX(k) - (AXFYT B AX R
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