
Pismeni ispit iz Teorije brojeva 1

31. avgust 2023.

1 Date su aritmetiqke funkcije

λ(n) =
∏
pα∥n

(−1)α, □(n) =

{
1, ako je n potpun kvadrat,
0, inaqe,

i f(n) =

n∑
m=1

λ(m)
[ n
m

]
.

a) Pokazati da je
∑
d|n

λ(d) = □(n).

b) Pokazati da je f(n) = □(n) + f(n− 1), za n ̸= 1, i izraqunati f(2023).

2 Pokazati da va�i ∑
n⩽x

τ3(n) =
1

2
x(log x)2 + (3γ − 1)x log x+O(x),

kad x → ∞, gde je τ3(n) =
∑

d1d2d3=n

1.

3 Neka je p ≡ 1 (mod 6) prost broj, χ Dirihleov karakter reda 6 po modulu p i neka je N broj rexe�a kongruencije

y2 ≡ x3 + 1 (mod p).

a) Pokazati da je N = p+ 2ℜJ
(
χ2, χ3

)
.

b) Pokazati da je J
(
χ2, χ3

)
=

p−1∑
t=0

χ2
(
1− t2

)
.

v) Pokazati da za svako k ∈ Z, p ∤ k, va�i
χ4(2)

χ4(k)

p−1∑
t=0

χ2(t(k − t)) = J
(
χ2, χ3

)
.

g) Pokazati da je χ4(2)G
(
χ2

)2
= J

(
χ2, χ3

)
G
(
χ4

)
.

d) Pokazati da je J
(
χ2, χ3

)
= χ4(2)J

(
χ2, χ2

)
.

(Naponema: Ovim je problem sveden na Jakobijevu sumu kubnog karaktera χ2 koju znamo da izraqunamo.)

4 Neka je α koren polinoma f(x) = x3 + 2x2 + 4 i β =
α2

2
i neka je K = Q(α) = Q(β).

a) Izraqunati diskriminantu d
(
1, α, α2

)
.

b) Pokazati da je β algebarski ceo broj i odrediti �egov minimalni polinom.

v) Pokazati da je Z[1, α, β] = Z
[
1, β, β2

]
= OK .

Vreme za rad je 3 sata. Sre�no!


