I'naBa 8

JINHAMHYKO porpaMmpame

8.1 Ilojam u 00U AMHAMHYKOT NPOrpaMupama

Y MHOTMM cily4yajeBnMa ce JelllaBa Ja TOKOM M3BpIaBama peKyp3uBHE (DYHKIMje A0Ja3u 10 UpeKaaiara peKyp-
3ueHux ifo3uea (eHI1. overlapping recursive calls) Tj. 1a ce MIEHTUYHN PEKypP3UBHH MO3MBU (PEKYP3UBHU MO3UBHU ca
WAEHTUYHUM TapaMeTpyMa) U3BPILIaBajy BuUllle IMyTa. AKO ce TO AellaBa 4ecTo, IPOrpaMu Cy Mo MpaBUITy BEOMa Hee-
¢puxacHM (y MHOTUM Clly4ajeBUMa Opoj peKyp3UBHUX MO3KBA, IIa CAMUM THUM U CJIOXKEHOCT OMBA €KCIIOHEHIjaJHa Y
OJHOCY Ha BEJIMUMHY yi1a3a). o eukacHujer pelera ce 4ecTo Moke 1ohH TEXHUKOM JMHAMHYKOT P orpaMmupa-
wa. OHO YecTo BPeMEHCKY e(hMKacHOCT TOIpaBiba aHTaKOBAEM JJOIaATHE MEMOpHje y KOjoj ce OeJiexe pesyITaTH
M3BPIICHNX PEKYyP3UBHUX MO3MBA. JJMHAMMYKO ITPOrpaMupame JoJIa3y y JBa OOJIMKA.

* Texnuka MemMou3anmje Wi JMHAMHYKOT POrpaMupama HAaHMKe 3a/IpKaBa PeKyp3uBHY Ie(PUHULIM]Y
aJM y JI0JIaTHO] CTPYKTYpH mojaTaka (Hajuenihe HU3Yy WM MaTpully, pehe mMamu Tj. pedHuKy) Oenexu cBe
pe3yJiTaTe peKyp3vBHUX MO3UBA, 1a OUX UX Yy HApeJHUM [MO3UBUMA Y KOjUMa CY MapaMeTpy UCTU CaMO OUUTasia
U3 Te CTPYKTYpe.

* TexHHKa JMHAMIYKOT NPOrpaMHpam-a HaBHIIIe Y MIOTIYHOCTH YKJIamkha PEKYpP3Hujy U TY IOMOhHY CTPYKTYpy
rojiaTaka IMOMyHaBa MUCIPIHO y HEKOM CHCTEMAaTW4HOM pefocieny. Jlakie, peKyp3nBHa KOHCTpYKIHja ce
3aMemyje MHAYKTHUBHOM, Tj. UTEPATUBHOM.

JIoK ce KoJ MeMoM3alije MOXe JeCHTH Ja ce peKyp3uBHa (hyHKILIHMjA He TO3MBa 32 HeKe BPEJHOCTH MapaMeTapa, KoJ
JVMHAMHAYKOT IIPOTpaMUparka HABHUINE Ce M3pauyHaBajy BpeAHOCTH (byHKIHje 3a CBe Moryhe BpeJHOCTH HheHHUX Mapa-
MeTapa MamHX O]l BpeJHOCTH KOja ce 3alpaBo TPakH y 3a/iaTKy. Mako ce Ha OCHOBY OBOTa MOe ITOMUCIIUTH Ja je
MeMou3ailja e(puKacHUja TEXHUKA, Y MPAKCH je Jelnu ciiyyaj Ja je TOKOM OIMOTaBama peKyp3uje noTpedHo u3pa-
YyHATH BPEJHOCT PEKyp3UBHE (PYHKIMje 32 Dall BEJMKU OpOj pa3iMuiTHX HapaMeTapa, Tako Ja ce OBe MPEIHOCTH
MEMOU3auLje y IIPaKkcu peTko cpehe.

Hajbosby HauMH J1a pa3jaCHUMO TEXHUKY AMHAMUYKOT IPOrpaMHpara je 1a je WIyCTpyjeMo Ha HU3Y MOTrOHO oJa-
opanux npumepa. Kpenyhemo o PudonaunjeBor HA3a, KOjH je OIMIITE O3HATH MTPOOJIEM U KpOo3 UHje Ce pellaBame
MOTY WJIIYCTpOBaTH BehnHa OCHOBHMX KOHIENaTa JMHAMHWYKOT ITpOorpaMupama.

3anarak: Ilvesne u TpyroBun

ITyena matuiia HOCH jajamia. AKO TPYT OIUIOAM jajaliiie miese, Tajia ce U3 wera paha xkeHcka miena. AKo ce jajaiiie
HE OIUIONM, OHJA Ce U3 Iera usnexe TpyT. [akie, )keHcKa Mmyena uMa jiBa poAuTesba, JOK TPYT MMa caMoO jeHOTr
(oH HeMa ona, Beh camo mMajky). [Tuena uma aBe dake (MaMHHY U TAaTUHY Mamy) U jeJHOT eAy (MaMHHOT TaTy), AOK
TPYT UMa jefHy OaKy U jeqHOT Aedy (MaMuHe poauTesbe). Hanmimm nmporpam Koju ozpel)y je KOJIMKO Mpefaka y HeKoj
TeHeparyji uMa TpyT.

Vaaz: Ca crangapasor ynasa ce yHocu 0pojn (1 < n < 50) koju 03Ha4aBa peaHu Opoj renepanyje: 0 je reHepanmja
caMor TpyTa, 1 je reHepalyja \berope Majke, 2 je TeHepalyja lherope dake u JAejie M Tako Jajbe y MPOIIUIOCT.

N3na3: Ha cranagpHu n3ia3 ucmmcaTy yKynaH Opoj Mpeaaka TpyTa y TeHeparyju n.

IIpumep
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8.1. IOJAM 1 ObJIMII TMHAMMYRKOI ITPOI'PAMUPAIBA

Yaaz Hznaz
5 8
Objauiroerve
TTuena Tpytr Iluena Tpytr Iluena ITuena Tpyr [luena 8
Tpyr Iuena Muena TpyT IMuema 5
IMuena TpyT quﬁa 3
TpyT ITuena 2
[Muena 1
\
Tpyt 1
Cnuxka 8.1: ITopoguuHo cTadiio jegHor Tpyrta
Pememe

Obenexumo ca f;* Opoj MYyIIKMX IpeJaka Koje TPYyT UMa y reHepalyju n u f7 dpoj xKeHCKUX Ipejaka Koje TpyT
nMa y reHepanuju n. Baxu ma je fi* = 1 u f§ = O (y HynTOj TeHepamuju je camo TpyT). 3a cBako ¢ > () Baxu

/11 = [f{, jep camo KeHCKe je/IMHKe UMajy OueBe, JIOK je f7y = f{" + f7, jep u MyIlKe U jKeHCKe jeMHKe UMajy
MajKe.

dudonaunjes HU3

YmMecTo 11Ba, MOkeMO JOhM U JI0 jeIHOT PEKYpEeHTHOT HU3a Ha OCHOBY Kojer Jodujamo perierwe. Odenexumo ca
fn = f7 + f7 yxynan Opoj mpegaka tpyTa y reHepauuju n. Iomro je fi° = ff = 1u f§ = f{" = 0, Baxu ga je
fo=f1 =1 3aceakoi > 0 Baxu na je f7, = fi" + f7 = f;. 3ar03a cBako i > 0 Baxu ja je fiy = 7, = fi.
3ato 3a cBako i > 0 Baku fiyo = f{y + f7o = fi + fiy1. Hakne, Baxu cnenehe:

fo=fi=1  fipo=fix1+ fi

Ha ocHoBy oBora MoxeMo 3aKJby4HTH Ja Opoj MpeJaka 3a/10BoJbaBa yciioBe yyBeHor dudoHauunjeBor Hu3a OpojeBa
y KOjeM je CBaKM HapeJH!U eJIeMEHT jeJHaK 30Mpy MpeTxojHa ABa (eqeMeHTH Tor Hu3a cy 1,1,2,3,5,8,13,21,...).

OcHoOBHa peKyp3HBHA HMILJIEMEHTAINja

NMruieMeHTaIjy MOXeMO HallpaBUTH PEKYP3UBHO, JUPEKTHO HA OCHOBY AeduHuimje (ako jen = O wmn = 1
¢ynkumja Bpaha 1, a y cynpoTHoM Bpaha 301p pe3yiraTta peKyp3uBHHUX MO3KBa 3a BPEIHOCTU . — 1 U n — 2).

long long f(int n) {
if (n==0 || n==1)
return 1;
return f(n-1) + f(n-2);
}

JlupekTHa peKyp3VBHa MMIUIEMEHTAIM]ja je TUIMYaH NprMep HeeprKacHe MMILIEMEHTalM]je jep ce PeKYpP3UBHHU I10-
3MBH 32 KCTE BPEAHOCTHU TapaMeTapa MOHABJbajy BUIIE MyTa. AKO PeKYp3HBHY (PYHKIH]Y MOIHU(UKYjEMO Tako Aa
Ha [OYETKY CBOT M3BpIIIaBarha MCIHCYje Opoj n, 3a mo3us fib(6) nodujamo crepehn mcnc.

6543210121032101432101210

Pexyp3uBHU NO3MBH CE& MOTY IPEACTABUTH U IPBETOM.
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Fib(6)

Fib(5)

Fib(2) Fib(1) | |Fib(1)| |Fib(0)

Fib(0) Fib(1) Fib(0)

Fib(2)

RN
Fib(0)

Ciuka 8.2: [IpBo peKyp3UBHUX MO3UBA

Io3us fib(6) Bpum ce jegan myT, fib(5) jeman myt, fib(4) aBamyta, fib(3) Tpu myta, fib(2) ner myta, fib(1)
ocam myta u fib(0) mer myra. IIpumeTrmo aa Opoj mo3usBa oaropapa wianopuMa PrOOHAYM]EBOT HU3A.

AHaJjm3a cyio:keHOCTH. Pekyp3iBHa MMILIEMeHTaluja 3a10BosbaBa jeqHaunny 1'(n) = T'(n—1)+T'(n—2)+0(1),
nok je T'(1) = T(0) = O(1). Peerme 0Be HEXOMOTeHe jeJHAYMHE jEJHAKO je 30UpY pellierba FeHOT XOMOTEHOT
IeJla ¥ HEeKOT MapTHKYJIAPHOT pellierka, TIpU YeMy je pelerse xomoreHor gena F(n) = F(n — 1) + F(n — 2)
bam OuboHaUMjeB HU3, UKje pellierhe ce eKCIUMMIIMTHO MOXe U3pa3uTH T3B. BuneoBom dopmyiom nomohy F'(n) =

aﬁ;:i" , TIe je ¢ = % uy = 177\/5 (HamomeHuMo U Ja ce buHeoBa opMysia MOxe ynoTpeduru 3a epuKacHo

u3pauyHaBame wiaHoBa PudOHauMjeBor HU3a). Pelneme moashe jeaHaunse je T(n) = O(HT‘/g)", TaKo Jia je
pelee eKCIOHEHIIMjaIHe CI0KEHOCTH, IITO je jako Hee(PUKacHO.

Crora, na du duio moryhe BpIMTH M3padyHaBame U 3a Behe BpesHOCTH 1, TOTPeOHO je yOp3aTh UMIIEMEHTAI]y
KopuiihemeM TeEXHUKA TUHAMUYKOT MPOTpaMHUparba.

Memou3zanuja y3 kopunrheme aconujaTHBHOT HI3a

Jeana moryhHocT je Aa ce mpuMeHH MeMou3anuja. Pesynrate cBUX peKyp3UBHUX N03MBa heMo MaMTUTH y HEKO] T0-
MONHO] CTPYKTYpPH HOJlaTaKa U Ha MOYETKY CBAKOT PEKYP3UBHOT 1T03KBa ieMo IpeTparom Te CTpyKType poBepaBaTh
Ja JIM je pe3ynTaT 3a TeKylly BpeqHOCT mapaMeTpa Moxzaa Beh n3padyHar panuje. Ilomro BpeaHOCTH mapameTapa
Tpeda [a MpeciIMKaMo y pe3yJITaTe peKyp3UBHUX MO3MBA TPeda 1a KOPHUCTUMO HEKH OOJIMK IpecMKaBamba K/byyeBa
y BpeaHoct. To Moxke OMTH acolMjaTUBHU HU3, (Marna, OJHOCHO PEYHUK).

Anamm3a ciaoxenocr. Ha oBaj Hauns nodujamo anropuram 4uja je U BpeMeHCKa 1 MeMopHjcka cioxenoct O(n),
jep ce 3a CBaKo n M3pauyHaBamke BPIIU caMoO jeJHOM. [IpBO peKyp3WBHUX MO3MBA y OBOM CJIy4ajy je MpUKa3aHo Ha
cyiy (CIycToM JIyX JieBe TpaHe pauyHajy ce BPeAHOCTH 3a CBE MapameTpe, JOK ce OHJa CBakKa Of IECHHX IpaHa
cacela jep je pe3yataT Beh o1 paHuje MO3HaT).

Fib(6)

5 Ra

Crnuka 8.3: JIpBO peKyp3UBHUX IO3MBA y3 MEMOU3AIH]Y

long long fib(int n, unordered_map<int, long long>& memo) {
// ako je vrednost za parametar n vec racunata
// vraéamo ranije izracunatu vrednost
auto it = memo.find(n);
if (it != memo.end())
return it->second;
// pre nego sto vratimo vrednost, pamtimo je u nizu
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if (n == 0) return memo[n] = 1;
if (n == 1) return memo[n] = 1;
return memo[n] = fib(n-1, memo) + fib(n-2, memo);

long long fib(int n) {
// mapa u kojoj se vrednostima parametara rekurzivnog poziva
// pridruzuju vrednosti rekurzivnog poziva
unordered_map<int, long long> memo;
return fib(n, memo);

Memouzanuja y3 kopuirheme KIacHYHOT HA3a

Mako mama Tj. peyHUK IpecTaBba IPHUPOJaH 300p 3a UyBarbe KOHAYHOT IPECIMKaBaka, heHa YIIoTpeda y Ciryxou
MeMouzaiyje Huje yecta. Hamme, mokasyje ce na ce dosbe nepdopMaHce MOCTHXKY aKO C€& yMECTO Mare yrnoTpedu
HU3 (OWI0 cTaTMYKW, OWIO IVMHAMWYKY ajouupaH). TuMe ce Moxke aHra)xoBaTH MaJlo BUILE MEMOpHjE y OJHOCY
Ha Kopumheme acolujaTUBHOT HU3a, MeljyTiM, IrpeTpara M ynuc BpeJHOCTHU Cy JIOHEKJIe Opku. Y chTyauujama y
KOjUMa Cce BPeIHOCT M3padyHaBa 3a BEJMKH Opoj yJIa3HHX mapaMerapa (a koj PudoHaunja MOKEMO OUTH CUT'ypHU
Ja ce MPWINKOM M3padyHaBara BPEIHOCTH 3a TapaMeTap n BpIlle O3MBH 3a cBe BpegHOCTH of 0 10 n — 1), HU3 Moxke
OUTH Yak ¥ MEMOPUjCKHU e(pUKACHUjU Yy ofHOCY Ha Mamy. CTora ce y CKJIONy JUHAMHYKOL MPOrpaMupama OOUYHO
KOPHCTUTE HIU30BH U MaTpUIIe.

Peunnk hemo peanmzoBaté oMolly HM3a Tako ITO heMo Ha MeCTy ¢ NaMTHTH BPEIHOCT TO3MBa 32 BPEIHOCT Ma-
pamertpa i. IToTpedHO je jour HeKako 0OeIeKUTH BPEAHOCTH NapaMeTapa y HU3y 3a KOje jOII He 3HAMO pe3yJiTaTe
PEKyp3UBHHX MO3MBa. 3a TO ce OOMYHO KOPHCTH HEKa CIelfjajiHa BPeIHOCT. AKO 3HaMo J1a hie CBU pe3ysnTaTi OuTH
HEHeraTUBHU OpOjeBH, MOKEMO yIOTPEeOUTH, Ha pumep, — 1, a ako 3HaMo Jia he OMTH MO3UTHBHU OPOjeBH, MOKEMO
ynotpedur, Ha npumep 0. AKO HEMaMo TaKBUX IPETIIOCTABKH MOXEMO aHI'a)KOBAaTH JOJATHA HU3 JIOTUYKHUX Bpe/l-
HOCTH KOjuMa heMO eKCIUTMIMTHO KOJMPATH JIa JIU 32 HEeKH apaMeTrap 3HaMo WM He 3HaMo BpeaHocT. [lomro cmo
CHTYpHH Ja he TOKOM peKyp3uje CBe BPeJHOCTH MapaMerapa MO3UTHBHE U Ja je Hajseha BpeHOCT Koja ce Moxe
JABUTH Kao MapameTap BPeAHOCT MHULIMjATHOT TIO3MBA 71, JOBOJBHO je Ja aJIOLMpPaMo HU3 BEJIMYMHE 1 + 1.

long long fib(int n, vector<long long>& memo) {
// ako je vrednost za parametar n vec racunata
// vraéamo ranije izracunatu vrednost
if (memo[n] != -1)
return memo[n];
// pre nego sto vratimo vrednost, pamtimo je u nizu
if (n == 0) return memo[n] = 1;
if (n == 1) return memo[n] = 1;
return memo[n] = fib(n-1, memo) + fib(n-2, memo);

long long fib(int n) {
// alociramo niz velicine n+1 1 popunjavamo ga vrednostima -1
// kojima oznacavamo da ta vrednost josS nije racunata
vector<long long> memo(n+1, -1);
return fib(n, memo);

}

JMHAMHYKO NPOrpaMupame HaBuIine

Moryhe je npuMeHNTH 1 ANHAMHWYKO ITPOrpaMUparbe HaBHIe. TeXHUKa JUHAMIYKOT IPOrpaMypara HaBUIe MO/I-
pa3yMeBa Jia ce yKJIOHM peKyp3Hja 1 [a ce CBE BPEAHOCTH y HU3Y MOIMyHe HeKuM pezpocienom. [lomTo BpegHOCTH Ha
BUIIMM TO3MLIMjaMa 3aBUCE OJ] OHUX Ha HIKUM, HU3 MOIyHkaBaMo clieBa HajecHo. Ha mpsa aBa mecta ynucyjemo
HYJy U jeIMHUILY, a 3aTUM Yy MeT/bM CBAaKy HapeJHy BPEAHOCT U3pauyyHaBaMO Ha OCHOBY JBe nperxojHe. Ha kpajy
BpahaMmo TpaxeHy BpeJHOCT Ha MOCJIEA0] MO3ULIAJU Yy HU3Y.

vector<long long> dp(n + 1);
dp[0] = dp[1] = 1;
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for (int 1 = 2; 1 <= n; 1++)
dp[i] = dp[i-1] + dp[i-2];
cout << dp[n] << endl;

JInHAMH4YKO NporpaMupame HaBuIle - MEMOPHjCcKa ONTHMHU3aIja

JenHoctaBHO ce npumehyje 1a BpeqHOCT HapeaHor WwiaHa PUdOoHAUMjeBOr HU3a 3aBUCH CaMO OJ1 BPETHOCTU HEroBa
MIPETXO/IHA [IBa WIaHa. 3aTO MOXEMO HAITPAaBUTH MEMOPHU)CKY ONTIMU3AIN]y ¥ HE MOPaMO UCTOBPEMEHO UyBaTH CBE
YWIAHOBE y HUBY.

long long fpp = 1;

long long fp = 1;

for (int 1 = 2; 1 <= n; i1++) {
long long f = fp + fpp;
fpp = fp;
fp=1f;

}

cout << fp << endl;

AHajm3a cJoxeHocTH. MeMOpHjcKa CIOKEHOCT 0BOT pemiersa je O(1), 1ok je Bpemercka cioxeroct O(n).

“Penent’” 3a JUHAMHYKO NPOrpaMupame
Hus kopaka koju cMO IpUMEHIITH Y OBOM 3aJaTKy jaBjbahe ce BeoMa JecTo.

1. VIHIyKTUBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIIjOM KOHCTPYHILIE Ce peKyp3uBHa le(pUHUIIMja KOja je HeeprKacHa jep
ce MCTY MO3MBH IpeKariajy Tj. (pyHKIHMja ce 3a UcTe apryMeHTe NO3MBa BUIIIE TyTa.

2. TexHHKOM MeMoM3alHje T0OoJbIIaBa Cce CIOKEHOCT TaKo IITO ce y TOMONHOM pevHHKY (Hajuerhe UMIuIeMeH-
THPAHOM MOMONY HM3a WM MATPHUIIE) UyBajy U3padyHATH Pe3yJITaTH PEeKyp3UBHUX MO3UBA.

3. YMecTo TeXHUKE MeMou3alyje Koja je BojeHa peKyp3HujoM U Y KOjoj ce BpeAHOCTH MOMyHaBajy 1o MoTpedu,
peKyp3uja ce Moe eIMMUHICATU U PeYHUK (HU3 Tj. MaTpULa) Ce MOXKe LIeO MOMYyHUTU (HEKUM PeJocIejoM).

4. Yecrto je moryhe aa ce u3BpIllM MEMOPHjCKa ONTUMM3AlIMja HA OCHOBY TOra INTO ce npumMehyje Aa HaKOH Io-
MymaBama ofpel)eHnx ejleMeHaTa HA3a Tj. MaTpulle HeKe BPEOHOCTH (PaHUjH €JIEMEHTH, paHHje BPCTe WIIH
KOJIOHE) BHIIIE HUCY MIOTpedHe, TaKo Jja Ce yMECTO NCTOBPEMHOI aMherma CBUX eeMeHaTa IIaMTH CaMo HEKO-
JIMKO TPETXOJHUX (OHM KOjHU Cy IOTPeOHHM 32 JlaJbe MOIYHhaBabEe).

JIBa peKypeHTHa HH3a

NmmnemenTanyjy je moryhe HanmpaBuTH 1 KOpHIITNEHeM 3aCEOHMX HU30Ba KO OMHUCYjy Op0Oj MYIIKHX Tj. KEHCKUX
npenaka. Iloxcetumo ce, Baxu, fi* = 1, f§ = 1, u3aceako i > 0 Baxu f}, = f7,kaou f7 , = f" + f7. Ose
jEIHAKOCTU HaM J1ajy ABE y3ajaMHO PEKypEHTHO Jie(prHUCaHE cepuje OpojeBa, Ha OCHOBY Yera MOKEeMO HaIllpaBUTH
OuIo pexyp3uBHY, OMJIO UTEpaTUBHY MMILIEMeHTalrjy. KoHauHo pememe npencrassmpa 30up f° + f7.

YV pekyp3uBHO] UMILIEMEHTAIUjU je IOTPEOHO UMIUIEMEHTUPATHU [IBE Y3ajaMHO PEKyp3uBHE (pyHKLHUje. Y je3uKy
C++ je moTpedHO [a je KOMITIIIATOP MO3HAje CBaKy of (PyHKIIMja Ipe MO3KBa, A je CTora Ha MOYeTKy JoOpo AeKIa-
pHicaTy Tj. HaBECTH MPOTOTHUIIOBE 00e (pyHKIHMje (Maja OM JOBOJBHO OMIIO AEKJIAPHCATH CAMO JIPYTY Off HhHX).

W y oBaKkBOj peKyp3WBHO] UMIIJIEMEHTAIIM]H PEKyP3UBHU MO3UBHU 3a UCTE BPEAHOCTH yJIa3HUX MapaMeTapa ce MoHa-
BJbAjy BHIIE IyTa U CTOTa je OHA MPUJIMYHO Hee(pKaCHa.

// broj muskih jedinki u generaciji n
long long fm(int n);
// broj zenskih jedinki u generaciji n
long long fz(int n);

// broj muskih jedinki u generaciji n
long long fm(int n) {
// u generaciji @ postoji samo trut
if (n == 0)
return 1;
// samo zenke 1z naredne generacije imaju oceve
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return fz(n-1);

}

// broj zenskih jedinki u generaciji n
long long fz(int n) {
// u generaciji 0 postoji samo trut
if (n == 0)
return 0;
// 1 muzjaci 1 zenke iz naredne generacije imaju majke
return fm(n-1) + fz(n-1);
}

// ukupan broj jedinki u generaciji n

long long f(int n) {
// sabiramo muske 1 zenske jedinke u generaciji n
return fm(n) + fz(n);

}

Hapagno, 1 y 0B0j UMIIIeMeHTalWju je Moryhe MpUMEHHTH TUHAMHYKO MPOTPaMHUpAbe U Y Kpajiho] WHCTAHIH

JOOUTH HapeHy UTePaTUBHY UMIUIEMEHTALI]Y.

VY uTepaTHBHOj MMIUIEMEHTALIMj! OJpKaBaMo JIBe IPOMEHJbUBE Y KOjUMa 4yBaMo TeKyhu Opoj MyIIKHX U KEHCKUX
JEeAVHVKY y TeHepalmjy (MHUIMjau3yjeMo uxX Ha 1 u 0, Ha OCHOBY HYJITe reHeparyje y K0joj OCTOjU CaMo TPYT).
3aTuM n MyTa aXypupamMo BPeAHOCTH Ha OCHOBY M3BEJEHUX PEKYpPEHTHHX Be3a. IloTpedHO je jenuHo odpaTuTH
HaXIby Ja ce AXKypUpambe Jpyre IPOMEHJbUBE BPILM YBEK Ha OCHOBY 00€ CTape BPeJHOCTH, a He Ha OCHOBY aXXypHUpaHe

BpEIHOCTH IPBE MPOMEHJbUBE (32 TO je MOTPedHO ynoTpeOUTH NOMONHY TPOMEHIBUBY ).

int n;
cin >> n;
// broj muskih i1 zenskih jedinki
// u generaciji @ postoji samo trut
long long fm = 1, fz = 0;
// n puta azuriramo brojeve prelazeci sa tekuce na prethodnu
// generaciju
for (int 1 = 1; 1 <= n; i1++) {
// samo zenke imaju oceve, dok majke imaju 1 muzjaci 1 zenke
long long fm_ = fz, fz_ = fm + fz;
fm = fm_; fz = fz_;
}
// ukupan broj jedinki u generaciji n
cout << fm + fz << endl;

Moryhe je neduHMCATH U pelHO-PEeKyP3NBHY (DYHKIU]Y KOja e(prKacHO U3pavyHaBa pelliche.

// izracunaj ukupan broj jedinki u generaciji n, ako znas da u
// generaciji i postoji fm muskih 1 fz zenskih jedinki
long long f_(long long fm, long long fz, int i1, int n) {
// ovo je bas generacija n - izracunaj i vrati ukupan broj jedinki
if (1 ==n)
return fm + fz;
// mozes da izracunas broj muskih i zenskih jedinki u generaciji i+1
return f_(fz, fm+fz, 1+1, n);

}

// izracunava broj jediniki u generaciji n

long long f(int n) {
// u generaciji 0 postoji jedna muska i nula zenskih jediniki -
// kreni od toga
return f_(1, 0, 0, n);

}

399



ITABA 8. TUHAMMNYKO ITPOI'PAMUPAILE

8.2 bpojame koMOMHATOPHHX 00 jekaTa

JeaHa Beoma 3HayajHA MPHIMEHa TEXHUKE JUHAMUYKOT IIPOrpaMUpaa je y mpodieMiMa npedpojaBamba.

3anarak: bpoj komouHanumja

Hamumm nporpam koju oxnpeljyje Opoj komOnHaIMja Oe3 MoHaBJbamka qyKUHE k U3 CKymna of k enemeHara (Tj. Opoj
Pa3IMUIUTUX KOMOMHAIIM]jA Y UTPH JIOTO aKo ce 13 OyOma KOju CaJpKu 1 JIONTUIA U3BJTAaUYM HUX k).

Vaxa3: Ca cranpapaHor yiasa ce uzbiaun 0poj k (1 < k < n)udpojn (1 < n < 40).
M3na3: Ha cranpapaHu usnas ucnucaty TpaxeHu Opoj KoMOMHaIMja.
ITpumep 1

Vaaz Hznaz
3 10
5

Objaurserve

To cy kombunanyje (1,2, 3), (1,2,4), (1,2,5) (1,3,4), (1,3,5), (1,4,5), (2,3,4), (2,3,5), (2,4,5) u (3,4,5).
IIpumep 2

Yaas

7
39

Hznaz
15380937
Pememe

Hako nocToje pasHM HAaUMHU Ja Ce JI0 pelliema OBOT 3a7aTKa Johe, nprkazaheMo TeXHHMKY 3aCHOBAaHY Ha TOME ja
IIporpaM Koju Hadpaja cBe KOMOMHATOpHE 00jeKTe MaJo Mo MaJIo TpaHc(OPMUILIEMO 10 e(PUKACHOT TpopaMa KOju
ux Opoju. OBa TexHUKA HUje crieurpruyHa 32 KoMOrHalMje Oe3 MOHaBJ/bakba U MOXE Ce IPUMEHUTHU Ha Opojare OIIIo
KOje BpCcTe KOMOMHATOPHUX 00 jeKaTa Koje HadpajaMo peKyp3MBHOM (DYHKIIHjOM.

Perimo na je dpoj komOMHaLMja jemHaK OMHOMHOM KOE(UIIH]EHTY

()=

MehyTHM n3padyHaBamke Ha OCHOBY TUPEKTHE IPUMeHe oBe hopMyJie OM Beoma Op30 I0BEJIO 0 IpeKopauemna (yciaen
BeoMa Op3or pacta aktopujesncke pyHkimje). Maso dosba cutyanuja je 1a ce u3padyHa

(Z) :n(n—l).‘l;!(n—k—r-l)’

HO HU TO y MOTIIYHOCTH He yKJIaJba ITPoOJIeM NpeKopayeha, jep UMEHMIAL MOXKe OUTU MPEBEIUKU.

Pexyp3uBHa (pyHKIMja Ko ja n3payyHaBa Opoj komduHaANMja

MoskeMo KpeHyTH Off IIPOLIEyPe 3a TEHEPUCAbE CBUX KOMOMHALIM]A Y KOjO] Ce OAPKaBa UHTEPBAT [Ny in, Nimaz| U3
KOjer ce MOTY y3eTH BPEJHOCTH KOjUMa ce MPOIIUpYje 3aroueTa KOMOMHAIM]a U Y KOjoj ce Kpo3 Ba PeKyp3uBHA
Mo3MBa pa3MaTpa MOTYRHOCT Ja ce BPEOHOCT 7y, YBPCTH y KOMOMHAIMjy U MOTyhHOCT Jla ce OHa He YBPCTH Y
KomOuHaiujy. Ta je mpoueaypa odjamimeHa y 3aaatky Cee komOuHauuje,

YMecTo npouenype Koja ucnucyje komonHanuje, gedunHumemo Gpykuujy koja spaha Opoj komouHanuja. Ilomro
HaM je duTaH camo dpoj KoMOMHanMja, a He ¥ caMe KOMOMHAIIMje, MOXKXEMO Y TOTIYHOCTH M30AluTH HU3 KOjU ce
TIOMyHaBa 1 YMECTO Hera Npocie)iBaTy caMo HBeroBy AyKUHY K.
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long long brojKombinacija(int i, int k,
int n_min, int n_max) {
// ako je popunjen ceo niz postoji jedna kombinacija
if (1 == k) return 1;
// ako niz nije moguce popuniti do kraja, tada nema kombinacija
if (k - 1 > n_max - n_min + 1)
return 0;
// broj kombinacija je jednak zbiru kombinacija u dva slucaja
return brojKombinacija(i+1, k, n_min+1, n_max) +
brojKombinacija(i, k, n_min+1, n_max);

}

long long brojKombinacija(int K, int N) {
return brojKombinacija(0, K, 1, N);

}

Mo:xeMo NPUMETUTH 12 HaM KOHKpPETHE BPeJHOCTH k U 7 HUCY OUTHE, Beh je dutaH caMmo Opoj efleMeHaTta y MHTepBaTy
[i, k) Tj. pasnuka k —i. ClIMIHO, HUCY HAM OUTHE HU KOHKPETHE BPEIAHOCTH 1y, 00 U Tmir, Beh camo Opoj eniemenara
Y CEerMEHTY [Mmin, Mmaz) Tj- BPEMHOCT Mypaz — Mmaz + 1. AKO Te IBE BeIUUYMHE 3aMEHUMO ca k Tj. n modujamo
HapeHy Ie(pUHULT]Y.

long long brojKombinacija(int k, int n) {
// ako je popunjen ceo niz postoji jedna kombinacija
if (k == 0) return 1;
// ako niz nije moguce popuniti do kraja, tada nema kombinacija
if (k > n) return 0;
// broj kombinacija je jednak zbiru kombinacija u dva slucaja
return brojKombinacija(k-1, n-1) + brojKombinacija(k, n-1);

}

AKo (pyHKIIMjy 1O30BEMO 3a BpeaHocTH k < n, ciaydaj k > n MOXe HACTYNHTH jeJUHO U3 IPYror peKyp3UBHOT
no3uBa 3a k = n (jep ongHoc usMelly k 1 i y IpBOM peKyp3UBHOM IO3UBY OCTaj€ HEMPOMEHhEH, a Y APYTOM Ce Merha
camo 3a 1). MehyTum, Kako je WIyCTpOBaHO HA HAPEJHO] CIUIIM, Y CIy4ajy mo3uBa (pyHKIMje 3a k = n goduhie ce
yBeK noBpartHa BpeaHocT 1 (jean pekyp3uBHU 1o3uB he yBek Bpahatu HyIy, a Apyru he npoy3poKOBaTH CMatbUBaHe
oda aprymeHTa cBe JIOK ce He ofje 1o k = n = 0, kaga he ce 1 BpaTuT Ha OCHOBY IPBOT U3J1a3a U3 PpeKyp3uje), IITo
j€ cacBMM y CKJIa[ly ca TUM Ja TaJa MOCTOj! caMO jejHa KOMOMHAIH]a.

Crnuka 8.4: M3pauyHaBame KoedulMjeHata 3a k = n

Ha ocHoBy oBoOTa U3 peKkyp3uje MoxkeMo u3alin 3a k = m BpaTUBIIM BPEJHOCT 1, YMMe OHZIa eIMMHMHHUILEMO NOTpedy
3a MPOBEPOM [1a Ji je k > n (HapaBHO, 10J IpeTHocTaBkoM Ja hemo ¢hyHKIMjy no3uBat camo 3a k < n).

[Ipumehyjemo ma cMo oBoM TpaHchOpMAaIyjoM JOOMIN YyBeHE OCOOMHE OMHOMHHX Koe(HiijeHaTa.

nY n\ _ 4 n\y (n-—1 n n—1
o) 7 n) k) \k-1 k)
One uune ocHOBY [lackanoBor Tpoyriia y KOM ce Hajla3e OMHOMHHU Koe(pULMjeHTH (Y HapeaHO] Tadenu Koe(huLrjeHT

(7,;) j€ HamMcaH y BPCTH 1 ¥ KOJIOHH K, J1a OM ce mprKa3ao yodrnyajenn o0k [TackaioBor Tpoyria, Koju ce Momymasa
BPCTY 110 BPCTY).
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1 (0,0)

1 1 (1,0) (1,1)

1 2 1 (2,0) (2,1) (2,2)

13 3 1 (3,0) (3,1) (3,2) (3,3)

1 4 6 41 (4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4)

1 51010 5 1 (5,0) (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)

1 6152015 6 1 (6,0) (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

IIpBa Be3a roBopH Jia Cy eJIeMEHTHU IIpBe KOJIOHE YBEK jeJHaKH 1, Apyra a cy Ha Kpajy cBake BpcTe eJIeMEHTH Takohe
jemHaku 1, a Tpeha Ja je CBakM eleMEHT y TPOYIJly jefiHaK 30Mpy eJleMeHTa HEelOoCpeHO U3HA[ Hhera U eJleMeHTa
HeroCcpeJHo UCIpe] TOT.

HapasHo, 10 oBux ¢hopMyJia 1 10 peKyp3UBHE JehUHULMje CMO MOIVIM AONU U AUPEKTHO, pa3MaTpameM AerUHULIja
KOMOWHaIMja, Ha IpUMep, y Mozely Tie ce k Kyrmna Oe3 Bpahama n3piave 13 OyOma y KOM ce Halasu 1 Pa3InauTHX
kyrmna. [locToju jemMHCTBEH HaYMH Ja ce U3 OyOma He M3ByYe HU jemHa Kyrauma. Takole, IOCTOju jeANHCTBEH
HauMH Ja ce u3 dyOma M3ByUe CBUX 7 KyIMna. Y CympoTHoM (ako je 0 < k < n), Taja CBE HAUMHE pa3/iBajamMo
Ha OHE Y KOjiMa jecTe U Ha OHe Y KOjuMa HUje U3ByUYeHa MpBa Kyniuiia (Kyrdia ca HajMambuM OpojeM). AKO OHa
jecre M3ByYeHa, IPeocTaso je Aa ce u3Byue jou k — 1 Kyrmna u3 Oydma y KoM ce Hajla3u n — 1 KyIivia, a ako
HUje, Taja je MpeocTaso Jia ce U3ByUe joIl k KyDiuiia u3 OyOma y KOM ce Haja3d jom n — 1 Kynmimna (TIomTo cMo
MIPETIIOCTaBWIIN [ja y APYrOj IPyNy HauMHA KyIJIMLA ca HajMambuM OpojeM Hehe dutn Mely n3BydYeHHUM Kyriuiama,
MOJKEMO je oMax U3daruTy u3 OyOma 1 CKJIOHUTH HETIIE Ca CTPaHe).

long long brojKombinacija(int k, int n) {
// ako je popunjen ceo niz postoji jedna kombinacija
if (k == 0) return 1;
// ako treba popuniti jos tacno n elemenata, tada postoji
// tacno jedna kombinacija
if (k == n) return 1;
// broj kombinacija je jednak zbiru kombinacija u dva slucaja
return brojKombinacija(k-1, n-1) + brojKombinacija(k, n-1);

AHasu3a cj1o:keHocTH. Bpeme koje ce yTpoIy y cBakoM peKyp3MBHOM IO3MBY (He padyHajyhu peKkyp3uBHE ITO-
3MBe KOjU Ce W3 Iera u3 mosusajy) je ounrneado O(1). JemnaumHa KojoMm ce omucyje Bpeme paga (pyHKumje je
T(k,n) = T(k —1,n—1) +T(k,n — 1) + O(1), T(0,n) = T(n,n) = O(1), u Bpeme U3BpLIABamA j&
T(k,n) = O((})). 3a duxcupao k, 0BO je CIIOKEHOCT OIMCAHA MOTMHOMOM IPOMEH/BUBE 71, KOji MOXKe OUTH
BeoMa BHUCOKOT cterieHa (k), Ok 3a (bMKCHPaHO 7 OBaj OpOj pacTe eKCIIOHEHIIMjaTHO ca MOPacToM k. Y CBaKOM CIIy-
4ajy, jacHO je Aa je CJI0KEHOCT U3Yy3€THO BUCOKA U JIa je 0Baj Mporpam MpakTUYHO YINOTpeO/buB 3a Behe BpeIHOCTH
nuk.

Pa3nor oBoj Hee(hMKaCHOCTU Cy MOHOB/bEHU PEKYP3UBHU MO3UBH, IITO C€ MOXe BUAETH Ha caunu. CBakoM JIMCTY

JpBeTa OJroBapa TayHO jeJHa KOMOWHaIIM]ja, Ma MOIMITO YKYITHO KOMOMHAIMja UMa (Z), yKynaH Opoj peKyp3UBHHUX

[03MBA je OrpaHUyYeH ca 2 (Z) (jep y OMHapHOM JIpBETY HEe MO>e OMTH BUIIIE HETO YIUIO BUILIE YBOPOBA HETO JIUCTOBA).
. . n

¥ cBakom nosusy ce Bpum O(1) onepaunja, na je crokenoct O((7)).

Ciuka 8.5: JIpBO peKyp3MBHUX TTO3KBa - CBAKM JIMCT OJTOBapa TAYHO jeAHOj KOMOWHAIIM]H, a TPUMETHO j€ ITOHABba-
e UICHTUYHUX PEKYP3UBHUX T03MBa
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Memomn3zanuja

Nako xopekTHa, ropma (QyHKIMja je HeeprkacHa W MOXe ce MOMPABUTH TEXHUKOM AWHAMHMYKOT NPOrpaMHpamba.
HajjemHocraBHuje nmpmiarohaBame je na ce ynoTpedu memomsanuja. [lomro ¢pyHKIWMja MMa JBa mapamerpa, 3a
MeMouzanujy hemo ynorpedutu marpuily. AKoO ce (Z) NAMTH y MaTpULM Ha TO3ULUjU (1, k), MATPHUILy MOXKEMO
anouupaT Ha n + 1 BpcCTa, Tae nociaemha BpcTa UMa 1 + 1 eeMeHara, a cBaka MPeTXOAHa jelaH eJeMEHT Marbe
(y marpuuy he ce nonymwasatu enemenTH [lackanoBor Tpoyria). Ilomto Hac Hehe 3aHMMaTH BpeaHOCTH Behe o
TIOJTa3HOT K W TIOMITO ce M kK U n CMamyjy TOKOM peKyp3uje, Ipu 4yemy je k < n, MoxkeMo U ofcehn JIeo Tpoyria
JecHo of nosutyje k.

[Nomto cy dpojeBu komOuHaIMja yBek Behu of HyJe, BpeqHocté O y MaTpui he HaM 03HaYaBaTH Ja TIO3UB 32 Te
HapameTpe jOLI HUje U3BPIIEH.

Anamu3a cioxkenocti. Y MmeMopujcka 1 BpeMeHCKa ClloskeHoCT MeMon3oBaHe Bepauje je O(nk). Haume, y npeety
PEKYp3UBHHX ITO3MBA Ce CBAKM YBOP MOXE jaBUTH HAjBHIIE JBa IyTa. [lomTO CBaKM 4BOp caapXku map OpojeBa
TakBuX Ja je npeu ox 0 1o k, a gpyru ox 0 10 n, yKynaH Opoj YBOpOBa je 0J103ro orpaHuyeH ca 2nk (a Moxxe Outn
W Matby, jep ce HEeKH MapoBU HE MOTY jaBUTH).

Cnuxka 8.6: JIpBO peKyp3UBHUX IIO3UBA y3 MEMOU3ALM]Y

long long brojKombinacija(int k, int n, vector<vector<long long>>& memo) {
// ako smo vec racunali broj kombinacija, ne racunamo ga ponovo
if (memo[n][k] != 0) return memo[n][k];

// broj kombinacija na pocetku i na kraju svake vrste jednak je 1

if (k == || k == n) return memo[n][k] = 1;

// broj kombinacija u sredini jednak je zbiru

// broja kombinacija iznad 1 iznad levo od tekuceg elementa

return memo[n][k] = brojKombinacija(k-1, n-1, memo) +
brojKombinacija(k, n-1, memo);

long long brojKombinacija(int K, int N) {
// alociramo prostor za rezultate rekurzivnih poziva koji se
// mogu desiti 1 popunjavamo matricu nulama
vector<vector<long long>> memo(N+1);
for (int n = 0; n <= N; n++)
memo[n].resize(min(K+1, n+1), 0);
// pozivamo funkciju koja ce izracunati traZeni broj
return brojKombinacija(K, N, memo);

JquHAMHYKO pOrpamMupanme HaBuile

YMmecTo MeMou3alrje MOXKEMO YHOTPEOUTH U ANHAMUYKO [TPOrpaMUpar-e HaBUIIE, OCJIIO00JUTH CE PEKyp3Hje U Io-
IIYHUTH TPOYrao BPCTy MO BpCcTy HaHMke. [lomymaBare LeJIor Tpoyria je NPWINYHO jeJHOCTABHO.

long long brojKombinacija(int K, int N) {
// alociramo prostor za smestanje celog trougla
vector<vector<long long>> dp(N+1);
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}

for (int n = 0; n <= N; n++)
dp[n].resize(n+1);

// obradujemo vrstu po vrstu

for (int n = 0; n <= N; n++) {
// na pocetku svake vrste nalazi se 1
dp[n][0] = 1;
// unutrasnje elemente izracunavamo kao zbir elemenata iznad njih
for (int k = 1; k < n; k++)

dp[n][k] = dp[n-1][k-1] + dp[n-1][k];

// na kraju svake vrste nalazi se 1
dp[n][n] = 1;

}

// vracéamo traZeni rezultat

return dp[N][K];

N y oBoM ciyuajy MoxeMo ojcehin HemoTpedHe iecHe KoJloHe y Tpoyrity. Moryhe je oncehu u 1eo ucron oAroBa-
pajyhe aujaroHane — TakBa OJcCelama ce OOMYHO He Paad y AUHAMUYKOM IPOTpaAMHUpPAsy HABHIIE jep HEe Memajy
ACHMIITOTCKY CJIOKEHOCT, 0K MX PEKyp3MBHA UMIJIEMEHTAIM]ja 3aCHOBaHA HA MEMOU3ALNj 1 IpHpoaHo n3derasa. Ha
Hape/IHO]j CIUIIY Cy oDeNexeHu eleMeHTH [lackasioBor Tpoyria Koju ¢y MOTpedHH 3a U3pauyHaBame dpoja (g) = 20.

Cnuka 8.7: Enementu [lackanoBor Tpoyria NOTpedHU 3a u3padyHaBambe Opoja (g)

long long brojKombinacija(int K, int N) {

}

// alociramo prostor za smestanje relevantnog dela trougla
vector<vector<long long>> dp(N+1);
for (int n = 0; n <= N; n++)
dp[n].resize(min(K+1, n+1));
// trougao popunjavamo kolonu po kolonu
for (int n = 0; n <= N; n++) {
// na pocetku svake vrste nalazi se 1
dp[n][0] = 1;
// unutrasnje elemente izracunavamo kao zbir elemenata iznad njih
for (int k = 1; k <= min(n-1, K); k++)
dp[n][k] = dp[n-1]1[k-1] + dp[n-1][Kk];
// ako je potrebno da znamo krajnji element kolone, postavljamo
// ga na vrednost 1
if (n <= K)
dp[n][n] = 1;
}
// vraéamo traZeni rezultat
return dp[N][K];

[MaxspuBMjOM aHATN30M MPETXOJHOT KOAA BUIMMO JIa, KaKO je TO OOMYHO Ciydyaj Yy AMHAMUYKOM NpOTpaMupamy,
HE MOpaMO MCTOBPEMEHO 1yBaTH CBE €JeMEHTEe MaTpHIIe, jep CBaka BPCTa 3aBUCH CaMO OJf IPETXOIHE U JOBOJbHO
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j€ YMecTo MaTpHIle YyBaTH caMo HeHe [JBe BpCcTe (IpeTXoaHy M TeKyhy). 3amnpaBo, J0BOJBHO je 4yBaTH caMo jellaH
BEKTOP BPCTY aKO je MaXJbUBO MOMYyHaBaMO 1 aKO TOKOM FEHOT aXXypHpama y jeIHOM BEHOM JeTy 4yBaMo TeKyhy,
a 'y apyrom Hapeasy Bpcry. Ilomto enement (n, k) 3aBucu of esemenra (n — 1,k — 1) u ox enementa (n — 1, k)
3Ha4M J1a CBaK!U eJIEMEHT 3aBUCH Of1 eJleMeHaTa KOjU Cy JIEBO O]l Bhera, ajli He O €leMeHaTa KOjH CY JIECHO O] Hhera.
3ato hemo BekTOp MomnymaBatH 31ecHa Hasieo. [IpeTnocraBuhieMo 1a TOKOM axypupama Baky HHBapHjaHTa j1a ce
Ha rosuiyjama ctporo BehuMm ox k Hajase eJleMeHTH BpCTe 7, a Jia ce Ha MO3HILMjaMa MambiuM WX jeJHaKUM of k
HaJla3e eleMeHTH BpcTe 1 — 1. AJKypHpame 3arnodnmbe TUME HITO Ha Kpaj BPCTe AOMHIIEMO BpeaHocT 1 (ocum y
cllyyajy KaJa BPIIMMO caceliamke JECHOT ejla TPOyIyia) M HacTaB/ba Ce TaKO INTO Ce elIeMEHT Ha nmo3uimju k yseha
3a BpeqHOCT Ha nosuiiju k& — 1. 3awucTa, npe axkyprpama ce Ha MO3UIMjU k Hajla3u BPeJOCT TPOYIia ca MO3UIIHje
(n—1, k), nok ce Ha mozuiwju k — 1 Hamasu BpeqHOCT Tpoyria ca nosunmje (n— 1, k — 1). Fbuxos 30up je BpeaHocT
TpoyIIia Ha no3uiju (n, k), a ce OH ynucyje Ha MO3uIIKjy &k 1 HAKOH TOra ce k cMambyje 3a 1, unMe ce MHBapujaHTa
oJpxaBa. AKypHparme ce BpIIH A0 nosuuuje k = 1, jep ce Ha nosuuuju k = 0 y CBUM BpcTama Hajla3u BpeAaHoCT 1.

Memopuijcka ciokeHocT oBor pemetsa je O(k), ok je Bpemencka O(n - k). IIpuMeTHMO Kako cMo 071 Beoma Heedu-
KacHOT pellieha eKCIIOHEHIMjaJIHE CJI0KEHOCTH TEXHUKOM JIMHAMUYKOL IIPOrpaMupama JoOMIM BeoMa eprKacHO U
y3 TO MPWINYHO jEJHOCTABHO PEIICHE.

long long brojKombinacija(int K, int N) {
// tekuca vrsta
vector<long long> dp(K+1);
// na pocCetku svake vrste nalazi se 1
dp[0] = 1;
// trougao popunjavamo vrstu po vrstu
for (int n = 1; n <= N; n++) {
// vrstu aZruriramo zdesna nalevo
// na kraju svake vrste nalazi se 1
if (n <= K) dp[n] = 1;
// aZuriramo unutrasnje elemente
for (int k = min(n-1, K); k > 0; k--)
dp[k] += dp[k-1];
}
// vracamo traZeni rezultat
return dp[K];

Jpyraunja pekyp3uBHa geduHUIHja

PemyiMo ¥ 1a cMO MOIJIM KPEHYTH O[] alrTOpUTMa Hadpajarma CBUX KOMOMHALIMjA Y KOM Ce Y MEeT/bU pa3Marpajy CBU
KaHAWAATH 32 eJeMeHT Ha Tekyhoj mosmuuju. Tume Ou ce mo0HO anroputaM KOju OU eJeMeHT (Z) padyHao 1o

cnenehoj popmynu:
ny i n'
k) A= \k-1)

n’'=

3anarak: [Iururanaau 6pojau

2n-1o 1Mdpenn qurutaaHu Opojad koju oxdpojasa of 000...000 go 999...999 emuryje 3By4HM CUTHaJI CBaKU
MyT KajJa je cymMa MpBuX n Iyapa jefHaka cyMu nociaeqmux n iudapa. Ha npumep, 3a mecronmdpeHn AUrnTaaiamn
dpojau 3ByuHH curHan ce mymrra 3a 000000, 001001, 001010, . .., 999999. Hanucatu nporpam koju he oxpenutu
KOJIMKO IyTa he OUTH eMUTOBaH 3BYYHH CHTHA.

VYaa3: V npBoj IMHUjU cTaHIApAHOT yJIa3a Hajlasu ce npupodan opoj n (1 <n < 9).

M3na3: Ha crangapHoM M371a3y NpHKa3aTy KOJIMKO MOCTO U 2n -1 peHnx dpojeBa ca TpaKeHUM CBOjCTBOM.

IIpumep
Yaaz Hznaz
3 55252
Pememe
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HauBna pemema

JIMpeKkTHO peliewe je Aa ce y netwsr npohy cBu OopojeBu o 00...0 1o 99...9, na ce 3a cBaku dpoj oapenu 30up
JIEBE U JIECHE MOJIOBMHE, U aKO Cy OHM jeJHaKH, jaa ce ypeha Opojau.

Anasmsa caoxenocru. Iomro nocroju 10%™ 6pojesa ca 2n wuchapa U HOIITO e 33 CBAKK 01 BUX 30up Ludapa
CBake MOJIOBUHE M3pavyHaBa y 1 KOpaka, CJI0KeHOCT OBOT anroputMa je O(2n - 10%27).

// uklanja poslednjih n cifara broja x odredjujuci njihov zbir
int zbirNPoslednjihCifara(long long& x, int n) {
int zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
zbir += x % 10;
x [= 10;
}
return zbir;

}

// odredjuje zbirove prve 1 druge polovine broja x koji ima 2n cifara
vold zbiroviCifara(long long x, int n,
int& zbirPrvePolovine, int& zbirDrugePolovine) {
zbirDrugePolovine = zbirNPoslednjihCifara(x, n);
zbirPrvePolovine = zbirNPoslednjihCifara(x, n);

}

// 1zracunava broj 2n-tocifrenih brojeva kod kojih je zbir prvih n i
// zbir drugih n cifara jednak
int brojBrojeva(int n) {
long long ukupnoBrojeva = 0;
long long max = (long long)pow(10, 2*n) - 1;
for (long long 1 = 0; 1 <= max; i1++) {
int zbirPrvePolovine, zbirDrugePolovine;
zbiroviCifara(i, n, zbirPrvePolovine, zbirDrugePolovine);
if (zbirPrvePolovine == zbirDrugePolovine)
ukupnoBrojeva++;
}

return ukupnoBrojeva;

}

JemHo pemere je 1a ce JieBa U IeCHA TIOJIOBMHA Opoja Hadpajajy y aBe yrHexheHe meTbe U Opoju KOIMKO myTa he
30up 1mapa crioballike HUKITyCHEe TPOMEHJBUBE OMTH jeHaK 30HMpy IMdapa yHyTpalllibe UKITyCHE TPOMEHIBUBE.
3dup JieBe NOJIOBUHE Opoja ce Tajla MOXKe padyHATH caMo je[HOM I10 M3BpIlIaBamby LEJOKYIIHE YHYTPAIbe IeTbe.

Ananmsa caoxkenoctu. CioxeHoct osor anroputma je O(n - 102™) (k/bydnu podiieM je To mTo ce cBaku o 10"
n-Tormdpenux dpojesa kKomOuHyje ca ceakum o 10™ n-Tomdpenux dpojesa, mro 3axteBa 102" kopaka).

// ilzracunava zbir cifara u dekadnom zapisu broja x
int zbirCifara(long long x) {
int zbir = 03
while (x > 0) {
zbir += x % 10;
X [= 10;
}

return zbir;

}

// i1zracunava broj 2n-tocifrenih brojeva kod kojih je zbir prvih n 1
// zbir drugih n cifara jednak
int brojBrojeva(int n) {

long long ukupnoBrojeva = 0;

long long max = (long long)pow(10, n) - 1;
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8.2. BPOJAIBE KOMBUHATOPHUX OBJEKATA

for (int prvaPolovina = 0; prvaPolovina <= max; prvaPolovina++) {
int zbirPrvePolovine = zbirCifara(prvaPolovina);
for (int drugaPolovina = 0; drugaPolovina <= max; drugaPolovina++) {
int zbirDrugePolovine = zbirCifara(drugaPolovina);
if (zbirPrvePolovine == zbirDrugePolovine)
ukupnoBrojeva++;
}
}
return ukupnoBrojeva;

}

Bpoj n-ronudpenux dpojesa naror 30upa

Iomto eBa U IecHa TOJIOBHMHA Tpeda Ja mMajy ucTu 30up (Ha mpuMep, S), M jeHa U Apyra mojioBuHa he dutu n-
TonmdpeHn dpojeBu unju je 30up nudapa s. 3dup mudapa n-rouudperor Opoja yzuma spegHoctr of 0 (3a dpoj
00...0) 109 - n (32 6poj 99...9). 3a cBako TakBO s Tpeda Jia OJPEIUMO Ha KOJIMKO Pa3sHUX HaYMHA MOXEMO Ja
omadepeMo 1Ba dpoja unju je 30up nucdapa s. O3HaunUMO ca by Opoj n-TormdpeHnx dpojeBa Kojuma je 3oup rudapa
5 (dpoj m3mely O n 9 - n). laksie v IpBY W APYTY MOJOBUHY MOeMO n3adpaTyu Ha by HauMHa (TOLITO OHE HE MOpajy
OMTH pa3MuuTe), TAKO JIa IOCTOjH YKYNHO b2 SpojeBa umja JieBa 1 JlecHa MOJNOBUHA UMajy 30up s. 3aTo he TpaxeHu
0poj dutn jemnak b3 + b3 + ... + b3, .

Ocrtaje nuTame Kako OAPeAnUTH Opoj n-ToludpeHux dpojeBa uuju je 30up s.
Bpojame 6pojeBa garor 30upa

Jenan HauMH je Aa ce yBese HU3 Opojaya, [0 jeJaH 3a CBaKy BPeJHOCT c. Y MeT/bH ce oOmase cBu Opojesu ox 0 1o
10™ — 1, 3a cBaku ce ogpelyje 30up nudapa u ysehasa ce dpojau dpojeBa qodOujeHor 30uMpa.

Anamm3a cao:xxeHoctu. [omro ce 3a cBaku o, 10™ n-tonmdpenux Opojea 30up nudapa u3padyHapa y CI0OKEeHO-
cr O(n), ¥ TIOIITO ce KOHAYHU OPOj padyHa y 9n Kopaka netbe Tj. y cioxeHocta O(n), CI0KEHOCT OBOT JITOPUTMA
jen-10™.

// izracunava broj 2n-tocifrenih brojeva kod kojih je zbir prvih n 1
// zbir drugih n cifara jednak
long long brojBrojeva(int n) {

// broj brojeva sa datim zbirom cifara

vector<long long> brojBrojevaDatogzbiraCifara(9*n + 1, 0);

// za sve n-tocifrene brojeve izmedju 060..0 1 99...9
long long st10 = Stepen(10, n);
for (long long broj = 0; broj < st10; broj++)
// odredjujemo zbir cifara i uvecavamo broj brojeva sa tim zbirom

// cifara
brojBrojevaDatogZbiraCifara[ZbirCifara(broj)]++;

// ukupan broj brojeva cija leva i1 desna polovina imaju isti broj cifara
long long ukupnoBrojeva = 0;
// za svaki moguci zbir cifara polovine broja
for (int zbir = 0; zbir <= 9*n; zbir++) {
// postoji b n-tocifrenih brojeva koji imaju zbir cifara zbir
long long b = brojBrojevaDatogzZbiraCifara[zbir];
// levu polovinu broja mozemo odabrati na b nacina i desnu
// polovinu na b nacina, tako da ukupno takvih brojeva ima b*b
ukupnoBrojeva += b * b;
}

return ukupnoBrojeva;

}

Bpojame napTuiuja (MuHAMHYKIM POrpaMupameM

Jenan HaumH f1a ce oppeny dpoj n-TormdpeHux dpojeBa umju je 30mp nudpa by je ma ce MpUMeHH PeKyp3UBHO
pemierse 1o dpojy nudapa.
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VBeaMMO cTora 03Haky by, s 32 Opoj k-ToumdpeHnx dpojesa unju je 30up uudapa s.
* Ako je k =1, dpojeBa by s uma 13a 0 < 5 <9, 1j. 0y cynmpoTHOM.

* Axo je k > 1 Taja Ha MPBO MECTO MOKEMO MOCTaBUTU OMIIO KOJjy 1udpy c o 0 1o 9 (Tj. 10 s ako je s < 9).
Kana my nocraBumo, octase mugpe MoxeMo IOCTaBUTH Ha by, 1 s . HaunHa. Jlaxie,

min (s,9)

bk,s = § bkfl,sfo
c=0

IMowito ce y 0BOj peKpy3UBHO]j (hOpMyJIaliMji PeKYP3UBHH MO3MBH ITPEKJIanajy, NOTpedHO je YIOTPeOUTH TEXHHUKY
JVMHAMHAYKOT TIporpaMHpama Ja ou ce pememe yopsano. JeqHa MoryhHOCT je 1a yHoTpednMo MeMOU3aIlyjy.

// broj nacina da se napravi broj koji ima brojCifara cifara i kome je
// zbir cifara jednak zbirCifara
long long brojParticija(int zbirCifara, int brojCifara) {
// koristimo memoizaciju da bismo izbegli da vise puta racunamo
// jedan te isti rezultat - najjednostavnija (ali ne 1
// najefikasnija) implementacija cuva ranije rezultate u recniku
static map<pair<int, int>, long long> memo;
// proveravamo da 1i smo vec racunali ovaj rezultat i ako jesmo
// vracamo raniji rezultat
auto p = make_pair(zbirCifara, brojCifara);
if (memo.find(p) !'= memo.end())
return memo[p];

if (brojCifara == 1)
// brojevi izmedju @ 1 9 se mogu na jedan nacin predstaviti kao
// zbir jedne cifre, a veci brojevi od toga se ne mogu predstaviti
return memo[p] = zbirCifara < 10 2 1 : 0;
else {
long long rezultat = 0;
// na prvo mesto postavljamo redom jednu po jednu cifru
for (int cifra = 0; cifra <= 9 && cifra <= zbirCifara; cifra++)
// rekurzivno racunamo broj particija preostalog zbira sa jednom
// cifrom manje
rezultat += brojParticija(zbirCifara - cifra, brojCifara - 1);
return memo[p] = rezultat;
}
}

// izracunava broj 2n-tocifrenih brojeva kod kojih je zbir prvih n i
// zbir drugih n cifara jednak
long long brojBrojeva(int n) {
long long ukupnoBrojeva = 0;
for (int zbirCifara = 0; zbirCifara <= 9*n; zbirCifara++) {
long long b = brojParticija(zbirCifara, n);
ukupnoBrojeva += b * b;
}
return ukupnoBrojeva;

}

III/lHaMI/I‘-[KO nporpamMmmpamn€ HaBUIIIe

VMecTo MeMoun3alyje MokeMo yIOoTpedHTH 1 UHAMITIKO POTpaMupare Hauile. BpeqHoctu by, ; MoxeMo dyBaTH
y MaTpUIY, Yije MOMyhaBamke MOYUHEeMO OJ] IPBOT peaa (3a k = 1) u momymaBaMo je 3aTHUM pej 1o pef, 3a pactyhe
BPEAHOCTH K.

IIpnmep. Ha npumep, na ducmo oapeanu opoj bs 15 nonymwasamo cienehy mMaTpuiry.
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06 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

111111111111 06 6 06 0 606 0
211 2 3 456 7 8 910 9 8 7 6 5 4
3] 1 3 610 1521 28 36 4555 63 69 73 75 75 73

// alociramo matricu dimenzije m x n
vector<vector<long long>> alociraj(int m, int n) {
vector<vector<long long>> rezultat(m);
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
rezultat[i].resize(n);
return rezultat;

}

// vraca matricu koja za svaki brojCifara od 1 do maxBrojCifara i

// svaki zbirCifara od 1 do maxZbirCifara na mestu

// [brojCifara][zbirCifara] sadrzi broj brojeva koji imaju brojCifara

// cifara 1 zbir cifara jednak broju zbirCifara

vector<vector<long long>> brojParticija(int maxBrojCifara, int maxzbirCifara) {
vector<vector<long long>> dp = alociraj(maxBrojCifara + 1, maxzbirCifara + 1);

// brojevi izmedju 0 1 9 se mogu na jedan nacin predstaviti kao zbir

// Jjedne cifre, a veci brojevi od toga se ne mogu predstaviti

for (int zbirCifara = 0; zbirCifara <= maxzbirCifara; zbirCifara++)
dp[1][zbirCifara] = zbirCifara < 10 ? 1 : 0;

// odredjujemo broj razlaganja na vise cifara
for (int brojCifara = 2; brojCifara <= maxBrojCifara; brojCifara++) {
// zbir moramo da obilazimo unazad da bismo mogli da koristimo
// samo jedan niz
for (int zbirCifara = 0; zbirCifara <= maxzbirCifara; zbirCifara++) {
dp[brojCifara][zbirCifara] = 0;
// na prvo mesto postavljamo redom jednu po jednu cifru
for (int cifra = 0; cifra <= 9 && cifra <= zbirCifara; cifra++)
// rekurzivno racunamo broj particija preostalog zbira sa jednom
// cifrom manje
dp[brojCifara][zbirCifara] += dp[brojCifara - 1][zbirCifara - cifra];
}
}

return dp;

}

// izracunava broj 2n-tocifrenih brojeva kod kojih je zbir prvih n i

// zbir drugih n cifara jednak

long long brojBrojeva(int n) {
// za svaki broj od @ do 9*n nas zanima koliko postoji razlicitih
// n-tocifrenih brojeva ciji je zbir cifara taj broj
vector<vector<long long>> dp = brojParticija(n, 9*n);

// ukupan broj brojeva cija leva i desna polovina imaju isti broj cifara
long long ukupnoBrojeva = 0;
// za svaki moguci zbir cifara polovine broja
for (int zbirCifara = 0; zbirCifara <= 9*n; zbirCifara++)
// postoji dp[n][zbirCifara] nacina da napravimo levu polovinu 1
// dp[n][zbirCifara] nacina da napravimo desnu polovinu broja
// tj. dp[zbirCifara]*dp[zbirCifara] nacina da odaberemo broj kome
// 1 leva 1 desna polovina imaju zbir cifara zbirCifara
ukupnoBrojeva += dp[n][zbirCifara] * dp[n][zbirCifara];
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return ukupnoBrojeva;

}

AHasm3a cJokeHOCTH. Makcumannu dpoj mmdapa je n, a MakcuMmanHu 3dup nudapa je 9n, na je uMeHsuja
marpuue (n + 1) x (9n + 1). Hakse, nonymasa ce O(n?) noma marpurie. CBako Tosbe 3axTeBa Hajpuuie 10
Kopaka cabupama (3a adpe o 0 10 9), ma ce cBaKo Mosbe NoMykasa y BpeMeny (1), Hoaylue y3 BETMKH KOHCTAHTHA
dakrtop. To du ce MOIJIO MONPABUTU aKo OU ce UyBaJlU MapliMjaiHy 30UPOBU ejieMeHaTa CBake BpcTe. YHoTpeda
napiujajIHuX 30MpOBa 33 ONTUMU3AIIN]Y U3pavyHaBarba 30MPOBa CErMeHATa IATOr HU3a MPUKa3aHa je, Ha puMep, y
3amaTky 301poBu cermenata. HakoH momymaBarma MaTpulie, Opoj ejeMeHara ce u3padyHasa y Bpemery O(n), oe3
kopumihema jo1aTHe Memopuje. Jlakie, u BpeMeHcKa 1 MeMopHjcka ciioxkeHoct je O(n?).

Memopujcka onTumMu3anmja

[IpumeTnmo 1a ce 3a M3pavdyHaBame BPEIHOCTH y pelly kK KOpUCTe caMo BPeAHOCTH y peny k — 1. 3ato Huje moTpedHo
YyBaTH LieJly MaTpuLly, Behi caMo ’eHy TPeTXOAHY BpcTy. JJonaTHoO, ako MPUMETHMO 1A 32 M3pavyyHaBarbe BPeAHOCTU
bk,s HUCY IOTpedHEe BPEIHOCTH U3 MPETXOIHOr pefa 3a 30upoBe s’ > s, IOBOJBHO je fa MOJATKE UyBaMO Camo y
jemHOM HM3Y y KOjeM heMo BpeJTHOCTH HApeJHOT pefia Off BPEAHOCTH MPETXOJHOT JOOMjATH TaKO ITO heMO KpeHyTH
0]l Kpaja U axxypupaTu jeaHy 1o jeaHy speaHoct. Ilomro by ¢ 3aBucH of by_1 s, IOTpedHa HaM je jeqHa nomohna
NPOMEH/bUBA Y K0joj heMo M3padyHaTH pe3yiTaT Ipe Hero IITO ra YNUIIEMO Ha MECTO S Y HU3Y WIHM BPEJHOCT
MOJKEMO JIOOMTH TaKO LITO BPEAHOCT Ha MecTy s Koja oxarorapa Imgpu 0 yehamo 3a BpeAHOCTH Ha MO3HUIMjaMa
S — c Koje oaroeapajy uudpama 1, 2 1 Tako gasse.

Anannsa cioxenoct. Jlumensuja marpure je O(n?), mto je v BpeMe NOTPEOHO 3a BeHO Moy baBarbe (y3 BEIMKH
KOHCTaHTHH (pakTOp, 300T cabupara 10 eneMenata). YKyIHa BpeMeHCKa clIokeHOCT oBor npuctyta je O(n?), jep je
HAKOH TIOIyEhaBarba MaTpuile notpedHo jom camo O(n) omepanuja. [lomuTo HUje MOTpeGHO YyBaTH Iiely MATPUILY,
Beh camo jemad Tekyhu pef, MeMOpHjcKa coxeHocT je camo O(n).

// za svaki broj iz [0, maxZbir] odredjujemo broj nacina da se taj
// broj predstavi kao zbir brojCifara cifara (pri cemu se u obzir
// uzima 1 redosled cifara)
vector<long long> brojParticija(int brojCifara, int maxzZbir) {

// resenje gradimo dinamickim programiranje

vector<long long> dp(maxZbir + 1);

// brojevi izmedju 0 1 9 se mogu na jedan nacin predstaviti kao zbir
// jedne cifre, a veci brojevi od toga se ne mogu predstaviti
for (int zbir = 0; zbir <= maxzbir; zbir++)

dp[zbir] = zbir < 10 2 1 : 0;

// odredjujemo broj razlaganja na vise cifara
for (int cifara = 2; cifara <= brojCifara; cifara++) {
// zbir moramo da obilazimo unazad da bismo mogli da koristimo
// samo jedan niz
for (int zbirCifara = maxzbir; zbirCifara >= 0; zbirCifara--) {
// na prvo mesto postavljamo redom jednu po jednu cifru
for (int cifra = 1; cifra <= 9 && cifra <= zbirCifara; cifra++)
// rekurzivno racunamo broj particija preostalog zbira sa jednom
// cifrom manje
dp[zbirCifara] += dp[zbirCifara - cifra];
}
}

return dp;

}

// 1zracunava broj 2n-tocifrenih brojeva kod kojih je zbir prvih n i
// zbir drugih n cifara jednak
long long brojBrojeva(int n) {
// za svakil broj od @ do 9*n nas zanima koliko postoji razlicitih
// n-tocifrenih brojeva ciji je zbir cifara taj broj
vector<long long> bp = brojParticija(n, 9*n);
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// ukupan broj brojeva cija leva i1 desna polovina imaju isti broj cifara
long long ukupnoBrojeva = 0;
// za svaki moguci zbir cifara polovine broja
for (int zbirCifara = 0; zbirCifara <= 9*n; zbirCifara++) {
// postoji bp[zbirCifara] nacina da napravimo levu polovinu i
// bp[zbirCifara] nacina da napravimo desnu polovinu broja
// tj. bp[zbirCifara]*bp[zbirCifara] nacina da odaberemo broj kome
// 1 leva 1 desna polovina imaju zbir cifara zbirCifara
ukupnoBrojeva += bp[zbirCifara] * bp[zbirCifara];

}

return ukupnoBrojeva;

3anarak: bpoj mojaB/buBama noHUCKE

Hancaty mporpam Kojum ce 3a JiBe JaTe HUCKE T U Yy, ofpelyje Opoj nojaBbrBamba HUCKE Y Kao MOAHU3a HUCKE .
Hucka y je mogHu3 HUCKe T aKO ce MOXe JOOUTH Of HICKE T OpUCameM IIPOU3BOJFHOT Opoja KapakTepa.

Vaa3: IIpsa nuHMja cTaHIAPAHOT yila3a CaapKu HUCKY &, a Ipyra JIMHUja HUCKY y. [lykuHe HucKH cy HajBuie 100
KapakTepa.

M3aa3: Ha cranpapaHoM usia3y nprKa3aTé caMo Opoj MojaB/bIBama HUCKE Y Kao MOAHM3A HUCKE .

IIpumep

Vaaz Hznaz
abcbca 3

abc

Objauirberse:

HO3I/II_[I/IjC HOjaBII)I/IBaH)a NoJgHu3a Ccy odeJrekeHe BEJIMKUM CJIOBHMa.

ABCbca
ABcbCa
AbcBCa

Pememe
Pa3mMoTprMO MPBO peKyp3UBHO pelliekhe.

* Ako cy 00e HHUCKe HelpasHe, TaJa Ce MOXe YINOPEIAUTH BUXOBO MOCIENE CJI0BO. AKO CY UM MOCIIEba CJIO-
Ba pa3MuKTa OHJA je YKYIaH Opoj MojaB/bUBamba MOJHNUCKE jeIHaK OpOjy HEHHX I0jaBbIBaba y Mpedukcy
TIpBe HUCKe Oe3 MOCNeAber KapaKkTepa, a ako Cy UM MOocjeha CI0Ba je[JHaKa, OHJa je YKyNaH Opoj MojaBibu-
Bama jeJHak ToM Opojy yBehaHoM 3a Opoj nojaBibuBama npedukca Apyre HUCKe 0e3 MOCIeAer KapakTepa y
npeukcy mpBe HUCKe Oe3 TocTeIher KapakTepa.

» bazy uyMHe ciyyajeBH KaJa je HeKa HUCKa Mpa3Ha. AKO je Apyra HUCKa Mpa3Ha TaJa ce OH/a JeAHOM jaBiba Kao
TMIO/IHM3 TIPBE HUCKE, a aKO je MpBa HKCKa ITpa3Ha (a Apyra HUje) TaJa OHa He caJpXH MOJHU3 KOjHU OAroBapa
JpYyroj HUCKU.

[Nomro ce Kpo3 peKkyp3ujy CTaTHO pa3Marpajy npeUKCH HUCKH, HUCKE HE MOPaMO MEHaTH Kpo3 peKyp3ujy, Beh
MOXeMo mpociiehuBaty camo nyxuHe npedurkca (Heka je n qykvHa npedukca npse, a m ayKuHa npedukca apyre
HuUcke). Ako je f(n, m) TpaxeHu Opoj MOjaB/bUBatba, Ta1d BAXHU:

F(n,0) =1

f(0,m)=0, zam >0

fnom)=fn—1,m)+ fln—1,m—1), 3an,m>0 a, =ap
fn,m)=f(n—1,m), zan,m>0 a, # an

Ha ocHOBy OBora je BeoMa jeAHOCTaBHO HAIIPABUTH PEKYpP3UBHY NMIUIEMEHTALIH]Y.
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long long brojPojavljivanjaPodniske(const string& niska, int duzina_niske,
const string& podniska, int duzina_podniske) {
if (duzina_podniske == 0)
return 1;
if (duzina_niske == 0)
return 0;
long long broj = brojPojavljivanjaPodniske(niska, duzina_niske-1,
podniska, duzina_podniske);
if (niska[duzina_niske-1] == podniska[duzina_podniske-1])
broj += brojPojavljivanjaPodniske(niska, duzina_niske-1,
podniska, duzina_podniske-1);
return broj;

}

long long brojPojavljivanjaPodniske(const string& niska,
const string& podniska) {
return brojPojavljivanjaPodniske(niska, niska.length(), podniska, podniska.length());

}

C 0d3upom Ha 10 j1a fie ce y HAaMBHO] peKyp3UBHOj UMITIEMEHTAIIUjU UCTH PEKYP3UBHU MO3WBU U3BPIIABATH BUIIIE
IyTa, TakBa UMIUIEMeHTalja duhe HeepukacHa. EdukacHOCT ce Jako Moe MONPABUTH TEXHUKOM JHMHAMHYKOT
Iporpamupama (o110 MeMon3alyjoM, OWIO JUHAMUYKUM MporpamupameM Hasuule). Iomro ¢dyHkIMja uma gsa
rapaMeTpa, BPeAHOCTH PEKYP3UBHHX TO3KBA MOKEMO ITAMTHTH Y MAaTPHLIH.

IIpumep. IIpukaxxumo oBy MaTpHIly Ha IpAMEpPY Opojarka 10jaBJbHBarba OAHICKE abc yHyTap HucKe abcbca.

aunnh WNEL O

ToruTo eeMeHT Ha MO3ULKjU (7, ) 3aBHUCH Of eJleMeHara Ha nosundjama (n — 1,m) u (n — 1, m — 1) marpuuy
MOXEMO TIONYHaBATH OMJIO BPCTY 110 BPCTY, OO KOJIOHY TIO KOJIOHY.

long long brojPojavljivanjaPodniskaa(const string& niska,
const string& podniska) {
int n = niska.length();
int m = podniska.length();
vector<vector<long long>> dp(n + 1);
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
dp[i].resize(m + 1);

for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
dp[i][e] = 1;
for (int j = 1; j <= m; j++)
dp[0][3] = 0;
for (int 1 = 1; 1 <= n; i++)
for (int j = 1; j <= m; j++) {
dp[i]l[3] = dp[i-1]1[]];

if (niska[i-1] == podniska[j-1])
dp[i][J] += dp[i-1]1[]-1];
}
return dp[n][m];

}

AKO IPeTIocTaBuMO J1a MOMyHkaBaMo BPCTY 10 BPCTY MaTpPUIIE MOXKEMO U3BPIIMTH MEMOPH]CKY ONTUMU3ALH]y TaKO
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IITO CaMO YyBaMO €JIEMEHTe jeAHe BpcTe. Y NPBOj BPCTU MHHULIMJAIM3YjEMO CBE €JIeMEHTe Ha HYJy, OCHM IPBOT
KOjU MHHLMjaIm3yjeMo Ha jenunuIly. [Ipunmkom mpernacka ca Tekyhe Ha HapemHy BPCTY, aKypHpame MOKEMO Bp-
IIIUTH C IECHA Ha JIeBO. AKO Cy oAroBapajyhu kapakTepy HUCKM jeJHAKH, TaJa TeKyhu eieMeHT yBehaBamo 3a ieMy
MIPETXOJHH.

long long brojPojavljivanjaPodniske(const string& niska,
const string& podniska) {

int n = niska.length();
int m = podniska.length();
vector<long long> dp(m + 1, 0);
dp[o] = 1;
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)

for (int j =m; j >= 1; j--)

if (niska[i-1] == podniska[j-1])
dp[j] += dp[j-11;

return dp[m];

8.3 OnTumm3anmja kopumhememM JUHAMUYKOT IPOrpaMupama

JIMHAMITYKO MpOrpaMHparbe ce 4ecTo MpUMelbyje y pelliaBarby ONTUMU3ALMOHMX 33/aTaka (3aJaTaka y KojuMa ce
TpaXu J1a ce OipeIy HajMara WK HajBeha BpeJHOCT KOja 3a70BOJbaBa HEKH YCJIOB). [la OM onTHMH3aLMOHY 3a/1aTakK
MOTa0 Jia ce pelliaBa JMHAMUYKUM IIPOrpaMUpameM, HOTpedHO je (hopMyIMCcCaTU BEeroBO PEKYP3UBHO pelliere, LITO
3HAYM Jia podJIeM Mopa [Jia 3aJJ0BOJbaBa TAKO3BAHO CBOjCTBO ONTHMAJHE MOACTPYKType. To 3Hauu jaa ce onTu-
MAJIHO pelliere MOJIa3HOT MpodiieMa MOXe OAPEAUTH Ha OCHOBY ONTHMATHHUX Pelliekha MOTHpodIeMa UCTOT 00JIHKa,
M Marbe JUMEH3Hje.

Ha npumep, Hajkpahu nyT u3mehy tauke A v Tauke B Koju rmpojiasu npeko tauke C' ce JoOuja Tako LITO ce UCKOMOU-
Hyjy Hajkpahu nyT u3mely tauke A u Tauke C' u Hakpahu nyT nzmely Tauke C' v Tauke B, MITO 3Ha4M Ja IpodiemM
onpehuBama Hajkpahux ImyTeBa MMa CBOJCTBO ONTHMAaJIHE MOACTPYKTYPE U MOXKE ce pelllaBaTH JUHAMUYKUAM IIpO-
rpaMupameM (Ha TOj TeXHHI je 3acHOBaH [lajKCTpHH anropuTaM, KOjU je jedaH oj] HajIyBeHHUjUX aJfToOprTaMa 3a
PpELLBamkE TOT MpodieMa).

Mehytum, HajjehTUHUjU aBUOHCKH JieT of1 aepoapoma A 1o aepoapoma B npeko aepoapoma C' He Mopa a Oyae
komOuHaImja Hajjeprinujux netoa ox A 1o C non C 1o B (360r mocedHHX MOMycTa Koje aBUO-KOMITaHUje Hy e 3a
[OBE3aHe JIETOBE), TAKO Jja ce MpodJeM ojpehuBama HajjeTUHU]Er J1eTa HeMa CBOjCTBO ONTUMAJIHE MOJCTPYKTYpe
1 HE MOXeE Ce pelllaBaTy JUHAMUYKMM MTPOrPaMUpPabEM.

3agarak: MakcumaJiHu 30Mp HA YTy KPO3 MaTPHILY

V talenu aumeH3Mja n X n MoJba Cy nonymeHa dpama ox 0 1o 9. Mrpad koju ce Hajasy y TOPHEM JIEBOM YTy
Tadese MoXke Ja y jeIHOM Kopaky Ipelje y cyceHO IeCHO MoJbe WM CyCeIHO Aoe noske. Llnmb My je na cturae oo
JOEET JECHOT TI0Jba TaKo Ja 30Mp BPEeJHOCTH Ha npeheHum nossuMa Oyae MakcuMmanaH. HamumcaTu mporpam Kojum
ce ofpelyje MakCMMaIHHU 30Up KOjy MOXe OCTBAPUTH Urpad MPH KpeTamy OJl TOPH-ET JIEBOT 0 AOHEr AECHOT yIJa.

VYaa3: YV npBoj 1uHMjM CTaHJAPAHOT yJa3a ce yHocu Opoj penosa Tadene n (1 < n < 30), a y cnenehux n pegosa
o n uudapa og 0 1o 9.

N3na3: ¥V npBoj JIMHUJU CTaHAAPIHOT U3J1a3a MPUKA3aTH TPakeHy BPEIHOCT MaKCUMAJIHOT 30Hpa.

IIpumep
Yaaz Hznaz
38

AL NEFEL DWW
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Pekyp3uBHO pemieme

IMokymajMo npBo Aa AepMHHUIIEMO PEKYP3UBHO pellee. JdedunuiniemMo pekyp3uBHy GyHKIM)Y Koja onpelyje Mak-
CHMaJTHU 301p BPEIHOCTH KOju ce Moxe roctuhin kpehyhu ce on niosba (0, 0) o nator noska (v, k), Koje je napamerap
dynkumje. TpaxkeHu pesynrar godujamo kana je (v, k) jemHako (n — 1,n — 1).

W3na3 u3 pekyp3uje npeacraba ciydaj kaga je (v, k) = (0,0) — mocroju camo jenna mytara ox mosba (0,0) mo
Bera camor (Ka/ia ce He MOMepaMo) 1 30Mp BPEIHOCTH Ha HO] je jefHak BpeqHocTd Ha oy (0, 0).

V cynporHoMm nocMarpajmo Heko mosbe (v, k) pasmuuamro ox (0,0). Ha To cMo mosbe Mo gohu win ca mosba
(v—1,k) wm canomwa (v, k — 1), ipu yeMy NpBH clly4a] HAje Moryh Kaja ce ojbe HaJla3u y OYeTHOj BpeTH (Kaga
je v = 0), a apyru HUje Moryh Kaja ce mojbe Hajla3u y MovyeTHoj KojoHu (kajga je k = 0). Ila Ou ce mocturao
ONTHMATHU 30up 710 moska (v, k), Mopa ce noctuhin OnTUMAIHI 30HP JI0 [0Jba Ca KO CMO Ha Hhera Mpeluid. 3aucra
aKo Ou ce 10 MPETXOIHOT T0Jba MOJIO JONH MyTamoM ca BeliuM 30MpoM, TaJa OUCMO Ty IyTaky MOIJIM MPOIIUPUTH
HOCJIE/AEbUM TIPEJIACKOM Ha MoJbe (v, k) 1 nodutu Bely BpeHOCT 30Kpa Ha MmyTamu 10 1osba (v, k). 3aTo BpeaHoCT
oxnpebyjemo mopajyhu enemeHt Marpuue Ha no3uuuju (v, k) Ha BpeAHOCTH PeKypP3MBHUX Mo3uBa 3a noska (v — 1, k)
u (v, k — 1) (BoAMBIIM padyHa Jia ce NPECKOYM HeoAropapajyhu peKyp3uBHU MO3MB y CiydajeBumMa Kaaa je v = 0
1j. k = 0) n dupajyhu noBosbHUjy 011 Te 1Be BapHjaHTe (OHY Koja aaje Behu 30up).

Ako ca z(v, k) 0besexumMo BpeIHOCT MAKCUMAJTHOT 30upa 10 nosba (v, k), Taga Baxu cirenehe:

0 akojev =0k =0
(0, k) = z(v,k—1) akojev =0uk >0
) 2(v = 1,k) akojev >0uk =0

max(z(v — 1,k),z(v,k —1)) akojev>0uk >0

Ogaj npodiieM mocejyje CBOjCTBO ONTHMAJIHE NOACTPYKTYpe. PeKyp3rBHO pellere OBOr ONTUMHU3ALIMOHOT ITpodJie-
Ma je dmito Moryhe 3axBasby jyhir ToMe IITO OBaj MpodJIeM 3a/10B0JbaBa MPUHIIHIT ONITUMATHOCTH, TT0 KOME OIITIMAJTHO
peleme mpodiaeMa Mopa CaipkaTh U ONTUMAJTHO pellielhe CBaKOT CBOT MOTHpodieMa. Y OBOM MPOdJIEMY TO CBOj-
CTBO je MCIYH-EHO jep ONTUMAJIHA MyTama, Koja NpelcTaB/ba peliehe npodieMa, Mopa OMTH ONTUMaIHa Ha CBAKOM
JeJy myTa.

IMpumep. Panu unycrpoBama mpodiema pa3MOTpUMO KBaapaTHy Matpuity A ciepeher cagpxaja:

4 3 5 7 5
1 9 4 1 3
2 3 5 1 2
1 3 1 2 0
4 6 7 2 1

Bpennoct Hajeeher 301pa 10 CBAKOT O[] M0Jba MOXKE CE U3PAUyHATH HA OCHOBY MPETXO/IHE PeKyp3uBHE AeUHUIIIje
U MOXKe Ce MPEJICTABUTH Clie,eNOM MaTPHUIIOM.

4 7 12 19 24
5 16 20 21 27
7 19 25 26 29
8 22 26 28 29
12 28 35 37 38

int makszZbir(const vector<vector<int>>& M, int n, int v, int k) {
if (v == 0 && k == 0)
return M[v][k];
int odGore = 0, slLeva = 0;

if (v > 0)

odGore = M[v][k] + makszbir(M, n, v-1, k);
if (k > 0)

sLeva = M[v][k] + makszbir(M, n, v, k-1);
if (v == 0) return slLeva;

if (k == 0) return odGore;
return max(odGore, sleva);
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int makszZbir(const vector<vector<int>>& M) {
int n = M.size();
return makszbir(M, n, n-1, n-1);

}

AHaJn3a CJ0KEeHOCTH. Y PeKyp3VBHO] UMIUIEMEHTALIM]H JI0JIa3H [0 NOHAB/baha NCTUX PEKypP3UBHUX MO3MBA (Ha
TIpUMep, ako HarpaBiuMo kopake dole-desno u desno-dole, Hahu hemo ce Ha ncrom nossy). Crora je nperxogHa
MMIUIEMEHTAIH]ja U3Pa3suTo HeeprKacHa (CJI0KEHOCT Hajroper cilyvaja je eKCIIOHEHIIMjaTHa).

Moryhe je matu 1 gyaiHy pekyp3uBHY OeHHHIIN]Y, KOjOM Ce H3padyHaBa ONTUMAJIHH YT O JATOr moska (v, k) 10
Kpajier nosba (n — 1,n— 1). M3na3 us pexypsuje je kana je (v, k) = (n —1,n— 1), 10K y peKyp3MBHIM KOpalmMa
AQHAIM3MPaMO JBa [0Jba JO KOjUX MOxeMo aohu ca Tekyher (To Cy OHO IeCHO U JJ0JIe Of] 1era) U 3a IUX PEKYp3UBHO
Mo3UBaMo (PyHKLH]Y.

int makszbir(const vector<vector<int>>& M, int n, int v, int k) {
if (v >= n-1 && k >= n-1)
return M[v][k];
int dole, desno;
if (v<n-1)
dole = M[v][k] + makszbir(M, n, v+1, k);
if (k<n - 1)
desno = M[v][k] + makszbir(M, n, v, k+1);
if (v >= n-1) return desno;
if (k >= n-1) return dole;
return max(dole, desno);

}

int makszbir(const vector<vector<int>>& M) {
return makszZbir(M, M.size(), 0, 0);
}

Memou3zanuja

Pememe qUpeKTHOM peKyp3UjoM je HeepMKacCHO U MOTPEOHO je W3BPIIMTH ONTUMH3ALUjy TEXHUKOM JUHAMUYKOT
nporpamupama. Pekyp3uBHy (yHKUM]y je Moryhe mpoiuupuTi KopulnheweM Memousauuje. PesyaTar 3a cBako
nosbe heMo MamMTUTH y MaTpuny.

V jesuky C++ MaTpuiry MOXKeMO IpeICTaBUTH MOMONy BEKTOpa KO jU CAIp:KU BEKTOPE U KOjU Ce JMHAMHUYKY aJIOIApa
TOKOM pajia Mporpama, Kaja je rnosHara AuMeH3uja yuntaHe Matpuiie. OBO pelliere je eleraHTHO U (hJIeKCUOUITHO,
aJly ce MOpa HaloOMEHYTH Ja ce oApeleHo Bpeme rydu Ha JIMHAMHUUKY ajJoKall{jy, TaKo Ja ce Majo OpikH Mporpam
MO2Ke JOOUTH aKo O1 MaTpula Ouiia yHarpe1 CTaTUIKY ajlonupana (1o ueHy, Beher rydutka memopuje y ciydajeBuma
Ka/ia je JUMeH3Hja yIuTaHe MaTpHLe Mama 0] MaKCUMaJTHe IUMEH3Hje JOIyIITeHe TEKCTOM 3a7aTKa).

Anamu3a ciokeHocTH. 3a cBaku map opojeBa (v, k), takaB ga je 0 < v, k < n, u3padyHaBarme Ce BPIIU CaMO
jeIHOM, a 3aTUM ce U3pavyHaTa BPeJHOCT OYMTaBa U3 MaTpule. MeMOpHjcKa 1 BpeMEHCKa CJIOKEHOCT OBOT pellieha
cy crora O(n?).

int makszbir(const vector<vector<int>>& M, int n, int v, int k,
vector<vector<int>>& memo) {
if (memo[v][k] != -1)
return memo[v][k];

if (v == 0 && k == 0)
return memo[v][k] = M[v][k];
int odGore = 0, sLeva = 0;

if (v > 0)

odGore = M[v][k] + makszbir(M, n, v-1, k, memo);
if (k > 0)

sLeva = M[v][k] + makszbir(M, n, v, k-1, memo);
if (v == 0) return memo[v][k] = sLeva;

if (k == 0) return memo[v][k] = odGore;
return memo[v][k] = max(odGore, sLeva);
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}

int makszZbir(const vector<vector<int>>& M) {
int n = M.size();
vector<vector<int>> memo(n, vector<int>(n, -1));
return makszbir(M, n, n-1, n-1, memo);

}

III/IHaMl/I‘lKO nporpamMmmpamn€ HaBUIIIe

YMecTo MeMon3alje MOKXEMO YIOTPEOUTH U JMHAMUUKO [TPOrpaMupame HaBuile. Pe3ynTaT pekyp3uBHe (byHKIH]E
KOja U3pavyHaBa MakCHMaJHy BpeqHoct 30oupa o nosba (0,0) mo nosma (v, k), namruhemo y momohnoj Marpuim
Ha BeHOM 1osby (v, k). TIOIITO eleMEHT y MATpHIM MOXe [a 3aBHCH Off eJIEMEHTA U3HA[ U JIEBO 01 cede, MaTpHiLy
MOXEMO TOIyHaBaTH BPCTY MO BPCTY (a Moryhe Ou Omiio momymaBatH je ¥ KOJIOHY 110 KOJIOHY). BpeaHocT Ha momy
(0,0) npenucahemo U3 HoasHe MaTpuIle, OCTANE BPEJHOCTH Y MPBOj Bpctu hemo 00Ut yBehaBameM BpeHOCTH
JIEBO Of1 BUX OJroBapajyhum eneMeHTOM Mosa3He MaTpHLIE, a OCTaJle BpEJHOCTU y IIPBOj KoJoHM heMo 10duTu yBe-
haBameM BpeAHOCTU U3HAJ BUX oJropapajyhum enxemenTom nonasHe marpune. OcTaje BpeJHOCTH y MaTpuL hemo
JOOUTH MpOHAJIaXemeM Beher o1 eJleMeHTa U3HAJ U JIeBO OJ] BbUX U yBehaBamweM Tor Beher Opoja 3a ogroeapajyhy
BPEAHOCT y MOJIa3HOj MaTpPHIIH.

int makszZbir(const vector<vector<int>>& M) {
int n = M.size();
vector<vector<int>> dp(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
dp[i].resize(n);
dp[o][0] = mM[o][0];
for (int v = 1; v < n; v++)

dp[v][0] = dp[v-1][0] + M[v][O];
for (int k = 1; k < n; k++)

dp[0][k] = dp[0][k-1] + M[0][k];
for (int v = 1; v < n; v++)

for (int ; = 1; k < n; k++)
dp[v][k] = max(dp[v-1][k] + M[v][k], dp[v][k-1] + M[v][k]);

return dp[n-1][n-1];

Memopujcka onTumMusanuja

MoskeMO NPUMETUTH /1A eJIEMEHTH y CBaKOj BPCTH MaTpHIE KajJa ce KOPUCTU AMHAMMYKO IPOrpaMHpare HaBHIIE
3aBHCE CaMO O] BPEJHOCTH Y MPETXOAHO] BPCTU (a He OJ BPEAHOCTH y BpcTama mpe ie). To Ham omoryhaa na
HanpaBUMO JIOAATHY ONTUMU3ALM]y TaKO ITO heMo yMecTo MaTpHLe 32 JUHAMUYKO IPOrpaMUpame KOPUCTUTH ca-
Mo jemaH noMohHM HU3 (y KOM heMO MamMTUTH elleMeHTe MPETXOIHE BPCTe, a 3aTUM HX jeflaH IO jeJaH MEeHaTH
eJleMeHTHMa TeKyhe BpcTe).

Ananm3a c10keH0CTH. BpeMeHcKa ClokeHOCT 0BOr pelena octaje O(n?), alm MEMOPHjCKa CIIOKEHOCT ce cMa-
wyje Ha O(n).

int makszbir(const vector<vector<int>>& M) {
int n = M.size();
vector<int> dp(n);
dp[0] = M[o][0];
for (int k = 1; k < n; k++)
dp[k] = dp[k-1] + M[O][K];
for (int v = 1; v < n; v++) {
dp[0] += M[v][0];
for (int k = 1; k < n; k++)
dp[k] = max(dp[k] + M[v][k], dp[k-1] + M[v][k]);
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return dp[n-1];
}

3amarak: MakcuMaJHH YT KPO3 MATPHILY

VY Tabenu gumeHsHja n X n MoJba cy nomymweHa nudpama og 0 go 9. Urpad koju ce Hanas3u y TOPEHEM JIEBOM YITIy
Tadese MoXe JJja y jeIHOM Kopaky mpelje y cyceHO IeCHO MoJbe WM CyCeIHO Aoe noske. Llnm My je na cturae go
JOEET JECHOT TI0Jba TaKo Ja 30Mp BPeJHOCTH Ha npeheHum mosbuMa Oyae MakcuMaiaH. HamwmcaTu mporpam Kojum
ce oapehyje MakcumMasTHU 30Mp KOjy MOKe OCTBAPUTH Urpay MPH KPeTary OJ] TOPH-ET JIEBOT JI0 IOWET JAECHOT YIJia U
UHCTpYKIMje KpeTama: desno, dole, kojuma ce 00e30eljyje KpeTame MpeKo 1moJba Koja ajy MaKCUMAaJTHU 30up (aKo
r“Ma BUILEe MOTyhux myTeBa, UCIIUCATH OWIIO KOjH).

Vna3: ¥V npBoj IMHUjU CTaHAAPAHOT yja3a ce yHocu Opoj penosa tadene n (1 < n < 30), a y cienehux n penosa
o n uudapa og 0 10 9.

N3aa3: Y npBoj IMHUjU CTAaHIAPIHOT U3/1a3a MPUKA3aTH TPAKEHY BPEJHOCT MAKCUMAJIHOT 30Mpa, a y HapeIHUM JIU-
HHUjaMa UCIIMCAaTH MHCTPYKIIMje 3a KpeTawe: desno, dole - y cBakoM pefy To jeqHy, Kojuma ce ode3dehyje kpeTamwe
MIPEeKOo M0Jba KOja Aajy MAaKCUMAITHU 30Up.

IIpumep

Vaaz Uznaz

5 38

4 3 5 7 5 desno

1 9 4 1 3 dole

2 3 5 1 2 dole

1 3 1 2 0 dole

4 6 7 2 1 dole
desno
desno
desno

Pememe

OBaj 3ajarak npejcTaB/ba MpoUIMperbe 3anartka Makcumarnu 30up Ha myTy Kpo3 Marpuily. HakoH oppelhuBama
OIITHMAJIHOT ITyTa, ITOTPpedHO je peKOHCTpyUcaT! U caM nyT. Mako je moHeka HoTpedHO CKIAJUIITUTH U I0JaTHE
uH(popMaLHje na Ou ce Off BPSAHOCTH pellieha MOIJIO PEKOHCTPYHCATH pellieihe, OBJIE TO HUje CTyyvaj - pelierhe je y
MOTIYHOCTH MOTYlie peKOHCTPYHCATH Ha OCHOBY MaTpHIIe U3rpafeHe y CKJIOIy AMHAMUYKOT IPOrpaMUpar-a HaBHIIe
(v y ckutorry Memou3arje). Mmak, HarmacuMo J1a HaM je rmoTpedHa Iiela MaTpHia U Aa Huje Moryhe M3BpIIUTH
ONTHMHU3AIM]Y Y KOjOj ce dyBa camo Tekyha BpcTa MaTpulie.

TokoM pekOHCTpyKLMje pelerha KpeheMo yHa3aj, oJ] 3aBPIIHOT 110Jba 12 CBE JI0 OYETHOT U Ha OCHOBY BPEIHOCTH
y MaTpHLH 3aKJbydyjeMO ca KOT PETXOJHOT I0Jba Ce CTUIVIO Ha TeKyhe. AHaJInM3Hpamo 1ojbe JIEBO U T0Jbe U3HA[
Tekyher u rjielaMo Ha KOM Off BbUX nuiiie Beha BpeAHOCT (aKo Cy BPeTHOCTH je[HaKe, CBejeJHO je Koje hemo nosmbe
ogadpartu). Kama 3HaMo ca KOr cMo noJba CTUINIM Ha TeKyhe, 3HaMO M Ha OCHOBY KOje MHCTpYKIMje podOT IpaBU
Taj KOpaKk (ako CMO JOIIUIH ca 110Jba JIEBO, MHCTPYKIMja je desno, a ako CMO JOIUIH ca 10Jba U3HAJ, NHCTPYKIHja
je dole). IloTpedno je camo a TOCedHO 0OPATHMO MaKEy Ha IM0Jba Y MPBOj BPCTH U MPBOj KOJIOHH, jep KO HBHX
nocroju camo jeana moryhnoct. Kpaj pekorcrpykupje Hactyna kaga gohemo go mossa (0, 0). [Tpumernmo qa Ha 0Baj
HauuH, Kpehyhu ce of] 3aBpIIHOT Ka M0JIa3HOM I0JbY OApelyjeMo HU3 MHCTPYKIIHja YHATpar, y 0OpaTHOM peaocyeny.
Ha ducMo 100MIM MHCTPYKIIMje y pefociey KOju je 3aXTeBaH, MOXEMO yIOTPeOUTU peKyp3uBHY (PYHKIIU]Y, TAKO
IITO IIPBO PEKYP3MBHO UCIHMIIEMO CBE MHCTPYKIIMjE 3a JI0/a3aK Ha IIPETXOIHO T0/be U TeK HAKOH TOra UCIHIIEMO
MHCTPYKLHMjY 3a Mpeia3ak ca NPeTXOAHOr Ha TeKyhe mosbe.

vector<vector<int>> makszZbirDP(const vector<vector<int>>& M) {
int n = M.size();
vector<vector<int>> dp(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
dp[i].resize(n);
dp[o][0] = mM[o][0];
for (int v = 1; v < n; v++)
dp[v][0] = dp[v-1][0] + M[v][O];
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for (int k = 1; k < n; k++)

dp[0][k] = dp[0][k-1] + M[O][k];

for (int v = 1; v < n; v++)
for (int k = 1; k < n; k++)
dp[v][k] = max(dp[v-1][k] + M[v][k], dp[v][k-1] + M[vI[k]);
return dp;
}

// ispisuje instrukcije kretanja od polja (0, 0) do polja (v, k)
void pisiPut(int v, int k, const vector<vector<int>>& dp) {
// ako smo vec na polju (0, 0), nema potrebe da se pomeramo
if (v == 0 && k == 0)

return;

if (v == 0) {

}

// na polja u prvoj vrsti mozemo stici samo sa polja levo od njih,
// pomerajuci se desno
pisiPut(v, k-1, dp);
cout << “desno” << endl;
else if (k == 0) {
// na polja u prvoj koloni mozemo stici samo sa polja iznad njih,
// pomerajuci se na dole
pisiPut(v-1, k, dp);
cout << “dole” << endl;
else
// u suprotnom analiziramo da li nam je povoljnije da stignemo sa
// polja iznad 1li sa polja levo
if (dp[v-1][k] > dp[v][k-1]) {
pisiPut(v-1, k, dp);
cout << “dole” << endl;
} else {
pisiPut(v, k-1, dp);
cout << “desno” << endl;

VYMecTo pekyp3uje MoXeMo ynoTpeOUTH U CTeK. TOKOM IyTa yHa3all MHCTPYKIIMje 3a Mpesa3ak ca NPeTXOJHOr Ha
tekyhe mosbe hemo mocraBbaTi Ha OMONHM CTeK, a 3aTUM, Kaja cruraemo 1o nosba (0, 0), ckumahemo jenHy mo
jeOHy BpEAHOCT ca cTeKa U ucnucuBahemo je.

// ispisuje instrukcije kretanja

void pisiPut(const vector<vector<int>>& dp, int n) {
// instrukcije dobijamo u obratnom redosledu, pa ih obrcemo
// koriscenjem pomocnog steka
stack<string> put;

// krecemo od kraja i1 idemo ka pocetku
int v = n-1, k = n-1;
while (v > 0 || k > 0) {
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if (v == 0) {
// na polja u prvoj vrsti mozemo stici samo sa polja levo od njih,
// pomerajuci se desno
k--3
put.push(”desno”);
} else if (k == 0) {
// na polja u prvoj koloni mozemo stici samo sa polja iznad njih,
// pomerajuci se na dole
v--;
put.push(”dole”);
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} else
// u suprotnom analiziramo da li nam je povoljnije da stignemo sa
// polja iznad 1li sa polja levo
if (dp[v-1][k] > dp[v][k-1]) {

v--;
put.push(”dole”);
} else {
k--3
put.push(”desno™);
}

}

// sadrzaj steka ispisujemo u obratnom redosledu
while (!put.empty()) {
cout << put.top() << endl;
put.pop();
}
}

3aparak: Ucnuiata ca Hajmame HoBuuha

Hare cy BpegHoctu n Bpcta HoBunha. Hanmcaru nmporpam koju oapelyje MuHMManan dpoj HoBumha nmotpedHuX 3a
UCIUIaTy JAaTor M3HOCa S, IIPH YeMy ce MOXke ce KOPUCTUTH U BHIle HoBYMha KCTe BpCTe U CBake BpcTe HoBuKha nma
MIPOM3BOJBHO MHOTO. Bpennocti HoBuMha M M3HOC 3a MCIUIATY JIaTH Cy y MCTOj BaIyTH.

Vaa3: Ilpea uHMja cTaHIApIHOT yiaas3a 3aapxu mpupojaad opoj S (S < 1000). dpyra nuHuja cagpku NpUpoIaH
opoj n (n < 100), y cnepehux n 1vHMja Hasa3e ce MPUPOIHY OPOjEeBU KOjU IIPEICTaBIba]jy BPEIHOCTH 3a CBAKY BPCTY
HoBumha, CBaka BPEJHOCT Y MOCEOHO ] JIMHU]H.

N3na3: Ha cranmapaHoM n3ja3y MpHUKa3aTé y jeJHO] JMHUjH MUHIMANaH Opoj HoBurha moTpedaH sa MCIuIaTy u3-
Hoca S.

ITpumep 1

Vaaz Hznaz
3

N WL, W~

Objauirberse: UCTUIaTA 32 U3HOC 7 ca HajMare HoBuuha je 3, 3, 1.
IIpumep 2

Vaaz

Objauirberse: VCTUIaTa 3a U3HOC 12 ca Hajmame HoBuMha je 6, 6.

Pememe

AHaJn3a nocjeame Bpcre HoBunha

NznHoc 0 ce moxe Harutatuty ca 0 HOBuMha. Y CympoTHOM, aKoO je HU3 pacrojioKMBMX HOBUMNOA Tpa3aH, U3HOC
Hje Moryhe HaruaTUTH. Y CYNPOTHOM HCHHTYjeMO MOTryhHOCT Ja je y M3HOC yKJby4eH HOBUMh HOCIehe BpCTe.
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AKo HHje, TIOKyIIaBaMo J1a HaIUIATUMO M3HOC Oe3 Kopuinhiera Mmociee BpcTe HoBumnha, Tj. ca nmpepuKCHOM HH3a
HoBurha Oe3 rmoceImer eyieMeHTa. AKO jecte, Taia U3HOC Mopa ouTtH Behu wim jeqHak o Hopurha nocie e BpeTe
U Tajla MPEOCTANIM U3HOC TMOKYIIABAMO [ja HATIATUMO TIOHOBO KopuifieleM CBUX BpcTa HoBumha. Ako caca f(n, s)
HajMmamu Opoj HoBuMha J1a ce HarulaTh U3HOC S ToMohy HoBumha Koju npunanajy npeukcy QyKUHe n Moja3Hor
HU3a, TaJa Baxu

f(n,0) =0,

f(0,8) =400, 3as>0

f(n,s)=f(n—1,s), 3as<v,_1

f(n,s) =min(f(n—1,8),1+ f(n,s —vp_1)), 3a8>0vp_1

Ha ocHOBy oBora je BeoMa jeTHOCTaBHO JAe(pUHIICATH PeKYyp3UBHY (PYHKIMjY KOja M3padyHaBa TPaKCHU HAjMAbU
dpoj HoBumha.

const int MAX_S 2000;
const int MAX_V = 100;
const int INF = MAX_S + 1;

// najmanji broj novcica potreban da se naplati iznos S
// kada su nam na raspolaganju n vrednosti novcica datih u nizu v
int minBrojNovcica(int v[], int n, int s) {
// 1znos @ se placa sa 0 novcica
if (s == 0)
return 0;
// ako nema novcica pozitivan iznos nije moguce platiti
if (n == 0)
return INF;
// broj novcica ako se ne uzme ni jedan novcié poslednje vrste
int br = minBrojNovcica(v, n-1, s);
// ako je iznos veci od novcica poslednje vrste
if (s >= v[n-1])
// gledamo da 1i je bolje ako se uzme jedan novCic poslednje vrste
br = min(br, minBrojNovcica(v, n, s - v[n-1]) + 1);
// vracamo rezultat
return br;

}

JacHo je ma y mpeTxoaHoj (byHKLMjU MOXke JOhM 0 MOHABJbalba UCTUX PEKYP3UBHUX MO3KBA, IUTO CE MOXKE PELLINTH
TEXHUKOM JUHAMUYKOT ITporpamupama. Iomro ¢pyHkuyja MMa aBa MpoMeH/bIBa apameTpa, Moryhe je ynorpeduru
MaTpHIly 32 MEMOH3ALIH]Y.

const int MAX_V = 100;
const int MAX_S = 2000;
const int INF = MAX_S + 1;

// matrica koju koristimo za memoizaciju
int memo[MAX_VI[MAX_S + 1];

int minBrojNovcica(int v[], int n, int s){
// ako smo vec racunali vrednost za (n, s), vracamo upamceni rezultat
if (memo[n][s] != 0)
return memo[n][s];
// 1znos 0 se naplacuje sa @ novcica
if (s == 0)
return memo[n][s] = 0;
// ako nema novcica pozitivan iznos nije moguce platiti
if (n == 0)
return memo[n][s] = INF;
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// broj novcica ako se ne uzme ni jedan novcié poslednje vrste

int br = minBrojNovcica(v, n-1, s);

// ako je i1znos veci od novcica poslednje vrste

if (s >= v[n-1])
// gledamo da 11 je bolje ako se uzme jedan novcic poslednje vrste
br = min(br, minBrojNovcica(v, n, s - v[n-1]) + 1);

// vraéamo rezultat

return memo[n][s] = br;

IMpunkoM AMHaMUYKOT IPOrpaMHparka HaBUILE, MATPULLy MOXKEMO IMOIyHaBaTH BPCTY MO BPCTY U TaKO CMambUTH
MEMOPH]CKY CJIOKEHOCT.

Ananm3za cioxeHocTH. Bpemencka cioxkeHoct oBor peinersa je O(S- N), rae je S uzHoc, a N 6poj Bpcra HoBurha,
0K je MeMopujcka ciioxeHoct O(S).

const int MAX_V = 100;
const int MAX_S = 2000;
const int INF = MAX_S + 1;

// najmanji broj novcica potreban da se naplati iznos S

// kada su nam na raspolaganju n vrednosti novcica datih u nizu v

int minBrojNovcica(int v[], int N, int S) {
// najmanji broj novcica potrebnih da se plati svaki iznos od @ do S
int dp[MAX_S + 1];

// analizu pokrecemo sa @ vrsta novcica

// 1znos 0 se placa sa 0 novcica
dp[0] = 0;
// ostale iznose nije moguce platiti
for (int s = 1; s <= S; s++)

dp[s] = INF;

// ukljucujemo jednu po jednu vrstu novcica
for (int n = 1; n <= N; n++) {
// aZuriramo vrednosti svih iznosa
for (int s = 0; s <= S; s++) {
// ako je moguce ukljuciti novcic tekuce vrste
if (s >= v[n-1])
// azuriramo minimum ako je to potrebno
dp[s] = min(dp[s], dp[s - v[n-1]] + 1);
}
}

// vraéamo najmanji broj novcica za iznos S
return dp[S];

Anamm3a ceux moryhHocTr 3a mociaeamun Hopunh

Hpyro moryhe penieme padmarpa cBe MOryhHOCTH 32 nociemu ynoTpedbenu HoBunh. To Moxe dutu duso koju
HoBuMh KOjU je MamU o1 TeKyher u3Hoca Koju Tpeda HaIUIATUTH, HAKOH 4Yera ce IPeocTalli U3HOC U lajbe Hariahyje
nomohy cBux moryhux HoBurha. Ako ca f(s) obesexumo HajMamk Opoj HoBYKha MOTPeOHMX [1a ce HATUTATH M3HOC
S, IpA 9YeMy Ce MOTy KOPHCTHTH CBH PAaCHOJIOKHUBU HOBUMhY, ToOHjaMo criesiehy pekypeHTHY Be3y.
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f(0)=0,
f(s)= g}g(l + f(s —vi))

AKO je M3HOC TIO3UTHBAH, aJI Mamky OJ] CBUX HOBUMNA KOje MMaMo Ha pacliojiaramy TaJa jé MUHIMYM jeJHaK +0o.
M y oBoM ciiyuajy Beoma jeAHOCTAaBHO MOXKeMO Je(bMHUCATH PEKYP3UBHY (DYHKIIH]Y.

const int MAX_S = 2000;
const int MAX_V = 100;
const int INF = MAX_S + 1;

// najmanji broj novcica potreban da se naplati iznos s
// kada su nam na raspolaganju n vrednosti novcica datih u nizu v
int minBrojNovcica(int v[], int n, int s) {
// iznos @ se naplacuje sa 0 novcica
if (s == 0)
return 0;
// minimalni broj novcica da se naplati iznos s (pretpostavljamo
// da iznos nije moguce naplatiti)
int br = INF;
// razmatramo sve mogucnosti za poslednji novcic
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// proveravamo da li je iznos s moguce naplatiti novcicem 1
if (v[i] <= s)
// odredujemo rekurzivno broj novciéa za preostali iznos 1
// aZuriramo minimum ako je to potrebno
br = min(br, minBrojNovcica(v, n, s-v[i]) + 1);
// vracamo rezultat
return br;

}

IMowrTo oa3u 10 MOHABIbAbA HCTUX PEKYP3UBHUX MO3MBA NOTPEOHO je Jia yoTpedUMO AMHAMUYKO IPOTrpaMHUpabe.
Iomro je camo jeman mapameTap MPOMEHJBUB, 32 MEMOM3ALIM]Y j€ JIOBOJHHO CaMO J1a KOPUCTUMO HU3.

const int MAX_S = 2000;
const int MAX_V = 100;
const int INF = MAX_S + 1;

// niz koji koristimo za memoizaciju - inicijalizovan podrazumevano na 0
int memo[MAX_S + 1];

// najmanji broj novcica potreban da se naplati iznos S
// kada su nam na raspolaganju n vrednosti novcica datih u nizu v
int minBrojNovcica(int v[], int n, int S) {
// ako smo vecé izracunali broj novcica za iznos S, vracamo upamcen rezultat
if (memo[S] != 0)
return memo[S];
// 1znos 0 se naplacuje sa @ novcica
if (S == 0)
return memo[S] = 0;
// minimalni broj novcica da se naplati iznos s (pretpostavljamo
// da iznos nije mogule naplatiti)
int br = INF;
// razmatramo sve mogucénosti za poslednji novcic
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// proveravamo da li je iznos s moguce naplatiti novcicem 1
if (v[i] <= S)
// odredujemo rekurzivno broj novciéa za preostali iznos 1
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// azuriramo minimum ako je to potrebno

br = min(br, minBrojNovcica(v, n, S-v[i]) + 1);
// vraéamo rezultat, pamteéi ga pritom u nizu memo
return memo[S] = br;

}

[IpunrukoM AMHAMUYKOT TPOrpaMUparka HaBUIIE HU3 TIOMYHaBaMo CJIeBa HAIECHO.

const int MAX_S = 2000;
const int MAX_V = 100;
const int INF = MAX_S + 1;

// najmanji broj novcica potreban da se naplati iznos S
// kada su nam na raspolaganju n vrednosti novcica datih u nizu v
int minBrojNovcica(int v[], int n, int S) {
int dp[MAX_S + 1];
// 1znos 0 se naplacuje sa O novcica
dp[o] = ©;
// racunamo minimalni broj novcica za sve ostale iznose
for (int s = 1; s <= S; s++) {
// minimalni broj novcica da se naplati iznos s (pretpostavljamo
// da i1znos nije moguce naplatiti)
dp[s] = INF;
// razmatramo sve mogucnosti za poslednji novcic
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// proveravamo da li je iznos s moguce naplatiti novcicem 1
if (v[i] <= s)
// aZuriramo minimum ako je to potrebno
dp[s] = min(dp[s], dp[s-v[i]] + 1);
}
// vraéamo rezultat za iznos S
return dp[S];
}

3aparak: Panan 0-1

IIporpamep ce cenu U3 jeHe KOMIIaHUje y IPYTY U JKeJH J1a OHece MpeIMeTe U3 CBOje cTape KaHlenapuje, MehyTum,
Ha pacroJiararby camMo UMa jeJlaH BeJIMKH paHall y KOji MOXk/a He MOT'y Jja CTaHy CBM IIpeIMeTH. AKO je ro3Hara Maca
U BPEJHOCT CBAKOT OJI TIPEeJIMETA U aKO je MO3HAaTa HOCUBOCT PaHIlA, HAIMIIIK MPOrpam Koju ofipel)yje MakCUuMaiHy
BPE/IHOCT CKyIIa MpeMeTa KOje MporpaMep MOXe Jia IPeHece y paHily.

Vana3: Ca crangapaHOr yia3a ce YHOCH HOCHBOCT paHiia (1ieo dpoj usmelhy 1 u 150), 3atum dpoj npeamera n (1eo
opoj uamehy 1 u 30), 3aTuM y HapeTHUX 1 peloBa Mace U LieHe NpeaMeTa (Mace cy 1enu dpojesu usmehy 1 u 10, a
neHe peayHu opojesn m3mely 1, 0 u 100, 0, 3a0Kpy’keHM Ha JBE AeTUMAIE).

N3na3: Ha cranpapauu usnas ucnucaty Hajsehy BpeAHOCT IpeAMeTa KOju ce MOTY IMPEHETH Y PaHIly, 3a0KpYXKEeHY
Ha JIBe JerMare.

IIpumep 1

Vaaz Hznaz
5 22.00
3

1 6.00

2 10.00

3 12.00

Objawmrserve
Hajseha BpenHoCT ce noduje ako ce nmpeHecy npeamMeTd Mace 2 u Mace 3 (BpexHoct je taga 10,0 + 12,0 = 22, 0).
IIpumep 2

Vaaz
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15

5

12 4.00
2 2.00
12.00
11.00
4 10.00

Uznaz
15.00
Objawrserve

Hajseha BpeaHocT ce moduje ako ce npeHecy npeamety Maca 2, 1, 1 u 4 kunorpama (BpenHoct je Taga 2,0 + 2,0 +
1,0+ 10,0 = 15,0).

Pememe

I'pyda cuaa

Pemere rpydom cuiiom nogpasymeBa Aa ce UCIUTajy CBU MOryhy MoACKynoBY IpeaMeTa 1 a ce poHale oHaj Koju
MOe []a CTaHe y paHall a uMa HajBehy BpegHocT. CinvaH oOJIMK IpeTpare NOoACKYOBa OrpaHUYEHOT 30Mpa BPIIIN
cMo y 3aaTky bpoj nonHuzoBa garor 30upa.

HaOpajame moackynoBa Mosxe /1a ce 3BPIIHN PeKyp3UBHOM (DYHKIMjOM, YMjH je mapaMeTap QyKMHA HU3a IIpeaMeTa
n.

* Ako je HM3 peMeTa ImpasaH (ako je n = (), Taga je MakCUMaJIHa BPEAHOCT KOja Ce MOKe CITaKOBaTU jeHaKa
HYJIH.

* AKO HHU3 TIpeJMeTa Hyje npa3aH (ako je n > (), Taga aHaIM3upaMo MOTYRHOCT ja BeroB MOCTIEIbH EJIEMEHT
M30CTaBMMO WJIM JIa Ta CMaKyjeMo y paHail. Y IpBOM CIy4ajy peKyp3uBHY (PyHKIH]y MO3UBAaMO 3a UCTY Bpea-
HOCT KananureTa paHiia v 1yxkuny Huza n — 1. Ilpyru ciydaj je Moryh camo ako je Maca NOC/e/Iber npeaMeTa
Mama Off KallaliTeTa paHia. Y TOM Cilydajy Ha pe3ysITaT peKyp3WBHOI I03MBA IJie jé HOCHBOCT paHIa yMma-
HEHA 32 Macy TOT IIpeJMeTa U re je npocneheHa IyxuHa Hu3a n — 1 1ojajeMo LieHy MOCIeber IpeaMeTa.
Hajsehy Bpennoct nodujamMo Tako IITO M3padyyHAMO MaKCHMYM JBa aHAIM3MpaHa Cciaydaja (Kaga Mociaeqmy
MpeAMeT HUje U KaJa jecTe CTaB/beH y paHall).

Ako ca f(n, W) obeiexuMO MAKCUMAIIHY BPEIHOCT KOja ce MOKE JIOOMTHU TAKO IITO Ce HEKHU Off [IPBUX 7 TIPeMeTa
cnakyjy y paHan HocuBoctu W, Baxke cienehe Bese:

fo,w) =0
fn, W) = max(f(n—1, W), f(n—1,W —wy_1)) + vp_1, 3awWp_1 <W
f(n, W) = f(n—1,W), saw,_;>W

[IpumeTnMO fa peKyp3UBHUM MO3MBHMA CE TPaKH ONTHUMYM 3a CKYI Oe3 MOCIeJber MpeaMeTa, ITo je y peny, jep
je 3a I0DAHU ONTUMYM HEOIXOJHO U J1a Cy IPeAMETH U3 TOT MOJICKyNa oJadpaHu ONTUMAJTHO (3a/I0BOJBEH j€ YCIIOB
ONTHUMAJTHE MTOJCTPYKTYPE).

AHamn3a cJI0KeHOCTH. Y HAMBHO] PEKypP3UBHOj MMIUIEMEHTALIM]H I0JIa37 10 TpeKJIanama UACHTUIHUX PEeKyp3HB-
HUX TO3MBA, 11a je Ta IMIUIEMEHTaIlija BeoMa HeepuKacHa (CJIOKEHOCT Hajroper ciiydaja joj je eKCIIOHEHIMjalHa).

double maxCena(const vector<int>& mase, const vector<double>& cene,
double nosivost, int n) {

if (n == 0)

return 0.0;
double cenaBez = maxCena(mase, cene, nosivost, n-1);
if (mase[n-1] > nosivost)

return cenaBez;
double cenaSa = maxCena(mase, cene, nosivost - mase[n-1], n-1) + cene[n-1];
return max(cenaBez, cenaSa);
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Pemerse mpodiemMa NOHOBILEHNX PEKYP3UBHUX O3KBa, HAPABHO, JOJIa3H y OOJIMKY AMHAMHUYKOT IporpamMupara (ou-
JIO MeMou3alyje, U0 AMHAMUYKOT MporpaMupama Hasuiie). [lomro nmaMo ABa MpoMeHsbMBa apaMeTpa (Opoj
MpeaMeTa . ¥ HOCUBOCT paHia W), ajorppaMo TakBY MaTpUILy Ja CBaKOj BPCTH OAroBapa jefaH MpeduKCc HU3a
MpeAMeTa, a CBAKO]j KOJIOHH jeTHa HOCMBOCT. MaTpuIly MOeMO TOMyHaBaTi BPCTY IO BPCTY.

IIpumep. [Ipukaxumo pajg arropuTMa Ha IpUMepy Kaja je HOCHBOCT paHna 15 Kwiorpama M Kajga IMamo S mpea-
MeTa 4nje ¢y Mace u tene pegom (12, 4.00), (2,2.00), (1,2.00), (1,1.00) u (4,10.00).

1 2 3 45 6 7 8 9101112 13 14 15

6|06 6 6666 0O O OO OO 6 6 0
116 06 6 0 60 6 6 6 6 6 0 0 4 4 4 4
210 6 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 6 6
310 2 2 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 6 6 8
410 2 3 45555555556 7 8
5] 2 3 210 12 13 14 15 15 15 15 15 15 15 15

Anamu3za cjokenoctu. OBUM CMO JOOWIIM aJIrOPUTaM 4Mja je ¥ BpeMeHCKa U MeMopujcka cioxenoct O(n - W)
rae je n dpoj mpeamera, a W HOCHBOCT paHIia.

ITpumeTnmo f1a je BeoMa BaxXHO OWJIO Jla je HOCHBOCT paHIla M Ja Cy Mace mpeamMera nesodpojae. Takobhe, odpatu-
MO MaXy Ha TO [a MaKo JeJyje Ja CMO OBaj MpodJieM Pellui Y TOIMHOMUjaTHO] CIOKEHOCTH, TO 3alpaBo HUje
ciydaj. Haume, cnoxeHOCT HUje U3paxeHa caMo y TEPMUHMMA BEJMUMHE Yya3a, Beh y TepMUHY BpEHOCTH Ha yJa-
3y (BpeJHOCTH HOCUBOCTHU PaHIla). 3a OBaKBe arOpPUTMeE Ce Kaxe Ja cy NceyJo-NoJMHOMUjaHA. BennunHa ynasa
Be3aHor 3a dpoj W oarosapa dpojy nudapa dpoja W (anp. 0pojy OuHapHUX Hubapa ynoTpedbeHHUX Y 3aIucy),
a BpeMe M3BpIllaBamba aIrOPUTMa eKCIIOHEHIMjaJIHO pacTe y oJHoCcy Ha Taj Oopoj. 3a Behe BpemHoctn W nodumm
drcmo Beoma HeeprKacaH aIropuTaM (U LITO ce THUE YyTPOIIEHE MEMOPH]E | IITO CE THYE BPEMEHA U3BpIIaBamba).

double maxCena(const vector<int>& mase, const vector<double>& cene,
double nosivost, int n) {
vector<vector<double>> dp(nosivost + 1);
for (int M = 0; M <= nosivost; M++) {
dp[M].resize(n+1);
dp[M][0] = 0.0;
}

for (int N = 1; N <= n; N++) {
for (int M = 0; M <= nosivost; M++) {
dp[M][N] = dp[M][N-1];
if (mase[N-1] <= M)
dp[M][N] = max(dp[M][N-1], dp[M - mase[N-1]][N-1] + cene[N-1]);

}
}

return dp[nosivost][n];

}

Mo:xeMo NPUMETUTH [a EIEMEHTH CBaKe BPCTe 3aBUCE CaMo O] IPETXO/IHE, TAKO Ja HE MOPaMO 4yBaTH LieJTy MaTpHULLy,
Beh camo Tekyhy Bpcty. AXypupare BpcTe Tajia BPIIMMO C BEHOT JeCHOT Kpaja.

Anamm3a caoxkenocr. OBOM ONTUMH3AIK]OM Ce MEMOPHjCKa CJI0keHOCT cMmarbyje Ha O (W), a BpemeHcKa cJio-
xeHoct ocraje O(n - W). IpuMeTuMo 1a BPEMEHCKa, ald B MEMOPHCKA CJIOKEHOCT OCTaje eKCIIOHEHIMjaiHa y
OJHOCY Ha BEJIMUMHY yJa3a (Opoj OnToBa moTpedHuX 3a 3amuc Bpegaoct W).

double maxCena(const vector<int>& mase, const vector<double>& cene,
double nosivost, int n) {

vector<double> dp(nosivost + 1);

dp[0] = 0.0;

for (int N = 1; N <= n; N++) {

for (int M = nosivost; M >= 0; M--)
if (mase[N-1] <= M)
dp[M] = max(dp[M], dp[M - mase[N-1]] + cene[N-1]);

425



ITABA 8. TUHAMMNYKO ITPOI'PAMUPAILE

return dp[nosivost];

}

3anarak: Equt pacrojame

Enut-pacrojame nzmel)y 1Be HUCKe ce epuHuIle y TEpMUHMMA OTiepallija yMeTawa, Oprcama 1 U3MeHa CJIoBa IpBe
pedu Kojuma ce Moxe 1odutu apyra ped. CBaka o OBe Tpu onepaiiyje uMa cBojy ueHy. Hedunucaru nporpam koju
n3pavyHaBa HajMamy [eHy ollepaliyja KojiuMa ce oJf IIpBe HUCKe MOXe JoOUTH Jipyra. Ha nprmep, ako je neHa cBake
orepanyje jeqUHNYHA, Taga ce HUCKa zdravo Moe MpeTBOpUTH y bravo! HajeduKacHHUje OmmepayjoM n3MeHe
cinoBa z y b, Opucama cnoBa d 1 ymerama KapakTepa !.

VYaa3: Ca crangapiHOr yiasa ce yunTaBajy JBe HUCKe nyxuHe Hajsuile 100 kapakTepa, a 3aTHUM LieHE OoIepauuje
yMeTama, Opricama 1 u3MeHe (MpupoaHu dpojesu of 1 o 10, cBakM y TOCEOHOM peqy).

M3aa3: Ha cranpapHu n3na3 UCIUCATH TPAXKEHY BPEJHOCT €IUT-PACTO]jarba.

Ipumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
zdravo 3 kitten 7
bravo! sitting

1 1

1 2

1 3

Pememe

Pexyp3uBHO pememe

W3BequMo NpBO MHIYKTHBHO-PEKYP3UBHY KOHCTPYKLIH]Y.

AKoO je mpBa HHUCKa Mpa3Ha, HajepMKacHUjU HAUWH J1a ce Of e J00UWje Ipyra HKUCKa je Jla ce yMeTHe jelaH
1O jellaH KapakTep Apyre HUCKe, Tako Ja je MHHUMAaJHA [IeHa je/lHaKa IPOU3BO/IY 1IeHe Orepalyje yMeTama 1
Opoja kapakTepa Ipyre HUCKe.

AKo je Ipyra HHCKa Tpa3Ha, Haje(pMKacHUjU HAYMH J1a ce OJ] IIpBe HUCKEe JI0OWje MpasHa je Ja ce jefaH Mo
jelaH \beH KapakTep U30puIle, Tako /1A je MUHIMAaJIHA [IeHa jeJHaKa MMPOU3BOAY LIeHe oliepanyje Oprucama u
dpoja kapakTepa IpBe HUCKE.

MNupykTrBHA XunoTe3a he OMTU A2 yMeEMO Jia permMo MpodJieM 3a OWIIO Koja Ba mpedukca mpBe U Ipyre
HUCKe. AKO cy TOC/ie/ilba CJI0Ba MpBe U JApyre HUCKE jelHaKa, OHJA je MOTpedHO MpeTBOpUTH MpeduKc de3
TIOCJIETEET CJIOBA MPBE HUCKe y TpehuKC Oe3 Mocaeqher cloBa Apyre HUCKe. AKO HHUCY, OH/Ia IMaMoO TpU
MoryhHocTH. JemHa je Aa M3MEHMMO jeJaH of Ta IBa KapakTepa y OHaj IPYrH U OHAA /1, KaO Y IPEeTXOAHOM
ciydajy, mpeBeaeMo npedurce Oe3 MocieAnX Kapakrepa jenan y apyra. Ipyra moryhHocT je f1a oOpurremo
TIOC/IE/IIbY KapakTep MpBe HHUCKE U MPpodaMo Aa MPEeTBOPUMO TaKo HeH JOOMjeHU MpedUKC y Ipyry HHUCKY.
Tpeha moryhHoct je aa npBy HUCKY TpaHC(OPMHUIIEMO y IpeHKC Jpyre HUCKe Oe3 MOocIeaer Kapakrepa 1
J1a 3aTHM JIOJJaMO TIOCJIeIEbY KapaKTep Ipyre HHUCKE.

Ha ocHoBy oBora j1lako MoxemMo aepMHUCATH peKyp3uBHY (PYHKIIM]Y KOja U3padyHaBa eIuT-pacTojame. Jla Ham ce
HHUCKE He O Memasie TOKOM peKyp3uje (IUTo Moxke OUTH Criopo), epUKacHUje je Ja HUCKe mpocielyjeMo y Heusme-
HBEHOM OOJIMKY U J1a caMo npocielyjemo OpojeBe KapakTepa BUXOBUX MpeduKca KOjU ce TPEHYTHO pa3MaTpajy.

AHaan3a CJI0’KeHOCTU. Y TUPEKTHO] PEKYpP3WBHOj UMILIEMEHTAIIU)H J0JIa3U IO BEJUKOT Opoja MOHOBJbEHUX pe-
KYpP3UBHUX [IO3UBA, IITO JJOBOJIH JI0 BEOMa JIollie (€KCIIOHEHIIUjaTHe) CI0KEHOCTH.

int editRastojanje(const string& si, const string& s2, int ni1, int n2) {

if (n1 == 0)
return n2 * cenaUmetanja;
if (n2 == 0)

return nl * cenaBrisanja;

if

(s1[n1-1] == s2[n2-1])

return editRastojanje(si, s2, nl1-1, n2-1);

int r1

editRastojanje(s1l, s2, n1-1, n2) + cenaUmetanja;

int r2 = editRastojanje(s1, s2, nl1, n2-1) + cenaBrisanja;
int r3 = editRastojanje(s1l, s2, n1-1, n2-1) + cenalzmene;
return min({r1, r2, r3});
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}

int editRastojanje(const string& si1, const string& s2) {
int n1 = s1.size(), n2 = s2.size();
return editRastojanje(sl, s2, ni1, n2);

}

III/IHaMI(I‘lKO nporpamMmmpamn€ HaBUIIIE

Pellierbe IMPEKTHOM PEKYP3UjOM j€, HAPABHO, U3PA3UTO Hee(pUKACHO 300r MpekJiamnajyhinx peKyp3UBHUX MO3MBA.
AJropuTaM IMHAMHYKOT TPOTPaMUpPaka HABMILIE 34 OBaj MPODJIEM MO3HAT je Mo UMeHOM BarHep-®uinepos airo-
putam. Pesynrare 3a npedukce ayxute ¢ 1 j naMmTaheMo y MaTpyiy Ha oy (4, 7). Hakie, ako cy QyXKHHE HUCKH
11 W Ng, MOTpedHa HaM je Marpuia qumensuje (n; + 1) x (ng + 1), a koHayaH pe3yntar he ce Hana3uTH Ha Me-
cry (n1,m2). AKO MaTpuily MOMyHaBaMoO BPCTY 10 BPCTY, CJIEBa Ha1eCHO, NPUJIMKOM H3pavyHaBarba eleMeHTa Ha
no3unuju (i, j), duhe n3padyHaTH CBU eJleMEHTH MaTpHIle o Kojer oH 3aBucu (atocy (i — 1,7 — 1), (i — 1,5) u

IIpumep. Ilog npernoctaBkoM Jia cy LeHe jequHUYHE, 3a HUCKe zdravo u bravo! noduja ce cneneha marpuna.

Anammsa caoxenocrtu. ITommro ce TOKOM paja alropuTMa IOMMyHaBa MaTpula guMensyje (ny + 1) x (ne + 1),
a CBaKoO MOJbe MaTpuIle ce nomyrasa y BpeMeHy O(1), yKylHa BpeMEHCKa M MEMOPHjCKa CIIOKEHOCT alrOpPUTMa je
O (77,1 . TLQ).

int editRastojanje(const string& si1, const string& s2,
int cenaUmetanja, int cenaBrisanja, int cenalzmene) {
int nl1 = s1.size(), n2 = s2.size();
vector<vector<int>> dp(nil+1);
for (int 1 = 0; 1 <= n1; i++)
dp[i].resize(n2+1);

dp[0][0] = 0O;
for (int 1 = 0; 1 <= n1; i++)

dp[i][0] = 1 * cenaBrisanja;
for (int j = 05 J <= n2; j++)
dp[0][j] = j * cenaUmetanja;

for (int 1 = 1; 1 <= n1; 1++)
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
if (s1[i-1] == s2[j-1])
dp[t][3] = dp[i-1][]-11;

else {
int r1 = dp[i-1][j] + cenaUmetanja;
int r2 = dp[i][j-1] + cenaBrisanja;

int r3 = dp[i-1][j-1] + cenalzmene;
dp[i][3] = min({r1, r2, r3});
}
}

return dp[n1][n2];
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Memopnjcka onTumMHu3anmja

Ha ocHoBy nocraBke 3afaTka, HAje HOTpeOHO OAPEIUTU caMe U3MeHe, Beh camMo pacTojame (Ha IpUMep, ako ce BpIIU
MIpoBepa a JIM Cy ABE HHUCKe OJMCKe MPHIMKOM ITpeTpare y K0joj ce JOIyINTa Aa je KOPUCHHUK HAIIPAaBHO U HEKOJIMKO
cioBHUX rpemaka). Iomro enemenTtr Tekyher pena 3aBrce camMo Of IPETXOAHOT, MOKEMO M3BPIIUTH MEMOPH]jCKY
ONTHUMHU3AIH]Y U UCTOBPEMEHO UyBaTH CaMo jeJlaH pel. TOKOM axXypuparma eJeMeHTa Ha MO3WLIUjH j HeroB 1e0 Ha
Mo3uIMjaMa CTporo MamwuM off j he uyBatu enemeHTe Tekyher peja ¢, 1eo oJ] o3ullyje j Hajabe he yyBaTu eJleMeHTe
nperxoaHor peja i — 1. [pomenbusa prethodni he uyBatu BpeaHoct ca mosba (i — 1, j — 1), a mpomensbrBa tekuci
he uyBaru BpemHOCT ca mosba (i — 1, 7).

AHaim3a cJI0:KeHOCTH. BpeMeHcKa CIokeHOCT HakoH oBe onrumusaiwje je O(ny - ng), IOK ce MEMOpHUjCKa CJIo-
xeHocT Moxe crycrutd Ha O(min(ng,ng)) (Tako mro ce omadepe ia jim hie ce MOMywaBaTd BPCTa 0 BPCTa WK
KOJIOHA T10 KOJIOHA).

int editRastojanje(const string& si, const string& s2,
int cenaUmetanja, int cenaBrisanja, int cenalzmene) {
int n1 = s1.size(), n2 = s2.size();
vector<int> dp(n2 + 1);
dp[0] = 0;
for (int j = 0; j <= n2; j++)
dp[j] = j * cenaUmetanja;
for (int 1 = 1; 1 <= n1; 1++) {
int prethodni = dp[0];
dp[0] = 1 * cenaBrisanja;
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
int tekuci = dp[jl;
if (s1[i-1] == s2[j-1])
dp[j] = prethodni;

else {
int r1 = tekuci + cenaUmetanja;
int r2 = dp[j-1] + cenaBrisanja;
int r3 = prethodni + cenalzmene;

dp[j] = min({r1, r2, r3});
}
prethodni = tekucti;
}
}
return dp[n2];
}

PexoHcTpyKIuja onTHMAIHOT yTa

Ha ocHoBY normymeHe MaTpulie JIako je peKOHCTPYHCATH U caM HU3 KOpaka Ko jU IIPBY HUCKY TpaHC(hOPMHUILLE y JPYTY.
Kpehemo of nomer aecHor yriia Matpuile 1 kpehemo ce yHasal. Y cBakoM KOpaky IpoBepaBaMo Kako CMO JIOIUIN
Ha Tekyhy Mo3u1ujy 1 y CKJIajy ca TUM Kopak yoairyjemo y Hu3 (Bektop). Ha kpajy, Kaja CTUTHEMO IO FTOPHET JIEBOT
yI71a, HU3 KOpaKa MCTIMCYjeMO yHa3al.

IIpumep. V tekyhem npumepy Ha rosbe (6, 6) cMO CTUINIH ca 1oJba (6, 5) ITO 3HAUU Ja je MOCe Y KOpaK yMeTambe
kapakrepa !. Ha nosse (6, 5) cmo cturm ca nosba (5, 4) npu ueMy Huje BpILEeH HUKakBa u3MeHa. CIMYHO, Ha [0Jbe
(5, 4) cmo cturu ca (4, 3), Ha osbe (4, 3) cmo cturu ca (3, 2), a Ha moJbe (3, 2) cMo cturim ca (2, 1). Ha mome (2,
1) cmo mormu ctuhim ca (1, 1) mpu yemy je odprican kapakep d, a Ha osbe (1, 1) cmo crurmu ca (0, 0) Tako mToO je
KapakTep z npoMemeH y b. [lakie, jenan Hu3 Moryhux kopaka je

zdravo

m3MeHa z y b
bdravo

6pncawe d
bravo

yMmeTawe !
bravo!
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[Mpumetnmo ga cMo Ha mosbe (2, 1) Mormmm ctuhu u ca moska (1, 0) oneparjom m3mere d y b. Ha mosse (1, 0) cmo
crurmu ca (0, 0) onepanujom Opucama cioBa z. Ha Taj HaunH nodujamo ciepehn HA3 Kopaka.

zdravo

6bpucawe z
dravo

msmeHa d y b
bravo

yMmeTawe !
bravo!

NmmnemenTanyja pyHKIMje KOjOM Ce BPIIM PEKOHCTPYKIIMja (jeAHOr) periermha Moxe OuTH creseha.

vold ispisilzmene(const vector<vector<int>>& dp,
const string& si1, const string& s2,
int cenaUmetanja, int cenaBrisanja, int cenalzmene) {
vector<string> izmene;
int n1 = s1.size(), n2 = s2.size();
while (n1 > 0 || n2 > 0) {

cout << nl << ” ” << n2 << endl;

if (n1 > 0 && n2 > 0 & dp[n1][n2] == dp[n1-1][n2-1] && si[n1-1] == s2[n2-1]) {
nl--; n2--;

} else if (n1 > 0 && n2 > 0 && dp[n1][n2] == dp[n1-1][n2-1] + cenalzmene) {
izmene.push_back(string(”Izmena: ) + si[n1-1] + ” -> 7 + s2[n2-1]);
nl--; n2--;

} else if (n2 > 0 && dp[n1][n2] == dp[n1][n2-1] + cenaUmetanja) {
izmene.push_back(string(”Umetanje: ”) + s2[n2-1]);
n2--;

} else if (n1 > 0 && dp[n1][n2] == dp[n1-1][n2] + cenaBrisanja) {
izmene.push_back(string(”Brisanje: ”) + si[n1-1]);
ni--;

}

}
for (auto it = izmene.rbegin(); it != izmene.rend(); it++)
cout << *{t << endl;

}
3anarak: Hajay»ku 3ajeJTHUYKHA NOJHN3 JIB€ HICKe

Harmmmm niporpam Koju u3padyHaBa IyXKuHY HajBeher 3ajefHIUKOr MogHM3a OBe HUCKe. [IogHN3 YnHe KapaKTeph
HHUCKE KOjU He MOpajy OMTU y3aCTOIHM, JIv C€ jaB/bajy Y UCTOM peJocieay Kao Y OpUriHaiHoj Hucku. Ha mpumep
3a HKcKke abacbc u babbca Hajnyxa 3ajemnruka mogHucKa je babc.

Vaa3: [Ise mMHMje cTaHAapAHOT yia3a capke JBe HUCKE KOje Ce CacToje 0 MaJIUX CJI0Ba CHIVIECKE a30yKe U Iyrauke
cy Hajuite 1000 kapakrepa.

N3na3: Ha crangapaau n3ias UCIMCATH CaMO TPaKeHY AyKUHY.

IIpumep

Yaaz Hznaz
Xmjyauz 4
mzjawxu

Pememe

Pexyp3uBHO penieme

AKko je OwIo Koja of] IBe HUCKE Ipa3Ha, Tajla je jeJUHU HeH MOJHU3 Mpa3aH, Na je QyKUHA HajayXer 3ajeHUuUKOr
MO/IHM32 jeIHaKa HyJIH.

Axo cy 00¢ HUCKe HEIPpa3He, Tala MOKEMO YIIOPEAUTH BbUXOBA MOCJIEAba CJIOBA.

* AKO Cy OHa je/THaKa, OHa MOTy OMTH yKJbyUeHa Y Haj[IyXH 3ajeTHIIKH MOAHN3 JIBE HUCKE 1 ITPOOJIEM CE PEKyp-
3MBHO CBOAIM Ha NIPOHAJIAXKEHHE HajayXKeT 3ajeJHUYKOr MOIHNU3a NpeprKca TUX HUCKU JOOM]eHUX MCKJbyUnBa-
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BEM ToCNeb1X cioBa. Harmacumo 1a Huje rpenika eKCIUVIMIMTHO aHATM3UPATH U CITyvajeBe Kaja HeKo of Ta
JIBa TIOCIIE/IFba CJI0BA HUje YKIJBYUCHO Y HajayKH 3ajeAHIMYKY MOAHU3 (TUME CMO CUTYpHHjH da hemo nodutu
KOPEKTaH aJITOpUTaM), ajli ce MO3Ke JOKa3aTH a 3a THM HeMa HoTtpede.

* V cynpoTHOM, HUje Moryhe 1a 0da noclie/ika c1oBa Oy1y YKJby4eHa y 3ajeJHHYKHY MOJHU3. 3aT0 pa3Marpamo
HajayXku 3ajeTHIYKH TIOJHU3 TIpBe HUCKE U IpedhriKca Apyre HUCKe Oe3 BeHOT MOCIEAber CJIOBa U 3ajeIHIY-
KM TIOJIHM3 Jpyre HUCKe M MpeduKca MpBe HICKe Oe3 BheHOT Mocneber cioBa. [lyxu of 1Ba nmogHusa ouhe
HajOyXU 3ajelHMYKHU MOJHM3 Te JBe HHcKe. Harmacmmo u na y OBOM cilydyajy HEje HEOIXOJHO EKCIUTHIIUT-
HO aHAJIM3UPATH HAjIyKU 3ajeHIYKU MOJHU3 Ta ABa Npedukca (jep OH He MOXe OMTH JyKH Of HajaykKux
3ajeJHUYKMX MMOJHU30Ba JOOMjEHNX KaJa ce HeKH OJ] THX NpeduKca MPOLIMPY JOJATHUM CIOBOM).

Moo pexkypsuja Teye 1o npeduKcuMa HUCKH, jeIMHU IIPOMEHJBIBY MTapaMeTpH TOKOM peKyp3Hje MOTy OUTH Iy KHU-
He Tux npedukca. Axo ca f(n1,ng) 03HAUMMO LyKUHY Ha]jIyXKer 3ajeJHIUYKOr OJHI3a IpeHKCca HUCKE S TyKHHE
n1 1 npeduKca HUCKE ¢ DyKUHE N2, Tala Baxu ciejgeha pekypeHTHa Be3a:

f(0,n9) =0
f(n1,0) =0
f(ni,ne)=fny—1,ma—1)+1, 3asp,—1=tn,—1
f(ni,n2) =max (f(n1,n2 — 1), f(n1 — 1,n2)), 32 8p,-1 # tno—1

int najduzizZajednickiPodniz(const string& si, int ni,
const string& s2, int n2) {

if (n1 ==0 || n2 == 0)

return 0;
int rez = max(najduzizZajednickiPodniz(s1, n1, s2, n2-1),

najduziZajednickiPodniz(s1, ni1-1, s2, n2));

if (s1[n1-1] == s2[n2-1])

rez = max(rez, najduziZajednickiPodniz(s1, n1-1, s2, n2-1) + 1);
return rez;

}

int najduzizZajednickiPodniz(const string& si, const string& s2) {
return najduziZajednickiPodniz(s1, si.size(), s2, s2.size());

}

Memou3anuja

YV AMPEeKTHOM peKyp3WBHOM pelliehy MMa MHOTO NpekJianajyhnx pekyp3uBHHX no3uBa. Crora je e(pUKacHOCT MO-
ryhe monpaBUTHU TEXHUKOM JUHAMUYKOT MporpaMupama. Jemad Moryhu npuctyn je ja ynorpedumMo MeMOU3allujy.
BpenHocT nyxuHe HajmayxKer MOIHU3a 32 CBAKK Map MyKUHA IpehuKca MOKEMO MAMTUTH Y MaTpPUIIH.

int najduzizZajednickiPodniz(const string& si, int ni,
const string& s2, int n2,
vector<vector<int>>& memo) {
if (memo[n1][n2] != -1)
return memo[n1][n2];

if (n1 ==0 || n2 == 0)
return memo[n1][n2] = 0;
int rez = max(najduziZajednickiPodniz(s1, n1, s2, n2-1, memo),
najduziZajednickiPodniz(s1, n1-1, s2, n2, memo));
if (s1[n1-1] == s2[n2-1])
rez = max(rez, najduziZajednickiPodniz(s1, n1-1, s2, n2-1, memo) + 1);
return memo[n1][n2] = rez;

}

int najduzizZajednickiPodniz(const string& si, const string& s2) {
int nl1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<vector<int>> memo(n1+1);
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for (int 1 = 0; 1 <= n1; i++)
memo[i].resize(n2 + 1, -1);

return najduziZajednickiPodniz(s1, n1, s2, n2, memo);

}

JIuHAMHYKO NporpamMupame HaBuIIe

IMpobiieM npekasajyhux peKyp3MBHHX MO3KMBA CE MOXKE PEIIUTH aKO Ce YIIOTPEOH IMHAMUUKO TIPOTPAMUParhe HaBU-
we. JlyKUHE HajIyKuX MOJHU30Ba NpedhrKca MOKEMO UyBATH Y MATPULIK. EIeMEHT MaTpuIle Ha TO3UIUjH (11, o)
3aBHCH caMO Off eJleMeHara Ha nosuimjama (nq — 1, ns), (n1,ne — 1) u (n; — 1, n9 — 1), Tako a MaTpuIry moxemMo
J1a TIOIYH-aBaMo OUJIO BPCTY 110 BPCTY, OMJIO KOJIOHY TI0 KOJIOHY.

IIpumep. IIprkaxrMo MaTpuily 3a IPUMEp JABE HUCKE XMjyauz 1 mzjawxu.

mzjawxu
01234567
0|00000000
1/00000011
2101111111
3101122222
4|01122222
5]101123333
6101123334
7101223334

N Cc o< w 3 X

int najduziZajednickiPodniz(const string& s1, const string& s2) {
int n1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<vector<int>> dp(ni+1);
for (int 1 = 0; 1 <= n1; 1++)
dp[i].resize(n2 + 1);

for (int 1 = 0; 1 <= n1; i++)
dp[i][0] = ©O;

for (int j = 0; j <= n2; j++)
dp[0][]] = ©;

for (int 1 = 1; 1 <= n1; i++)
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
dp[i][j] = max(dp[i][j-1], dp[1-1][3]);
if (s1[i-1] == s2[j-11)
) dp[i][3] = max(dp[iI[j], dp[i-1]1[]F-1] + 1);

return dp[n1][n2];

Memopujcka onTuMH3aNUja

MoskeMO NpIMETUTH J1a CE MTPYIIMKOM TOITyhaBakka MaTPHLIE BPCTY MO BPCTY caJpkaj CBaKe HapeJHe BPCTE MOITyHha-
Ba caMO Ha OCHOBY IpeTxojHe Bpcre. CTora Huje MoTpedHO NCTOBPEMEHO MAMTHTH LieJTy MaTpuIly, Beh je JOBOJBHO
MIAMTUTH CaMo jeAHY, TeKyhy BpcTy. AXypHUpame BpCTe MOpaMo BPIINUTH C JIEBa HAJIECHO, jep CBAKU €JIEMEHT y TeKYy-
hoj BpcTH 3aBUCH 011 eJleMeHTa KOji My IIPETXOM Y TOj BPCTH. [IpuMeTHMO /1a HaM je y HEKOM TPEHYTKY IMOoTpeOHO
Jla 3HAMO MPETXOJHMU eJIeMEeHT Tekyhe BpcTe, a MOHEKa/l IIPETXOAHH eleMEHT IPETXOAHE BPCTe, TAKO /1a MPUINKOM
aXypHpama BpPCTe MOpaMo [a y MOMONHOj MPOMEH/BUBOj MAMTHMO CTapy BPEAHOCT IPETXOJHOT eleMeHTa BpCTa
(jep ce axypupameM IPETXOAHOT eIeMEeHTa HeroBa CTapa BPeAHOCT I'yOH, a OHAa HaM MOJKe 3aTpedaTd y ciaydajy Ja
cy oaroBapajyhu KapakTep y HAUCKama jeHaKu).

int najduzizZajednickiPodniz(const string& si1, const string& s2) {
int n1 = s1.size(), n2 = s2.size();
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vector<int> dp(n2 + 1, 0);
for (int 1 = 1; 1 <= n1; 1++) {
int prethodni = dp[0];
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
int tekuci = dp[j];
if (s1[i-1] == s2[j-1])
dp[j] = prethodni + 1;

else
dp[3] = max(dp[j-1]1, dp[31);
prethodni = tekucti;
}
}
return dp[n2];
}

3anarak: Hajayxu pacryhu noaHus

Hanwim nporpam koju oapelhyje Hajayxu cTporo pactyhu noaHu3 (He 00aBe3HO y3aCTOIHUX eJleMeHaTa) yHyTap
JaToT HU3a.

Vaa3: Ca crangapaHor yiasa ce yuurtaBa 0poj enemenata Huza n (1 < n < 50000), a 3aTUM efleMeHTH Hu3a (11eu
OpojeBu, CBaKM y MOCEOHOM peay).

N3na3: Ha crannapanu usnas ucnmcaTy Ay’KUHY Hajayxer pactyher nmogausa.

ITpumep
Yaaz Hznaz
10 4
3

2

6

9

5

4

3

7

2

8
Objawmrberve

Jenan pacryhu nomaus nyxune 4 je2 6 7 8.
Pememe

IMpukaszahemo /Ba pererma 3aCHOBaHA Ha TUHAMUYKOM IPOTpaMHpamy, KOja Cy pa3aninTe e(pruKacHOCTH.

Hajny:xu pactyhu noaHus ko ju ce 3aBpimasa Ha JaToj NO3UIMjH Y HU3Y

VY npBoj rpynu pemewma pazMaTpahemMo MO3UIM]jy N0 MO3ULHKjY Y HU3Y U oApenuhemMo Hajayxku pacTyhu nogHu3
YHUjU je MOCTehU eJIEMEHT Ha CBaKoj of hux. Hajayxu pactyhu noaHus ce onaa 100MTH Kao HajIykU OJf CBUX THUX
TIOIHM30Ba (jep ce OH CUTYPHO 3aBpliaBa HAa HEKOj Mo3unuju y Hu3y). [Ipwmkom onpehuBama ayxkuHe Hajmyxer
pactyher nopHU3a KOju ce 3aBpliiaBa Ha mo3uiyju ¢ > 0, mpeTnocraBuhieMo /1a 3a CBaKy IPETXOJHY MO3UIN]jY (aKO UX
r“Ma) yMeMO J1a OJpeiMMO AyKUHY Hajayker pacTyher MmoJHu3a KOju ce Ha B0j 3aBpmaBa. Huz koju ce 3aBpaBa
Ha TIO3UIIMjU 7 CUTYPHO CAJIPKU €JIEMEHT a;, & MOXe MPOLYXKUTH CBE OHE HU30BE KOjU Ce 3aBpIaBajy Ha HEKO]
nosumuju 0 < j < 7 ako je a; < a;. Jla Ou HM3 KOju ce 3aBpllaBa Ha MO3ULMjHU ¢ OMO IITO JyXH, HErOB MPehUKC
KOjH Cce 3aBplliaBa Ha MO3ULMjK j MOpa OUTH LITO AYXM (a Ay:KMHY Hajayxer pacTyher HU3a 3a CBaKky MO3ULH]Y j
MOKEMO OIPEIMTH PEKYP3UBHO). 3aTO OJ] CBMX HM30BA KOJH Ce 3aBpLIaBajy Ha IO3ULHMjaMa j, TAKBUM Ja je a; < a;
onpeljyjemMo HajaykKy 1 IPOIyKaBaMo Ta eJIEMEHTOM a; (aKO TAaKBUX eJieMeHaTa HeMa, TaJa je Hajay KU HU3 KOjH ce
3aBplllaBa Ha MO3UIUjU @; jEHOYJIaH).

AHaJuu3a CJI0KeHOCTH. Y IMPEKTHOj peKyp3UBHOj IMIUIEMEHTALIMjH JI0/Ia3H Of PEeKJIamamba peKyp3BHIX MTO3MBA,
IITO JOBOAM [0 BeoMa Hee(pMKACHOT pellierha, EKCTIOHEHIIMjaJTHE CIOKEHOCTH.
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// pronalazi duzinu najduzeg strogo rastuceg podniza niza a koji se
// zavrsava elementom na poziciji 1
int najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a, int 1) {
int maksI = 1;
for (int j = 0; j < 1; j++)
if (a[j] < a[i]) {
int maksJ = najduziRastuciPodniz(a, j);
if (maksJ + 1 > maksI)
maksI = maks] + 1;
}

return maksI;

}

// pronalazi duzinu najduzeg strogo rastuceg podniza niza a
int najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a) {
int maks = 0;
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++) {
int maksI = najduziRastuciPodniz(a, 1);
if (maksI > maks)
maks = maksI;
}

return maks;

}
Memomnzanuja

HeedukacHocT K0ja HacTaje ycie[l OHABJbatbha UICHTHYHUX PEeKypP3UBHUX MO3KMBA PEllaBaMO JUHAMUYKUM IPOrpa-
MHUpambeM. 3a MEMOUM3AIIH]y JOBOJFHO j€ /1a TAMTHUMO HH3 AyKMHA HajIyXKuX pacTyhx HU30Ba KOJU Ce 3aBpIIaBajy
Ha CBaKoj mo3unyju y Huzy. Ilomro cy cBe Te qykuHe Behe uim jegHake of 1 (CBakM eJeMeHT caM 3a cede YMHU
pactyhu HU3), HU3 Y KOjU MEMOPHILEMO pellieha MOKEMO WHUIMjAJIM30BaTH HyJama (IIITO 3HAYM Ja je TpaxeHa
Jy’KMHA jOII HEMO3HaTa).

// pronalazi duzinu najduzeg strogo rastuceg podniza niza a koji se
// zavrsava elementom na poziciji i
int najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a, int 1,
vector<int>& memo) {
if (memo[i] != 0)
return memo[1i];
int maksI = 1;
for (int j = 0; j < 1; j++) {
if (a[]] < a[iD) {
int maksJ = najduziRastuciPodniz(a, j, memo);
if (maksJ + 1 > maksI)
maksI = maksJ + 1;
}
}

return memo[i] = maksI;

}

// pronalazi duzinu najduzeg strogo rastuceg podniza niza a
int najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a) {
vector<int> memo(a.size(), 0);
int maks = 0;
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++) {
int maksI = najduziRastuciPodniz(a, i, memo);
if (maksI > maks)
maks = maksI;

}

return maks;
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JInHAMHYKO MporpaMupame HaBuIIe

JegHoCTaBHO MOXeMO (hOPMYJICATH U AMHAMUYKO MPOrpaMHpame HaBHUINE, TAKO IITO HU3 MOMyHaBaMoO CJIeBa Ha-
necHo. HakoH momymapama HHA3a ogpelyjeMo meroB MakcuMyM. Harmacumo aa cBakM Hape[HH eJIeMEHT HU3a I10-
TEHIIMjaTHO 3aBUCHU O]] BEJIMKOT Opoja MPeTXOJHUX TaKo Jia HUje Moryhe peyKoBaTH MEMOPUjCKY CI0XEHOCT THMe
ITO OM ce MaMTHJIM CaMO HEKH eJIeMEHTU HU3a (MOpaMo YBEK 3HATH AyKMHE CBUX MPETXOJHUX eJieMeHaTa).

IIpumep. IlpukaxumMo Ha npuMepy Kako he ce Taj HU3 NOMyHbaBaTH.

i 0123456789
atl 3269543782
dp 1123222341
Ha npumep, kaga u3pauyHaBaMo €JIEMEHT Ha MO3ULMJU 5 aHAIM3MPaMO HU30BE KOjU Ce 3aBpIlaBajy eleMeHTHMa
MamHM O] BpeAHOCTH 4 Koja ce Hanasu Ha no3uuuju 5. To cy Bpeanoctu 3 Ha nosunuju O u 2 Ha nosuuuju 1. Y
oda ciTyyaja MaKCHMaJHa JTyKIHA ITOJHMA3A KOjU ce 3aBpIliaBa Ha TOj MO3UIHjH je 1, ma ce OMIIo Koju Ol TUX HA30Ba
Mpofy’kaBa ejeMeHToM 4 u joduja ce pactyhu HU3 gyxuHE 2.

Anamm3a cioxkeHocTH. Peniemse Koje ce 100uja Ha OBaj HauMH je MeMopujcke cioxeHocTH O(n) 1 BpeMeHCKe
cnoxenoctu O(n?).

int najduzi_rastuci_podniz(const vector<int>& a) {

int n = a.size();
vector<int> dp(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

dp[i] = 1;

for (int j = 0; j < 1; j++)

if (a[i] > a[]j] && dp[j] + 1 > dp[i])
dp[i] = dp[j] + 1;

int max = dp[0];
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
if (dp[i] > max)
max = dp[i];
return max;

Hajmamu ejieMeHT Ko juM ce 3appinaBa pactyhn noaaus nare ay:xunHe

VI3MeHOM MHIYKTHBHO-pEeKyp3UBHE KOHCTPYKIIMje MOXEMO JOOUTH 1 MHOTO ehuKacHuje pemerse. KibyuHa nzaeja je
1 IPETIIOCTABUMO J1a Y3 IyKUHY . q. HajOykKer pacTyher nogHusa go cajia odpaheHor Jiesia Hu3a MOKEMO 3a CBaKy
ayxuHy ogam3a 1 < d < dyq4 A2 OZpeIMO HajMaEb| €IEMEHT KOJUM Ce 3aBpIIaBa HEKH pacTyliu OAHU3 Ny KUHE
d. TlpumeTnMoO a HA3 TUX BPEJHOCTH YBEK CTporo pactyhu (ako moctoju ctporo pactyhu HU3 myxuHe d KOju ce
3aBpllIaBa HEKUM €JIEMEHTOM a;, Tajla Ce HeroB npeduKc ayxuHe d — 1 Mopa 3aBpIllaBaTh HEKUM €JIEMEHTOM KOjU
j€ CTpOro mMamu oJ] eJIeMeHTa a;).

IIpumep. Hus odpahyjemo enemeHr o enemeHT. PasmoTpumo jenan npumep (koJIOHe Tadesie oAroBapajy AyKHUHa-
Ma HH3a), a eJleMEHTH HU3a Koju ce odpaljyjy cy HammcaHu JecHO.

12345678910
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1

1
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1
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AKo ce Jocajammby Hajay Ky TOJHN3 3aBpIIABA0 €JIEMEHTOM KOjU je MamM oJ TeKyher, oHla cMO HallI TTOAHU3
KOjHU je OyKH 32 jeJaH M HajMamH eJIeMeHT Ha Kpajy Tor mogau3a je Tekyhu. To ce y mpumepy JAemaBa MpUInKOM
oOpajie eneMeHTa 3, eJleMeHTa 6, elleMeHTa 9 1 eJieMeHTa 8.

PasmoTpumo cutyanmjy y kojoj odpaljyjemo enement 5. [lo Tama cmo Bumenu enemente 3, 2, 6 u 9. EnemeHT 2 Ha
MIPBOj TIO3UIMjU y Tadean O3HayaBa Ja je HajMambH eJIEMEHT KOjUM Ce MOKE 3aBpIIMTH jeAHOWIAHH pacTyhu HU3
jennak 2. EnemeHT 6 Ha Ipyroj mo3uiyju y Tadeau o3HayaBa Aa je HajMamM eJeMeHT KOjUM ce MOXKE 3aBpIIUTH
JBOWIaHU pacTyhu HU3 jeqHak 6 (y muTamy je HU3 2 6 wiu HU3 3 6). Enement 9 Ha Tpehoj mosunuju y Tadenu
O3HaYaBa J]a je HajMamK eJIEMEHT KOjUM Ce MOXXe 3aBPIUUTU TPOWIaHU pacTyhu HU3 jeaHak 9 (y MUTawy je HU3 2
6 9wm 3 6 9). [lomro je 5 Mamu o1 9 HUjedaH O] OBUX TPOWIAHMX HM30Ba HUje Moryhe MpOIINPHUTH eIeMEHTOM
5, ma je yeTBopowIaHMX pacTyhmx Hu3oBa Hema. [locTapsba ce IUTame Aa JIM C& MOXJA TPOUJIAHW HU30BH MOTY
3aBpILIUTH €J1eMEeHTOM 5, HO HU To HUje Moryhe. Hamme, momro je y Tabenu JBOWIAHMM HH30BHUMA MPHIPYKEHA
BPEIHOCT 6, TO 3HAYH Jla ce CBM JIBOWIAHH pacTyhy HU30BM 3aBpliaBajy dap ca 6, na Huje Moryhe 9 3ameHuTH ca 5.
Ca npyre crpane, nomro je 5 Behe oj 2, 3aBpIIHM eJIEMEHT JBOYIAHMX HU30Ba 6 je Moryhe 3aMeHUTH ca 5 u Thme
JOOHTH Marby 3aBpIIHY BPEJHOCT ABOWIAHMX HU30Ba (TO Cy y OBOM Cllydajy HU30BH 3 5m 2 5). Jlakse, y Tadenn
BpEAHOCT 6 Tpeda 3amMeHNTH BpeaHomhy 5. BpeaHoct 2 neBo of 6 HEMa cMIUCIa 3aMEHHUTH ca 5, jep Ou ce ThMe
3aBpIlIHA BPEAHOCT jeTHOWIAHMX HHU30Ba yBehasia, a MU y Tadear MaMTHMO HajMarbe 3aBpIIHE BPEAHOCTH.

Ha ocHoBy aHanm3e oBor mpuMepa MOKEMO J1a 3aKJbYUHMO Ja je MPWIMKOM aHaJIM3e CBaKor TeKyher enemeHTa Io-
TpedHo npoHahu npBy no3unyjy d y Tadesn Ha KOjOj ce Hala3u eJIeMeHT Koju je Behu wim jemHak on Tekyher u
NO3UIMjy d YMECTO Tora ynucaTu TeKyhu ejleMeHT. AKO Cy CBU eJIeMeHTH Mawu of Tekyher (ako je d = dpqz),
OHJIa ce TeKyhu esleMeHT Jjojaje Ha Kpaj Hu3a (M Y TOM CiIydajy 3alpaBo paJiMO KUCTO - YIUCYjeMO €leMEeHT Ha
nosunyjy d). Octanm eleMeHTH y Tadeslu ocTajy HeNpOMEHeHH. 3arcTa Ha CBUM IMO3WIMjamMa y Tadesu JIeBO of
To3uIMje d yucaHu Cy eJIEMEeHTH CTPOTo Mamy o] TeKyher n BHXOBOM 3aMEHOM ca TeKyhinMm ce He du cMamnia
BPEIHOCT 3aBPIIHOT eJleMeHaTa THX HA30Ba. 3a elIeMeHTe IeCHO Off o3uIyje d, Mako cy Behn ox Tekyher, axypupa-
e Huje Moryhie. Y cBuM HuzoBuMa ayxute d’ > d HeKu npedhKC ce MOPA0 3aBPIIABATH EJIEMEHTOM Ha O3ULUjH
d v exemenToM BehuM of1 1era, a IomITo je oH oo Behu mim jepHak of Tekyher, 3aMeHOT NOCTIe/AbEr eneMeHTa
Tekyhum He OMcMO 100MIM BUllle pacTyhu HU3.

Kibyunu nodutak HacTaje Kajaa ce mpuMeTH J1a, MOIITO CY eJIeMEeHTH Y Tabesi COPTUPAHU, TIO3UIIN]y MPBOT eJleMeHTa
KOju je Behu wiu jegHak ol Tekyher MoxemMo ocTBapuTu OuHapHOM npeTparoM. OTyna cieau epukacHa UMIUIEMEH-
tanyja (y Hu3y dp BpeIHOCT HajMamber 3aBPIIHOT eJIeMeHTa 32 HI30Be MyKUHe d MaMTUMO Ha mo3unuju d — 1).

Anaim3za cioxeHocTH. BpemeHcka ciioxeHocT Takse uMiuieMenTauyje je O(nlog (n)), 10K je MeMopHjcKa CJ1o-
xeHoct O(n).

BunapHa npetpara Mmoxe OUTH U3BpILEHa OMOINOTEYKOM (DYHKIIH)OM.

int najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
vector<int> dp(n);
int max = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
auto it = lower_bound(dp.begin(), next(dp.begin(), max), a[i]);
*1t = a[i];
int d = distance(dp.begin(), it);
if (d + 1 > max)
max = d + 1;

+

}

return max;

}

Jom jemHa MoryhHOCT je ma ce mpoHana3ak IPBOT eJeMeHTa Beher WM jeJaHkor JaToM KopuinhermeM OMHapHe
[peTpare UMILIEMEHTHUPA PYYHO.

int prviVeciIliJednak(const vector<int>& a, int 1, int d, int x) {
while (1 < d) {
ints=1+(d-1) / 2;
if (a[s] < x)
1=s+1;
else
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d = s;
}

return 1;

}

int najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
vector<int> dp(n+1);
int max = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int k = prviVeciIliJednak(dp, 0, max, a[i]);
dp[k] = a[il;
if (k + 1 > max)
max = k + 1;

}

return max;

CBoheme Ha MpoOJIeM Hajay:Ker 3ajeJHUYKOT MOHU3A

IToctoju Beoma jegHOCTaBHO cBOheme OBOr MpodJieMa Ha MpodJieM MpoHaaxkema Hajayker 3ajeJHUUKOT MOAHM3a
IBa HU3a. Pememe Tor npodiema Beh mpukazaHo je y 3amatky Hajmyxu 3ajelHUUKH MTOJHU3 JBe HUCKe. HarMe,
OyXVMHA HajayXer pactyher rmogHusa JaTtor Hu3a jeJHaka je AyKWHU Hajaysker 3ajeJHUYKOr MOJHM3A TOT HU3a U
HU3a KOju ce 100Hja HeonaaajyhuM copTupameM U YKJIamkamheM JyIUTKaTa TOr HI3a.

int najduzizZajednickiPodniz(const vector<int>& s1, const vector<int>& s2) {
int nl1 = sl.size(), n2 = s2.size();
vector<int> dp(n2 + 1, 0);
for (int 1 = 1; 1 <= n1; i++) {
int prethodni = dp[0];
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
int tekuci = dp[j];
if (s1[i-1] == s2[j-1]) {
dp[j] = prethodni + 1;

} else {

dp[j] = max(dp[j-11, dp[iD);
}
prethodni = tekucti;

}
}
return dp[n2];

}

int najduziRastuciPodniz(const vector<int>& a) {
// sortirana kopija niza a
vector<int> b = 3a;
sort(begin(b), end(b));
// uklanjamo duplikate iz vektora b
b.erase(unique(begin(b), end(b)), end(b));
return najduziZajednickiPodniz(a, b);

3anarak: OnNTHMaJIHO MHOXKEeH€ MaTpuna

MHoxemwe MaTpulia tumensuje Dy x Do u qumensuje Dy X Dg naje matpuily aumensuje Dy X D3 u 1a Ou ce oHo
CIpoBesio NoTpedHo je D1 - Do - D3 MHOXewa OpojeBa. Kaja je moTpedHO U3BMHOXKUTY Iy’KUM HU3 MaTpULIA, OHAA
e(PUKACHOCT 3aBUCH O] HAUMHA KAKO Ce Te MaTpHIIEe IPYNuIlly (MHOKEHE j€ aCOIMjaTUBHA Orepalnja | AOMyIITeHO
je duIto koje Tpymnucame MHOXera). Harmmmm nmporpam koju oppelyje HajMamu Opoj MHOXEHa dpojeBa morpedan
Ja OM ce M3MHOXMO HU3 MATPUIIA IATUX JUMEH3Hja.

436



8.3. OIITUMMN3AIINJA KOPUIIREILEM ITNHAMWYKOTI ITIPOIT'PAMUPAIBA

Vaaz: Ca cranpapaHor yiasa ce npBo yuntasa 0poj 3 < n < 100, a 3atum u Hus qumensuja Do, D1, Da, ... Dy 1.
Marpure koje ce MHOXe cy qumensuja Doy X Dy, D1 X Do, ..., Dyy_o X Dy .

M3na3: Ha crangapaaym n3ias UCIMCaTH TPAXXEHW HajMamby Opoj MHOKEHA.

IIpumep

Vaaz Hznaz
4 88

5

4

6

2

Objawrberve: MHO)UMO MaTpully A muMensuje 5 x 4, matpuity B numensuje 4 x 6 u Marpuny C' mumMeHsuje 6 X 2.
3a pauyHatbe npomssoza (AB)C norpedro je 5:-4-6+45-6-2 = 180 onepaumja, a 3a pauyHarse npoussoga A(BC)
notpedHo je4 -6 -2+ 5 -4 - 2 = 88 onepanuja MHOXEHa OpojeBa.

Pememe

Pexyp3uBHO penieme

Kpenrmo oj1 pekyp3uBHOT peliiea. Kako roj ga rpynuiieMo MaTpuiie HEKO MHOKEHE je TO KOje Ce MOCIIe/Ihe U3BP-
maBa. To Moxke OUTH MHOKEHe ITPBe MaTpUIle M IPOU3BO/IA CBUX OCTAJINX, MHOXKEHE IIPOU3BO/Ia IIPBE JBE MATPUIIE
Y IIPOU3BO/IA OCTAJIMX MATPHIIA, MHOKEEHE [TPOU3BO/IA [IPBE TP MATPUIIE U MPOU3BO/IA OCTAJIMX MATPHUIIA UT/. CBE JI0
MHOJKeHba IPOM3BO/Ia CBUX MATPHIIA MPe MOCTIe/Ibe MoceaoM MaTpuiioM. OCHOBHA Hjieja je 1a eKIUTMIUTHO U3aHa-
JIM3UPAMO CBe Te MOTryhHOCTH U 1a ojabepeMo HajOosby Off huX. 3a cBaku (pUKCHpaHU U300P TO3UILIU]jE TTOCIIEIHHET
MHOKEHa MOTPedHO je OJPe/IUTH KaKO MHOXHUTHU CBE MAaTpUIIE JIEBO U CBE MATpHIIE JAECHO Of1 Te nosuliyje. Kibyunu
YBU/ je 1a je 1a Ou iodanHy u3d0p OMO ONTUMAJIAH U Ta ABa MOTHPOodIeMa MOTPeOHO peluTH Ha ONITUMAaJIaH HAYUH
(jep y ciyyajy Aa He oadepemMo ONTUMAJHU pacliope]l 3arpaja y HeKOM MOTIpodieMy, 00Jbe IIOOATHO pelliehe
MOXEMO JIOOUTH 3aMEHOM TOT pacropejia onTUMaiHuM). Jlakiie, HOTopodIeMe MOXEMO PeliaBaTé PeKyp3uBHUM
MO3UBHUMA.

Heka f(I, d) o3nayaBa MuHEMaIaH Hp0j MHOXEEA MOTPedaH a ce W3MHOXKe Marpulie mumersuja Dy, . . ., Dy. Tlo-
tpedHo je onpenutu f(0,n — 1). Ha ocHOBY npeTxopHe AucKycHje, Bake cienehe pekypeHTHe Bese.

fl,dy=0, zad—-14+1<2
f(,d) :lm_ind(f(l,i)+f(i,d)+Dl -D;-Dyg), 3ad—1+1>3
<<

3aucra, ako je d — [ + 1 < 2, To 3Ha4M J1a ce paay caMo O jeJHOj MaTPHLIM U HHUje MOTPedHO BPIIUTH OMJIO KaKBa
MHOXEHa.

Y cynpoTHOM MOCTOju BUIlle o jeqHe MaTpure. [lo3uija nocneamer MHOKEeHha MOKe OMTH CBaKa MO3HUIIKja CTPOTo
Beha ox1 [ u crporo mama of d. Kaja je nocnente MHOXeHe Ha NO3ULIMjH ¢ 3HAUH 1a Ce Ha Kpajy MHOXH ITPOU3BO]
MaTpuua aumensuja Dy, . . ., D; unpousBog MaTpuua aumensuja D, . . ., Dy. Pekyp3usHo ogpelhyjemMo MuHMMaiaH
Opoj MHOXema 3a CBaKH O TUX Mporn3Boaa. [Ipeu mponsBos faje Matpuily aumensuje D; X D;, Apyru 1aje MaTpuiry
mavensuje D; X Dy, v Ha Kpajy ce BpIIM MHOXEHbE Te IBe MaTpHIle, 3a ITa je HoTpedHo nompataux D; X D; x Dy
oreparyja.

long long minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije, int 1, int d) {
intn=d-1+ 1;
if (n <= 2)
return 0;
long long min = numeric_limits<long long>::max();
for (int 1 = 1+1; 1 <= d-1; 1++) {
long long broj = minBrojMnozenja(dimenzije, 1, i) +
minBrojMnozenja(dimenzije, i, d) +
dimenzije[1l] * dimenzije[i] * dimenzije[d];
if (broj < min)
min = broj;
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return min;

}

long long minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije) {
return minBrojMnozenja(dimenzije, 0, dimenzije.size() - 1);

}

Memou3zanuja

JIMpeKTHO peKyp3UBHO pelliee AOBOM JIO BEJMKOT Opoja MASHTHYHUX PEeKYpP3UBHUX MO3MBA U HEYIIOPEAUBO O0Jbe
peliieme ce 100uja TMHAMUYKUM ITporpaMmupameM. HajjenqHoctaBHuje pelierbe je J0AaTH MeMOU3aljy PpeKYypP3UBHO |
(yskumju. IMomro pyHKIMja MMa JBa TPOMEHJbHBA LIeJ00pojHa napamerpa (To cy [ 1 d), unje ce BpeaHocTy kpehy
y untepBainy [0, n — 1], Memoun3arujy MoxeMo u3BpIuuTH romohy Matpuie qumensuje n X n. KoHauHo pererse ce
Hautasu Ha nosuuuju (0,n — 1).

long long minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije, int 1, int d,
vector<vector<long long>>& memo) {
if (memo[l][d] != -1)
return memo[1][d];
intn=d-1+ 1;
if (n == 2)
return 0;
long long min = numeric_limits<long long>::max();
for (int 1 = 1+1; 1 <= d-1; i1++) {
long long broj = minBrojMnozenja(dimenzije, 1, i, memo) +
minBrojMnozenja(dimenzije, i1, d, memo) +
dimenzije[l] * dimenzije[i] * dimenzije[d];
if (broj < min)
min = broj;
}

return memo[1][d] = min;

long long minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije) {
int n = dimenzije.size();
vector<vector<long long>> memo(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
memo[i].resize(n, -1);
return minBrojMnozenja(dimenzije, 0, dimenzije.size() - 1, memo);

JIuHAMHYKO IpOrpamMupame HaBuiIe

JMHAMUYKO MPOrpaMHpam-e HaBHIIEe je IOHEeK/Ie KOMIUTMKOBAaHHje, 300T KOMIUIMKOBAHUj X 3aBUCHOCTH n3Mely ere-
MeHata mMatpuue. IlpBo, mommro Baxu na je [ < d, peieBaHTaH HaM je caMo JIeO MaTpHIe U3HAJ HEHE IJIaBHE
aujaronate. IlonymwaBame HUje Moryhe HU IO BpCTama, HU 10 KoJIOHaMa. Moske ce YOUUTH Jia CBaKH eJIEMEHT 3aBU-
CH caMo O] eJIeMeHaTa KOj1 ce HaJla3e KCIIO/ JMjaroHajle Ha K0joj ce Taj eJIeMeHT Halasd. 3ato je eJeMeHTe Moryhe
U3pavdyHaBaTH peaoM, 1o aujaroHamama. 3a d — [ + 1 < 2, paxu ma je f(I,d) = 0, ma enemMenTe Ha [IaBHOj [IHi-
jaroHaJM ¥ AMjaroHaJIM MH3a[ e IOCTaB/baMo Ha HyJTy, a 3aTHM payyHaMo eJleMeHTe Ha AdjaroHajaMa U3HaJl BHX.
CBaky JMjaroHanty KapakTepuille KOHCTAHTHH pa3Mak u3mel)y uHzaekca [ u d Tj. UCTH Opoj ejemMeHara y UHTepBasy
[1, d] 1j. uctu Hpoj MaTprLa KOje ce MHOXKe.

IIpumep. IIpukaximMo Ha jeHOM MPUMEpPY Kako ce IrpaJy ¥ MomymaBa MaTpuia. Heka cy marpuie numensuja 4,
3,5,1,2.

0 1 2 3 4
0] 0 060 27 35
1] 0 0 01521
2] 0 0 0 010
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3|
4|

© 06 06 0 0

© 06 06 0 0

Bpeasocr Ha nosby (0, 2) moapa3symeBa j1a ce MHOXe Matpuile [uMensuja 4 X 3 u 3 X 5, 3a 1mra je norpedHo
4 -3 -5 = 60 onepanyja MHOXKEHA.

Bpenxoct Ha noswy (1, 3) mogpasymeBa Jia ce MHOXe MaTpHie fuMeHsrja 3 X 51 5 X 1, 3a mTa je noTpedHo
3 -5 -1 =15 onepaiyja MHOXeHA.

Bpeasoct Ha momy (2, 4) moapasyMeBa ia ce MHOXe MaTpuie auMensurja 5 X 1 u 1 X 2, 3a mra je notpedHo
5-1-2 = 10 onepanyja MHOXEHA.

Bpeasocr Ha mosy (0, 3), mogpasymesa ja ce MHOKe MaTpuile qumersuje 4 X 3,3 X 5u b X 1.

Jenna, Oospa, MOryhHOCT je a ce mpBO MOMHOXeE MaTpulle AUMeH3Mje 3 X 5 1 H X 1 3a mTa je motpedHo 15
orepaiija MHOKeHa, a /1a Ce OH/A MPBa MATPHIIa JUMEH3H]je 4 X 3 TOMHOXHU JOOMjeHOM MaTPULIOM IMMEH3Hje
3 x 1, 3a mra je norpedHo gojatHux 4 - 3 - 1 = 12 onepanuja MHOXeEHA.

Hpyra MoryhHoCT je na ce IpBoO NOMHOXE MPBE ABE MAaTPHUIIE, 3a IITa je noTpedHo 60 onepariija MHOXewa, a
Jia ce 3aTHM J00MjeHa MaTpHLa JUMeH3Hje 4 X 5 IIOMHOXM MaTpULIOM JUMEeH3Huje 5 X 1, 3a mra je morpedHo
nojatHux 4 - 5 - 1 = 20 onepaiiyja MHOXeHA.

Bpensocr Ha momy (1, 4), mogpasymesa fa ce MHOKe MaTpuie mumersuje 3 X 5,5 x 1u 1 x 2.

Jemna moryhHoCT je 1a ce mpBO MOMHOXe MaTpuile tumensuje 5 X 1 u 1 X 2 3a mra je norpedHo 10 oneparuja
MHOKEeHa, a J1a ce OHJIa MPBa MaTpUlia JUMEH3Hje 3 X 5 MOMHOXHU 100MjeHOM MaTpULIOM AUMEH3Uje b X 2, 3a
mTa je moTpedHO JojaTHHX 3 - 5 - 2 = 30 omepanuja MHOKEHA.

Hpyra, dosba, MOryRHOCT je Ja ce MpBO MOMHOKE MPBe JBE MaTPHUIIE, 32 IITa je MoTpedHOo 15 onepaija MHO-
JKEeHa, a J1a ce 3aTUM JI00MjeHa MaTpulla AuMeH3dje 3 X 1 MOMHOXY MaTpuloM JuMeH3uje 1 X 2, 3a mita je
noTpedHo gonaTHux 3 - 1 - 2 = 6 onepalyja MHOXebA.

Bpenroct Ha noswy (0, 4), moapasymesa ja ce MHO)e Matpure quMensuje 4 X 3,3 X 5,5 x 1ul x 2.

Jenna moryhHocT je 1a ce npBa MaTpuia JuMeHsuje 4 X 3 MOMHOXH MPOU3BOIOM OCTAIMX MATPULIA, 3a KOjU
3HaMO Jla ce MOXe M3pauyHaTtu nomohy 21 omeparje MHOewa. HakoH Tora je moTpedHO NOMHOXHUTH Ma-
TpHILly AUMeH3Hje 4 X 3 ¥ Jo0MjeHy MaTpully AMMEH3Hje 3 X 2, 3a IITa je NoTpedHo gojatHux 4 - 3 - 2 = 24
oreparyje MHOKEHA.

Jpyra MoryhHocT je ga ce IMpoW3BOJI MaTpulia AuMeH3dja 4 X 3 u 3 X 5, Koju ce u3padyHaBa nomohy 60
oreparifja MHOXeHa OMHOXH MTPON3BOJOM MaTpHLia AUMEH3Mja 5 X 1 m 1 X 2, koju ce n3pauyHaBa nomohy
10 onepanuja MHOXema. [Ipor3Boa J0OMjeHNX MaTpuIla fuMeH3rja 4 X 51 5 X 2 3axTeBa jom 4 - 5 -2 = 40
oreparyja MHOKEHA.

Tpeha, Hajdosba, MoryhHOCT je 1a ce mpoW3BOA MpBE TPU MaTpHIEe, KOju ce u3padyHaBa nomohy 27 omnepa-
I1ja MHOEHa TIOMHOXKH TTOCJIEJEHOM MaTpUIIoOM Aumensuje 1 X 2. TlomTo je mpou3Boj MpBe TpPH MaTpHIIE
nuMensyje 4 X 1, oBo 3axTeBa gogaTHHX 4 - 1 - 2 = § onepanyja MHOXEHba.

AHanm3oM 3aBUCHOCTH M3Mel)y eJleMeHaTa MaTpHlie MOXe Ce YCTAHOBHTH J1a Hije Moryhe jeqHOCTaBHO CMarbuBambe
MEMOPHjCKE CJIOXEHOCTH, Kao MITO je TO OMO Cllyva] y HEKUM paHHje TPUKa3aHUM IpodIeMuMa.

long
in

long minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije) {
t n = dimenzije.size();

vector<vector<long long>> dp(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

dp[i].resize(n, 0);

for (int k = 3; k <= n; k++)

for (int 1L =0, d=1+k - 1; d < n; T++, d++) {
dp[1][d] = numeric_limits<long long>::max();
for (int 1 = 1+1; 1 <= d-1; i1++) {
long broj = dp[l][1i] + dp[i][d] +
dimenzije[l] * dimenzije[i] * dimenzije[d];
if (broj < dp[l]1[d])
dp[1][d] = broj;
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}

return dp[0][n-1];
}

PeKoHCTPYKIMja ONTHMAJHOT peaocie]a MHOKeha

Jla Ou ce peKOHCTPYHCANIO pelliehe, MOKEMO Y TIOCEOHO] MATPHIIY TAMTHUTH MO3UIIHje MUHUMATHUX eJleMeHaTa.

void odstampaj(const vector<vector<int>>& poz, int 1, int d) {
intn=d-1+ 1;

if (n <= 2)
cout << "A” << 1;
else {

cout << (7
odstampaj(poz, 1, poz[l][d]);
cout << 77,
odstampaj(poz, poz[l][d], d);
cout << 7)”;
}
}

long long minBrojMnozenja(const vector<int>& dimenzije) {
int n = dimenzije.size();
vector<vector<long long>> dp(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
dp[i].resize(n, 0);

vector<vector<int>> poz(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
poz[i].resize(n);

for (int k = 3; k <= n; k++)
for (int 1 =0, d=1+k - 1; d < n; 1++, d++) {
dp[1][d] = numeric_limits<long long>::max();
for (int 1 = 1+1; 1 <= d-1; i1++) {
int broj = dp[l][1] + dp[i][d] +
dimenzije[l] * dimenzije[i] * dimenzije[d];
if (broj < dp[l]1[d]) {
dp[l][d] = broj;
poz[1][d] = i;
}
}
}
odstampaj(poz, 0, n-1);
cout << endl;
return dp[0][n-1];
}

3anarak: Hajayku moqHu3 maJuHIpoM

Hanwmcatu mporpam KojuMm ce 3a IaTh CTPUHTY S ofipelyje Ay:KUHY HajayXer MOAHM3a HUCKE S KOJU je MaTMHAPOM.
IlogHu3 He MOpa Aa capku y3acTOIHE KapaKTepe HUCKE, ali OHU MOpajy Ja ce jaBjbajy y UCTOM pefocieny (MoJHu3
ce 1oduja dpucambeM NPOU3BOJLHOT Opoja KapakTepa).

VYaa3: Ca cranpapiHor yjasa ce yuyMTaBa HHCKAa S CacTaB/b€Ha CaMoO Ol MaJMX CJIOBA €HIVIECKe adeliesie, umja je
nyxuHa HajBumie S000 kapakrepa.

M3aa3: Ha cranpapasy n3a3 UCUcaTH caMo TPaXkeHy Ay KUHY HajryKer MaJIuHIPOMCKOL MOIHN3A.
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IIpumep

Yaaz Hznaz
najduzipalindrom 5
Pememe

Pexyp3uBHO pemieme
Kpenunmo oz peKyp3uBHOT pelema.

¢ Ilpa3Ha HECKa UMa CaMo ITpa3aH MOJHM3, 1A je TyK1UHA HajayXer aJMHAPOMCKOT IOAHN3A jeiHaKa Hyi. Hu-
CKa TyxuHe | je cama CBOj MAJIMHIPOMCKH MOJHU3, 1A je AyKMHA HEHOT Hajay Ker MaluHIPOMCKOT MOJHI3a
jenHaka 1.

* Ako HHCKa UMa Oap 1Ba KapakTepa, OHJa paM3aTpaMo [a JIM CY HeH IPBU U TOCICIBH KapakTep jeIHAKH.
AKo jecy, OHJa OHM MOTY OMTH JIeO HajIy KeT MaJTMHIPOMCKOT IIOJHHI3a U IIPOOJIEM Ce CBOIM Ha ITPOHATIAKEHE
Hajy’Ker aJIMHIPOMCKOT ITIOJHM3A JieJ1a HUCKe Oe3 IIPBOT U IOCIIeAber KapakTepa. Y CypOTHOM OHH HE MOTY
HCTOBPEMEHO OUTH JIe0 Hajayker MaJMHAPOMCKOT MOJHM3A U TOTPeOHO je eMMUHMCATH Oap jefaH Of HUX.
[podnem, fakie, CBOAUMO Ha MpOHANAKEE HajayKer HaJuHIPOMCKOr ITOJHM3a cy(duKkca HUCKe Oe3 mpBor
KapakTepa 1 Ha POHANaKeHe Ha jIyKer MaIHIPOMCKOT OJHI3a pedrKca HUCKe Oe3 MoCeAber KapaKkTepa.
Jyxu off Ta iBa HAJIMHAPOMCKA MOJHU3A je TPaKeH! MaJMHAPOMCKH IOJHM3 1ieJie HUCKE.

OBUM je MpakTUYHO Je(PMHUCAHA PEKYp3UBHA IMpOIelypa KOjoM ce peliaBa mpodjeM. Y CBaKOM PEKyp3UBHOM
MO3MBY BpILIM CE aHAJIM3a HEKOT CerMeHTa (HM3a y3aCTOIHUX KapakTepa IMoja3He HHCKE), A je CBaKU PeKyp3UBHU
no3uB opeleH ca iBa 6poja Koju mpejcTapibajy rpatuiie Tor cerMenta. Ako ca f (I, d) 03HaYMMO Iy KUHY HajIyXKer
HaTMHIPOMCKOT MOHKU3A [eia HuCkKe s[l, d], Taga Bake ciienehe pekypeHTHe Bese.

f(L,d)=0, ml>d

fl,dy=1, zal=d

fll,d)=2+f(l+1,d—1), zal<dus =sq

f(l,d) =max (f(l+1,d), f(l,d—1)), 3al<dus;#sq

Ha ocHOBy oBora, (byHKIIHjy je BeoMa jeJHOCTABHO MUMILIEMEHTHPATH.

int najduziPalindrom(const string& s, int 1, int d) {
if (1 > d)
return 0;
if (1 == d)
return 1;
if (s[1] == s[d])
return 2 + najduziPalindrom(s, l+1, d-1);
return max(najduziPalindrom(s, 1, d-1),
najduziPalindrom(s, 1+1, d));

int najduziPalindrom(const string& s) {
return najduziPalindrom(s, 0, s.length() - 1);

}

AHaJIN3a CJI0KEHOCTH. Y 0BOj MMIUIEMEHTALMjU 0J1a3H [0 MpeKJIanamka peKyp3UBHUX [I031Ba, Ia je OHA BEOMa
Hee(UKacHa (CI0XEHOCT Hajroper ciaydaja je eKCIIOHEeHIIMjalHa).

Memonzanuja

VY nperxonHoj (PyHKIHM)H JOIA3M 0 MpeKJIanama PeKyp3UBHUX MO3MBA, 1A je MOXKEbHO YIOTPEONTH MEMOU3AIIH]Y.
3a MeMou3aIrjy KOPUCTUMO MATpHIly (IIPaKTUYHO, HeH TOPHU TPOYTao y KojeM je | < d).

int najduziPalindrom(const string& s, int 1, int d,
vector<vector<int>>& memo) {
if (memo[l][d] != -1)
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return memo[1][d];

if (1 > d)

return memo[1][d] = 0O;
if (1 == d)

return memo[1][d] = 1;

if (s[1] == s[d])
return memo[1][d] 2 + najduziPalindrom(s, 1+1, d-1, memo);
return memo[1][d] = max(najduziPalindrom(s, 1, d-1, memo),
najduziPalindrom(s, 1+1, d, memo));

}

int najduziPalindrom(const string& s) {
vector<vector<int>> memo(s.length(), vector<int>(s.length(), -1));
return najduziPalindrom(s, 0, s.length() - 1, memo);

}

JIuHaAMHYKO MporpamMupame HaBUIIe

Jlo ebukacHor perierba MOKeMO 10hM ¥ AMHAMUYKMM [POTPAMUPARbEM 010310 HaBuie. EjeMeHT Ha MO3uLmju
(1, d) matpurie 3aBucu off enemenata Ha nosurjama (I + 1,d), (I,d — 1) u (I + 1,d — 1), 10K ce KOHAUHO peliehe
HAJIa3M y TOPE-EM JIEBOM Yy Matpuue, Tj. Ha nosby (0,n — 1). 380r 0BakBHX 3aBHCHOCTH MATPULY HE MOXEMO
TIOIYHaBATH HA BPCTY 110 BPCTY, HA KOJIOHY M0 KOJIOHY, Beh aujaroHanty no aujaronany. Ha nujaronany ucros riaBHe
YIIUCY jeMO CBe HyJIe, Ha [JIABHY JIMjarOHANy CBE jE/IMHUIIE, & 3aTUM IOIYHaBaMO je/IHY 10 je/IHY JUjaroHaty U3Haj
[JIaBHE, CBE JJOK He JJODEMO /10 eIeMEHTa y TOPHEM JIEBOM YIJIY.

IIpumep. IIpukaxnmo Kako U3IIe/Ia MOMyHEeHa MaTpUIla Ha IpuMepy HUCKe abaccba.

abaccba

0123456
a 0]1133346
b 1|0111244
a 2| 011224
c 3| 01222
c 4] 0111
b 5| 011
a 6| 01

KonauHo pemewe 6 onropapa noauusy abccba.

int najduziPalindrom(const string& s) {
int n = s.length();
vector<vector<int>> dp(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
dp[i].resize(n, 0);
dp[i][i] = 1;

}
for (int k = 1; k < n; k++)
for (int 1 =0; 1+ k < n; 1++) {
intd =1+ k;
if (s[1] == s[d])
dp[l][d] = dp[1+1][d-1] + 2;
else
dp[l][d] = max(dp[l+1][d], dp[l][d-1]);
}

return dp[0][n - 1];
}

Anannza caoxxenocru. OBO peliere IMa i MEMOPH]CKY M BpeMeHCKy ciioxkeHocT O (n?).
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Memopujcka onTumMHu3anuja

[Ipumehyjemo aa eleMeHTH CBake JHjaroHaie 3aBHCe CaMo Off eJieMeHaTa MpeTXoaHe IBe aujaroHane. Moryhe je
Jla 4yBaMoO camo JIBe JvjaroHaie - Tekyhy u mperxonHy. Tokom axypupamwa Tekyhe qujaroHalie meHe rnocrojehe
eJleMeHTe MCTOBPEMEHO TpernucyjeMo y rpetxondy. Kana cy kapakTepu jeaHaku, Taja y MpUBpeMeHY NPOMEHIbU-
By OeJie)kMMO OAroBapajyhu ejeMeHT MPeTXOIHE A1jaroHase, Ha lberoBO MECTO YIIUCYjeMO oAropapajyhu eneMeHT
Tekyhe AujaroHase, a OHIa Ha MECTO TOT eJIeMEHTa yIICYjeMO BpeJHOCT IpHBpeMeHe IpoMeHsbuBe yBehaHy 3a aBa.
Kapa cy kapakTepu pa3nuuuty oAroBapajyhu eneMeHT Tekyhe aujaroHajne ymucyjemMo Ha oarorapajyhe mecro y
MPETXOJIHO] AUjarOHaJIM, @ Ha FerOBO MECTO YIHCY jeMO MaKCUMYM Te U HapeJHe BpeIHOCTH TeKyhe qujaroHae.

int najduziPalindrom(const string& s) {
int n = s.length();
// elementi dve prethodne dijagonale
vector<int> dpp(n, 0);
vector<int> dp(n, 1);
for (int k = 1; k < n; k++) {
for (int 1L =0; 1 + k < n; 1++) {
intd = 1 + k;
if (s[1] == s[d]) {
int tmp = dp[1];
dp[l] = dpp[1+1] + 2;
dpp[l] = tmp;
}
else {
dpp[1] = dp[l];
dp[1l] = max(dp[l], dp[l+1]);
}
}
dpp[n-k] = dp[n-k];
}

return dp[0];
}

AHaJn3a cJ0KeHocTH. MeMopHjcKa CIoKeHOCT OBOT pelliera je O(n), Iok BpeMeHcKa ciokeHocT ocTaje O(n?).

Csoleme Ha podIeM HAjay:Ker 3ajeJHHYKOT MOHIN3a JIBe HICKe

Perimo jomn u fa je perierse oBOr 3amaTka Moryhe qoduTn u cBohiemeM Ha mpodiem oppehuBara HajIyxer 3ajel-
HHUYKOT MOJIHM3a ABe HUcKe. Taj je mpodsieM omucaH y 3afaTky Hajaysxku 3ajequuuky nogHus ase Hucke. Hanwme,
HajayKU NaJMHIPOMCKH TOJHU3 jelHAK je HajoyKeM 3ajeJHUYKOM IMOJHW3Y OPUTHMHAIHE HUCKE U HHUCKE KOja ce
Jo0uja lEeHUM OOpTambeM.

int najduzizZajednickiPodniz(const string& si1, const string& s2) {
int n1 = s1.size(), n2 = s2.size();
vector<int> dp(n2 + 1, 0);
for (int 1 = 1; 1 <= n1; i1++) {
int prethodni = dp[0];
for (int j = 1; j <= n2; j++) {
int tekuci = dp[j];
if (s1[i-1] == s2[j-1]) {
dp[j] = prethodni + 1;

} else {
) dp[j] = max(dp[j-11, dp[iD);
prethodni = tekucti;
}
}
return dp[n2];
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int najduziPalindrom(const string& s) {
string sObratno = s;
reverse(begin(sObratno), end(sObratno));
return najduziZajednickiPodniz(s, sObratno);

}

Anainsa caokeHoctd. CIIOKEHOCT OBe PeIyKIje je MCTa KAo U CIIOKEHOCT TMPEKTHOT pelliera (BpeMeHCKH
O(n?), a mpoctopro O(n)).
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