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Uvod u interaktivno dokazivanje teorema
Vezbe 01

Zadatak 1 Primer jednostavne teorije

(a) Pokazati da vazi komutativnost i asocijativnost operacije (+) :: nat = nat = nat.

lemma (z:nat) + y =y + =
by simp

lemma ((z::nat) + y) + 2z =2 + (y + 2)
by simp

(b) Definisati funkciju sledbenik :: nat = nat i pokazati da vazi sledbenik (sledbenik z) = x +
2.

definition sledbenik :: nat = nat where
sledbenik © = x + 1

lemma sledbenik (sledbenik r) =z + 2
unfolding sledbenik-def

by simp

(c) Pokazati da ako vazi x > 0 onda sledbenik x > 1. Te pokazati da ako vazi z < 5 onda
sledbenik © < 6.

lemma z > 0 — sledbenik © > 1
unfolding sledbenik-def
by simp

lemma z < 5§ — sledbenitk x < 6
unfolding sledbenik-def
by simp

(d) Prethodna dva tvrdenja uopstiti u opste tvrdenje o ograni¢enosti sledbenika.

lemma ogranicenost-sledbenika:
fixes a b :: nat
assumes o < zx < b
shows a + 1 < sledbenik x A sledbenik v < b + 1
unfolding sledbenik-def
using assms
by simp

(e) Definisati funkciju kvadrat :: nat = nat i pokazati da vazi kvadrat (z + 1) = kvadrat x +
2xx+ 1

abbreviation kvadrat :: nat = nat where
kvadrat t = = * x

lemma kvadrat (z + 1) = kvadrat ¢ + 2 * x + 1



by simp

(f) Definisati rekurzivnu funkciju sum :: nat list = nat koja ra¢una sumu liste prirodnih brojeva.
Pokazati da se sum xs ponasa isto kao i foldr primenjen na odgovarajuéu funkciju, listu zs, i
odgovarajuc¢u pocetnu vrenodst akomulatora. Nako toga pokazati sledec¢e svojstvo sum (zs @
ys) = sum s + sum ys.

fun sum :: nat list = nat where
sum [] = 0
| sum (z # xs) =  + sum zs

lemma sum xs = foldr (+) xzs 0
by (induction zs) auto

lemma sum (zs Q ys) = sum xs + sum ys
by (induction zs) auto

(g) Definisati rekurzivnu funkciju len :: nat list = nat koja ra¢una duzinu liste prirodnih brojeva.
Pokazati da se len xs ponaSa isto kao i foldr primenjen na odgovarajuéu funkciju, listu zs, i
odgovarajuéu pocetnu vrednost akumulatora (Savet: Zgodno je koristiti lambda funkciju (A z y.
fz y) za definisanje funkcije koju prima foldr). Nako toga pokazati sledeée svojstvo len (zs @
ys) = len zs + len ys.

fun len :: nat list = nat where
len [] =0
| len (x # xs) = 1 + len xs

lemma len xs = foldr (A z. (+) 1) zs 0
by (induction zs) auto

lemma len (zs Q ys) = len xs + len ys
by (induction zs) auto

Zadatak 2 Zapisivange logickih formula

(a) Zapisati nekoliko logickih formula koje ukljuc¢uju logicke konstante True i Fualse, logicke
veznike -, A, V, —, i <— /=, 1 univerzalne i egzistencionalne kvantifikatore V i 3

lemma ANB — AV B
by simp

lemma AN A+— A
by simp

lemma AV - A +— True
by simp

lemmaV z. Pz — Q=
nitpick
00ps

lemma (V z. Pz — Qz) AN (3 2. Pz) — (3 z. Q x)
sledgehammer
by blast



(b) Zapisati sledece recenice u logici prvog reda i dokazati njihovu ispravnost.

(b.1) Ako onaj ko laze taj i krade i ako bar neko laze, onda neko i krade.

lemma
(V z. Laze © — Krade z) A
(3 z. Laze z) —
(3 z. Krade x)
by auto

(b.2) Ako "ko radi taj ima ili trosi” i "ko ima taj peva” i "ko trosi taj peva”, onda ko radi taj
peva”

lemma
(V z. Radi x — Ima x V Trosi ) A
(V z. Ima x — Peva x) N\
(V x. Trosi v — Peva z) —
(V z. Radi x — Peva )
by auto

c) Zapisati sledeci skup re¢enica u logici prvog reda i dokazati njihovu nezadovoljivost.
c.1) Ako je X prijatelj osobe Y, onda je i Y prijatelj osobe X.

C.

(

(

(c.2) Ako je X prijatelj osobe Y, onda X voli Y.
(c.3) Ne postoji neko ko je povredio osobu koju voli.
(

c.4) Osoba Y je povredila svog prijatelja X.

lemma
(Y z y. Prijetelj x y — Prijatelj y x) N
(V z y. Prijatelj v y — Voli x y) A

(= (3 zy. Voli z y AN Povredio x y)) A
(3 y x. Prijatelj y x A Povredio y x) —
False

by auto



