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Apstrakt

Prilog teoriji pseudo-Rimanovih Osermanovih
mnogostrukosti

Osnovni objekat koji posmatramo u ovom radu je pseudo-Rimanova Osermanova mno-

gostrukost. Kako takve mnogostrukosti ispuǌavaju k-xtajn uslov u taqki izvodimo

formule koje moraju biti ispuǌene. Centralna tema rada je generalizacija defini-

cije principa dualnosti na pseudo-Rimanov sluqaj. Na osnovu te generalizacije

dolazimo do originalnih rezultata ispituju�i pod kojim uslovima �e va�iti prin-

cip dualnosti. Od ranije je bilo poznato da pricip dualnosti va�i za Rimanove

mnogostrukosti, ali sada dajemo uopxteǌe po kojem princip dualnosti va�i ukoliko

ne postoji izotropan sopstveni vektor Jakobijevog operatora. Krajǌi rezultat rada

je da princip dualnosti mora va�iti za proizvoǉnu qetvorodimenzionu Osermanovu

mnogostrukost, tako da se eventualni kontraprimeri moraju tra�iti u ve�im dimen-

zijama.
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Predgovor

Pojam krivine osnovni je koncept diferencijalne geometrije, dok je centralni

problem povezati svojstva tenzora krivine sa geometrijom odgovaraju�e mnogostru-

kosti. Jedno od veoma va�nih pitaǌa je xta se mo�e re�i o metrici ukoliko su

poznate sekcione krivine mnogostrukosti. Najprostiji sluqaj je kada su sve sekcione

krivine jednake, xto generixe prostor konstantne sekcione krivine i tada je metrika

u potpunosti odre�ena. Naredni sluqaj po jednostavnosti je kada Jakobijev operator

KX ima konstantan karakteristiqni polinom, nezavisan od taqke mnogostrukosti i

jediniqnog vremenskog ili prostornog vektora X. Takve mnogostrukosti nazivaju se

Osermanove mnogostrukosti, a qitav ovaj rad bavi se izuqavaǌem svojstava takvih

mnogostrukosti.

Jedan od otvorenih problema u ovoj oblasti svakako je Osermanova hipoteza. Mora

li Osermanova mnogostrukost biti ravna ili lokalno simetriqan prostor ranga jedan?

Prilikom rexavaǌa pojedinih sluqajeva ove texke hipoteze prirodno se pojavila im-

plikacija

KX(Y ) = λY ⇒ KY (X) = λX

koja, ukoliko va�i, u znatnoj meri olakxava raqun. Na osnovu te implikacije Raki� je

definisao princip dualnosti, a zatim i dokazao da on va�i u sluqaju Rimanovih

mnogostrukosti. Ta teorema u velikoj meri je doprinela da Nikolajevski naqini na-

jve�i proboj u rexavaǌu Osermanove hipoteze i doka�e ǌenu validnost za Rimanove

mnogostrukosti dimenzija n 6= 16. Kasnije je postalo popularno rexavati varijantu

Osermanove hipoteze u pseudo-Rimanovom sluqaju, ali danas je tu jako malo stvari

ura�eno. Imaju�i ideju da �e princip dualnosti biti veoma korisno oru�e u rexa-

vaǌu hipoteze u pseudo-Rimanovom sluqaju, ja sam uopxtio princip dualnosti. Kako

je pokazano da se za nedijagonalizabilne pseudo-Rimanove Osermanove mnogostrukosti

mogu konstruisati razni kontraprimeri hipoteze, to sam qesto pretpostavǉao uslov

dijagonalizabilne mnogostrukosti. Sa tim uslovom dokazao sam nekoliko novih rezul-

tata, kao na primer da princip dualnosti va�i ukoliko ne postoji izotropan sop-

stveni vektor Jakobijevog operatora. Centralna teorema je da princip dualnosti
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va�i za svaku qetvorodimenzionu mnogostrukost, xto zapravo znaqi da se eventualni

kontraprimer za princip dualnosti mora tra�iti u dimenzijama n ≥ 5. Ovako postav-

ǉen uopxteni princip dualnosti mo�e se posmatrati kao zaseban problem, a iskreno

se da nadam da �e ovaj rad pomo�i u boǉem razumevaǌu pseudo-Rimanovih Osermanovih

mnogostrukosti kao i same Osermanove hipoteze.

Ovaj rad posve�en je prerano otixlom prof. Dr Novici Bla�i�u.

Beograd, oktobar 2006.

Vladica Andreji�



Glava 1

Osermanove mnogostrukosti

U ovoj glavi uvodimo osnovnu notaciju i terminologiju koju �emo koristiti kroz

qitav rad. Osnovni objekat sa kojim radimo je pseudo-Rimanova1 mnogostrukost. U

sekciji 1.1 definixemo prostorne, vremenske i izotropne tangentne vektore, a zatim

uvodimo Levi-Qivita2 povezanost. U sekciji 1.2 definixemo operator i tenzor kriv-

ine sa lepim osobinama kao xto su: kosa simetrija, simetrija po parovima i Bjanki-

jev3 identitet, a zatim definixemo i Riqijev4 tenzor. Sekciju zavrxavamo defini-

cijom Jakobijevog5 i restrikovanog Jakobijevog operatora. Sekcija 1.3 donosi vre-

menske i prostorne Osermanove6 uslove u taqki. Nakon osnovnih primera Osermanovih

operatora krivine dajemo definicije taqka po taqka Osermanove i globalno Oser-

manove mnogostrukosti. U sekciji 1.4 predstavǉamo koncepte �ordan7-Osermanove

mnogostrukosti. Kao najjednostavniji sluqaj �ordan-Osermanovih mnogostrukosti

javǉaju se dijagonalizabilne mnogostrukosti, xto �e nam biti jako qest uslov u

rezultatima narednih glava. Glavu zavrxavamo sekcijom 1.5 u kojoj po uzoru na

rad Garsija-Rio8, Kupeli9, Vaskez-Lorenco10 vrximo konstrukciju Osermanove mno-

gostrukosti signature (2,2). Polazi se od specifiqne Vokerove11 metrike signature

(2,2) na R4 iz koje se daǉe raqunaju Kristofelovi12 simboli koji odre�uju Levi-

Qivita povezanost, a samim tim i Jakobijev operator. Ovaj primer ujedno pokazuje

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866)
2Tullio Levi-Civita (1873–1941)
3Luigi Bianchi (1856–1928)
4Gregorio Ricci-Curbastro (1853–1925)
5Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851)
6Robert Osserman (?)
7Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922)
8Eduardo Garćıa-Ŕıo (?)
9Demir Nuri Kupeli (?)

10Ramón Vázquez-Lorenzo (?)
11Arthur Geoffrey Walker (1909–2001)
12Elwin Bruno Christoffel (1829–1900)
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da postoje Osermanove mnogostrukosti koje nisu �ordan-Osermanove.

1.1 Osnovni pojmovi

Neka je M Hausdorfov prostor, odnosno topoloxki prostor u kojem se svake dve

razliqite taqke mogu razdvojiti disjunktnim otvorenim okolinama. Otvorena karta

na M je par (U,ϕ), gde je U otvoren podskup od M , a ϕ homomorfizam sa U na otvoren

podskup od Rn. Diferencijabilna struktura na M dimenzije n je familija otvorenih

karti (Uk, ϕk)k∈Λ na M , gde je ϕk(Uk) otvoreni podskup od Rn tako da su ispuǌene ak-

siome:

(1) M =
⋃

k∈Λ Uk

(2) Za svaki par indeksa i, j ∈ Λ preslikavaǌe ϕj ◦ ϕ−1
i je diferencijabilno preslika-

vaǌe sa ϕi(Ui ∩ Uj) na ϕj(Ui ∩ Uj).

(3) Familija (Uk, ϕk)k∈Λ je maksimalna familija otvorenih karata za koje (1) i (2)

va�e.

Definicija 1.1 Diferencijabilna mnogostrukost dimenzije n je Hausdorfov prostor sa

diferencijabilnom strukturom dimenzije n.

Zapoqnimo priqu sa diferencijabilnom mnogostrukosti M dimenzije n. Sa F(M)

oznaqimo skup svih glatkih realnih preslikavaǌa na M

F(M) = {f : M → R | f je diferencijabilna}.

Za α, β ∈ R i f, h ∈ F(M) preslikavaǌa αf + βh i fh se prirodno definixu putem

(αf + βh)(p) = αf(p) + βh(p) i (fh)(p) = f(p)h(p)

za p ∈ M . Lako je videti da je u odnosu na prethodno definisane operacije F(M)

komutativan prsten (sa jedinicom), kao i algebra nad realnim brojevima R.

Definicija 1.2 Tangentni prostor TpM mnogostrukosti M u taqki p ∈ M je skup svih

preslikavaǌa X : F(M) → R takvih da je

X(αf + βh) = αX(f) + βX(h) i X(fh) = f(p)X(h) + h(p)X(f)

za svako α, β ∈ R i f, h ∈ F(M).

Po svojoj prirodi diferencijabilne mnogostrukosti su zakrivǉeni prostori i kao

takvi mogu biti veoma komplikovani za izuqavaǌe. Nasuprot tome vektorski pros-

tori su mnogo prostiji i pru�aju mnoxtvo pogodnosti. Primetimo da je po prethodnoj
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definiciji TpM vektorski prostor i mo�e se shvatiti kao najboǉa linearna aproksi-

macija mnogostrukosti M u taqki p ∈ M . Upravo to je razlog xto smo skloniji da

koristimo tangentni prostor umesto originalne mnogostrukosti. Unija svih tangent-

nih prostora mnogostrukosti M naziva se tangentno raslojeǌe. Ono se obele�ava sa

T (M) i poseduje na prirodan naqin zasnovanu strukturu mnogostrukosti.

T (M) =
⋃

p∈M

TpM

Definicija 1.3 Vektorsko poǉe na diferencijabilnoj mnogostrukosti M je diferenci-

jabilno preslikavaǌe X : F(M) → F(M) koje zadovoǉava

X(αf + βh) = αXf + βXh i X(fh) = fXh + hXf (1.1)

za svako α, β ∈ R i f, h ∈ F(M). Skup svih vektorskih poǉa na mnogostrukosti M

obele�avamo sa X (M).

Vektorsko poǉe na mnogostrukosti M mo�e se intuitivno shvatiti kao glatko pres-

likavaǌe X : M → T (M) koje svakoj taqki p ∈ M dodeǉuje tangentni vektor Xp ∈ TpM .

Veza izme�u prethodnih koncepata data je formulom (Xf)(p) = Xp(f) koja va�i za

X ∈ X (M), f ∈ F(M) i p ∈ M . Na skupu X (M) prirodno uvodimo osnovne operacije na

slede�i naqin. Za α, β ∈ R; f, h ∈ F(M) i X, Y ∈ X (M) definixemo:

αX + βY sa (αX + βY )(f) = α(Xf) + β(Y f);

fX sa (fX)(h) = fX(h);

XY sa XY (f) = X(Y f);

[X, Y ] sa [X, Y ] = XY − Y X.

Zahvaǉuju�i formuli (1.1) lako vidimo da je X (M) modul nad F(M).

Vreme je da na tangentnom prostoru uvedemo metriku i tako kreiramo pseudo-

Rimanovu mnogostrukost, osnovni objekat sa kojim radimo.

Definicija 1.4 Pseudo-Rimanova metrika na diferencijabilnoj mnogostrukosti M je

preslikavaǌe g : X (M) × X (M) → F(M) koje svakom p ∈ M dodeǉuje nedegenerisanu si-

metriqnu bilinearnu formu gp : TpM × TpM → R, a pri tome ne meǌa signaturu.

Nedegenerisanost simetriqne bilinearne forme gp zapravo znaqi

(gp(X, Y ) = 0 za svako Y ∈ TpM) ⇒ (X = 0).

Iz teoreme linearne algebre znamo da se simetriqna bilinearna forma gp na n-

dimenzionom vektorskom prostoru TpM nad R mo�e dijagonalizovati, odnosno da pos-

toji baza (E1, ..., En) za TpM takva da je gp(Ei, Ej) = 0 za i 6= j. Xtavixe, u sluqaju da je
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gp nedegenerisana, baza (E1, ..., En) mo�e biti izabrana tako da va�i i gp(Ei, Ei) = ±1.

Za takvu bazu ka�emo da je pseudoortonormirana, a ako sa s oznaqimo broj znakova

−, bi�e n − s znakova +, a broj s ne�e zavisiti od izbora baze. Tada ka�emo da je

metrika signature (s, n− s).

Definicija 1.5 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) je diferencijabilna mnogostru-

kost M opremǉena pseudo-Rimanovom metrikom g.

Signatura metrike je zapravo i signatura pseudo-Rimanove mnogostrukosti. Neka je

(M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost dimenzije n, odnosno signature (s, n − s). Kako

je tangentni prostor TpM restrikcija skupa X (M) u taqki p, to �emo ih poistovetiti

ukoliko je taqka p dobro poznata. Samim tim u daǉem tekstu �emo vektorska poǉa i

tangentne vektore obele�avati istim slovima. Sliqno, radi kra�eg zapisa, pseudo-

Rimanovu metriku gp u taqki p oble�ava�emo kratko sa g kad nema bojazni od zabune.

Va�nu ulogu u pseudo-Rimanovoj geometriji ima norma vektora, za koju uvodimo

skra�enu oznaku

εX = g(X, X).

U zavisnosti od znaka norme sve nenula tangentne vektore mnogostrukosti M mo�emo

podeliti u tri tipa.

Definicija 1.6 Tangentni nenula vektor X ∈ TpM pseudo-Rimanove mnogostrukosti

(M, g) je:

1) prostoran ako je εX > 0;

2) vremenski ako je εX < 0;

3) izotropan ako je εX = 0;

4) definitan ako je εX 6= 0;

5) jediniqan ako je |εX | = 1.

Uvodimo i posebne oznake S+
p (M), S−p (M) i Sp(M) za skupove jediniqnih prostornih,

jediniqnih vremenskih, odnosno jediniqnih vektora.

S+
p (M) ={X ∈ TpM | εX = 1}

S−p (M) ={X ∈ TpM | εX = −1}

Sp(M) ={X ∈ TpM | |εX | = 1} = S+
p (M) ∪ S−p (M)
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Kada ove skupove sumiramo po svim taqkama mnogostrukosti dobijamo odgovaraju�a

jediniqna raslojeǌa

S+(M) =
⋃

p∈M

S+
p (M) = {X ∈ T (M) | g(X, X) = 1},

S−(M) =
⋃

p∈M

S−p (M) = {X ∈ T (M) | g(X, X) = −1},

S(M) =
⋃

p∈M

Sp(M) = S+(M) ∪ S−(M).

Naredni pojam koji definixemo je afina povezanost na mnogostrukosti.

Definicija 1.7 Afina povezanost na mnogostrukosti M je preslikavaǌe ∇ : X (M) ×
X (M) → X (M) koje svakom X ∈ X (M) dodeǉuje linearni endomorfizam ∇X realnog vek-

torskog prostora X (M) koji zadovoǉava:

1) ∇fX+hY = f∇X + h∇Y ,

2) ∇X(fY ) = f∇X(Y ) + (Xf)Y

za sve f, h ∈ F(M) i X, Y ∈ X (M).

Levi-Qivita je narednom teoremom pokazao da u mnoxtvu afinih povezanosti pseudo-

Rimanove mnogostrukosti (M, g) jedna ima poseban znaqaj.

Teorema 1.1 Na pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti (M, g) postoji jedinstvena afina po-

vezanost koja zadovoǉava:

1) [X, Y ] = ∇XY −∇Y X (bez torzije)

2) ∇Xg = 0 (g je paralelno tenzorsko poǉe)

za svako X, Y ∈ X (M).

Jedinstvena afina povezanost iz prethodne teoreme naziva se Levi-Qivita povezanost.

1.2 Jakobijev operator

U prethodnoj sekciji ostvarili smo sve preduslove za definiciju Jakobijevog opera-

tora. Po�imo od pseudo-Rimanove mnogostrukosti (M, g). Ona nam daje Levi-Qivita

povezanost ∇, na osnovu koje definixemo operator krivine sa

R(X, Y ) = [∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ],

xto zapravo znaqi da je

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

za svako X, Y, Z ∈ X (M). Tenzor krivine definixemo sa

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )
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i lako se mo�e pokazati da on ima slede�e lepe osobine:

R(X, Y, Z,W ) = −R(Y, X,Z,W ) = −R(X, Y,W,Z),

R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ),

R(X, Y, Z,W ) + R(Y, Z, X,W ) + R(Z,X, Y,W ) = 0 (Bjankijev identitet)

za svako X, Y, Z,W ∈ X (M).

Za pseudo-Rimanovu mnogostrukost (M, g) definixemo Riqijev tenzor na slede�i

naqin:

Ric(X, Y ) = Tr(Z 7→ R(Z,X)Y ).

Ukoliko je (E1, ..., En) pseudoortonormirana baza tangentnog prostora bi�e

Ric(X, Y ) =
∑

1≤p≤n

εpR(Ep, X, Y, Ep)

gde normu vektora Ep obele�avamo kratko sa εp = g(Ep, Ep). Kako je R(Ep, X, Y, Ep) =

R(Ep, Y,X, Ep) to je Riqijev tenzor simetriqan, odnosno va�i Ric(X, Y ) = Ric(Y,X).

Definicija 1.8 Jakobijev operator za X ∈ TpM je preslikavaǌe KX : TpM → TpM

zadato sa

KX(Z) = R(Z,X)X.

Primetimo da iz svojstva tenzora krivine g(KX(Z), X) = R(Z,X, X, X) = 0 imamo

KX(Z)⊥X, te je kodomen Jakobijevog operatora KX zapravo X⊥ = {Y ∈ TpM | g(Y,X) =

0}. Ukoliko je X ∈ Sp(M) jediniqan to je X⊥ nedegenerisana hiperpovrx tangentnog

prostora TpM , a kako je KX(X) = R(X, X)X = 0, to tada ima smisla posmatrati

restrikovan Jakobijev operator na X⊥.

Definicija 1.9 Restrikovan Jakobijev operator za X ∈ Sp(M) je preslikavaǌe K ′
X :

X⊥ → X⊥ zadato sa

K ′
X(Z) = R(Z,X)X.

1.3 Osermanov uslov

Neka je (M, g) n-dimenziona pseudo-Rimanova mnogostrukost sa metrikom g. Oz-

naqimo sa R operator krivine, a sa KX : Y 7→ R(Y,X)X adekvatan Jakobijev operator.

Definicija 1.10 Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost i p ∈ M . (M, g) je

vremenski Osermanova u p ako je karakteristiqni polinom od KX nezavisan od izbora

X ∈ S−p (M). (M, g) je prostorno Osermanova u p ako je karakteristiqni polinom od KX

nezavisan od izbora X ∈ S+
p (M).
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Kasnije (teorema 2.1) �e se ispostaviti da su vremenski Osermanova i prostorno

Osermanova mnogostrukost u taqki ekvivalentni pojmovi, te takve mnogostrukosti

zovemo Osermanove u taqki.

Definicija 1.11 Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost i p ∈ M . (M, g) je Os-

ermanova u p ako je i vremenski i prostorno Osermanova u p.

Sada mo�emo pogledati osnovne primere Osermanovih operatora krivine, odnosno

konstrukcija operatora krivine qiji je karakteristiqan polinom Jakobijevog opera-

tora konstantan.

Primer 1.1 Neka je (V, g) vektorski prostor sa metrikom g. Definiximo operator

krivine R0 : V × V × V → V sa

R0(X, Y )Z = g(Y, Z)X − g(X, Z)Y.

Za jediniqan X ∈ Sp(M) ortogonalan na Y (g(X, Y ) = 0), restrikovan Jakobijev opera-

tor postaje

K ′
X(Y ) = R(Y, X)X = g(X, X)Y − g(Y,X)X = εXY.

Vidimo da je K ′
X = εXId za svako jediniqno X. Na vremenskim, odnosno prostornim

jediniqnim X preslikavaǌe K ′
X je konstantno, te je takav i adekvatan karakteristiqni

polinom.

Primer 1.2 Neka je (V, g) vektorski prostor sa metrikom g i J : V → V ermitska

kompleksna struktura, odnosno va�i J2 = −Id i g(JX, JY ) = g(X, Y ) za sve X, Y ∈ V .

Operator krivine mo�emo definisati putem

RJ(X, Y )Z = g(JX,Z)JY − g(JY, Z)JX + 2g(JX, Y )JZ.

Ovako konstruisan RJ je Osermanov operator krivine, jer kako je g(X, JX) = 0 imamo

za odgovaraju�i Jakobijev operator

KX(Y ) = RJ(Y, X)X = −3g(Y, JX)JX =

{
−3εXId na < JX >

0 na < JX >⊥
.

Osermanov uslov mo�e se proxiriti na celokupnu mnogostrukost na dva naqina. Na

taj naqin dobijaju se koncepti taqka po taqka i globalno Osermanove mnogostrukosti.

Definicija 1.12 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) je taqka po taqka Osermanova

ako je (M, g) Osermanova u svakoj taqki p ∈ M .

Definicija 1.13 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) je globalno Osermanova ako je

karakteristiqan polinom KX Jakobijevog operatora nezavisan od izbora X ∈ S−(M) ili

X ∈ S+(M).
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Kroz qitav rad termin Osermanova mnogostrukost podrazumeva�e globalno Oser-

manovu mnogostrukost, a naravno tada ona mora biti i taqka po taqka Osermanova.

Me�utim postoje primeri mnogostrukosti koje su Osermanove taqka po taqka, ali ne

i globalno [4]. Sa druge strane mo�e se pokazati da u sluqaju n-dimenzione mno-

gostrukosti za n > 4, taqka po taqka Osermanova mnogostrukost qiji restrikovani

Jakobijev operator ima taqno dve sopstvene vrednosti mora biti i globalno Oser-

manova. To je za Rimanov sluqaj pokazano u [10], dok je opxti sluqaj dokazan u [8].

1.4 �ordan - Osermanove mnogostrukosti

Osermanov uslov prvobitno je bio postavǉen u sluqaju Rimanovih mnogostrukosti,

odnosno u signaturi (0, n), od strane Osermana[15]. Definitnost metrike u tom sluqaju

omogu�ava dijagonalizabilnost Jakobijevog operatora, te se Osermanov uslov mo�e

ekvivalentno iskazati kao konstantnost sopstvenih vrednosti raqunato sa vixestrukos-

tima. Me�utim u pseudo-Rimanovom sluqaju sopstvena struktura Jakobijevog opera-

tora nije u potpunosti odre�ena karakteristiqnim polinomom, ve� ǌegovom �or-

danovom formom.

Definicija 1.14 �ordanov blok dimenzije k × k koji odgovara realnoj sopstvenoj vred-

nosti λ ∈ R je matrica J (k, λ) definisana sa

J (k, λ) =



λ 1 0 · · · 0 0

0 λ 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · λ 1

0 0 0 · · · 0 λ


. (1.2)

U sluqaju kompleksne sopstvene vrednosti λ = a + ib, �ordanov blok dimenzije 2k × 2k

koji odgovara λ ∈ C je matrica definisana sa

J (k, a, b) =



A I2 0 · · · 0 0

0 A I2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · A I2

0 0 0 · · · 0 A


(1.3)

gde su A i I2 blokovi dimenzije 2× 2 definisani sa

A =

(
a b

−b a

)
, I2 =

(
1 0

0 1

)
.
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Simetriqni operatori su oni operatori K za koje va�i g(K(X), Y ) = g(K(Y ), X), xto

nesumǌivo va�i za Jakobijev operator jer g(KZ(X), Y ) = R(X, Z, Z, Y ) = g(KZ(Y ), X).

U teoriji simetriqnih operatora poznato je da sopstvenu strukturu odre�uje �or-

danova forma, xto se vidi iz dobro poznate naredne teoreme iz linearne algebre[9].

Teorema 1.2 Za svaki simetriqan operator K na realnom vektorskom prostoru V pos-

toji baza za V u kojoj operator K ima blok dijagonalnu matricu sastavǉenu od �or-

danovih blokova opisanih u (1.2) i (1.3). Neure�ena kolekcija gore opisanih �ordanovih

blokova naziva se �ordanova forma operatora K.

Daǉa uopxteǌa Osermanovog uslova tiqu se sopstvene strukture Jakobijevog opera-

tora, te tako dolazimo do naredne definicije, najpre postavǉene u [2].

Definicija 1.15 Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost. (M, g) je �ordan-Oser-

manova u taqki p ∈ M ako je �ordanova forma Jakobijevog operatora KX nezavisna od

X ∈ Sp(M). (M, g) je taqka po taqka �ordan-Osermanova ako je �ordan-Osermanova u

svakoj p ∈ M . (M, g) je globalno �ordan-Osermanova ako je �ordanova forma Jakobijevog

operatora KX nezavisna od X ∈ S(M).

Kao ideal u pseudo-Rimanovom sluqaju javǉa se �ordanova forma koja za blokove ima

samo matrice 1× 1. Takve mnogostrukosti nazivamo dijagonalizabilnim.

Definicija 1.16 Za pseudo-Rimanovu Osermanovu mnogustrukost ka�emo da je dijago-

nalizabilna ukoliko za svako X ∈ Sp(M) postoji pseudoortonormirana baza tangentnog

prostora TpM u kojoj Jakobijev operator KX ima dijagonalnu matricu.

Veliki broj rezultata u narednim glavama dajemo uz pretpostavku dijagonalizabil-

nosti. To je na neki naqin i prirodno jer takve mnogostrukosti su najbliskije matiq-

nom Rimanovom sluqaju.

1.5 Primeri Osermanovih mnogostrukosti

Jedan od naqina da se konstruixe Osermanova mnogostrukost je da se po�e od pseudo-

Rimanove metrike. Garsija-Rio, Kupeli i Vaskez-Lorenco[8] su krenuli od familije

Vokerovih metrika na R4 datih sa:

g =


x3f1 a 1 0

a x4f2 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

 (1.4)
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pri qemu su f1 = f1(x1, x2) i f2 = f2(x1, x2) glatke realne funkcije koje zavise samo od

x1 i x2, dok je a ∈ R realan broj. Vokerova metrika[19] je jako pogodna za rad jer ne

meǌa signaturu, odnosno naxa goredefinisana metrika ima signaturu (2, 2). Da bi

doxli do Levi-Qivita povezanosti moramo najpre sraqunati Kristofelove simbole.

Oni se lako raqunaju iz metrike po narednoj formuli[11]

Γk
ij =

1
2

n∑
l=1

gkl

(
∂gil

∂xj
+

∂gjl

∂xi
− ∂gij

∂xl

)
, (1.5)

gde su gij elementi matrice g zadate u (1.4), a gij elementi ǌoj inverzne matrice

g−1 =


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 −x3f1 −a

0 1 −a −x4f2

 . (1.6)

Konkretan raqun daje nam sve Kristofelove simbole razliqite od nule:

Γ1
11 =− 1

2
f1, Γ3

11 =
1
2
x3

∂f1

∂x1
+

1
2
x3f

2
1 ,

Γ4
11 =− 1

2
x3

∂f1

∂x2
+

a

2
f1, Γ3

12 =Γ3
21 =

1
2
x3

∂f1

∂x2
,

Γ4
12 =Γ4

21 =
1
2
x4

∂f2

∂x1
, Γ2

22 =− 1
2
f2,

Γ3
22 =− 1

2
x4

∂f2

∂x1
+

a

2
f2, Γ4

22 =
1
2
x4

∂f2

∂x2
+

1
2
x4f

2
2 ,

Γ3
13 =Γ3

31 =
1
2
f1, Γ4

24 =Γ4
42 =

1
2
f2.

Oznaqimo sa Ei = ∂
∂xi

za i = 1, 2, 3, 4 bazne vektore tangentnog prostora. Kristofelovi

simboli su zapravo koeficijenti u razvoju povezanosti, odnosno va�i

∇Ei
Ej =

n∑
k=1

Γk
ijEk.

Odavde mo�emo izraziti sve nenula koordinatne kovarijantne izvode:

∇E1E1 =− 1
2
f1E1 +

(
1
2
x3

∂f1

∂x1
+

1
2
x3f

2
1

)
E3 +

(
−1

2
x3

∂f1

∂x2
+

a

2
f1

)
E4,

∇E1E2 =
1
2
x3

∂f1

∂x2
E3 +

1
2
x4

∂f2

∂x1
E4,

∇E1E3 =
1
2
f1E3,

∇E2E2 =− 1
2
f2E2 +

(
−1

2
x4

∂f2

∂x1
+

a

2
f2

)
E3 +

(
1
2
x4

∂f2

∂x2
+

1
2
x4f

2
2

)
E4,

∇E2E4 =
1
2
f2E4.
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Konaqno mo�emo da sraqunamo nenula koordinatne operatore krivine:

R(E1, E2)E1 =
1
2

∂f1

∂x2
E1 −

1
2
x3f1

∂f1

∂x2
E3+

+
1
4

(
2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 + (x3f2 − 2a)

∂f1

∂x2
+ x4f1

∂f2

∂x1
− af1f2

)
E4,

R(E1, E2)E2 =− 1
2

∂f2

∂x1
E2 +

1
2
x4f2

∂f2

∂x1
E4−

− 1
4

(
2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 + x3f2

∂f1

∂x2
+ (x4f1 − 2a)

∂f2

∂x1
− af1f2

)
E3,

R(E1, E2)E3 =− 1
2

∂f1

∂x2
E3, R(E1, E2)E4 =

1
2

∂f2

∂x1
E4, (1.7)

R(E1, E3)E1 =
1
2

∂f1

∂x2
E4, R(E1, E3)E2 =− 1

2
∂f1

∂x2
E3,

R(E2, E4)E1 =− 1
2

∂f2

∂x1
E4, R(E2, E4)E2 =

1
2

∂f2

∂x1
E3.

Matricu Jakobijevog operatora za X mo�emo dobiti tako xto X izrazimo preko

baznih vektora X =
∑4

i=1 αiEi. Nije texko videti da se iz formula (1.7) dobija blok

matrica

KX =

(
A 0

B AT

)
gde je

A =
1
2

(
α1α2

∂f1
∂x2

−α2
1

∂f1
∂x2

−α2
2

∂f2
∂x1

α1α2
∂f2
∂x1

)
.

Iako mo�emo konkretno sraqunati matricu B (uz veliki trud to je ura�eno u [8]), to

ne�emo qiniti jer je jasno da karakteristiqan polinom za KX ne zavisi od matrice

B.

ωX = det(λI4 −KX) = det(λI2 −A) det(λI2 −AT ) = (det(λI2 −A))2

Kako je

det(λI2 −A) = λ2 − 1
2
λα1α2

(
∂f1

∂x2
+

∂f2

∂x1

)
mo�emo zakǉuqiti da konstantan karakteristiqan polinom imamo samo u sluqaju

∂f1

∂x2
+

∂f2

∂x1
= 0 (1.8)

te �emo sve daǉe raqune raditi sa tom pretpostavkom. U tom sluqaju karakteristiqan

polinom Jakobijevog operatora postaje ωX = λ4, xto dokazuje da je tako konstruisana

pseudo-Rimanova mnogostrukost (R4, g) zapravo globalno Osermanova.

Ovaj primer je ujedno jako zgodan za ispitivaǌe �ordan-Osermanovog uslova. Kako

su sve nule karakteristiqnog polinoma jednake to �e �ordanova forma zavisiti od
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minimalnog polinoma za KX . Postavimo li uslov

∂f1

∂x2
=

∂f2

∂x1
= 0 (1.9)

formule (1.7) se redukuju i koordinatni operatori krivine nisu nula samo za

R(E1, E2)E1 = −af1f2E4 i R(E1, E2)E2 = −af1f2E3

odakle je lako videti

KX = af1f2


0 0 0 0

0 0 0 0

−α2
2 α1α2 0 0

−α1α2 α2
1 0 0

 i K2
X = 0.

Sada se uoqava da je uz pretpostavku (1.9) u taqkama za koje je af1f2 = 0 minimalni

polinom λ, dok je u taqkama za koje je af1f2 6= 0 to λ2. Ovaj rezultat nam kazuje da pos-

toje globalno Osermanove mnogostrukosti koje nisu �ordan-Osermanove. Navedimo

jox da se mo�e pokazati ([8]) da uz pretpostavku ∂f1
∂x2

= − ∂f2
∂x1

6= 0 minimalni polinom

za KX iznosi λ3.



Glava 2

k-xtajn mnogostrukosti

Ova glava posve�ena je k-xtajn mnogostrukostima, mnogostrukostima qijem je imenu

kumovala duhovita dosetka Karpentera1, Greja2 i Vilmora3. U sekciji 2.1 dajemo

definiciju k-xtajn mnogostrukosti preko konstantnosti tragova stepenova Jakobi-

jevog operatora na pseudosferama. Zatim dokazujemo ekvivalentnost k-xtajnovih i

taqka po taqka Osermanovih mnogostrukosti. Na kraju sekcije dokazujemo da sve sop-

stvene vrednosti Jakobijevog operatora za izotropan tangentni vektor Osermanove

mnogostrukosti moraju biti nule. U sekciji 2.2 pokazujemo da su Ajnxtajnova4 mno-

gostrukost i 1-xtajn zapravo ekvivalentni pojmovi, a zatim dajemo karakterizaciju

Ajnxtajnovih mnogostrukosti preko koordinatnih komponenti tenzora krivine. U sek-

ciji 2.3 opisane su formule koje va�e pod uslovom da je mnogostrukost 2-xtajn. Sek-

cija 2.4 rexava pitaǌe Lorencovih5 Osermanovih mnogostrukosti. Uz pomo� Xurove6

leme dokazujemo da Lorencova 2-xtajn mnogostrukost mora biti konstantne sekcione

krivine, xto je rezultat koji su najpre dali Bla�i�7, Bokan8 i Gilki9. Glavu zavr-

xavamo sekcijama 2.5 i 2.6 sa pretpostavkama da je mnogostrukost dijagonalizabilna

i taqka po taqka Osermanova. Koriste�i osobenosti Vandermondove10 determinante,

dokazujemo veoma va�ne formule
∑

p∈Λa
Zpp = 0 i

∑
p,q∈Λa

ZpqZqp = 0. Qitava ova glava

daje pripremne rezultate za teoreme koje �emo kasnije formulisati i dokazati.

1P. Carpenter (?)
2Alfred Gray (1939–1998)
3Thomas James Willmore (1919)
4Albert Einstein (1879–1955)
5Hendrik Antoon Lorentz (1853–1928)
6Friedrich Heinrich Schur (1856–1932)
7Novica Blažić (1959–2005)
8Neda Bokan (1947)
9Peter Belden Gilkey (1946)

10Alexandre-Théophile Vandermonde (1735–1796)

13
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2.1 Definicija i ekvivalencije

Definicija 2.1 Za pseudo-Rimanovu mnogostrukost (M, g) ka�emo da je k-xtajn u taqki

p ∈ M ukoliko postoje konstante Ct za 1 ≤ t ≤ k takve da jednakosti

Tr(Kt
X) = (εX)tCt (2.1)

va�e za svako jediniqno X ∈ Sp(M). Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) je k-xtajn

ukoliko je k-xtajn u svakoj taqki p ∈ M .

Pogledajmo karakteristiqan polinom ωX Jakobijevog operatora KX .

ωX(λ) = det(λIn −KX) = λn − σ1λ
n−1 − ...− σn−1λ− σn.

Mo�e se pokazati ([12]) da su ǌegovi koeficijenti σ1, ..., σn povezani sa tragovima

stepenova Jakobijevog operatora na slede�i naqin:

σ1 = Tr(KX)

kσk = Tr(Kk
X)− σ1Tr(Kk−1

X )− ...− σk−1Tr(KX), za 2 ≤ k ≤ n. (2.2)

Neka je (M, g) k-xtajn mnogostrukost u taqki p ∈ M . Tada za X ∈ Sp(M) postoje

konstante Ct za koje va�i (2.1), xto je konstantnost tragova stepenova Jakobijevog op-

eratora na pseudosferi S−p (M), odnosno S+
p (M). Veze iz (2.2) nam daju konstantnost i

za koeficijente σ1, ..., σn karakteristiqnog polinoma ωX . Samim tim karakteristiqan

polinom Jakobijevog operatora je konstantan na pseudosferama S−p (M) i S+
p (M), te je

(M, g) i vremenski i prostorno Osermanova mnogostrukost u p ∈ M .

Zapitajmo se da li va�i obrat. Neka je (M, g) vremenski Osermanova mnogostrukost

u taqki p ∈ M . Tada karakteristiqan polinom ωX ne zavisi od izbora vremenskog

X ∈ S−p (M), xto dovodi do konstantnosti koeficijenata σ1, ..., σn, a zbog (2.2) i do kon-

stantnosti tragova stepenova Jakobijevih operatora. Samim tim postoja�e konstante

Ck tako da va�i Tr(Kk
X) = (εX)kCk za svako X ∈ S−p (M). Poka�imo da to mora va�iti

i za X ∈ S+
p (M).

Postavimo proizvoǉnu pseudoortonormiranu bazu (E1, E2, ..., En) tangentnog pros-

tora TpM . Neka je 1 ≤ i 6= j ≤ n i

X = αEi + βEj . (2.3)

Ako Jakobijev operator KX raqunamo po definiciji dobi�emo

KX(Z) = R(Z,αEi + βEj)(αEi + βEj)

= α2R(Z,Ei)Ei + αβR(Z,Ei)Ej + βαR(Z,Ej)Ei + β2R(Z,Ej)Ej

= α2KEi(Z) + αβ (R(Z,Ei)Ej + R(Z,Ej)Ei) + β2KEj (Z).

Radi lakxeg zapisa i kra�ih oznaka definixemo
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Ki : Z 7→ KEi(Z), za 1 ≤ i ≤ n

Kij : Z 7→ R(Z,Ei)Ej + R(Z,Ej)Ei, za 1 ≤ i, j ≤ n

xto dovodi do zapisa prethodnog raquna putem

KX = α2Ki + αβKij + β2Kj . (2.4)

Norma vektora X je

εX = g(X, X) = g(αEi + βEj , αEi + βEj) = α2εi + β2εj

odakle se dobija

α2 = εXεi − εiεjβ
2. (2.5)

Jednaqine (2.4) i (2.5) daju nam jako bitnu formulu

KX = εXεiKi + αβKij + β2(Kj − εiεjKi). (2.6)

Osnovna ideja je posmatrati razvoj operatora Kk
X , a zatim ǌegov trag. Kako smo

za svako X ∈ S−p (M) imali Tr(Kk
X) = (εX)kCk to nam pogodan izbor α i β spregnutih sa

(2.5) omogu�ava jednakost za slobodan qlan:

Tr((εXεiKi)k) = (εX)kCk.

Kako mo�emo birati εX = εj = −1 i εi = 1 putem α2 = β2 − 1 to za svako i imamo

Tr(Kk
i ) = (εi)kCk. Proizvoǉnost pseudoortonormirane baze daje nam mogu�nost da

svako X ∈ S+
p (M) postavimo za koordinatni vektor, te Tr(Kk

X) = (εX)kCk va�i i za svako

X ∈ S+
p (M). Ovim smo dokazali da za svako k vremenski Osermanova mnogostrukost u

p mora biti k-xtajn u p ukoliko postoji vremenski tangentni vektor. Sasvim sliqno

mo�emo pokazati i da prostorno Osermanova mnogostrukost u p mora biti k-xtajn u

p, xto kompletira slede�u teoremu koju je postavio Gilki[9].

Teorema 2.1 Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost signature (s, n− s) i p ∈ M .

Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

1) Ako je s ≥ 1 onda je M vremenski Osermanova u p

2) Ako je s ≤ n− 1 onda je M prostorno Osermanova u p

3) M je k-xtajn u p za svako k.

Ova teorema nam daje ekvivalentnost vremenske i prostorne Osermanove mnogo-

strukosti u taqki. Samim tim (definicija 1.11) ukoliko je barem jedna od stavki iz

teoreme 2.1 ispuǌena za mnogostrukost ka�emo da je Osermanova u p. Tako�e, Oser-

manova mnogostrukost mora biti k-xtajn za svako k. Me�utim ograniqeǌe na jediniqne

X ∈ Sp(M) u definiciji k-xtajn mnogostrukosti (definicija 2.1) nije neophodno, xto

vidimo iz naredne teoreme koja je zapravo kod Gilkija[9] definicija.
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Teorema 2.2 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) dimenzije n ≥ 3 je k-xtajn u taqki

p ∈ M ako i samo ako postoje konstante Ct za 1 ≤ t ≤ k takve da Tr(Kt
X) = (εX)tCt va�i

za svako X ∈ TpM .

Dokaz. Produ�eǌe ograniqeǌa sa jediniqnih X ∈ Sp(M) na definitne je oqigledna,

jer svako definitno X mo�e se napisati kao X = αX0 za X0 ∈ Sp(M) i α 6= 0.

Tr(Kt
X) = Tr(Kt

αX0
) = Tr(α2KX0)

t = α2tTr(Kt
X0

) = α2t(εX0)
tCt = (α2εX0)

tCt = (εX)tCt

Preostaje nam sluqaj izotropnog X, te pretpostavimo da je εX = 0. Kako se X mo�e

napisati kao zbir dva definitna vektora i va�i n > 2, to postoji definitan Y ortog-

onalan na X. Konstruiximo familiju tangentnih vektora {Zr | r > 0} sa

Zr =
1
r
X + Y.

Zr je definitan jer εZr = g( 1
r X + Y, 1

r X + Y ) = g(Y, Y ) = εY 6= 0, te k-xtajn uslov donosi

konstante Ct takve da va�i

Tr(Kt
Zr

) = (εZr )
tCt.

Me�utim imamo

Tr(Kt
X+rY ) = Tr(Kt

rZr
) = Tr(r2KZr

)t = r2tTr(Kt
Zr

) = r2t(εZr
)tCt = r2t(εY )tCt

te kad pustimo da r opada ka nuli dobijamo

Tr(Kt
X) = lim

r↘0
Tr(Kt

X+rY ) = lim
r↘0

(
r2t(εY )tCt

)
= 0.

Odavde je Tr(Kt
X) = 0 = (εX)tCt za izotropan X xto kompletira dokaz. �

Teorema 2.2 ima jednu veoma znaqajnu posledicu. Naime kako taqka po taqka Os-

ermanova mnogostrukost mora biti k-xtajn za svako k, to za svako k i izotropno X

va�i Tr(Kt
X) = 0. Formula (2.2) daje nam σ1 = σ2 = ... = σn = 0 za koeficijente

karakteristiqnog polinoma, te je ωX(λ) = λn, xto dokazuje narednu teoremu navedenu

u [9].

Teorema 2.3 Sve sopstvene vrednosti Jakobijevog operatora za izotropan tangentni

vektor taqka po taqka Osermanove mnogostrukosti su nule.

2.2 Ajnxtajnova mnogostrukost

Nastavimo ideju iz prethodne sekcije i zadr�imo oznake. Uvo�eǌe pseudoortonormi-

rane baze (E1, ..., En) tangentnog prostora daje nam mogu�nost da izrazimo elemente ma-

trica osnovnih operatora Ki, Kij i Kj preko koordinatnih komponenti tenzora kriv-

ine. Imamo

Kj(Et) = R(Et, Ej)Ej =
∑

p

εpg(R(Et, Ej)Ej , Ep)Ep
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Kij(Et) = R(Et, Ei)Ej + R(Et, Ej)Ei =
∑

p

εpg (R(Et, Ei)Ej + R(Et, Ej)Ei, Ep) Ep

xto daje

Kj(Et) =
∑

p

εpRtjjpEp i Kij(Et) =
∑

p

εp(Rtijp + Rtjip)Ep. (2.7)

Da bi izbegli komplikovane oznake u daǉem tekstu fiksira�emo i i j pri qemu je

1 ≤ i 6= j ≤ n. Jednakosti (2.7) nam definixu elemente Apq, Bpq i Zpq kao funkcije od i

i j na slede�i naqin.

Apq = [Ki]pq = εpRqiip (2.8)

Bpq = [Kj ]pq = εpRqjjp (2.9)

Zpq = [Kij ]pq = εp(Rqijp + Rqjip). (2.10)

Kako je

[Kk
X ]pq =

∑
p2,p3,...,pk

[KX ]pp2 [KX ]p2p3 · · · [KX ]pkq

Tr(Kk
X) =

∑
p1,p2,...,pk

[KX ]p1p2 [KX ]p2p3 · · · [KX ]pkp1

jednakost (2.6) KX = εXεiKi +αβKij +β2(Kj − εiεjKi) donosi drugaqiji zapis konstant-

nosti za Tr(Kk
X) putem∑

p1,p2,...,pk,pk+1=p1

∏
1≤l≤k

(
εXεiAplpl+1 + αβZplpl+1 + β2(Bplpl+1 − εiεjAplpl+1)

)
= εk

XCk. (2.11)

Jednaqina (2.11) je osnovna u daǉim razmatraǌima, a korisne informacije mo�emo

dobiti razlikovaǌem pojedinaqnih sluqajeva.

Definicija 2.2 Ajnxtajnova mnogostrukost je pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g)

za koju je Ric = C · g, za neku globalnu konstantu C.

Poka�imo da 1-xtajn i Ajnxtajn zapravo predstavǉaju iste koncepte. Ukoliko je (M, g)

Ajnxtajnova tada je za neku konstantu C

εXC = C · g(X, X) = Ric(X, X) = Tr(Z 7→ R(Z,X)X) = TrKX

i mnogostrukost je 1-xtajn. Obratno, neka je (M, g) 1-xtajn, odnosno neka va�i

Ric(X, X) = TrKX = εXC za svako X ∈ Sp(M). Iz simetriqnosti i bilinearnosti

Riqijevog tenzora je

Ric(αX + βY, αX + βY ) = α2Ric(X, X) + 2αβRic(X, Y ) + β2Ric(Y, Y )

odakle za jediniqne αX + βY , X i Y imamo

εαX+βY C = α2εXC + 2αβRic(X, Y ) + β2εY C.
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Kako je εαX+βY = α2εX + 2αβg(X, Y ) + β2εY , to nam za α, β 6= 0 preostaje Ric(X, Y ) =

Cg(X, Y ) i mnogostrukost je Ajnxtajnova, qime smo dokazali slede�u teoremu.

Teorema 2.4 Mnogostrukost je Ajnxtajnova ako i samo ako je 1-xtajn.

Pokazali smo da je Ajnxtajnova mnogostrukost specijalan sluqaj k-xtajn mno-

gostrukosti za k = 1. U pozadini termina k-xtajn zapravo le�i duhovita dosetka Kar-

pentera, Greja i Vilmora [6] koji su dali generalizaciju baziranu na Ajnxtajnovim

mnogostrukostima. Kako ime slavnog matematiqara i fiziqara Ajnxtajna (Einstein)

na nemaqkom znaqi jedan kamen (ein-stein) to su generalizacije postale cvajxtajn (zwei-

stein, dva kamena), drajxtajn (drei-stein, tri kamena) i tako daǉe. Jednaqina (2.11) za

k = 1 daje ∑
1≤p≤n

(
εXεiApp + αβZpp + β2(Bpp − εiεjApp)

)
= εXC1.

Pogodnom manipulacijom parametara mo�emo zakǉuqiti da koeficijenti uz αβ i β2

moraju biti nula, odakle dobijamo dve jednaqine:∑
1≤p≤n

Zpp = 0 (2.12)

∑
1≤p≤n

(Bpp − εiεjApp) = 0. (2.13)

Ovim formulama Ajnxtajnova mnogostukost je potpuno odre�ena.

Teorema 2.5 Pseudo-Rimanova mnogostrukost je Ajnxtajnova ako i samo ako u pseu-

doortonormiranoj bazi va�e formule∑
1≤p≤n

εiεpRpiip = const = C1 (2.14)

∑
1≤p≤n

εpRpijp = 0 (2.15)

za svako 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Dokaz. Formule iz teoreme (2.14) i (2.15) su zapravo formule (2.12) i (2.13) jer∑
p

Zpp =
∑

p

εp(Rpijp + Rpjip) = 2
∑

p

εpRpijp

∑
p

εiApp =
∑

p

εjBpp ⇔
∑

p

εiεpRpiip =
∑

p

εiεpRpjjp

te su one naravno ispuǌene ako je mnogostrukost Ajnxtajnova. Poka�imo da formule

(2.14) i (2.15) daju i dovoǉan uslov. Ako je (E1, ..., En) pseudoortonormirana baza

tangentnog prostora za neke αp ∈ R (1 ≤ p ≤ n) bi�e

X =
∑

1≤p≤n

αpEp.
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Izrazimo li Jakobijev operator KX preko osnovnih operatora dobijamo

KX = K∑
αpEp

=
∑

1≤p≤n

α2
pKp +

∑
1≤p<q≤n

αpαqKpq. (2.16)

Iz formule (2.7) izvodimo tragove osnovnih operatora

TrKp =
∑

1≤t≤n

εtRtppt = εpC1

TrKpq =
∑

1≤t≤n

εt(Rtpqt + Rtqpt) = 2
∑

1≤t≤n

εtRtpqt = 0

te zamenom u (2.16)

TrKX =
∑

1≤p≤n

α2
pTrKp +

∑
1≤p<q≤n

αpαqTrKpq =
∑

1≤p≤n

α2
pεpC1 = C1εX

i mnogostrukost je Ajnxtajnova. �

2.3 2-xtajn mnogostrukost

Cvajxtajn (2-xtajn) mnogostrukost predstavǉa specijalan sluqaj k-xtajn mnogo-

strukosti za k = 2. Jednaqina (2.11) nam za k = 2 daje∑
1≤p,q≤n

(
εXεiApq + αβZpq + β2(Bpq − εiεjApq)

) (
εXεiAqp + αβZqp + β2(Bqp − εiεjAqp)

)
= ε2

XC2.

Ovoga puta koeficijenti uz αβ, β2, αβ3 i β4 moraju biti nula, pri qemu se pojavǉivaǌe

α2 regulixe po jednaqini (2.5) α2 = εXεi − εiεjβ
2. Dobijamo jednaqine:

0 =
∑

1≤p,q≤n

(εXεiApqZqp + ZpqεXεiAqp) ( uz αβ)

0 =
∑

1≤p,q≤n

(εXεiApq(Bqp − εiεjAqp) + εXεiZpqZqp + (Bpq − εiεjApq)εXεiAqp) (uz β2)

0 =
∑

1≤p,q≤n

(Zpq(Bqp − εiεjAqp) + (Bpq − εiεjApq)Zqp) (uz αβ3)

0 =
∑

1≤p,q≤n

((Bpq − εiεjApq)(Bqp − εiεjAqp)− εiεjZpqZqp) (uz β4).

Raqun mo�emo uprostiti korix�eǌem simetrije
∑

1≤p,q≤n =
∑

1≤q,p≤n. Na primer,∑
1≤p,q≤n

(ApqZqp + ZpqAqp) =
∑

1≤p,q≤n

(ApqZqp) +
∑

1≤q,p≤n

(ZqpApq) = 2
∑

1≤p,q≤n

ApqZqp.
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Sre�ivaǌem jednaqina dobijamo:

0 =
∑

1≤p,q≤n

ApqZqp, (2.17)

0 = 2
∑

1≤p,q≤n

ApqBqp − 2εiεj

∑
1≤p,q≤n

ApqAqp +
∑

1≤p,q≤n

ZpqZqp, (2.18)

0 =
∑

1≤p,q≤n

BpqZqp − εiεj

∑
1≤p,q≤n

ApqZqp, (2.19)

0 =
∑

1≤p,q≤n

BpqBqp − 2εiεj

∑
1≤p,q≤n

ApqBqp +
∑

1≤p,q≤n

ApqAqp − εiεj

∑
1≤p,q≤n

ZpqZqp. (2.20)

Pomno�imo li (2.17) sa εiεj i dodamo na (2.19), odnosno pomno�imo li (2.18) sa εiεj

i dodamo na (2.20) dobi�emo jednaqine∑
1≤p,q≤n

BpqZqp = 0 (2.21)

∑
1≤p,q≤n

ApqAqp =
∑

1≤p,q≤n

BpqBqp. (2.22)

Objediǌavaǌem prethodnih formula dobijamo slede�u teoremu.

Teorema 2.6 Za cvajxtajn mnogostrukost i proizvoǉnu pseudoortonormiranu bazu va�e

formule ∑
1≤p,q≤n

εpεqR
2
piiq = const = C2 (2.23)

∑
1≤p,q≤n

εpεqRpiiqRpijq = 0 (2.24)

2
∑

1≤p,q≤n

εpεqRpiiqRpjjq − 2εiεjC2 +
∑

1≤p,q≤n

εpεq(Rpijq + Rpjiq)2 = 0 (2.25)

za svako 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Dokaz. U ve� izvedene formule izvrxi�emo zamenu po (2.8), (2.9) i (2.10). Tako iz

(2.22) kao direktnu posledicu dobijamo (2.23). Objediǌeǌe (2.17) i (2.21) uz malo

simetrije donosi nam formulu (2.24), dok je (2.25) zapravo formula (2.18). �

2.4 Lorencove mnogostrukosti

U ovoj sekciji pretpostavi�emo da je (M, g) Lorencova mnogostrukost, odnosno

pseudo-Rimanova mnogostrukost signature (1, n − 1). Taj uslov je veoma restrikti-

van, xto se vidi iz naredne teoreme koju su dokazali Bla�i�, Bokan i Gilki[3], kao

i Gilki[9].
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Teorema 2.7 Lorencova 2-xtajn mnogostrukost mora biti konstantne sekcione krivi-

ne.

Dokaz. Lorencova mnogostrukost je signature (1, n − 1) te u pseudoortonormiranoj

bazi (E1, ..., En) postoji samo jedan vremenski vektor. Neka je to E1, odnosno neka je

ε1 = −1 i ε2 = ... = εn = 1. Fiksirajmo i = 1 i j > 1, te preuzmimo definicije (2.8),

(2.9) i (2.10). Primetimo da va�e simetrije

Aqp = εpεqApq, Bqp = εpεqBpq, Zqp = εpεqZpq. (2.26)

Uz pretpostavku da je mnogostrukost 2-xtajn iz prethodne sekcije znamo da va�i (2.18)

2
∑

1≤p,q≤n

ApqBqp − 2εiεj

∑
1≤p,q≤n

ApqAqp +
∑

1≤p,q≤n

ZpqZqp = 0.

Ako zamenimo εi = −1 i εj = 1, te iskoristimo (2.22) dobi�emo∑
1≤p,q≤n

(2ApqBqp + ApqAqp + BpqBqp + ZpqZqp) = 0.

Zamenimo li 2ApqBqp sa (Apq+Bqp)2−A2
pq−B2

qp i ukǉuqimo li simetrije (2.26) dobijamo∑
1≤p,q≤n

(
(Apq + Bqp)2 + (εpεq − 1)A2

pq + (εpεq − 1)B2
pq + εpεqZ

2
pq

)
= 0.

Radi lakxeg zapisa neka je

Wpq = (Apq + Bqp)2 + (εpεq − 1)A2
pq + (εpεq − 1)B2

pq + εpεqZ
2
pq. (2.27)

Naxa jednaqina sada postaje ∑
1≤p,q≤n

Wpq = 0. (2.28)

Primetimo da je Wpq = Wqp, kao i da elementi Wpq imaju poseban znaqaj za indekse 1

i j. Naime iz definicija (2.8), (2.9) i (2.10) vidimo da va�i

A1q = Aq1 = 0, Bjq = Bqj = 0. (2.29)

Sliqno tome imamo i

Z2
1q = (Rq1j1 + Rqj11)2 = (−Rq11j)2 = A2

jq, Z2
jq = (Rq1jj + Rqj1j)2 = (−Rqjj1) = B2

1q. (2.30)

Korix�eǌem (2.29) u jednaqini (2.27), za svako q > 1 dobijamo

W1q = −B2
1q − Z2

1q, Wjq = A2
jq + Z2

jq.

Primena (2.30) daje

W1q + Wjq = −B2
1q − Z2

1q + A2
jq + Z2

jq = 0.
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Posebnim raqunom imamo

W11 = B2
11, W1j = Wj1 = −Z2

1j , Wjj = A2
jj

te nam primena (2.30) daje

W11 + W1j + Wj1 + Wjj = B2
11 − 2Z2

1j + A2
jj = 0.

Prethodni raquni omogu�avaju nam da iz sume (2.28) iskǉuqimo 1 i j za vrednosti p

i q. Samim tim preostaje nam ∑
p,q 6∈{1,j}

Wpq = 0.

Za p, q 6∈ {1, j} je εp = εq = 1 odakle je Wpq suma kvadrata realnih brojeva

Wpq = (Apq + Bqp)2 + Z2
pq.

Suma kvadrata je nula samo ako su svi sabirci nula, odakle je za p, q 6∈ {1, j}

Apq + Bqp = 0, Zpq = 0.

Prevedemo li ovo na koordinatne tenzore krivine dobi�emo

Rq11p + Rqjjp = 0, Rq1jp + Rqj1p = 0, p, q 6∈ {1, j}. (2.31)

Za p = q 6∈ {1, j} je Rp11p + Rpjjp = 0, xto znaqi da je

εpεjRpjjp = εpε1Rp11p.

Kako su sekcione krivine κ(Eu, Ev) = εuεvRuvvu, prethodna jednaqina govori da je

κ(Ep, Ej) = κ(Ep, E1). Obele�imo li κ(E1, E2) = κ za u 6∈ {1, 2, v} imamo κ(Eu, Ev) =

κ(Eu, E1) = κ(Eu, E2) = κ(E1, E2) = κ, te nije texko zakǉuqiti da je

κ(Eu, Ev) = κ , za u 6= v. (2.32)

Pokazali smo da su u svakoj taqki sekcione krivine na koordinatnim 2-ravnima jed-

nake. Kako to va�i za proizvoǉnu ortonormiranu bazu lako je proxiriti jednakost

na sve 2-ravni. Sada na scenu stupa Xurova lema po kojoj pseudo-Rimanova mno-

gostrukost dimenzije n ≥ 3 sa konstantnom sekcionom krivinom u svakoj taqki mora

biti konstantne sekcione krivine. Ovo u potpunosti dokazuje tvr�eǌe jer u maǌim

dimenzijama ve� Ajnxtajnova mnogostrukost mora biti konstantne sekcione krivine.

�
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2.5 Koeficijent uz αβ

Kao i ranije fiksira�emo indekse baznih vektora pseudoortonormirane baze

(E1, ..., En), no ovoga puta sa i = 1 i j > 1. Pogledajmo jednaqinu (2.6)

KX = εXε1K1 + αβK1j + β2(Kj − ε1εjK1).

Na poqetku glave razmatrali smo slobodan qlan u razvoju Tr(Kk
X), no mo�emo izjed-

naqiti i ostale koeficijente. Koeficijent uz αβ u razvoju Tr(Kk
X) mora biti nula!

Ukoliko sa P [p] �Q[q] oznaqimo sumu svih mogu�ih proizvoda u kojima se P pojavǉuje

p puta, a Q pojavǉuje q puta (dakle
(
p+q

p

)
sabiraka) dobijamo

0 = Tr
(
(εXε1K1)[k−1] �K

[1]
1j

)
= (εXε1)k−1Tr(K [k−1]

1 �K
[1]
1j )

xto daje

Tr(K [k−1]
1 �K

[1]
1j ) = 0. (2.33)

Kako je Tr(P + Q) = Tr(Q + P ) to redosled sabiraǌa nije bitan, dok Tr(PQ) = Tr(QP )

daje

Tr(Kp
1K1jK

q
1) = Tr(Kq

1Kp
1K1j) = Tr(Kp+q

1 K1j).

Dobijamo

0 = Tr(K [k−1]
1 �K

[1]
1j ) =

∑
p+q=k−1

Tr(Kp
1K1jK

q
1) =

∑
p+q=k−1

Tr(Kp+q
1 K1j) = kTr(Kk−1

1 K1j)

xto dovodi do

Tr(Kk−1
1 K1j) = 0. (2.34)

Na jeziku matrica to znaqi

Tr(Kk−1
1 K1j) =

∑
p1,...,pk

Ap1p2Ap2p3 · · ·Apk−1pk
Zpkp1 . (2.35)

Ako bi pokuxali da i daǉe zadr�imo proizvoǉnost matrica osnovnih operatora

stvari bi se isuvixe zakomplikovale. Jedan od naqina da se potexko�e umaǌe je

biraǌe baze u kojoj operator K1 ima blok dijagonalnu matricu sastavǉenu iz �or-

danovih blokova. Me�utim, najjednostavniji raqun dobija se uz pretpostavku da je

mnogostrukost dijagonalizabilna (definicija 1.16). U daǉem tekstu ove glave pret-

postavi�emo da je (M, g) dijagonalizabilna Osermanova mnogostrukost. Dijagonaliz-

abilnost primeǌujemo na E1, odnosno biramo bazu (E1, E2, ..., En) tangentog prostora

TpM u kojoj Jakobijev operator K1 ima dijagonalnu matricu. To nam daje dodatne

mogu�nosti:

Apq = 0, App = µp, za 1 ≤ p 6= q ≤ n. (2.36)
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Uslov (2.36) ka�e da u (2.35) vredi posmatrati samo p1 = p2 = · · · = pk xto dovodi do

Tr(Kk−1
1 K1j) =

∑
p

µk−1
p Zpp. (2.37)

Sada mo�emo grupisati jednake sopstvene vrednosti, te sa Λa oznaqiti skup svih in-

deksa p za koje je µp = a

Λa = {p | µp = a}.

Jednaqine (2.34) i (2.37) daju ∑
a

ak−1
∑

p∈Λa

Zpp = 0

gde se sumiraǌe vrxi po razliqitim sopstvenim vrednostima. Uvedemo li oznaku

Wa =
∑

p∈Λa

Zpp

dobijamo sistem jednaqina ∑
a

ak−1Wa = 0

gde je k ≥ 1, a sumiraǌe se vrxi po razliqitim sopstvenim vrednostima a Jakobijevog

operatora K1. Ako je m broj razliqitih sopstvenih vrednosti a1, ..., am, tada mo�emo

uzeti prvih m jednaqina (za 1 ≤ k ≤ m) pri qemu u matriqnom zapisu sistem glasi:

1 1 · · · 1

a1 a2 · · · am

a2
1 a2

2 · · · a2
m

...
...

. . .
...

am−1
1 am−1

2 · · · am−1
m





Wa1

Wa2

Wa3

...

Wam


= 0. (2.38)

Determinanta ∆ matrice ovog sistema je Vandermondova determinanta generisana

razliqitim elementima a1, ..., am. Kako je poznato da je

∆ =
∏

1≤u<v≤m

(av − au)

to je ∆ 6= 0, te sistem ima jedinstveno rexeǌe. Zakǉuqujemo da mora biti Wa = 0 za

svaku sopstvenu vrednost a i konaqno imamo∑
p∈Λa

Zpp = 0 (2.39)

Ovaj rezultat va�i�e za taqka po taqka Osermanovu dijagonalizabilnu mnogostrukost

jer je ona k-xtajn za svako k. Otuda i teorema:
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Teorema 2.8 Za dijagonalizabilnu taqka po taqka Osermanovu mnogostrukost va�i∑
p∈Λa

Zpp = 0

za svaku sopstvenu vrednost a Jakobijevog operatora K1.

2.6 Koeficijent uz β2

Sliqno kao u prethodnoj sekciji i koeficijent uz β2 u razvoju Tr(Kk
X) mora biti

nula, xto daje

Tr
(
(εXε1K1)[k−1] � (Kj − ε1εjK1)[1] + εXε1

(
(εXε1K1)[k−2] �K

[2]
1j

))
= 0.

Nakon deǉeǌa sa (εXε1)k−1 imamo

Tr
(
K

[k−1]
1 � (Kj − ε1εjK1)[1]

)
+ Tr

(
K

[k−2]
1 �K

[2]
1j

)
= 0. (2.40)

Levi sabirak raqunamo kao u prethodnoj sekciji

Tr
(
K

[k−1]
1 � (Kj − ε1εjK1)[1]

)
= kTr

(
Kk−1

1 (Kj − ε1εjK1)
)

= k
∑

p

µk−1
p (Bpp − ε1εjµp)

odakle dobijamo

Tr
(
K

[k−1]
1 � (Kj − ε1εjK1)[1]

)
= k

∑
a

ak−1

∑
p∈Λa

Bpp − ε1εj |Λa|a

 (2.41)

gde je |Λa| broj razliqitih p za koje je µp = a.

Desni sabirak je dosta komplikovaniji

Tr(K [k−2]
1 �K

[2]
1j ) =

∑
s+t+u=k−2

Tr(Ks
1K1jK

t
1K1jK

u
1 ).

ǋega mo�emo uprostiti sa

k
∑

s+t=k−2

Tr(Ks
1K1jK

t
1K1j) =

∑
s+t=k−2

(s + 1)Tr(Ks
1K1jK

t
1K1j) +

∑
s+t=k−2

(t + 1)Tr(Ks
1K1jK

t
1K1j)

=
∑

s1+s2+t=k−2

Tr(Ks1
1 K1jK

t
1K1jK

s2
1 ) +

∑
s+t1+t2=k−2

Tr(Kt1
1 K1jK

s
1K1jK

t2
1 )

=2
∑

s+t+u=k−2

Tr(Ks
1K1jK

t
1K1jK

u
1 )

nakon qega je

Tr(K [k−2]
1 �K

[2]
1j ) =

k

2

∑
s+t=k−2

Tr(Ks
1K1jK

t
1K1j).
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Kako su elementi matrice preslikavaǌa Ks
1K1jK

t
1K1j dati sa

[Ks
1K1jK

t
1K1j ]xy =

∑
q

[Ks
1K1j ]xq[Kt

1K1j ]qy =
∑

q

µs
xZxqµ

t
qZqy

za trag dobijamo

Tr(Ks
1K1jK

t
1K1j) =

∑
p,q

µs
pµ

t
qZpqZqp.

Prethodni raqun nam daje

Tr(K [k−2]
1 �K

[2]
1j ) =

k

2

∑
s+t=k−2

∑
p,q

µs
pµ

t
qZpqZqp =

k

2

∑
p,q

ZpqZqp

∑
s+t=k−2

µs
pµ

t
q.

Za raqun sume
∑

s+t=k−2 µs
pµ

t
q potrebno je diskutovati sluqajeve µp = µq i µp 6= µq.

Naravno u prvom sluqaju suma je jednaka (k − 1)µk−2
p , dok je za µp 6= µq∑

s+t=k−2

µs
pµ

t
q =

µk−1
p − µk−1

q

µp − µq
=

µk−1
p

µp − µq
+

µk−1
q

µq − µp
.

Objedinimo li prethodna zapa�aǌa dobijamo

Tr(K [k−2]
1 �K

[2]
1j ) =

k

2

∑
p,q,µp 6=µq

ZpqZqp

(
µk−1

p

µp − µq
+

µk−1
q

µq − µp

)
+

k

2

∑
p,q,µp=µq

ZpqZqp(k − 1)µk−2
p .

Korix�eǌem simetrije po p i q i sre�ivaǌem prethodne jednaqine imamo

Tr(K [k−2]
1 �K

[2]
1j ) = k

∑
p,q,µp 6=µq

µk−1
p

µp − µq
ZpqZqp +

k(k − 1)
2

∑
p,q,µp=µq

µk−2
p ZpqZqp.

Nakon grupisaǌa sopstvenih vrednosti

Tr(K [k−2]
1 �K

[2]
1j ) = k

∑
a,b,a6=b

ak−1

a− b

∑
p∈Λa,q∈Λb

ZpqZqp +
k(k − 1)

2

∑
a

ak−2
∑

p,q∈Λa

ZpqZqp. (2.42)

Konaqno raspisivaǌe jednaqine (2.40) preko (2.41) i (2.42) daje

k
∑

a

ak−1

∑
p∈Λa

Bpp − ε1εj |Λa|a

+ k
∑

a,b,a6=b

ak−1

a− b

∑
p∈Λa,q∈Λb

ZpqZqp+

+
k(k − 1)

2

∑
a

ak−2
∑

p,q∈Λa

ZpqZqp = 0.

Ukoliko postavimo

Wa =
∑

p∈Λa

Bpp − ε1εj |Λa|a i Wab =
∑

p∈Λa,q∈Λb

ZpqZqp

i prethodnu jednaqinu podelimo sa k bi�e∑
a

ak−1Wa +
∑

a,b,a6=b

ak−1

a− b
Wab +

k − 1
2

∑
a

ak−2Waa = 0,
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odakle je ∑
a

ak−1

Wa +
∑
b 6=a

Wab

a− b

+
∑

a

(k − 1)ak−2 Waa

2
= 0.

Uz nove oznake

Ya = Wa +
∑
b 6=a

Wab

a− b
i Za =

Waa

2

dolazimo do sistema jednaqina∑
a

ak−1Ya +
∑

a

(k − 1)ak−2Za = 0 (2.43)

za svako k ≥ 1 gde se suma vrxi po razliqitim sopstvenim vrednostima a Jakobijevog

operatora K1. Matriqni zapis sistema za prvih 2m jednaqina (za 1 ≤ k ≤ 2m), gde su

a1, ..., am sve razliqite sopstvene vrednosti Jakobijevog operatora je:



1 1 · · · 1 0 · · · 0

a1 a2 · · · am 1 · · · 1

a2
1 a2

2 · · · a2
m 2a1 · · · 2am

a3
1 a3

2 · · · a3
m 3a2

1 · · · 3a2
m

...
...

. . .
...

...
. . .

...

a2m−1
1 a2m−1

2 · · · a2m−1
m (2m− 1)a2m−2

1 · · · (2m− 1)a2m−2
m





Ya1

...

Yam

Za1

...

Zam


= 0.

Determinanta ∆ matrice ovog sistema mo�e se dobiti iz Vandermondove determi-

nante V (a1, ..., am, b1, ..., bm) generisane elementima a1, ..., am, b1, ..., bm kao

∆ =
∂mV (a1, . . . , am, b1, . . . , bm)

∂b1∂b2 · · · ∂bm

∣∣∣∣ bt = at, 1 ≤ t ≤ m (2.44)

jer vidimo da je m + t kolona zapravo izvod kolone t. Sa druge strane je

V (a1, . . . , am, b1, . . . , bm) =
∏
u

(bu − au)
∏
u<v

(av − au)
∏
u<v

(bv − bu)
∏
u<v

(bv − au)
∏
u<v

(bu − av).

Ukoliko primenimo
∂V

∂bt

∣∣∣∣ bt = at dobijamo sumu u kojoj �ivi samo sabirak gde se difer-

encira (bt − at), jer nakon zamene bt = at ostali sabirci postaju nula. Kada ovo pri-

menimo za svako 1 ≤ t ≤ m dobijamo

∆ =
∏
u<v

(av − au)
∏
u<v

(av − au)
∏
u<v

(av − au)
∏
u<v

(au − av).

Jasno je da ∆ ne mo�e biti nula, xtavixe do na znak jednaka je qetvrtom stepenu

Vandermondove determinante generisane sa a1, ..., an. Zato nax sistem ima jednoznaqno

rexeǌe

Ya = 0, Za = 0
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za svaku sopstvenu vrednost a. Za = 0 povlaqi Waa = 0 te konaqno dobijamo∑
p,q∈Λa

ZpqZqp = 0 (2.45)

xto dokazuje narednu teoremu.

Teorema 2.9 Za dijagonalizabilnu taqka po taqka Osermanovu mnogostrukost va�i∑
p,q∈Λa

ZpqZqp = 0

za svaku sopstvenu vrednost a Jakobijevog operatora K1.



Glava 3

Princip dualnosti

Motivisan rezultatima zajedniqkog rada sa Sarnakom1, Oserman je postavio cen-

tralno pitaǌe u teoriji Osermanovih mnogostrukosti poznato kao Osermanova hipoteza.

Prvi fragmenti principa dualnosti javili su se u rezultatima koje je dao Qi2 re-

xavaju�i hipotezu i koji znaqajno redukuju raqun. Princip dualnosti prvi je for-

mulisao Raki�3 u nadi da �e biti korisna alatka u rexavaǌu Osermanove hipoteze.

On je dokazao da princip dualnosti va�i u Rimanovom sluqaju, a Nikolajevski4 je

koriste�i upravo taj rezultat napravio najve�i proboj u rexavaǌu hipoteze. In-

spirisani time u sekciji 3.1 dajemo definiciju principa dualnosti za pseudo-Rimanov

sluqaj. Poqevxi od definicije u ovoj glavi dajemo mnoxtvo originalnih rezultata u

vezi principa dualnosti u pseudo-Rimanovom sluqaju. U sekciji 3.2 dokazujemo da se

u dijagonalizabilnom sluqaju dualnost mo�e proxiriti na sve tangentne vektore X, Y

sa jedinim ograniqeǌem da je X definitan. U sekciji 3.3 koristimo raqune prethodne

glave i dokazujemo da ukoliko ne postoji izotropan sopstveni vektor Jakobijevog oper-

atora to za takvu mnogostrukost mora va�iti princip dualnosti. Specijalno princip

dualnosti va�i za Rimanovu Osermanovu mnogostrukost. U sekciji 3.4 dokazujemo da

princip dualnosti va�i za proizvoǉnu qetvorodimenzionu Osermanovu mnogostrukost.

U zavrxnoj sekciji 3.5 dajemo motive i otvorene probleme za budu�i rad na principu

dualnosti.

1Peter Clive Sarnak (1953)
2Quo-Shin Chi (?)
3Zoran Rakić (1964)
4Yuri Nikolayevsky (?)

29
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3.1 Uvod i definicija

Poznato je da za Rimanove mnogostrukosti (M, g) koje su ravne ili lokalno si-

metriqne ranga jedan va�i da lokalne izometrije od (M, g) deluju tranzitivno na

jediniqnom raslojeǌu S(M), te su samim tim sopstvene vrednosti Jakobijevog oper-

atora konstantne na S(M) i mnogostrukost je Osermanova. Motivisan rezultatima

zajedniqkog rada sa Sarnakom[16], Oserman se u [15] upitao da li va�i obrat. Tako

je nastao centralni problem u teoriji Osermanovih mnogostrukosti poznat kao Os-

ermanova hipoteza. Moraju li Osermanove mnogostrukosti biti ravne ili lokalno

simetriqne ranga jedan? Prilikom rexavaǌa pojedinih sluqajeva ove texke hipoteze

prirodno se pojavila implikacija

KX(Y ) = λY ⇒ KY (X) = λX (3.1)

koja, ukoliko va�i, u znatnoj meri olakxava raqun. Qi je u [7] dokazao hipotezu za

Rimanove mnogostrukosti u sluqajevima dimenzije n = 4, n ≡ 1 (mod 2) i n ≡ 2 (mod 4).

On je u tom radu koristio ne tako texko tvr�eǌe da (3.1) va�i ukoliko je λ ekstremna

sopstvena vrednost. U nadi da �e potencijalni dokaz da formula (3.1) uvek va�i

doprineti dubǉem razumevaǌu Osermanove hipoteze, Raki�[17] je prvi formulisao

princip dualnosti, a zatim i dokazao[17, 18] ǌegovu ispravnost za Rimanov sluqaj.

Kasnije je drugaqiji dokaz predlo�io Gilki[9], a ispostavilo se da je princip dual-

nosti zaista koristan alat u rexavaǌu Osermanove hipoteze. Naime najve�i proboj

napravio je Nikolajevski[13, 14] koji je koriste�i upravo princip dualnosti uspeo da

poka�e vaǉanost hipoteze u Rimanovom sluqaju za sve dimenzije sem n = 16.

Varijanta Osermanove hipoteze u pseudo-Rimanovom sluqaju tako�e je zaokupila

pa�ǌu. U Teoremi 2.7 videli smo da u Lorencovom sluqaju Osermanova mnogostrukost

mora biti konstantne sekcione krivine i samim tim hipoteza va�i. Slede�i sluqaj

po jednostavnosti su Osermanove mnogostrukosti signature (2, 2) koji su razrexili

Bla�i�, Bokan i Raki�[2]. Oni su pokazali da uz pretpostavku dijagonalizabil-

nosti hipoteza va�i, dok se inaqe mogu konstruisati razni kontraprimeri. Naxa

ideja u ovom radu je ispitati princip dualnosti u pseudo-Rimanovom sluqaju da

bi boǉe razumeli Osermanove mnogostrukosti. Naravno najinteresantniji sluqajevi

bi�e kada je mnogostrukost dijagonalizabilna i pod tom pretpostavkom dajemo ve�inu

rezultata.

Definicija 3.1 Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost. Ka�emo da princip

dualnosti va�i za vrednost λ u taqki p ∈ M ako za sve me�usobno ortogonalne X i Y

iz Sp(M) va�i

KX(Y ) = εXλY ⇒ KY (X) = εY λX. (3.2)
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Ukoliko princip dualnosti va�i za sve vrednosti λ u taqki p ∈ M ka�emo da princip

dualnosti va�i u taqki p ∈ M . Princip dualnosti va�i za mnogostrukost (M, g)

ukoliko princip dualnosti va�i u taqki p za svako p ∈ M .

Ovako postavǉena definicija je zapravo uopxteǌe jer je prvobitno ([17]) uslov

(3.2) bio definisan samo za istorodne jediniqne X i Y .

3.2 Teorema o produ�eǌu

U ovoj sekciji kroz teoremu o produ�eǌu vide�emo da domen za X i Y iz definicije

nije toliko restriktivan.

Teorema 3.1 Neka je (M, g) dijagonalizabilna Osermanova mnogostrukost u taqki p ∈ M .

Ako princip dualnosti va�i za vrednost λ u taqki p ∈ M tada

KX(Y ) = εXλY ⇒ KY (X) = εY λX

va�i za svako X, Y ∈ TpM sa jedinim ograniqeǌem εX 6= 0.

Dokaz. Na poqetku pretpostavǉamo uslov dualnosti za λ.

(3.2) va�i za X, Y ∈ Sp(M) sa g(X, Y ) = 0.

Neka su sada X i Y definitni (εX , εY 6= 0) i me�usobno ortogonalni (g(X, Y ) = 0).

Neizotropnost X i Y dopuxta nam da ih izrazimo preko jediniqnih X0 i Y0 putem

X = αX0 i Y = βY0, pri qemu je α, β 6= 0. Tada je

KX(Y ) = εXλY ⇔ KαX0(βY0) = εαX0λβY0 ⇔ α2βKX0(Y0) = α2εX0βλY0 ⇔ KX0(Y0) = εX0λY0

Zbog g(X, Y ) = 0 je g(X0, Y0) = 0 i kako X0, Y0 ∈ Sp(M) to za X0 i Y0 va�i (3.2) odakle

KX0(Y0) = εX0λY0 ⇒ KY0(X0) = εY0λX0 ⇔ KY (X) = εY λX.

Ovako smo proxirili domen i sada imamo da

(3.2) va�i za X, Y ∈ Tp(M) sa εX , εY 6= 0 i g(X, Y ) = 0.

Naredni korak je da omogu�imo izotropnost vektoru Y . Neka je KX(Y ) = εXλY ,

g(X, Y ) = 0 i εY = 0, odnosno Y je izotropan, ortogonalan na X sopstveni vektor oper-

atora KX za sopstvenu vrednost εXλ. Mnogostrukost je po pretpostavci dijagonaliz-

abilna, te postoji pseudoortonormirana baza sopstvenog potprostora Ker(K ′
X−εXλId).

Y se zato mo�e izraziti kao zbir me�usobno ortogonalnih, prostornog vektora E i

vremenskog vektora F , koji su ortogonalni na X.

KX(E) = εXλE, KX(F ) = εXλF, Y = E + F,
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g(E,F ) = g(E,X) = g(F,X) = 0, εE > 0, εF < 0.

Raspixemo li KE+θF preko operatora krivine dobi�emo

KE+θF (X) = KE(X) + θ2KF (X) + θ (R(X, E)F + R(X, F )E) . (3.3)

Kako je

εE+θF = εE + θ2εF = (εE + εF ) + (θ2 − 1)εF = εY + (θ2 − 1)εF = (θ2 − 1)εF

to su za θ2 6= 1 vektori E +θF , E i F neizotropni ortogonalni na X sopstveni vektori

operatora KX koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti εXλ. Po pretpostavci za ǌih va�i

princip dualnosti te je

KE+θF (X) = εE+θF λX, KE(X) = εEλX, KF (X) = εF λX.

Vratimo li se u formulu (3.3) dobijamo

εE+θF λX = εEλX + θ2εF λX + θ (R(X, E)F + R(X, F )E) .

Kako je εE+θF = εE + θ2εF to iz prethodne jednakosti mo�emo zakǉuqiti da mora biti

R(X, E)F + R(X, F )E = 0.

Formula (3.3) sada glasi

KE+θF (X) = KE(X) + θ2KF (X)

dok za θ = 1 ona postaje

KE+F (X) = KE(X) + KF (X).

Kako je KE(X) + KF (X) = εEλX + εF λX = εE+F λX i Y = E + F to imamo

KY (X) = 0 = εY λX

xto dokazuje da

(3.2) va�i za X, Y ∈ Tp(M) sa εX 6= 0 i g(X, Y ) = 0.

Preostaje nam da eliminixemo uslov ortogonalnosti za X i Y . Pretpostavimo da je

KX(Y ) = εXλY za εX 6= 0 i neka je g(X, Y ) 6= 0. Tada postoji Z ortogonalno na X i

α 6= 0 tako da je Y = αX + Z. Iz pretpostavke je KX(αX + Z) = εXλ(αX + Z), te kako je

KX(X) = 0 imamo

KX(Z) = εXλ(αX + Z).

Znamo da je kodomen KX ortogonalan na X odakle zbog g(Z,X) = 0 va�i

0 = g(KX(Z), X) = g(εXλ(αX + Z), X) = g(εXλαX,X) = ε2
Xαλ.
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Kako su i α i εX razliqiti od nule to mora biti λ = 0. Sada je KX(Z) = 0 za

ortogonalne Z i X sa εX 6= 0, xto su uslovi za X i Z za koje va�i dualnost. Dualnost

nam daje KZ(X) = 0, a nama preostaje da sraqunamo KY (X).

KY (X) = KαX+Z(X) = R(X, αX +Z)(αX +Z) = R(X, Z)(αX +Z) = −αR(Z,X)X +R(X, Z)Z

Dakle KY (X) = −αKX(Z) + KZ(X), te kako smo imali KX(Z) = 0 i KZ(X) = 0 konaqno

dobijamo KY (X) = 0, a samim tim i dualnost za neortogonalne X i Y .

(3.2) va�i za X, Y ∈ Tp(M) sa εX 6= 0.

�

3.3 Glavna teorema principa dualnosti

Osnovna ideja ove sekcije je prevesti uslov dualnosti (3.2) na koordinatne kom-

ponente tenzore krivine, a zatim iskoristiti neki od ve� uspostavǉenih raquna iz

prethodne glave.

Teorema 3.2 Neka je (M, g) dijagonalizabilna Osermanova mnogostrukost u taqki p ∈ M

i neka je (E1, E2, ..., En) pseudoortonormirana baza TpM takva da u ǌoj operator K1 ima

dijagonalnu matricu. Tada princip dualnosti va�i za vrednost λ u taqki p ako i samo

ako za svako j > 1 i svako u ∈ Λε1λ va�i Zuu = 0.

Dokaz. Neka je (M, g) dijagonalizabilna Osermanova mnogostrukost u taqki p ∈ M i

neka je (E1, E2, ..., En) pseudoortonormirana baza TpM takva da u ǌoj operator K1 ima

dijagonalnu matricu. Eu je sopstveni vektor operatora K1 koji odgovara vrednosti

ε1λ za u ∈ Λε1λ = {t | µt = ε1λ}. Pretpostavimo da princip dualnosti va�i za vrednost

λ u taqki p. Tada za u ∈ Λε1λ va�i Ku(E1) = εuλE1, odakle za j > 1 imamo 0 =

g(Ku(E1), Ej) = R1uuj. Po (2.10) je

0 = 2εuR1uuj = εu(Ru1ju + Ruj1u) = Zuu

te za svako u ∈ Λε1λ va�i Zuu = 0. Doka�imo obrat. Z22 = 0 je ekvivalentno sa

R122j = 0 te je tada K2(E1) ortogonalno na svako Ej za j > 1. Iz K1(E2) = ε1λE2

dobijamo R1221 = R2112 = ε2ε1λ, odakle je K2(E1) = ε2λE1. Kako mo�emo postaviti

E1 = X i E2 = Y , te dopuniti do adekvatne pseudoortonormirane baze, prethodni

raqun u potpunosti dokazuje princip dualnosti. �

Teorema 3.2 nam sada omogu�ava interpretaciju formula (2.39) i (2.45) u smislu

principa dualnosti. Otuda i naredne dve teoreme.
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Teorema 3.3 Neka je (M, g) dijagonalizabilna Osermanova mnogostrukost u taqki p ∈ M

takva da karakteristiqni polinom Jakobijevog operatora KX ima jednostruku nulu λ.

Tada princip dualnosti va�i za vrednost εXλ u taqki p ∈ M . Posebno, ukoliko je

(M, g) dijagonalizabilna Osermanova mnogostrukost u taqki p ∈ M sa svim razliqitim

sopstvenim vrednostima onda za ǌu va�i princip dualnosti u taqki p.

Dokaz. Protumaqimo teoremu 2.8, odnosno formulu (2.39)∑
p∈Λa

Zpp = 0.

Ukoliko je Λa = {u} jednoqlan skup za neku sopstvenu vrednost a operatora K1, tada

formula (2.39) daje Zuu = 0 i po teoremi 3.2 va�i princip dualnosti za ε1a u taqki.

Posebno ukoliko su sve nule karakteristiqnog polinoma razliqite, za svaku realnu

nulu va�i�e princip dualnosti u taqki. �

Teorema 3.4 Neka je (M, g) dijagonalizabilna Osermanova mnogostrukost takva da za

svako jediniqno X ne postoji izotropan sopstveni vektor od KX . Tada za ǌu va�i

princip dualnosti. Specijalno za Rimanovu Osermanovu mnogostrukost va�i princip

dualnosti.

Dokaz. Neka je (M, g) dijagonalizabilna Osermanova mnogostrukost takva da za

svako jediniqno X ne postoji izotropan sopstveni vektor od KX . Izaberimo pseu-

doortonormiranu bazu (X = E1, E2, ..., En) u kojoj KX ima dijagonalnu matricu. Nepos-

tojaǌe izotropnog sopstvenog vektora zapravo znaqi da svi sopstveni potprostori

operatora KX sadr�e samo istorodne vektore. Kako Λa generixe sopstveni potpros-

tor za sopstvenu vrednost a to je εp = εq za svako p, q ∈ Λa. Vratimo se sada na teoremu

2.9, odnosno formulu (2.45) ∑
p,q∈Λa

ZpqZqp = 0.

Kako je Zqp = εq(Rp1jq + Rpj1q) = εqεpεp(Rqj1p + Rq1jp) = εpεqZpq, to je zbog εp = εq

0 =
∑

p,q∈Λa

εpεqZ
2
pq =

∑
p,q∈Λa

Z2
pq.

Suma kvadrata je nula samo ako su svi sabirci nule, te za svako p, q ∈ Λa imamo Zpq = 0.

Ovo va�i za svaku sopstvenu vrednost a, te je Zpp = 0 za svako p i po teoremi 3.2 va�i

princip dualnosti. Specijalno Rimanova mnogostukost nema izotropnih vektora, pa

onda naravno nema ni sopstvenih izotropnih. �
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3.4 Qetvorodimenzione mnogostrukosti

Za mnogostrukosti malih dimenzija naxi raquni bivaju priliqno uprox�eni, samim

tim mo�emo dobiti konkretne rezultate. Sluqaj dimenzija maǌih od 4 nije intere-

santan jer on daje mnogostrukosti konstantne sekcione krivine. Prvi netrivijalan

primer zato su qetvorodimenzione Osermanove mnogostrukosti, a sada �emo pokazati

da za ǌih va�i princip dualnosti.

Teorema 3.5 Za qetvorodimenzionu Osermanovu mnogostrukost va�i princip dualnosti.

Dokaz. Neka je (M, g) 4-dimenziona Osermanova mnogostrukost. Signature (0,4)

i (4,0) (Rimanov sluqaj) po teoremi 3.4 donose dualnost, kao xto signature (1,3)

i (3,1) (Lorencov sluqaj) po teoremi 2.7 donose mnogostrukost konstantne sekcione

krivine, a samim tim i dualnost (xto se vidi iz dobijenih jednaqina u sekciji 2.4).

Pretpostavimo zato da je (M, g) Osermanova mnogostrukost signature (2,2). U dokazu

razlikujemo dva suxtinski razliqita sluqaja u zavisnosti od toga da li je (M, g)

dijagonalizabilna mnogostrukost ili ne.

Neka je (M, g) dijagonalizabilna 4-dimenziona Osermanova mnogostrukost. Izvr-

ximo diskusiju po broju razliqitih nula karakteristiqnog polinoma restrikovanog

Jakobijevog operatora. Ukoliko su sve tri nule razliqite, po Teoremi 3.3 va�i prin-

cip dualnosti, dok sve jednake nule daju konstantnu sekcionu krivinu. Pretpostavimo

zato da restrikovani Jakobijev operator K ′
X ima taqno dve sopstvene vrednosti εXλ i

εXµ od kojih je jedna, recimo εXλ, dvostruka. Teorema 3.3 daje dualnost za vrednost µ

kao jednostruke nule, te nam preostaje dokazati dualnost za vrednost λ. Budu�i da je

mnogostrukost dijagonalizabilna to se za svako jediniqno X tangentni prostor mo�e

razlo�iti sa

TpM =< X > ⊕Ker(K ′
X − εXλId)⊕Ker(K ′

X − εXµId).

Pretpostavimo KX(Y ) = εXλY , odnosno posmatrajmo jediniqni Y ∈ Ker(K ′
X−εXλId).

KY tako�e razla�e tangentni prostor TpM , te se X ortogonalno na Y mo�e napisati

kao

X = αL + βM

pri qemu je

L ∈ Ker(K ′
Y − εY λId), M ∈ Ker(K ′

Y − εY µId), g(L,M) = 0.

Daǉe je

KY X = KY (αL + βM) = αKY (L) + βKY (M) = αεY λL + βεY µM,

g(KY X, X) = g(αεY λL + βεY µM, αL + βM) = α2εY εLλ + β2εY εMµ,
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no kako znamo da je

g(KY X, X) = R(X, Y, Y, X) = g(KXY, Y ) = g(εXλY, Y ) = εXεY λ

dobijamo

εXεY λ = α2εY εLλ + β2εY εMµ.

Kra�eǌem sa εY i zamenom εX = α2εL + β2εM dobijamo

λ(α2εL + β2εM ) = α2εLλ + β2εMµ

i konaqno

β2εMλ = β2εMµ.

Prostor Ker(K ′
V − εV µId) je dimenzije 1 zbog jednostrukosti vrednosti µ, te u ǌemu

nema izotropnih vektora. Zato je εM 6= 0, xto sa λ 6= µ donosi β2 = 0, odnosno β = 0.

To zapravo znaqi da je X kolinearno L, a samim tim X ∈ Ker(K ′
Y − εY λId). Konaqno

dobijamo

KY X = εY λX,

xto dokazuje da princip dualnosti va�i i za vrednost λ. Ovim smo kompletirali

dokaz za sluqaj dijagonalizabilne mnogostrukosti.

Sluqaj nedijagonalizabilne mnogostrukosti je komplikovaniji i dokaz baziramo

na egzistenciji pseudoortonormirane baze (E1, E2, E3, E4) za koju je ε1 = ε2 = −1 i

ε3 = ε4 = 1 i u kojoj operator K1 ima slede�i oblik:

K1 =


0 0 0 0

0 a −d 0

0 d b 0

0 0 0 c

 (3.4)

pri qemu je d 6= 0. Raqun vrximo uz pretpostavku da je mnogostrukost 2-xtajn, te

samim tim koristimo formule iz teorema 2.5 i 2.6.

Za poqetak iz jednaqina (2.8) i (3.4) imamo

R1221 = −a, R1331 = b, R1441 = c, R2113 = d, R2114 = 0, R3114 = 0

i �elimo da sraqunamo koordinatne komponente operatora K2, K3 i K4. Formula

(2.14)
∑

p εiεpRpiip = C1 nam daje qetiri mogu�nosti za i i samim tim qetiri jednaqine

R2112 −R3113 −R4114 = C1, R1221 −R3223 −R4224 = C1,

−R1331 −R2332 + R4334 = C1, −R1441 −R2442 + R3443 = C1,

iz kojih je

R2332 + R2442 = b + c, R2332 −R3443 = a + c, R2442 −R3443 = a + b.
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Rexavaǌem sistema dobijamo

R2332 = c, R2442 = b, R3443 = −a. (3.5)

Formula (2.15)
∑

p εpRpijp = 0 nam za 1 ≤ i 6= j ≤ 4 pru�a xest mogu�nosti

R2443 = R2113 = d, R1442 = −R1332 = x,

R2334 = R2114 = 0, R1443 = R1223 = y,

R3224 = R3114 = 0, R1224 = R1334 = z.

(3.6)

Formula (2.24)
∑

p,q εpεqRpiiqRpijq = 0 va�i za i 6= j. Postavimo li (i, j) = (1, 2) i

(i, j) = (2, 1) dobijamo

dy + (c− b)x = 0, dy + (b− c)x = 0

xto daje dy = (c − b)x = 0, te zbog d 6= 0 imamo y = 0. Postavimo li (i, j) = (1, 3) i

(i, j) = (3, 1) dobijamo

−dx + (c− a)y = 0, dx + (c− a)y = 0

odakle je dx = (c−a)y = 0 i va�i x = 0. Ovaj rezultat nam sa (3.6) govori da su jedini

nedijagonalni razliqiti od nule elementi matrica operatora K1,K2,K3,K4 slede�i:

R2113 = R2443 = d, R1224 = R1334 = z.

Postavimo li (i, j) = (1, 4) dobijamo (b−a)z−d(R2143+R3142), dok za (i, j) = (2, 3) dobijamo

(b− a)d− z(R1234 + R4231), xto mo�emo zapisati kao

(b− a)z = d(R1234 + R1324), (b− a)d = z(R1234 + R1324). (3.7)

Formula (2.23)
∑

p,q εpεqR
2
piiq = C2 nam za i = 1 i i = 2 daje

a2 + b2 + c2 − 2d2 = C2, a2 + c2 + b2 − 2z2 = C2

odakle je d2 = z2. Formula (2.25) za (i, j) = (1, 2) glasi:

2
∑

1≤p,q≤4

εpεqRp11qRp22q − 2C2 +
∑

1≤p,q≤4

εpεq(Rp12q + Rp21q)2 = 0.

Odavde dobijamo

2(bc + cb)− 2(a2 + b2 + c2 − 2d2) +
(
2a2 − 2d2 − 2z2 + 2(R3124 + R3214)2

)
= 0

xto nakon sre�ivaǌa i zamene z2 = d2 postaje

(b− c)2 = (R1432 −R1324)2. (3.8)

Sliqno prethodnom, iz formule (2.25) za (i, j) = (1, 3) dobijamo

2(−ac− ac) + 2(a2 + b2 + c2 − 2d2) +
(
2d2 − 2b2 + 2z2 − 2(R2134 + R2314)2

)
= 0
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xto nakon sre�ivaǌa postaje

(a− c)2 = (R2134 + R2314)2. (3.9)

Sada kada smo izvrxili pripremu mo�emo po uzoru na rad Bla�i�, Bokan i

Raki� [2] izvrxiti diskusiju po mogu�im �ordanovim formama. Sluqaj samo jednog

�ordanovog bloka (trostruka nula i karakteristiqnog i minimalnog polinoma) odmah

pada jer tada, do na mno�eǌe skalarom, postoji jedinstveni sopstveni vektor i on je

izotropan. Sluqaj kompleksnih nula mo�e se opisati sa (3.4) za a = b, a jedini sop-

stveni vektor je tada E4. Imamo K1(E4) = cE4, a kako je R1442 = R1443 = R1444 = 0 to

je K4(E1) ortogonalno na < E2, E3, E4 > i mora biti K4(E1) = −cE1, xto dokazuje du-

alnost. Napomenimo da je u gorenavedenom radu dokazano da sluqaj kompleksnih nula

zapravo nije mogu�.

Preostaje sluqaj sa dva �ordanova bloka koji se mo�e opisati sa (3.4) pri qemu

je a = t − d, b = t + d. Sopstveni vektori su tada razapeti sa E2 − E3 i E4. Ukoliko

�ordanovi blokovi odgovaraju razliqitim sopstvenim vrednostima (tako�e dokazano

da ovaj sluqaj ne postoji) imali bi za sopstvene vektore samo izotropan E2 − E3 i

definitan E4. Kao u prethodnom sluqaju mora biti K4(E1) = −cE1 i dualnost va�i.

Do sada je pre�iveo samo sluqaj trostruke nule za karakteristiqni polinom od

K ′
1, pri qemu minimalni polinom ima dvostruku nulu. Tada je a = c− d i b = c + d.

Oznaqimo li

u = R1234, v = R1324

po Bjankijevom identitetu imamo R1432 = R1234 −R1324 = u− v. Sada va�i

u + v = 2z iz (3.7)

(u− 2v)2 = z2 iz (3.8)

(v − 2u)2 = z2 iz (3.9).

Rexavaǌem ovog sistema dobijamo jedinstveno rexeǌe u = v = z, odnosno R1432 = 0

i sada mo�emo ispitati dualnost. Sopstveni vektori operatora K1 su oblika αE2 −
αE3 + βE4 i imamo

K1(αE2 − αE3 + βE4) = α(aE2 + dE3 + dE2 − bE3) + βcE4 = c(αE2 − αE3 + βE4).

Potrebno je sraqunati KαE2−αE3+βE4(E1), odnosno g(KαE2−αE3+βE4(E1), Ej) za j = 2, 3, 4

Tj = g(KαE2−αE3+βE4(E1), Ej) = R(E1, αE2 − αE3 + βE4, αE2 − αE3 + βE4, Ej).
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Za ovako definisano Tj dobijamo

T2 = αβ(R1242 −R1342 −R1432) = αβ(−z + v − (u− v)) = 0,

T3 = αβ(R1243 −R1343 + R1423) = αβ(−u + z + (v − u)) = 0,

T4 = α2(R1224 −R1234 −R1324 + R1334) = α2(z − u− v + z) = 0,

te je KαE2−αE3+βE4(E1) ortogonalno na < E2, E3, E4 > i naravno mora biti

KαE2−αE3+βE4(E1) = −cβ2E1.

Naravno za jediniqno αE2 − αE3 + βE4 je β2 = 1 i vidimo da princip dualnosti va�i,

xto u potpunosti dokazuje teoremu. �

3.5 Otvoreni problemi

Iz prethodno iznetih tvr�eǌa mo�e se primetiti da pseudo-Rimanove Osermanove

mnogostrukosti pru�aju ogroman prostor za budu�i rad. Za sada je poznato jako

mali broj primera Osermanovih mnogostrukosti i to su uglavnom ili Rimanove ili

qetvorodimenzione mnogostrukosti. Me�utim, za ǌih smo u Teoremi 3.4 i Teoremi

3.5 konstatovali da va�i princip dualnosti.

Prvo pitaǌe bazira se na definiciji principa dualnosti i Teoremi 3.1. Mo�e li

se postaviti teorema o produ�eǌu i za Osermanove mnogostrukosti koje nisu dijago-

nalizabilne? U skladu sa tim mo�e se posmatrati i implikacija

KX(Y ) = 0 ⇒ KY (X) = 0

u sluqaju da je εX = 0, odnosno kada je X izotropan tangentni vektor. To naroqito ima

smisla jer ve�ina poznatih primera ima samo nule za sopstvene vrednosti Jakobijevog

operatora.

Daǉe mogu�nosti tiqu se eventualne potrage za Osermanovim mnogostrukostima u

kojima ne va�i princip dualnosti, jer za sada takve nisu poznate. Po Teoremi 3.5 ǌih

moramo tra�iti u dimenzijama n ≥ 5. Zbog toga, bilo bi korisno izvrxiti klasi-

fikaciju Osermanovih mnogostrukosti u signaturama (2,m), a posebno u signaturi

(2, 3) koja od mogu�ih deluje najjednostavnije. Tako�e otvoreno je pitaǌe principa

dualnosti u sluqaju da mnogostrukost ima taqno dve sopstvene vrednosti za Jakobijev

operator.

Autor ovog rada se iskreno nada da �e se u skorijoj budu�nosti jox neko uhvatiti

u koxtac sa problemima koje pru�a princip dualnosti i da �emo uskoro saznati i

razumeti mnogo vixe o Osermanovim mnogostrukostima.
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[4] Blažić, Vukmirović : Examples of self-dual, Einstein metrics of (2,2)-signature , Math. Scand.

94 (2004), 63–74

[5] Manfredo Perdigão do Carmo: Riemannian Geometry, Boston, 1992

[6] Carpenter, Gray, Willmore : The Curvature of Einstein Symmetric Spaces, Q.J.Math.Oxford

33 (1982), 45–64

[7] Quo-Shin Chi : A curvature characterization of certain locally rank-one symmetric spaces, J.

Diff. Geom. 28 (1988), 187–202

[8] Garcia-Ŕıo, Kupeli, Vázquez-Lorenzo: Osserman Manifolds in Semi-Riemannian Geometry,

Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2002

[9] Peter Gilkey: Geometric Properties of Natural Operators Defined by the Riemann Curvature

Tensor, World Scientific, 2001

[10] Gilkey, Swann, Vanhecke : Isoparametric geodesic spheres and a conjecture of Osserman

concerning the Jacoby operator, Quart. J. Math. Oxford 46 (1995), 299–320

[11] Alfred Gray: Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces with Mathematica, CRC

Press, 1998
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