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LAMBDA RACUN




Lambda racun

= Funkcije u matematici imaju imena.

Suppose [ :R — R is defined by:
0 itr=20
f(w) = { w?sin(1/xz?) if z # 0

= Funkcije u programskim jezicima imaju imena.

int suc(int n)
{ return n + 1;

}



Lambda racun

» Lambda ra¢un moZemo da shvatimo kao ra¢un anonimnih (neimenovanih)
funkcija.

T t[r] A\z. t]z]

= Metod za predstavljanje funkcija;
= Skup pravila za sintaksnu transformaciju;

= |storijat lambda racuna:
= 1930. - Alonzo Church;
= 1932/1933. godina prva verzija lambda ra¢una;
= 1941. godina druga verzija lambda racuna;



Zadaci:

1. U lambda notaciji zapisati funkciju identiteta.

2. U lambda notaciji napisti funkciju koja vra¢a dvostruku vrijednost svog argumenta.



Prednosti upotrebe lambda racuna

"fx) - fx
= fxy = (fC)));
" Ax. Ay.tlx,y] = Ax y.tlx, yl;
" Ax.xy = Ax.(x y);
ANy rz+y)l2=Ny.1+y)2=1+2

= VVezane (m iy u prvom i drugom izrazu) i slobodne (n u tre¢em) varijable;

- n(n+1) z 5 int suc(int n)
Zlm 5 /é 204+ a dy = x° + ax { return n + 1:

¥



Prednosti upotrebe lambda racuna

= Promjena imena vezane varijable (alfa konverzija);
LE. — 72 IQE—I—(IdZ:;EQ—kax
/é 20 +a dy = x° + ax fo
\x. x| \y. Ely|

/ 20 + a da # z° + ax
0

= |denti¢na imena slobodnih i vezanih varijabli

(nije zabranjeno, ali je zbunjujuce): fﬂ’ o+ a dr — 22 + ax
0



Lambda racun kao formalni sistem

= Lambda termovi (izrazi):
= Varijable;
= Konstante;

= Kombinacije - primjena funkcije s na argument t; s i t mogu biti proizvoljni lambda termi. Zapis s t.
= Apstrakcija - lambda terma s nad varijablom x, u oznaci Ax.s.

» Induktivna definicija lambda izraza.
= Funkcije nad lambda izrazima se definisu rekurzivno.
= Svojstva lambda izraza se dokazuju strukturalnom indukcijom.

= Sintaksa lambda termova (izraza) u BNF (Backus-Naurovoj formi):

Exp=Var | Const | Exp Exp | A\ Var. Exp



Zadaci

3. Dali su sljededi izrazi lambda izrazi ili ne? Obrazloziti odgovor.

a) 42

b) (+6)

c) lyx2y

d) \v.vxy

e) (Af.Aa.Ab. f a b)(Ax. (Ay.x))



Slobodne i vezane varijable

= Za pojavljivanje v u lambda izrazu E kaZemo da je vezano ako se javlja u podizrazu
E; od E u formi Av.E;.

= Ako promjenljiva nije vezana u nekom izrazu, tada je njeno pojavljivanje slobodno.

= Lambda racun se naziva ¢ist ako ne ukljuéuje konstante.

= Ako lambda racun ukljuéuje konstante, onda se naziva primjenjen.



Slobodne i vezane varijable

= Skup slobodnih varijabli u izrazu s ozna¢avamo sa FV(s) i definiSemo rekurzivho na
sljedeci nacin:

V@) = o)
FV(e) = 0
FV(st) = FV(s)UFV(t)
FV(Ar.s) = FV(s)—{z}



Slobodne i vezane varijable

= Skup vezanih varijabli u izrazu s oznaéavamo sa BV (s) i definiSemo rekurzivho na
sljedeci nacin:

= =

)
)

BV(st) = BV(s)UBV(t)
) = BV(s)U{x}



Zadaci

4. Zalambda izraz
s=Axy. x)(A1x.z x)
odrediti FV(s) i BV (s).



Zamjena

= Lambda apstrakcija i primjena;

Ay xz+y)l2=ANy.1+y)2=1+2

= Sa t[s/x] oznaédavamo zamjenu varijable x u izrazu t izrazom s.

rlt/z] = t
ylt/a] = yifx#y
t/:r = C

c
)t/z] = si[t/z] solt/2]

Ar.s)t/xz] = Ax.s
Jt/x] = Ay.(s[t/z]) if © # y and either x € FV(s) or y & F'V (1)
)t/x] = Az (s]z/y][t/z]) otherwise, where 2 & F'V(s) U FV (t)




Izracunavanje vrijednosti lambda izraza

0 pravila
= Aplikacija konstantnih funkcija.

p redukcija (najvaznije, jer predstavlja evaluaciju funkcije E1(v) za zadati argument E2)
(AV.Eq) Eo—p5 Eq1[E3/V]

» [ redeks; (Ax.E)E4

» nredukcija — nije nam bitna za programerske aspekte lambda racuna.

" a konverzija
= Proces promjene imena vezanih varijabli - pokazano ranije.



Zadaci

5. lzradunati vrijednost sljedecih lambda izraza:

(AV.V) C

(Avx (Vo) v) (ay)
(Av.c) (X V)
(Av.ve) (Ax.x a)

(Ax.plus x 1) ((Ay.timesyy) 3)



Zadaci

6. Izradunati vrijednost lambda izraza:

(MAxf4x) (A\v.Ax. + xy) 3



Izracunavanje vrijednosti lambda izraza

0 pravila
= Aplikacija konstantnih funkcija.

p redukcija
(AV.Eq) Eo—p5 Eq1[E3/V]

L .B redeks; (}\K.E)El
* nredukcija

Ax.E % . E oznadavaju istu funkciju ako se x ne javlja kao slobodno u E; E mora

" a konverzija
= Proces promjene imena vezanih varijabli.
= Sintaksno ekvivalentni termi se smatraju razli¢itim reprezentacijama iste apstrakcije.
= Primjer

AX.((Av X+ X ¥) X)




Jednakost lambda izraza

= Dva lambda terma su jednaka ako se je moguée dobiti jedan iz drugog konaénim

nizom a, B 1n konverzija.

s =1
s—tors—tors—1t —
o é; n t=s
s =1 s=tand t =u
S =1u
t =1 s =1
Ssu=1t1u
s =1
us=ut
s =1

AT. s = \x.t



Lambda redukcije

s —tandt — u

5 — U

VA
~

us—1ut

Ar. s — .t



Normalne forme

= Definicija:

Za izraz E kazemo da je u normalnoyj formi ako ne moze dalje da se redukuje, tj. ako
viSe ne sadrzi ni jedan redeks.

= Definicija:

Kazemo da postoji normalna forma za izraz E, ako postoji niz redukcija

E— FEy — Ey — ... —"E

| izraz * E je u normalnoj formi.



Strategije redukcije

= Teorijska razmatranja i funkcionalno programiranje?

= |zbor narednog redeksa na dva najéesc¢a nacina:

mora da se zavrsi.

(Az.y) (Ae.xxz2) (Ar.x x x))
— (A y) (Ae.xxx)(Ae.xxz) (A\e.z o))
— (A y) (Ar.xxzz) (Ae.zzx) (Ae.zxx) (A\r.xxx))

B —

= Najlevlji redeks (naziva se jo$ redukcija po nazivu ili lenja redukcija ili normalna redukcija) - sigurno
pronalazi normalnu formu ako ona postoji.

Az.y) (AMr.zxx) (Ae.xxx) — vy



Redeksi 1 moguci nacini redukcije

Definicija: Krajnje levi redeks je onaj ¢ije A (ili primitivni identifikator u sluc¢aju ¢ redeksa) je tekstualno najlevlje
od svih ostalih redeksa u izrazu.

Slicno se definise i Krajnje desni redeks.
Definicija: Redeks je spoljasnji ako se za njega ne moze naci redeks koji ga sadrzi.

Definicija: Redeks je unutrasnji ako se za njega ne moze naci redeks koji je sadrzan u njemu.



Redeksi 1 moguci nacini redukcije

1. Kranje levo-spoljadnja (Normalni redosled). Ova redukcija je sigurna. Naredni redeks se u svakom koraku
bira pocevsi od pocetnog u krajnje levom delu izraza. Kada se primenjuje 3-redeks, argument ne mora da
bude u normalnoj formi.

2. Kranje levo-unutradnja (Aplikativni redosled). Ova redukcija je nesigurna. Naredni redeks se u svakom
koraku bira pocevsi od zavrsnog u krajnje levom delu izraza. Kada se primenjuje 3-redeks, i argument i
apstrakcija moraju da budu u normalnoj formi.

3. Paralelno spoljasnja. Ova redukcija je sigurna. Svi redeksi koji nisu ugnjezdeni unutar nekog drugog
redeksa se biraju i redukuju istovremeno. Izabrani redeksi ne mogu da se preklapaju.

4. Paralelno unutrasnja. Ova redukcija je nesigurna. Svi redeksi koji ne sadrze ugnjezdene redekse se biraju i
redukuju istovremeno.

5. Potpuno paralelno. Svi redeksi se istovremeno redukuju. Ova strategija je vrlo komplikovana jer redeksi
mogu biti medjusobno ugnjezdeni.



Zadaci

1. lzracunati vrijednost lambda izraza
(Ax.+ x x)((Ay.xy y)(+55))

a) normalnim redoslijedom redukcije;

b) aplikativnim redoslijedom redukcije.

2. lzraéunati vrijednost lambda izraza
(29- g+ (g * (g +5)NQAf Ax.f x x)

a) normalnim redoslijedom redukcije;

b) aplikativnim redoslijedom redukcije.



De-Brujinov lambda racun

= Sintaksna i semanti¢ka jednakost lambda izraza;

= Uklanjanje imena svih promjenljivih i zamjena brojem koji predstavlja broj 4 izmedu
pojavljivanja promjenljive u tijelu funkcije i A za koje je promjenljiva vezana.

= Primjeri:

Standard de Bruijn

Ax.x A0

Az.z A0

Ax.Ay.x AAd
Ax.Ay.AsAzxs(ysz) | AAAA3L(210)
(Ax.x x) (Ax.x x) (A.00)(A.00)
(Ax.Ax.x) (Ay.y) (A.A.0) (A.0)




Zadaci

3. Zapisati funkciju sljedbenik u De-Brujinovom obliku.

4. Zapisati sljedeéi lambda izraz u De-Brujinovom obliku.

AXAVALL (AX.X) (+ X V)



LAMBDA RACUN KAO PROGRAMSKI
JEZIK




Predstavljanje podataka u lambda racunu

= Notacija:

1>
|

jednaki po definiciji;
= Uslovniizraz; ‘if £ then F; else E5" as ‘COND E E; F5’

= Varijable sa lijeve strane trebaju biti apstrakovane.

fst p = p true fst 2 Ap. p true



Logicke vrijednosti i operatori

= Logicke vrijednosti:

true AT Y. T

e e

false AT Y. Y

= Uslovni izraz:

if £ then E, else B, 2 E F, F,



Logicke vrijednosti i operatori

if true then F; else Es

if false then E; else Es

true £, Es
(A y.x) By Es
Fy

false £y Es
(A\z y.y) By Ey
Ly



Logicke vrijednosti i operatori

Ao
not p = 1if p then false else true
AN
pand g = 1if p then g else false
A
por g = 1if p then true else g



Zadaci:

5. lzraéunati:
a) — T
b) -F

6. lIzracéunati:
a) ATT
b) AFT

/. lzradunati:
a) VITT
b) VFT



Parovi 1 torke

= Ureden par

(Ey, Ey) £ Nf. f By By

= Prvi, drugi element para:

fst p p true

> 1>

snd p p false

= Pokazati da je validna defincija!



Parovi 1 torke

= n-torka

» Uredena ¢etvorka

(P, q,r.s) = (p,(q,(rs)))
AN fp(q,(r,
A fp (S ft?( s))
(
(

- Fp O Fa(M . frs)
= A.fpAg.gq (AN hrs))



Brojevi

Nula, sljedbenik nule, sljedbenik sljedbenika nule...

0:= As.(Az.z) = Asz.z

1:= Asz.s(z) = Asz.s z

né)\fx.f”:r

2:= Asz.5 (s(z)) = Asz.s (sz)

3:= Asz.s(s (s(2))) = ASZ.S(S (sz))

6:=7?

Zasto ovakav nacin definisanja brojeva?



Funkcija sljedbenik, sabiranje, mnozenje..

* Funkcija sljedbenik

SUCE N fanf(fa)

* Odredimo sljedbenik broja n

SUCn = (Mmfxnf(fz)Afz "2
= Moo (Mo fra)f (f o)
= AN x.(Ax. f"x)(f x)
= Mo (f )
= Nz "o
= n-+1



Zadaci:

3. lzraéunati sljedbenik O.

9. lIzradunati sljedbenik 1.



Funkcija koja provjerava da li je broj jednak nuli

[SZERO n & n (Ax. false) true

ISZERO 0 = (Af x. x)(Ax. false) true = true

I[SZERO (n+1) = (Af x. f™a)(Ax. false)true
— (\w. false)" ™ true
(Az. false)((Ax. false)™ true)

false



Sabiranje, mnozenje

m—+n

=Tl

m-+n =

AMzxz.mf(nfzx)
AMfz.m(nf)zx

> 1

Afz.m f(n f o)
Afx.(Afax. f"x) f(nfx)
Afx. (A, f™ ) (n fx)

A ™ ((/\fT fmz) f o)
A @ ™ (A o) )

A @ f7 (" )

Az, [T



Zadaci:

10. Izra¢unati zbir brojeva 2 i 3 u lambda notaciji.



Sabiranje, mnozenje

AMzxz.mf(nfzx)
AMfz.m(nf)zx

m—+n

> 1

=Tl

mxn = ANfx.m(nf)x
= ANz (ANfzx. f"x)(nf)z

= A z. (\z. (nf T) T

= AN x. (nf)

= Az kai‘f”’)fj
= A x. ((A\z. f” T

= Afa ()"

— Moz f™y



Zadaci:

11. Izraéunati proizvoda brojeva 4 i 3 u lambda notaciji.



Stepenovanje

» aP = ba

= Primjer;



KARIJEVE FUNKCIJE




Karijjeve funkcije

= Funkcije sa vise argumenata moguce je definisati koristec¢i funkciju kao povratnu
vrijednost:

add’ uzima kao argument cijeli broj x i
vraca kao rezultat funkciju add’ x. Sli¢no,
ova funkcija uzima cijeli broj y i vraca
kao rezultat funkciju x + y.




Karijjeve funkcije

= add i add’ imaju isti konaé¢an rezultat, ali add uzima oba argumenta istovremeno,
dok add’ uzima jedan po jedan argument.

= Funkcije koje uzimaju jedan po jedan argument zovu se Karijeve funkcije, u éast rada
Haskell Curry-ja nad ovim funkcijama.



Karijjeve funkcije

= Funkcije sa vise od dva argumenta mogu se definisati kao Karijeve koriStenjem
ugnjezdenih funkcija kao povratnih vrijednosti:

mult uzima argument x |
vraca funkciju mult x, koja
slicno uzima argument y |
vraéa funkciju mult x y, koja
na kraju uzima argument z |
vraca rezultat x x y * z.




Karijjeve funkcije

= Zasto su Karijeve funkcije korisne?

= Karijeve funckije su fleksibilnije nego funkcije nad torkama jer se parcijalnom primjenom Karijevh
funkcija mogu dobiti razne korisne funkcije.

= Konvencije u zapisu Karijevih funkcija
= Strelica —» je desno asocijativna.

= Primjena funkcija je lijevo asocijativna.



TIPOVI




Tipovi

= Tipovi — razli¢ite vrste podataka (prirodni brojevi, logi¢ke vrijednosti, funkcije);

= Svrha?

= Zasto dodati tipove i u lambda ra¢un?

= |Logicki aspekt: Raselov paradoks; Primjena funkcija samo na podatke iz domena;
= Programerski aspekt: Generisanje efikasnijeg koda; Lakse otkrivanje gresaka; netipizirani jezici; slabo
tipizirani jezici; dinamicki tipizirani jezici; staticki tipizirani jezici;
= Staticki tipiziran jezik i fleksibilnost koda?
= Polimorfizam;
» Qdredivanje tipa izraza;



Tipizirani lambda racun

= Svaki lambda term ima tip.

= Term s moze biti primjenje na term ¢ ako se odgovarajuci tipovi poklapaju.
= Primjer?

= Strogo tipiziran jezik;
= Da li je C strogo tipiziran?

= Notacija
= t:g uznadenju dajet tipa o;
" fro-oT

= Tipovi su skupovi kojima pripada odreden objekat; t:o tj. t € o .



Vrste tipova

= Sta su taéno tipovi?
= Prosti tipovi (bool, int);

= SloZeni tipovi (composite type) formiramo na osnovu konstruktora tipova (type
constructor);

= ¢ - skup prostih tipova, skup T, baziran na skupu C
= Primjer?

oecC
o€ Tyc

oeTye 7€ Tyeo
o— 1€ Ty




Vrste tipova

= Tipovske varijable;
= Konstruktore za tipove (ne samo na osnovu funkcija);

= Npr.

oeTye 7€ Tyo
oxT1elys

= Proizvoljan skup konstruktora proizvoljne arnosti;

(1, ..., )con

= Tip ne moZe biti jednak nekom svom pravom podskupu.



Cercovo 1 Karijevo tipiziranje

= Cer¢ovo tipiziranje — ekspilitno
= Svaki term je jednog tipa.

v.o

Constant ¢ has type o

Cc. 0

Ss:0—T t:0

st:T

vi:o LT

AN.T:0— T



Cercovo 1 Karijevo tipiziranje

= Karijevo tipiziranje — impilcitno
= Term moZe a i ne mora da bude nekog tipa, ako je nekog tipa, moZe da bude vise razli¢itih tipova.
= Polimorfizam;
= Notacija - u datom kontekstu

I'~t:0



Formalna pravila tipiziranosti

v.oel
I'~v:o

Constant ¢ has type o

C.0g

I'rs:0—717 I'kHt:o

I'Est:T

Nu{v:o}lkt:r
I'FAv.t:o0—T1




Formalna pravila tipiziranosti

= Term je datog tipa ako se to moze izvesti iz prethodnih pravila.

Na osnovu
pravila za
varijable

= Na primjer, funkcija identiteta

{r:o}lbx:0

Na osnovu
pravila za
apstrakcije

DFXNr.x:0— 0O

= Zasto je potreban kontekst u Karijevom tipiziranju?



Polimorfizam

= Polimorfizam vs overload vs subtyping?

if (Ax. x) true then (Ax. z) 1 else 0

Lo bool} = x : bool {oint} b int
= (Az.x) : bool — bool F true:bool F (Ax.x):int— int =1 :int
— (Ax. x) true : bool = (Azr.x) 1 int —0:nt

—if (Az. z) true then (Az. z) 1 else 0 : int



Opstiji tipovi

= Za svaki tipiziran izraz postoji opstiji tip i svi moguci tipovi izraza su instace tog
opStijeg tipa.

= Tipovske varijable - tipovi mogu biti formirani primjenom konstruktora tipa na tipove
varijabli ili konstanti.

* Zamjene - npr. (0 — bool)|(c — 71) /0] = (6 — T) — bool.
= Formalno
ailm/oq, ... /o] = mifa;FEFGfor 1 <i<k
Blm/ay,....,m/ar] = pBifa; £ Fforl <i<k
(01,...,0,)con|B] = (01]0],...,0,/0])con




Opstiji tipovi

= g je opstiji tip od ¢’ uoznaci o < ¢', ako postoji skup zamjena 6 takav da je ¢’ =
ob.

= Refleksivna relacija;

= Na primjer:
a = 0o
a—a =< F—/[3
a — bool = (B — ) — bool

fg—a = a—[

a—a A (B—=p0)—p
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