15. CEBISOVLJEVI POLINOMI

Ako je zadata funkciyja f(x). odseCak interpolacije [a. D] koji sadrzi
¢vorove mnterpolacije 1 stepen » interpolacionog polinoma P, (x). onda se greska
interpolacije R, (x)= f(x)— P,(x) moze zapisati u slede¢em obliku

R}z(x) =K. l_[.?a+1 (T) :

gde je IT,,,(x)=(x—xy)(x—x,) - (x—x,). Dakle. greska u ovim zadatim
uslovima zavisi od izbora ¢vorova interpolacije. Sada se postavlja sledeci

zadatak: Kako treba 1zabrati ¢vorove mterpolacije x., i=0,7n, da b1 greska
interpolacije bila minimalna? Pokazano je da je za Cvorove interpolacije
najbolje uzeti nule Cebisovljevog (IT. JI. Hebrpmmer, 1821-1894) polinoma.
Cebisovljev polinom T (x) se definiSe na slede¢i naéin:
L=l L(x)=x. [,(®)=2x-T,(0)-T,(x). n=123...

Navedimo nekoliko prvih CebiSovljevih polinoma:

Ty(x) =1
I (x) =x.
T,(x)=2x -1,

L(x)= 4% —3x,
T,(x)=8x" —8x +1.
T.(x) =16x" —20x° +5x, ...
Moze se primetiti sledece:
1) koeficijent uz x” polinoma 7, (x) je jednak 2", n21:
2) T,,(x) supame funkcije:
3) T,,,,(x) suneparne funkcije:
4)za |x[=1je |T,(x)|=1.
Dokazimo osobinu 4). Ako u trigonometrijski identitet
cos((m+1X)=2-cos X -cosnX —cos((n—1)X)
stavimo X" = arccosx, onda cemo dobiti
cos((n+1)arccosx) =2-x-cos(n-arccosx)—cos((n—1)arccosx).
pa mozemo zakljuciti da funkcija cos(n-arccosx) zadovoljava istu diferencnu
jednacinu kao 1 7, (x) . Kako je jos i:
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cos(0-arccosx)=1=T1,(x). cos(l-arccosx)=x=T(x)
to je
I (x)=cos(n-arccosx), n=0,12,..
Sada je jednostavno zakljuciti da vazi osobina 4).

Rekurentna relacija. diferencna jednacina.

L.ax)=2x-T (x)-T, (x), n=0.12, ...
ima karakteristi¢nu jednacinu
}»2 = Zx}\._]. .

M,=xt m :
Za |x|#1 1mamo da je A, # A,. pa je opste reSenje diferencne jednacine
T(x)=C,-AM +Cy-A5, n=0.12. ...
gde su Cy 1 C; proizvoljne konstante. Iz pocetnih uslova 7 (x) =11 T;(x) = x

a odavde je

. 1 .
nalazimo C; =C, =—.paje
)

-

1,09 =3 (1) (1) | noz

$to je jos jedan moguéi nadin zadavanja Cebisovljevih polinoma.
Iz jednacine
T, (x)=cos(n-arccosx) =0
dobijamo nule:
2k +1

2n
Tacke ekstremuma na segmentu [-1. 1] su one tacke za koje je |7, (x)|=1.

dakle:

X, =CO08 n. k=0.1..n-1.

k —
X =C0S—m, k=0.n
) H

1 pri tome je
T, (xgy) = coskm = (-1)*.
Polinom
T(x)=2""T (x)=x"+-
za xe [—1. 1] najmanje odstupa od nule.
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Teorema. Ako je P,(x)=x"+---.onda je

max | P, (x)| > max |T,(x)|=2"". n=>1.
x=[-1.1] xe[-1.1]

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da je
max |P,(x)| <max |T (x)| =2"". xe[-L1].
Posmatrajmo razliku
O(x)=T,(x)- B,(x):

ocigledno je stepen polinoma Q(x) najvise jednak » — 1 1 pri tome je
sien(T, () — B, (xs))) = sign((- 1) - 27" =B, (3, ) = (-1, k=0.n

jerje B (xg) < 2" za svako k. Na taj na¢in imamo da polinom O(x) izmedu
svake dve uzastopne tacke x,) 1 x,,; menja znak. odnosno, izmedu x,, i
X(z4p 1ma bar jednu nulu. Dakle. polinom ¢ ima bar » nula, a to je protivu-

recno. jer polinom @ ima najvise » — 1 nulu. Drugim recima. mora biti
max | P, (x)| = max |7, (x)| =2"", xe[-11].

Na taj nac¢in zaklju¢ujemo sledece: od svih polinoma n—tog stepena koji
imaju uz x" koeficijent 1 najmanje odstupa od nule na segmentu [—1. 1] Cebis-
ovljev polinom 7, (x). m

Ako posmatramo odsecak [a. b]. onda je odgovarajuci polinom

5 M

| 24
b—a

A

—(2x-(b+a)) ( 2
TH |'\ b—ﬂ' ,'|_1x

n
J \

I_-;E[a:b](x:]:1 b-a ; 7 2x—(b+a)J ;

‘21—}11 =" 4
2 b—a
Dakle. vazi

max |P, ()| > max |} ()| = (b-a)"- 27"
xe[a. b] xela. b]

gde je P,(x)=x" +--- proizvoljan polinom.
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Nule polinoma 7,[?1(x) su

b+a b-a 2k+1 —
X, = + - COS . 1—1.
2 2 2n

Greska interpolacije je

_ Sy ‘Mrml . (
L A T
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