III NUMERICKO DIFERENCIRANJE

1. NUMERICKO DIFERENCIRANJE ZASNOVANO NA
DIFERENCIRANJU INTERPOLACIONOG POLINOMA
FUNKCIJE

Jedan od mogucih nacina reSavanja zadatka numerickog diferenciranja sa-
stoji se u sledecem. Na uocenom odsecku [a. b] funkcija f(x) se zameni. apro-

ksimira interpolacionim polinomom P, (x), a zatim se stavi da je
(1) f'(x)=F(x), asx<bh.

Na analogan nacin se postupa i u slu¢aju nalazenja izvoda visih redova.
Ako je funkcija f(x) dovoljno glatka i ako su rastojanja izmedu ¢vorova

dovoljno mala, moze se ocekivati da se f’(x) 1 P/(x) ne razlikuju mnogo na
odsecku [a., b]. Ako je greska interpolacionog polinoma P, (x) jednaka

(2) R,(x) = f(x)- B,(x).
onda ce greSka diferenciranja bifti
(3) r(x)=R (x)=f'(x)— P(x).

Neka je funkcija y= f(x) zadata na skupu ekvidistantnih tacaka wx,
(i =ﬂ) odsecka [a, b]. 1j. neka su date vrednosti funkcije v, = f(x;) (7 =ﬂ) .
Za nalaZenje pribliznih vrednosti izvoda: v = f'(x), v"= f"(x) .... na uo¢enom
odsecku [a, b] najpre funkciju y = f(x) zamenjujemo. aproksimiramo odgo-

varajucim interpolacionim polinomom. Neka je to. primera radi, prvi Njutnov
interpolacioni polinom
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Na analogan nacin se mogu priblizno izracunati 1zvodi proizvoljnog reda
funkcije y= f(x).

Postupak za priblizno nalazenje vrednosti izvoda koriScenjem drugog
Njutnovog interpolacionog polinoma je identican opisanom, a Sto se fice
Lagranzevog mterpolacionog polinoma izvodi se nalaze direktno.

Primer 1. Funkcija y = f(x) je zadata tablicom

X 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60
vy [ 1.58365 1.68662 1.79744 1.91650 2.04424

[zracunati: a) f'(0.40) 1 f"(0.40):.b) £'(0.42):¢c) f'(0.59).

Resenje. Tablica konacnih razlika je

X V' Ay A%y Ay Aty
0.40 | 1.58365
10297
0.45 | 1.68662 785
11082 39
0.50 | 1.79744 824 =3
11906 36
0.55 [ 1.916350 860
12774
0.60 | 2.04424

a) u=(x-x,)/h=(0.40-0.40)/0.05=0: primenom prve Njutnove inter-
polacione formule dobijamo:

. w -
£1(0.40) = s :ﬁ 10.10297 - 0.00785 , 0.00039 0'0_0003 | =1.98365:

-
]

1
0.05

£"(0.40) = 5 [0.00785 —0.00039 + % (—0.00(}03)} =2.97300.

b) u=(x-x,)/h=(042-0.40)/0.05=04, pa primenom prve Njutnove
interpolacione formule dobijamo:
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¢) Ovde koristimo drugu Njutnovu interpolacionu formulu: @
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Kako je u konkretnom slu¢aju v =(0.59-0.60)/0.05=-0.2 . to je

3 5
f'(0.59)=——0.12774 + 0.00860 (2-(-02)+D+ 0.000 6(3-(—0.2)‘ +

+6-(-0.2)+2) +%(2 (=0.2)° +9-(=0.2)* +11-(=0.2)+3) |=

=2.60745. A


Note
Izvede se na sličan način kao prva.


2. NUMERICKO DIFERENCIRANJE ZASNOVANO NA
TEJLOROVOM RAZVOJU FUNKCIJE

Kod primene formula za numericko diferenciranje susrecemo se s dva
oprecna zahteva: da b1 greska aproksimacije funkcije v = f(x) interpolacionim

polinomom £, (x) bila manja, korak / treba smanjifi, a smanjenje koraka 7

dovodi do povecanja uticaja gresaka polaznih podataka i gresaka zaokruglji-
vanja (zbog deljenja malom vrednoscu #). Zbog toga se opravdano postavlja
pitanje izbora optimalne vrednosti /4, koraka /. Razmotrimo ovo pitanje na
jednom primeru.

Primer 2. Ako su vrednosti v, = f(x;) funkcije y=f(x) zadate s
tacnoscu ¢, (7 =0.n) i ako je f(x)e C? [x,.x,], pr1 Cemu je ispunjen uslov

| f(x)|£ M, <=, naci optimalnu vrednost #, koraka / za numericko diferen-
ciranje pomocu formule

Avg _ J () — f(xp) .
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Resenje. Kako je
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t]. greska metode je
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pa je |n (I-1)|SEM'2. Kako su vrednosti y, 1 y, zadate s tacnoscu g, 1 g, res-

pektivno. to mozemo uzeti £ =max(g,.g,) . pa je greska zaokrugljivanja
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Treba naci vrednost /4, koraka / za koju je g(/#) minimalno (sl. 1).
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g(h,)

Redom ra¢unamo:
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— optimalna vrednost koraka h:
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