IT INTERPOLACIJA

0. OPSTE O INTERPOLACIJI FUNKCIJA

U matematici 1 njenim primenama vrlo ¢esti su zadaci sledeceg oblika:

a) Poznate su vrednosti f(x,). f(x,)..... f(x,) neke funkcije y = f(x).
gde x; e [a.b]. i=0.n. ne N ikonacan je broj. a nije poznat analitiéki oblik
funkcije f(x). Potrebno je izracunati priblizne vrednosti funkcije f(x) za
vrednosti argumenta x koje su razlicite od datih vrednosti ;.

b) Poznate su vrednosti f(xg), f(x;)..... f(x,) neke funkcije y = f(x),
gde x;e€la.b], i=0.n. ne N i konatan Je broj. a poznat je analiticki oblik
funkciyje f(x) ali je vrlo komplikovan. Potrebno je izracunati priblizne
vrednosti funkcije f(x) za vrednosti argumenta x koje su razlicite od datih
vrednosti x,.

Ako treba izraCunati vrednost funkcije f(x) zanekox, x, <x<x,. x#x;
onda se taj zadatak zove interpolacija (interpoler = umetnuti, franc.). Prema

tome.fre¢ mterpolacija oznaCavace postupak nalazenja vrednosti neke funkcije

v=f(x) za xe[a.b] 1 x, <x<x,,,. i=0,n—1. na osnovu tabele

X Y, X, .. X, .. X,

F|fEDl | o & . | f&x)

Ako treba izraCunati vrednost funkcije f(x) za neko x<x, 1i x>ux,.

onda se zadatak zove ekstrapolacija.

Zadatak interpolacije se sastoji u sledecem. Umesto poznate funkcije
y = f(x). zadate tablicno ili analitickim izrazom (ako se izra¢una odreden broj

vrednosti te funkcije. ona se 1 u ovom slucaju moze smatrati zadatom tablicno).
treba konstruisati jednostavniju funkciju F(x: ay. ay,....a,). gde su a, (i=0,n)
neki parametri, pomocu koje se mogu lakse nalaziti vrednosti funkcije f(x). Te

vrednosti se nalaze priblizno ali s potrebnom ta¢noscu. Pri tome se zahteva da
su zadovoljeni uslovi

(1) F(x;iag.ap,...a,)=f(x;), j=0.n.
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Uslovi (1) se koriste za odredivanje parametara a, (i = 0.7n).
Kao $to se vidi postavlja se sledeci zadatak. Neka je na segmentu [a. D]
zadata mreza

(2) O={a=x,<x;<..<x,<..<x, =b}
1na njoj vrednosti funkcije f(x):
(3) fxg)=vy. fx)=v....f(x)=v,.... f(x,)=v,.

Treba konstruisati funkeiju F(x:a,.q,.....a,) koja se poklapa sa funkcijom
f(x) utaCkama x,. (i =0, n) — ¢vorovima mreze © . 1.
(4) F(x;:ay.ay....a)=v,. (i=0.n).

Ovako formulisan zadatak mterpolacije moze imati jedinstveno resenje,

imati konacno 1li beskona¢no mnogo resenja ili nemati resenje. Zbog toga se
postavljaju dodatni uslovi. Prirodno je zahtevati da funkcija F(x:a,.q,.....a,)

u ostalim tackama xel[a.b]. x#x;. i=0.n. dobro aproksimira funkciju
f(x), dakle da bude

() | f()—F(x:ay.a,....a,)|<t.

gde je e>0 dopustiva greska
aproksimacije. Nejednakost (5) se moze
geometrijski interpretirati kao na sl. 1.
Ako je = manje, onda je aproksimacija
tacnyja. bolja.

Prirodno je. takode, zahtevati da je
funkcija F (koju, inace, zovemo inter-

. polacionom funkcijom) jednostavna za
Oja=x x x X %,=DX ratunanje.

Ako interpolaciona funkcija F
SL 1 nelinearno  zavisi od neodredenih

parametara ay.qy.....a,. onda je nazivamo nelinearnom 1nterpolacionom
funkcijom (u tom slucaju nalazenje parametara a,.a.....a, 1z uslova (4) je
najcesce vrlo tesko), a ukoliko F zavisi linearno od neodredenih parametara
dy.4y.....a,. tada se radi o [inearnoj interpolacionoj funkciji. U ovom
kratkom kursu ce se razmatrati samo linearne interpolacione funkcije koje se. po
pravilu, traze u obliku uopstenog polinoma, tj. u obliku
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(6) F(x: ao,ﬂl.....nn):inkgk(x),
k=0

gde su funkcije g,(x) zadate 1 lincarno nezavisne (u protivnom bi se broj
¢lanova u zbiru 1 broj parametara mogao smanjiti), a a,. @, ..., @, neodredeni

koeficijenti. Iz (4), imajuci u vidu (6), se dobija
(7) > ap g (%) =1y;. i=0.n,
k=0

t. dobyja se sistem od (n + 1)-ne jednacine za odredivanje (n + 1)-nog koe-
ficijenta a,. (i=0.n). Ako je sistem funkcija g.(x) tako izabran da je za

n

proizvoljan izbor ¢vorova a=x, <x, <..<x, =» razlicita od nule determi-
nanta sistema (7). tj.

i} go(xg) g(x) - g,(xp)
D(g) = go(_xﬂ g(x) - g,(x) 40,
gﬂ(xn) gl(xn] g;;r(xn)

1 ako su zadate vrednosti vy;,. (i=0.#n). onda su sistemom (7) jednoznacno

odredeni koeficijenti a,. (i =0, n), odnosno, jednoznaéno je odredena interpo-
laciona funkcija (6).
Za linearno nezavisne funkcije g,(x) najceSce se biraju: ptepene funkcije

B
rA

l,x.x",...x" —tada je interpolaciona funkcija

F(x.ay, ay.....a,) = P,(x) = ay +a,x +a,x* +-+a,x"

dakle, algebarski polinom stepena »:|trigonometrijske funkcije| 1. sin x. cos x.
sin 2x, €os 2x, .... siil v, cos nx — tada je interpolaciona funkcija

F(xiay.by.ay.by,....a,.b,)=T,(x)=a,+a,cosx+D sinx+---H

+a, cosnx+b, sinnx.

dakle, trigonometrijski polinom stepena n; eksponencijalne funkcije: 1, e, e?,

... €%, gdesup.q. ... rrazlicite konstante. 1 tako dalje.

Radi lakseg ra¢unanja u praksi se najc¢esce koriste algebarski polinomi;
dakle, interpolacionu funkciju (6) trazicemo u obliku

(8) F(x: f:o._al.....nn)zﬂ(x):iakxk,ﬂ
k=0

gde se koeficijenti, saglasno uslovu (4), odnosno (7), dobyjaju 1z sistema
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linearnih algebarskih jednacina
- 2 . L1 — »
2 o
(9) (;0 + (l'l.Tl + ﬁz.r]- +---4+ (1}111 —- ‘11 5

g
(g + X, +a,X; +---+a,x, =y,.

Determinanta sistema (9)

2 n

1 x x; Xp

2 1

D :1 X, X X;
. 2 n

I x, x, X,

je Vandermondova (A. T. Wandermonde, 1735-1796) determinanta. 1 njena
vrednost je

D= [] (x—x,)#0.

nzk=mz0
jer su ¢vorovt x, . (i =0, n) medusobno razli¢iti| Dakle, interpolacioni pc-linmrﬂ
(8) postoji 1 jedinstven je, ali postoji mnogo formi zapisivanja tog polinoma.
Svaka od tih formi nosi poseban naziv, pa imamo: I 1 IT Njutnov interpolacioni
polinom, I i IT Gausov interpolacioni polinom. Beselov interpolacioni polinom,

itd: svaki od njih ima izvesne pogodnosti u numerickom smislu u nekim
situacijama

Posebno je znacajno pitanje ocene greske aproksimacije
(10) f()=By(x).

Da je aproksimacija (10) uopste moguca opravdavaju sledece teoreme, koje
e dao Vajerstras (K. Weierstrass, 1815-1897) 1855. god.

i}l‘ eorema 1. Ako je f(x)e Cla,b]. onda za proizvoljno maleno € > 0
postoji takav polinom P,(x) da za svako xe [a, b] vazi sledeca nejednakost

[ f(x)-F(x)|<e.

i}[eorema 2. Ako je f(x)e C[0.2x] 1 periodi¢na s periodom 2w, onda za
proizvoljno maleno & > 0 postoji takav trigonometrijski polinom 7, (x) da za
svako x € (-, «0) vazi nejednakost

f()-T,(x)|<e.

Osnovna pitanja teorije interpolacije su:
1) pogodno formiranje interpolacionog polinoma za zadati izbor sistema
linearno nezavisnih funkcija g, (x):
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2) nalazenje ocene greSke aproksimacije f(x)=F(x:a,.ay.....a,):

3) optimalan izbor ¢vorova interpolacije u smislu minimizacije greske
interpolacije;

4) analiza uticaja greSaka pribliznih vrednosti funkcije u ¢vorovima
interpolacije;

5) ispitivanje konvergencije niza interpolacionih polinoma ka funkciji
f(x) kada broj ¢vorova interpolacije neograniceno raste. @


Note
U opštem slučaju, povećavanjem broja interpolacionih čvorova ne dobija se obavezno preciznija aproksimacija funkcije.


1. LAGRANZEV INTERPOLACIONI POLINOM

Neka je na segmentu [a, b] zadato n + 1 razli¢itih ¢vorova: x;. x;,....x, 1

neka su y; = f(x,). i=0.n. vrednosti funkcije v = f(x) u tim C¢vorovima.
Treba konstruisati interpolacioni polinom L, (x). stepena ne veceg od n, takav
da je

(1) L(x)=y,. i=0.n.

Dakle, trazi se polinom L, (x) koji prolazi kroz tacke M,;(x,.vy,). i=0.n.
Postavljeni zadatak se moze reSiti na sledeci nacin. Komnstruisimo. prvo.
pomocni polinom p,(x) n—tog stepena koji je jednak nuli za x=x,. j#i.a

jednak jediniciza x =x; . ).

. 0.j+#i
(2) p:'[x;‘):og:j j .

L j=1i,
gde je o6, Kronekerov (L. Kronecker, 1823-1891) simbol. Dakle, treba

konstruisati polinom p.(x) koji se anulira u » tacaka: x,.x,. ... x,_;. X, ;... X

0

Kako je polinom svojim nulama odreden do na konstantan faktor. to je
(3) P () =Ci(x—xp)x—x) - (x —x,  Nx—x,) - (x—x,)..
gde je C; konstanta. Stavimo li x =x; u (3), dobicemo

1= p; (xf) = Ci(xi _xO)(xf —xl]---(xf- _xi—l)(xi _~"f+1)" -(x:- _xn)'-
odnosno

1
T (x, —x)(x, —xy) (o, —x,_ ), —x, ) (x, —x,) !
paje
(x—xg)(x—xp)—(x—x_ x —x,4) (¥ —x,)
4 (x)= :
@ Pi() (x; = x N, =y ) (o, = x,_ )0, = x,,) - (x, —x,)

Trazeni interpolacioni polinom ima oblik

) Lx)=3px)y,.
i=0
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Ocigledno je da je polinom L, (x) stepena ne viseg od n: zbog uslova (2) je

L(x)=Xpx) 3 =p,(x)-y, =y, j=0n.
i=0

). 1spunjen je uslov (1), odnosno, polinom L, (x) prolazi kroz sve tacke
M (x,.v,).1 =0, n. Uvrstimo 1i (4)u (5). dobicemo

©  [Looy G0 a6 t) —3,)

2 (%)% ) (8~ %) —x) (- %)

Ovaj interpolacioni polinom se zove Lagranzev (L. J. Lagrange, 1736—
1813) interpolacioni polinom.

Lagranzev interpolacioni polinom (6) moze se zapisati u kracem, ,.konden-
zovanijem™ obliku. Da bismo to ucinili, uvedimo oznaku

(7) H”H(x) =(x—xg)x—x)  (x—x;)(x—x,).
Diferencirajuci (7) po x 1 stavljajuéi x = x, dobijamo

(8) l_[ﬂ+1(rs') =(x; —xp)x; — ) (g — v (g —x) (g —x,)
Uvrstimo 11 (7) 1 (8) u formulu (6). dobi¢emo

Ln(x)=i H””(}Y)K'J’w
=0 (x — X; )H}I+1 (."C})

ili
n
9) L) =TT, —
i=0 (x —x; Jl_[ml (x;)
Dokazimo jos 1 jedinstvenost Lagranzevog interpolacionog polinoma. Pret-
postavimo suprotno. tj. neka je L (x) polinom razli¢it od polinoma L (x). ste-

Vi

pena ne viseg od » 1 takav da je
f}:(x.f) =DYi- i=0.7.
Tada polinom
0, (x) = L,(x) =L, (x)
ima stepen ne visi od » 1 anulira se u n + 1 tacki: x;.x. ..., x, . a to Je moguce
ako i samo ako je O,(x)=0.tj. L,(x)=L (x).

i}Primer 1. Funkcija y = f(x) je zadata tabelom

X 0 1 2 4
y 1 4 13 73
a) Naci Lagranzev interpolacioni polinom Z,(x).

b) [zracunati pribliznu vrednost funkcije f(x) zax=3.
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Resenje. a) Trazeni interpolacioni polinom je
L(x)= (x=Dx-2)(x-4) 14 (x=0)(x-2(x-4) 1t
(0-1)(0-2)(0—-4) (1-0)(1-2)(x—4)
(x=0)(x-D(x-4) , (x-0(x-D(x-2) .
+ 13+ 73,
2-02-D2-4)  (4-0)(4-D(E-2)
ili. posle sredivanja.

Li(x) = x> +2x+1.
b) f(3)=~L,(3)=34. A



2.  OPSTA OCENA GRESKE INTERPOLACIJE

Postavlja se pitanje ocene greske
(1) Rn('TJ:f(I)_Ln{I)-

Kako su vrednosti y, funkcije y= f(x) priblizne, to se javlja dopunska
greska. Osun toga. u procesu racunanja zbog greSaka zaokrugljivanja javlja se
nova greska. Prva greska. greSka R, (x). je greska metode. druga je neotklo-
njiva greska a ftreca je greska zaokrugljivanja. Ovde c¢emo prouciti gresku
metode, koja se. ponekad. naziva ostatkom interpolacije.

Postupak nalazenja izraza za R,(x) je slican postupku nalazenja ostatka

Tejlorove formule. Podimo. dakle. od pomoc¢ne funkcije

(z—x)z—x) (z—x,)
2 F(z)=f(z)-L,(2)—
) B=7E-LE - T e —(-x,)

gde je z realna promenljiva. x neka fiksirana vrednost u [x,. x, |. razli¢ita od x;.

‘R (x).

i=0.n. Pretpostavimo da je f(x)e C™'[x,.x,]: tada je. ocigledno, i
F(x)e C™'[x,.x,]. Moze se primetiti da se funkcija F(x) anulira u n + 2

tacke: x,.x,..... x,. x. Ove tacke odreduju » + 1 podsegment segmenta [x,. x, ].

Primenivsi na svakom od tih podsegmenata Rolovu (M. Rolle, 1652-1719)
teoremu zaklju¢ujemo da funkcija F'(z) ima najmanje n + 1 nulu u [x,. x,].

Primeniv$i na analogan nacin Rolovu teoremu redom na F'(z), F"(z).
FUU(z) zakljuéujemo da F"*V(z) ima bar jednu nulu u [x,.x,]: neka je
z=Ee(x,.x,) 1 F"P(E)=0. Osim toga.

dn+1
T [(z=x)z—x)  (z—x)]=(m+D!
Na taj nacin se dobija
2 (n+ n+ (?? + 1)'
(3) FUD(z) = fOD(z) - ‘R, (x).
(x—x)(x—xy)(x—2x,)
Stavivsi z = & u (3) dobija se
. I
0= f(.PHI) (E_.;] _ (” + l) - R” (_‘\_‘) !

(x—x )(x—x)(x—x,)
odakle je
(m+1)
@ RIS

(n+1)!

(x—x N x—x;)---(x—x,), Ze(x,, x,)



ili

f (n+1) (C.)

R (x)= Y

T Tl @). e (o.x).

gde je
Hfm () =(x—x)(x=x)(x=—x,).
Ako je moguce naci maksimum (n + 1)-vog 1zvoda funkcije f(x) na
[xp. x,]. .
max | f™V(x) < M,,;. xe[x,.x,].
onda se 1z (4) dobija

(5) R, = |f"P(0)~L,(x)] < ”Ty\ [1,.]. Ri

Primer 1. Funkcija y =1/(1+x) je zadata tablicom

X 0.0 0.1 0.3 0.5
y 1.00 099 092 0.80

Naci Lagranzev interpolacioni polinom 75 (x) 1 proceniti greSku.

Resenje. Trazeni interpolacioni polinom je

L= G-0DE-03)x-05 - @-00E-0H-05 o
(0.0—0.1)(0.0—0.3)(0.0 - 0.5) (0.1-0.0)(0.1—0.3)(0.1-0.5)

(x—0.0)(x—0.1)(x-0.5) 0.92 (x=0.0)(x-0.1)(x-0.3)
(0.3-0.0)(0.3-0.1)(0.3-0.5) ~ (0.5-0.0)(0.5-0.1)(0.5-0.3)

3 2 1

n‘i
ili, posle sredivanja. X)=—x —x" ——x+1.
P ja. Lsy(x) 510

12
Ocenimo gresku. Da bismo izbegli neposredno izratunavanje cetvrtog
1zvoda, iskoristicemo c¢injenicu da je

b X { i
[1/(1+x7)]® =[arctg x**D] = klcos™ A-sin(k +1)| 4 +§ | :
l‘\ - /'I
gde je 4 = arc tg x. Na taj nacin imamo za x € [0.0.0.5]

i ( (
| 1/(1+x%)®| £ max|4!cos’ 4-sin| 51 A+g
IL\ \

Y
A
w__4l
|
)

pa je
R3{Jr)|i%|x(x—D.l)(x—0.3)(x—0.5) ., x[0.0.05]. A

10
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3. KONACNE RAZLIKE FUNKCIJA

Neka je data mreza |ekvidistantnih tacaka.| ¢vorova, argumenta x: x;.

Xy =xg+h. xy=x;+h=xy+2h. ... x; =xy+ih . ... gde Je priraStaj argumenta
x 1li korak h=x,,—x, =const. 1 h#0 (i = 0. 1. 2...). Neka su poznate

vrednosti y; = f(x;) funkcye y = f(x) ucvorovima x;.i=0, 1, 2, ...
Konacne razlike prvog reda funkcije f(x) su:

AVg==Vo AV ==V s AV, = V0 = 050

H

Konacne razlike drugog reda funkcije f(x) su:
A Vo = Ay —Ayp. A’ V=AY, = Ay, &2.1'} = Ay — Ay
Uopste, konacne razlike n—tog reda funkcije f(x) su:
A'yg = 5:-1}_,1 _ﬁn_lJ"o Ay = ﬂﬁ_l_"'z _5”_1.1"1 Lo Ay = f’—"n_lf"’m _&;:—1}__:_ 2 o
Navedimo neke osobine konacnih razlika:
a) Akoje f(x)=u(x)+v(x).ondaje A(u+v)=Au+Av:
b) Ako je f(x)=k-u(x), gde je k konstanta, onda je A(ku)=kAu :

c) A"(A"y)=A""y=A"(A"y). gde su m i n celi nenegativni brojevi, pri

Foooeee s

¢emu po definiciji stavljamo A’y =y

d) Ako je f(x)=PF,(x) — polinom n—tog stepena, onda je AF,(x) polinom
(n — 1)—vog stepena.

Dokaz ove ¢injenice je zaista jednostavan. Naime, po definiciji imamo

AP (x)=P,(x+h)=P,(x)=[ay(x+h)" +a,(x+ )" +---+a, (x+h)+a,]-
—[apx" +ax™ +-+a,_x+a, ] =bx" +bx" +-+b_,
gdeje by=n-h-a,:
Analogno zakljucujemo:
ff}::ﬁ, (x)=AP,(x+h)—AP,(x) = (;Q:Jc":r_2 + clx”_3 +-te, .
gdeje ¢, =(n—1)-h-b, =n(n-1)-h’a,:
NP (x)=ANP(x+h)—AP(x)=dpx"" +dx" +---+d .
gdeje dy=(n—=2)-h-cg =n(n-1)(n-2) ha,:
i na kraju AP, (x)=n'A"a,:za k>n. A°P,(x)=0.

Dakle, n—te razlike polinoma n—tog stepena su konstantne, a razlike viseg
reda od » su jednake nuli.

i}Tmrema 1. Ako je f(x)e C"[x.x,,]. onda postoji takva tacka

I

E:-E (Ia"* "T:'+n) da _]f

(1) Af =Ny, =h"f"(E). neN.

11
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Konac¢ne razlike je pogodno smestii u tablicu;

tablice mogu biti

dijagonalne
x| v [ av | ay [ Ay | Ay

Xo .FU
Avg

Xq W ﬂ'.z_‘lo
Ay .f'_\jj-‘o

X2 W2 1}.2_1 1 é.df}’g
ﬁ‘t}’g L\B’j-‘l

X3 3 A4 ) A”ﬁ-‘l

1 horizontalne (donje 1 gornje).

Primer 1. Sastaviti dijagonalnu tablicu konacnih razlika za funkciju
f(x)=x"+9x +8x+7 na odsecku [0. 1] uzimajuéi korak h = 0.2: vrednosti

e, |
funkcije izraCunati s ta¢noScu & :E~10 .

Resenje. Tablica konacnih razlika je

X v Ay A% A @
0.0 7.0000

1.9680
0.2 8.9860 7680

2.7360 480
0.4 | 11.7040 8160

3.5520 480
0.6 | 15.2560 8640

4.4160 480
0.8 | 19.6720 9120

5.3280
1.0 | 25.0000

Kod sastavljanja tablica konacnih razlika mogu se napraviti tzv. omaske.
Razmotrimo problem uticaja omaske. njeno prostiranje u tablicama. otkrivanje 1
otklanjanje. Neka smo umesto vrednosti y, omaskom uzeli vrednost y, +¢, gde
je e=(y; +¢)—y,. Veoma lako se moze uociti zakonitost prostiranja omaske.
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Često se u tablici zapisuju samo značajne cifre konačnih razlika.


X ) Ay Ay A%y AY
Xi-4 Vi-4 :
Avi_g
Xi—3 Vi3 ﬂz_ﬂ—-*r
Av;i_s3 AS_I'I—4 - k-
Xi—2 | Vi-2 A3 | A% e
Ay;_s | S e
Xio1 | Viet Ay e Ay —4e
45_11-;-:1’—'75” &%1-}_2—38
Xi Vi +£ : . ﬂlz_‘l’;'_l - 2¢ xﬁf‘l’;_g + 6¢
HE_-ﬂ'"—‘E..,_‘ 3‘13}’;_1 + 3¢
Xi+1 Vi+1 ) &%T—T**‘-E -] ..'ﬁ:‘]-'.f_ 1 —4e
AV Ky
Xi+2 Vi+2 ﬂ2‘1’f+1 B Hﬁl_'i?:hﬁﬁh
AVi+2 L‘-j_*l’ﬁl [
Xi+3 Vi+3 &2.-"‘1* +2 :
Ayiss :
Xivra Vi+a :

Na osnovu te zakonitosti ona se moze otkriti 1 otkloniti. Posmatrajmo
dijagonalnu tablicu. Iz tablice se vidi da se omaska $ir1 . lepezasto™ 1 da su
koeficijenti uz € u koloni A*y . ustvari, binomni koeficijenti binoma (a—5b)*,
k=0,1.2. .. Moze se primetiti da se omaska ne moze otkriti sabiranjem kolone
Ay, k=1.2.3. ... jer se uticaji e-na potiru. Medutim, u kolonama parnih
razlika najveci uticaj omaske € je upravo u onom horizontalnom redu gde je
omaska uc¢injena. Koristeci ovu ¢injenicu 1 ¢injenicu da se ocekuje da se razlike
dovoljno visokog reda neznatno razlikuju, omaska se moze otkriti, 1zracunati 1
otkloniti.

Primer 2. U sledecoj tablici vrednosti funkeye y = f(x)

X 0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 08
y |1.00000 1.05127 1.10517 1.16203 1.22140 1.28403 1.34986 1.41907 1.49182

ucinjena je omaska. Otkriti 1 otkloniti omasku.

Resenje. Tablica konac¢nih razlika je
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RS ¥V Ay Ay Ay Aty

0.0 | 1.00000
5127

0.1 | 1.05127 263
5390 |.--337

0.2 | 1.10517 L2967 —78 g
5686-"7 —45

0.3 | 1.16203<477 251 120 | +6¢
5937--4.__ 75

0.4 | 1.22140 326-- | -81 g
6263 6~

0.5 | 1.28403 320 T24-_ | +e
6583 18

0.6 | 1.34986 338 -2
6921 16

0.7 | 1.41907 354
7275

0.8 | 1.49182

Uocavamo ,.nepravilno™ ponasanje ¢etvrtih razlika; najizrazitije odstupanje
od ocekivanih razlika je u redu x = 0.3 — dakle, umesto vrednosti y, upisana je
omaskom vrednost y; +&=1.16203. Sada redom nalazimo: ocekivana razlike
cetvrtog reda (srednja vrednost) je

4 —78+120-81+24-2

Aty = 107 =-3.10"":
- 5

dalje imamo (izostavljajuéi faktor 107):
-78=-3-4¢,, g =19, 120=-3+6¢,, &, =20,
—8l=-3-4¢;. g5=20, 24=-3+¢,. £,=27,
pa uzimamo
. 19420420+ 27
,_1_
tj. 1spravljena vrednost je y,; =1.16181. A

107 =22-107.
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S povecanjem reda konacnih razlika uticaj pocetnih greSaka je sve
vecl 1 vecl.
Znaci da su konacne razlike sve manje 1 manje a uticaj pocetnih gresaka je

sve veci 1 veci) Ako se dogodi da je bar za neko i

| R
A"y, [<2™-=-107F,
2
fJ. ako je bar neka izracunata konacna razlika m—tog reda manja od maksimalno

moguce greske te razlike. onda su tablice konacnih razlika od razlika tog reda
pa dalje nekorekme.
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4.  PRVINJUINOV INTERPOLACIONI POLINOM

Neka su v, = f(x,) zadate vrednosti funkcije y = f(x) u|ekvidistantnim

¢vorovima interpolacije| x,. i=0.n . Treba naci interpolacioni polinom F,(x)

koji zadovoljava uslove
(1) F(x;: . . ...a,) =By (x)=y,. i=0.n.
tj. koji prolazi kroz tatke M,(x,.v,).i=0.n.
Potrazimo interpolacioni polinom u slede¢em obliku
B(x)=ay+a,(x—xy)+a,(x—x)(x—x)+ -+
+a, (x—xp)(x—x) - (x—x, ).

Saglasno ranije reCenom redom dobijamo za x=x,.i=0.1.2. ... n

)

x=x:v,=F,(x,)=a,.paje a, =y,:

. =¥y Ay
x=x:3=P(x)=a,+a,(x,—x,).paje aq ==1—L= Yo .
h 1h
) AE.""U )
x=x,:y, =P (x,)=ay+a,(x, —xp) +a,(x, —x,)(x, —x,), a,= ST
‘1
analogno dobijamo

LNV Ay Ay A
oAttt oAt T

Zamenom ovih vrednosti u (2) dobijamo

a4

E,(x) =y +ﬂ{x—x0) +K—}.’?(I—Ig){x—x1) ++
3 1!/ 2Mh
(3)
A Vi
nfh

Sto nazivamo prvi Njutnov interpolacioni polinom za ekvidistantne ¢vorove. @

{1’—1’0)(1—1)[‘( Ta) [:x_le_])-.

Ako u (3) uvedemo smenu
X —X,

h

(4)

dobicemo

=u ili x=x,+hu,

2 ATl

A ATy
(5) E?(,\'D+hu)zﬁ?(rr)=10+%u+ > O -1+ +

u(u—l)---(u—n—i—l} i
n!

Sto je najcesci oblik zapisivanja prvog Njutnovog interpolacionog polinoma.
Ponekad se zapisuje 1 u obliku

P, (xy+hu) = l }&}DJrll

on N
1 u 2 u i
Ay +| ) [Kyp+-+| Ay
l"\2/'l L\”x"‘
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Note
"za ekvidistantne čvorove" se uglavnom izostavlja.

Note
"x" umesto "u".


[z samog izvodenja sledi da je stepen polinoma najvise » 1 da je polinom
jedinstven. Niyje teSko primetiti da interpolacioni polinom P (x) prelazi u
Tejlorov polinom kada x,,—x,=h —0: dakle.|prvi Njutnov interpolacioni

polinom (3). odnosno (5). pogodno je koristiti oko tacke x=x, — u pocetku
tablica: interpolaciju unapred 1 za ekstrapolaciju za x<x, — ekstrapolaciju
unazad

Greska prvog Njutnovog interpolacionog polinoma se dobija iz opste
formule za gresku interpolacije:

n+l pin+l) re _
(6)|R, (xyg+hu)=R (u) :Mu(u—lj---(ﬂ —n).Ee (x,.x,) . u=- %o
(n+1)! h
ili
ﬂii+1]
(6" R, (xg+hu)=R, (u)= n{u—l) (u—n).
H +
Primer 1. Konstruisati prvi Njutnov interpolacioni polinom za funkciju
= f(x) zadatu sledecom tablicom
X 0 1 2 3 4
V 2.00000 2.08008 2.15443 2.22398 2.28943
[zraCunati pribliznu vrednost f(0.5) . Proceniti gresku f(x)— B(x) .
Resenje. Tablica konac¢nih razlika je
X v Ay A%y Ay ,&41-'
0 2.00000
8008
1 2.08008 —573
7435 93
2 2.15443 —480 =23
6955 70
3 2.22398 —410
6545
4 2.28943
Interpolacioni polinom je
0.08008  —0.00573 0.00093
P,(1)=2.00000 + == ==u+ —— = ulu - + Jrr(u—l)(n—Z)Jr
—0.00025 —————u(u—1)(u—2)(u —3). @
: x—0
gde je u = Tl =x.
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Note
Uglavnom se poslednja konačna razlika koristi za ocenu greške, dok se polinom formira bez nje, što ovde nije slučaj. 


Priblizna vrednost je f(0.5) = P,(0.5) =2.04082.
Greska je
| Ry (x) =] f(x) = By(x) |=

~0.00023
4

A’ 3
4
x(x—D(x—2)(x-3)|. A

0 r(x =) (x=2)(x=3) |=
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5. DRUGINJUTNOV INTERPOLACIONI POLINOM

Neka su y, = f(x,) zadate vrednosti funkcije vy = f(x) u|ekvidistantnim

¢vorovima interpolacije| x,. i =0.n. Treba naci interpolacioni polinom P, (x)

i
koj1 zadovoljava uslove
(1) F(x;:ay,ay,....,a,)=P,(x,)=v,. i=0.n,
t]. koji prolazi kroz tacke M;(x;.y;).i=0.n.
Potrazimo interpolacioni polinom u sledecem obliku
P(x)=ay+a(x—x,)+a,(x—x Nx—x, )+ -+
+a,(x—x,)(x—x,)(x—x).
Analogno izvodenju prvog Njumovog interpolacionog polinoma dobijamo
redomza x=x,.i=n.n—1.... 1.0

(2)

X =ux, P(T) paje a, =y,
. V, =V AV,
X = xn—‘l :.1'!n—l = j::;r(“'ﬁ“.;';r—l) = a(} -1—(71(.*{'”_1 _xn) -paje ﬁl = h == ]_Tﬁ.;’!l )
dalje dobijamo
2, 3., i .,
ﬁ'j :7& ‘1-}12_2 . ﬁ3 = ‘ﬁ.}n3—3 . (".‘Ji :—‘&.Jr’;—11 W s f."n :—"li }T? .
2'h 3h i'h n'h
Zamenom ovih vrednosti u (2) dobijamo
Ay A
Pn(x):y”Jrﬁ{x—xn) i(x—xf Wx—x, )+
1A 21h?

(3) o
}?(T X)X —x,0) (X —x,).

Sto nazivamo drugi N_]U'[IIDV mterpolacioni polinom za ekvidistantne ¢vorove.

+

Ako u (3) uvedemo smenu

4) T v ili x=x, + by
dobic¢emo
2 ki
Ay Ay Ay
(SINB, (xp + fmi P, (1‘)i1-'n + "11T_1 v+ '1::_2 viv+D+ -+ :0 v(v+1) - (v+n-1)
! 2! n!

Sto je najcesci oblik zapisivanja drugog Njutnovog interpolacionog polinoma.

Iz samog izvodenja sledi da je stepen polinoma najvise jednak » 1 da je
polinom jedinstven.

Greska drugog Njutnovog interpolacionog polinoma se dobija 1z opste
formule za gresku interpolacije:
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"x" umesto "v".

Note
"v" umesto "u"


n+1f(n+l)( )
(6) | R, (xp+/)= Rn('q)‘ = viv+1D)--(v+n) . e (xp. x,) . 1!:x—hxn
ili
(6" R (x,+hv)=R, mi( J”; p(r+1)--(vn).
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Gde se nalaze čvorovi koji se koriste i kada se polinom najčešće koristi.

Rectangle

Note

Note


6. TABLICA CENTRALNIH RAZILIKA

Njutnove interpolacione formule koriste. kao $to smo videli, tabli¢ne vred-
nosti funkcije koje se nalaze samo s jedne strane izabrane vrednosti funkcije:
prva Njutnova interpolaciona formula koristi vrednosti na pocetku tablice:
Vg- V- V5. .... a druga na kraju tablice: y,.v, ;. v, ,... Dakle. one su na neki
nacin ,jednostrane™ 1 to predstavlja njihov nedostatak. U mnogim slucajevima
pokazuju se korisnijim interpolacione formule koje koriste vrednosti funkcije s
obe strane izabrane pocetne vrednosti funkcije. Najcesce se koriste konacne
razlike 1z tablice konacnih razlika koje se nalaze u vrsti u kojoj se nalazi
izabrana pocetna, nulta vrednost funkcije 1 konacne razlike iznad ili 1spod te
vrste ili 1 iznad 1 ispod te vrste.

Radi 1zvodenja odgovaraju¢ih interpolacionih formula napravicemo tzv.
tablicu centralnih razlika.

Neka je funkcyja y = f(x) zadata svojim vrednostima v, = f(x,) 1{ jednako

razmaknutim ¢vorovimal x, = x, +7h , i = 0, =1, £2...., #n, korak & je konstantan,

razli¢it od nule. Konacne razlike (v. tablicu): Ay, Ay,. Ay, Xyv,. Ay,

A*y_, ... su centralne razlike.

Odgovarajuce interpolacione formule se zovu mterpolacione formule sa
centralnim razlikama. NajceSce se koriste: Gausove interpolacione formule,
Stirlingova 1 Beselova interpolaciona formula.
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5 Al
ol Ay [ Al [ Ay A%
X v Ay A%
X_4 VY :
Ay ; |
’ A_‘l‘_q. : _
X 3 V3 . N |
Ay ANyy _
Ay_3 . i |
| : Ay : _

! A V_3 ) : |
s | APy ANy
o | AN ANv_3 .

- | Ay Ay
| L\g‘t 3 A V3 . .
| " a ATy
e N AN b
,-_1 2 eﬁ'l'_g - , .__\*
TEI .'1|I ~J . 3 p f_\ 1 g
o Ay A6,
ﬂﬂﬁ . " R )
l A%y Ay . ;
X1 W1 Vo . &‘Jl_l
| - AN A Yo _
Ayy ; ) A
V A" 3 _,
X2 2 .
X2 ; o
Avs ; Ay
: A"
X3 V3 .-
Avs
X4 Va
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7.  GAUSOVE INTERPOLACIONE FORMULE

Neka je funkcyja y= f(x) zadata svojum vrednostima y, = f(x;) u
jednako razmaknutim ¢vorovima

X;=xp+ih, i =0,£1,£2, .. +n, korak & je
konstantan, razlicit od nule. Treba konstruisati interpolacioni polinom P(x).
stepena = 2n, takav da bude

(1) Plx;))=v,.i=0.£1.+2, ... +n.

Potrazimo interpolacioni polinom u sledecem obliku
P(x)=ay+a;(x —xp)+a,(x —x5)(x —x) +
+a(x—x_ )(x—x)(x—x)+
+a,(x—x_ N x—x )(x—x )(x—x,)+ -+
+ 8 (X=X ) (v =2 N = xg )(x —x) (v —x, ) +

+ay, (x—x_ ) (x—x_Jx—x)x—x)(x—x,_Nx—x,).

2)

Koeficijente a,, i=0.2n

. odredujemo na uobicajeni nacin, dakle, iz
uslova (1).

Na taj nacin dobijamo

Ay A Yo Y V1 A’ Vo2
dn=Vy., h=——. 5y = . Oz = : . g = —
0= Yo AT T BT BT e
Azn_l.v—nﬂ &21’2 Von

a = — _—
2n-1 T @ 3
=Dt T )tk
Ako uvedemo novu promenljivu smenom

X—= ."\:0 —

h

i,

dobic¢emo
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S

Ay Ay A
P(xy+hu) =y, + Y0, 4 j’_l u(u—1)+ ; (u? -1*)+

I!
4 3
+&i“ u(u® —1° )(u—")+&i u(u® =1)(u" =27) 4+
(3) &En -1, (Gl)
——?’Hl — — P _(n-1)°
(2n-1)! u® =1%)w* =27’ -(n-1)7]+
Ny,

- w(u® =1)w? =2 [u* =(n=0*1u-n),
(2n)!
Sto predstavlja prvu Gausovu interpolacionu formulu ili Gausovu interpolacionu
formulu za mterpolaciju unapred. Primetimo da ona sadrzi centralne razlike
i} Xg Yo Ay AYys, A%
N A N A N e AV
Avp Ay Ay

Ako potrazimo interpolacionu formulu u sledecem obliku
Plx)=ag+a(x—xg)+a,(x—x_)(x—xp)+
+a;(x—x_)(x—x,)(x—x)+
(4) ta,(x—x_)(x—x_ Nx—xg)(x—x)+--+
+ay, (x—x_ ) (x—x_x—x)(x—x) - (x—x, )+
+ay, (x—x_,) - (x—x_ Dx—xg)x—=x;) - (x=x,_).

na analogan nacin, koristeci uslov (1), dobijamo drugu Gausovu interpolacionu
formulu ili Gausovu interpolacionu formulu za interpolaciju unazad

, 2 e -
P(xq+hu) =y, + &Jlfr‘l U+ A ;‘1 (u+1u +&L"2u(u2 —-17)+

5

}'_" (u+2)u(u’ —1° )+ Zu” =1 =27+ +

) &gn_l @
(2”_ ) Pt 1) =1 [ut - (=1 +
+&;})”{u+n)u(u —1)w® =2%) - [u’ = (n-1)7].
X=X,

i =

h
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Primetimo da ona sadrzi centralne razlike

i? Ay Ay, Ay
A N A N ry N A

2 4 4]
Xo Vo Ay AV Ay

U sledecoj tabeli centralnih razlika naznacene su vrednosti koje se koriste u
Gausovim interpolacionim formulama: Gy. G; 1 Gs.

i? X ) Ay A%y Ay Ay | Ay | A%
X_4 YV
Ay 4
Y_3 V_3 .&3_14
L‘g‘l-‘_j &3_1-‘_4
X9 Voo ﬂtj_‘l’_j ﬂﬁj 4
L‘g‘l 2 &3_1 3 A 5_1 "4
X_1 V_1 L\E_‘l ) i‘ﬁj 3 :ﬂﬁ‘n —
AV Ny Ay | T G
Xg Vo :\\ y Afy_ 12\\ 3 :,f_“ﬁj _2'-‘:\ i /,'L\.ﬁj-'_;
.- ﬂx}’[} - |, A ‘1-‘_1;/\ f_“f_i’_gx — Gl
x| o Ny W [Aah| faﬁwr_z
Ay, Ay Ay G3
o | » Ay A'yg A%y
Ay Ay Ay
X3 Vi ﬁ‘tzj’g &4.1-"1
Ay ;}.3_1-3
Xy Va ﬂlz_h
Ay
X5 Vs

Radi 1zvodenja Beselove interpolacione formule bice nam potrebna 1
Gausova interpolaciona formula za interpolaciju unazad ali kada se uzmu
pocetne vrednosti x =x; 1 ¥ = y,. odnosno kada se koriste centralne razlike
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Avo Ay Ay
A N A N 7 Y| gl
X1 Wi ﬂtz_‘l’n 'L\Jf‘i-‘—1 ﬁ‘té_l’_z

Dakle. treca Gausova interpolaciona formula je

2. 3.,
v=y+@-DAv, +u(u-1) ﬂz: O b u(u—-1w—-2) A ‘:T‘l +
(6) y | &;' (Gs)
+u(u® =D -2) _::r-_l +u(u® =D(u—-2)w-3) ;:""2 e

Primer 1. Funkcija v = f(x) je zadata tablicom

X 0.50 0.51 0.52 0.53 0.54 0.55 0.56
f(x)]0.778801 0.770974 0.763074 0.755104 0.747067 0.738968 0.730811
[zracunati f(0.532).

Resenje. Sastavimo tablicu kona¢nih, centralnih razlika.

X V Ay Ay A’y

0.50 1 0.778801

7827
0.51 10.770974 —73

—7900 3
0.52 10.763074 —70

=910 3
0.53 [0.755104 =67

—8037 5
0.54 10.747067 -62

—8099 4
0.55 1 0.738968 —58

—8157
0.56 10.730811

Kako je x = 0.532 najblize vrednosti 0.53. to uzimamo da je x, = 0.53. pa
1e
g X% _ 0.532-0.53 02
h 0.01
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Na osnovu formule G; (u tablici podvucene vrednosti) nalazimo

£(0.532) xP(D.Sﬂ):(}.?ﬁﬁlﬁh%-ﬂ.y
- 7 - 5 -
+—D'OS|006' 02:-(02-1) +—O'0?'000“ 0202219 =
3

=0.755104-0.001607 + 0.000005 - 0.00000 = 0.753502.

Na osnovu formule G, (u tablici isprekidano podvucene vrednosti) nala-
Zimo
—0.007970

f(0.532) ~ P(0.532) =0.755107 + ————-02+
+%-0.2-(0.2+1)+LFW-0.2-(0.2‘ -1%) =
2

=0.755104-0.001594 - 0.000008 = 0.00000 = 0.753502. A
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8. STIRLINGOVA INTERPOLACIONA FORMULA

Ako uzmemo aritmeticku sredinu prve 1 druge Gausove interpolacione
formule (G, 1 G»). dobicemo Stirlingovu mterpolacionu formulu

A+ A, 0 . 212y Ay .+ Ay
P() = y, +u V1 Al +L&hy_l+“[” ) Ay, + Ay, +
‘ 2 2 3! 2
B Cted O YO el © i3 W SIS S
4! - 5! 2
2,02 12y 2 A2
LU (= —1" )" -2 )&51___3+___+
6! )
(1) 2 12v02 A2y 2 Al 2 2
+u(u —1)@” =2 =3)-[u-(n-17]
2n-1)!
2n-1_. In-1_,
ATV, FATT Y Gy
: +
2
12 =122 =22 =32 T2 = (n—1)2
+u(u 19) (e = 2°)(u )--lum—=(m-1) ]ﬂzn}’_w
(2n)!
. X—X
deje u= ¢
gdc ] h

Stirlingova formula koristi razlike u tablici u redu u kojem se nalaze x; 1
redu iznad 1 redu 1spod njega.

Greska Stirlingove interpolacione formule je:

2n+l p£(2n+1) f= A N A 2 2
R”:h [zf 1)1(5)1'!(3-!2—1)(rf2—2‘)(r="—3‘)"'(HL—H')-. Celx,,.x,].
n+1)!
2+l 2n+l | R 5 A n q 9 2
R, =2 -‘;;:i‘)r o - -2 =3 =),
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X ) Ay A% A% Aly Ay | A% | ATy | A%
X_4 V4
Ay 4
X3 | Vs L\.zj 4
ﬂ'tj 3 eﬁsj 4
X2 Vo2 L\.zl‘l 3 é.4_1'_;
efl_l 2 eflsj 3 &i_'l 4
X4 Vi L\.Ej _2 ﬂ‘.4_'l'_3 } :ﬁﬁl‘h'_:}
Ay | Ay 4 Ay, ) ATy 8
Xo Yo Ay Ay Ay Ay
Ay A’y Ay, A’y s
X1 Wi ﬂ‘\zj 0 ﬂ'.4_1‘_1 ﬂ\ﬁj'_g ﬂ‘.sj -3
ﬂ.l‘l‘l ﬂ.gl‘l‘n eﬁfj'_] :i?l‘l'_g
X2 W ﬂ‘\zj 1 ﬂ#li ] ﬂ\ﬁj'_l
L".I‘l‘j L\.gl‘l‘l ﬂ'\i_‘i'_[}
X3 Vi ﬂ‘\z‘i 2 L“:I-Jll
Az A%r«
X4 Vi 212_1 3
Avy
Xs Vs
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9. BESELOVA INTERPOLACIONA FORMULA

Ako uzmemo aritmeticku sredinu Gausovih interpolacionih formula G; 1
G. dobicemo Beselovu interpolacionu formulu

— 2y L i — ) —1
PQ0) _Jota (u—L)Ay, + uu—=1 A"y +A%y, N u(te—5)(u—1) Ay s
2 - 2! 2 3!
N w(u? =D —2) ,&4_15_2 +A%y L, u(u— ;)(u —D)(u - 2)
41 2 5! -
2 2 2y AG., ,
N u(u” =D —4u—-3) Ay, +A° Yoo,
6! 2
N u(@® =D’ —4)--(u—m)u+n-1) A"y_ + A"y N
(2n)! 2
u(u = =D =4 (u—n)u+n- 1) it
+ = .
(2n+1)! Yon

. : 1. .
Beselova interpolaciona formula za u =3 je jednostavna

h ; . 2. 2., 4 4
[ xy + ‘_ Yoty LAy +Ay ) 3 ATy, +ATY,

P| -
) 2 8 2 128 2
5 Ay +A%y, ) [1-3-5--2n-D]* A"y +A™y Ly
1024 2 227 (2n)! 2

1 koristi se za interpolaciju u srediStu intervala (x,. x;) .

[z nacina izvodenja zakljucuje se da Beselova interpolaciona formula
predstavlja interpolacioni polinom koji se poklapa s funkcijom f(x) u 2n +2
tacke.

Greska Beselove interpolacione formule je

R - }I2n+2f(2n+2) (é.')
b (2n+2)!

uu =D +Dw—-2)--(u—m)u+n)u-n-1).5e(x_,.x,,)

i1

&2n+l B +&2n+l}
2(2}1 +1)!

Tu(u—D(u+Dw—=2)--(u—n)u+n)u—n-1).

H

Prakti¢no wuputstvo je: za |u|<0.25 Koristi se Stirlingova a za
0.25<u £0.75 Beselova mterpolaciona formula.
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i? X 1 A Ay Ay A% A1 A% Al A%
X_a YV
Ay_4
X_3 Vo3 Ay
ﬂ‘-ﬁ 3 A &3_1 4
R I I Ay 3 Ay :'.
,ﬁ_’[ 2 A V3 A Vo
X_1 Vo1 AEJ ) :f\4_1'_3 Aﬁj —4
&.1 _1 rﬁij ) ﬁ‘.i_'l 3 A?l'l 4
Xo Vo AEJ 1 AJJ "2 Aﬁ}‘_s :'18,1 "4
- x Ayo - Asj‘_1 -——= ASJ'_z — == ATJ'_a -
x| o A’yq Aly, A%, A%y,
L\,'l'l ﬂ.Bl‘l'u ﬁ‘.i_'l'_l ﬂ.f_ll‘l'_g
X3 V2 é.z_ﬁ Adrj 0 Aﬁj "1
L\l‘l‘g L\sl‘l‘l eﬁi“i'_r_}
Y3 V3 A2_1~g Ah 1
L\.‘l'g L\S.‘l'g
X4 Va é.z_'l'g
Avy
X3 Vs

Primer 1. Data je tablica vrednosti funkcije y = f(x) (v. tablicu). Izracu-
nati f(1.7489).

Resenje. Tablica konacnih razlika je

X e " A A’ A® A

1.72 [0.1790661479
~17817379

1.73 |0.1772844100 177285
~17640094 ~1762

1.74 | 0.1755204006 175523 +13
—17464571 ~1749

1.75 | 0.1737739435 173774 +22
~17290797 ~1727

1.76 | 0.1720448638 172047 +15
~17118750 ~1712

1.77 10.1703329988 170335
~16948415

1.78 | 0.1686381473
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Ovde je ”:M:g_gg 1 rf—l:(}.39.paje
0.01 2
175520 1737739435
f(1.7489):01 204006201 i +0.39(-17464571)-107%° +
(0.39° —0.25 )/ 175523 +173774 (0.392-0.25)
N 0.39°-0.2 H 1755234173774 |‘10_10+0.39 039°-025
\ 2 2 .6 )
39 —0.25)(0.39° —2.25)( 13 )
-(—1?49)‘10—1%(0“9 0. 32039 2.2 )‘1 ;22}10_10:

=0.17464717205-0.00068111827 —0.00000085490 +
+0.00000000111+ 0.00000000001:
f(1.7489) =0.1739652000 . A
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10. INVERZNA INTERPOLACIJA

Neka je funkcija v = f(x) zadata tabli¢no

_Y .xo .T] -xz e x”

¥ Yo ¥ Vi ... Y,

Postupak nalazenja argumenta x koji odgovara zadatoj vrednosti y funkcije
v = f(x). koja nije data u tablici, naziva se inverzna ili obratna interpolacija.

Postoj1 viSe nacina za reSavanje ovog zadatka.

Neka su ¢vorovi interpolacije ekvidistantni:| x, = x, +ih . i=0.n.h je
razli¢ito od nule i konstantno. Pretpostavimo da je funkcija y = f(x)[monotona

1 da se zadata vrednost y* nalazi izmedu y, 1 y,. Zamenjujuci y* u prvom Njut-
novom interpolacionom polinomu dobija se

n

2
w2 }01.'(1;—1)+---+& Y0y =1) - —n+1)

Ay
yE= g + =2

IR 2! !
odakle je
Lk, _&2 , Ay
(1) u=2_"Y0 _ ! ‘10;.'[1;—1)+_..+ '10.;{(1;—1)._.(;.'—n+1)
Ayy Avg| 2 1!

(Av, #0 zbog monotonosti funkcije y = f(x) ). $to mozemo zapisati na sledeci
nacin

(2) =F(u).

gde je

# 1 1_3 n

P ATy FANRE
F(u):j Yo _ _ '}Dfi‘(f—i—l)'f‘...'f' ‘1OHUJ—D...(H—H+1) .
Avy Ayg| 2! n!

Sada se formira niz uzastopnih aproksimacija (iteracija): u®,u® u®. .

u™ . ... uzimajuéi za prvu. pocetnu aproksimaciju

-1_.- # —
y® =2 Yo F

Avy
1 primenjujuci metodu iteracije

(3) u™ =F@u™y, m=0.12. ..
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Ako je F(x)e C"Pla.b]. h dovoljno malo i [a. b] sadrzi sve &vorove
interpolacije. onda iterativni proces (3) konvergira. tj. postoji
lim 2™ = .

H—poo

gde je u trazena vrednost. odnosno x=x;+m. &

Prakti¢no se iterativni postupak produzava sve dok se ne poklope dve
uzastopne aproksimacije na potreban broj dekadnih znakova, tj. dok se u
granicama zadate tacnosti ne postigne da je

(k) (k1) .

i =U

tada se stavi da je

u=u® il x*=x, +hu™ .
Ako se zadata vrednost y* nalazi pri kraju tablice, onda se na potpuno ana-
logan nacin dobija odgovarajuce x* koriscenjem drugog Njutnovog interpola-

cionog polinoma.
Ako se zadata vrednost y* nalazi u sredini tablice. onda se na potpuno

analogan nacin dobija odgovarajuce x* koriscenjem tzv. interpolacionih formula
sa centralnim razlikama: Gausovih, Stirlingove, Beselove, ...

Zadatak inverzne interpolacije| u slu¢aju neekvidistantnih vrednosti
argumenta: x,.x;....x, S€ moze resiti primenom Langrazeve interpolacione

formule. Za to je dovoljno uzeti y za nezavisnu promenljivu a x posmatrati kao
funkciju od y, tj. x=g(y). Naravno, potrebno je pretpostaviti postojanje
inverzne funkcije. Dakle. zadatak inverzne interpolacije reSsavamo primenom
formule

T, ()
(4 x = - i
) Y g (J" -V ) l_[ra+1 (:l,f') ‘\

gde je
M, ()= =30) (=20 (r=3).

Primer 1. U sledecoj tablici date su vrednosti funkeije f(x)

X 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
y [0.36788 0.30119 0.24660 0.20190 0.16530

Naci onu vrednost x za koju je f(x)=0.31664.
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Resenje. Cvorovi su jednako razmaknuti, funkcija je monotono opadajuéa i
1o =0.36788 . y* =0.31664, y, =0.30119. Sastavimo tablicu kona¢nih razlika.
Koristicemo prvi Njutnov interpolacioni polinom.

X V Ay Ay Ay Ay
1.0 0.36788
—6669
1.2 0.30119 1210
—5459 =221
14 0.24660 989 412
—4470 —179
1.6 0.20190 810
-3660
1.8 0.16530

Redom ra¢unamo:
RO 0.31664 —-0.36788 _
—0.06669

0.76833. x@ =x, +hu'® =1.15367 ;

1 | 001210 ~0.?6833~(D.T6833—1)+7_0'00221~
—0.06669 2 3!
0.00042

u =0.76833—

-0.76883-(0.76833 -1)(0.76833 - 2) +

-0.76833-(0.76833 1)~

-(0.76833-2)(0.76833-3)] = 0.75084.  x© =x, + hu™ =1.15017.itd.
Na kraju se dobija: x*=1.15. A
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11. PODELJENE RAZLIKE FUNKCIJA

Pretpostavka da su ¢vorovi interpolacije jednako razmaknuti — ekvidis-
tantni suzava oblast primene mnogih interpolacionih formula s konacnim
razlikama. Naime, podaci dobijeni eksperimentalnim putem najéesce nisu
ekvidistantni. Radi toga ¢emo, na odreden nacin. uopstiti pojam konacnih
razlika uvodeci podeljene ili kolicnicke razlike — razlike s promenljivim
korakom 1 1izvesti interpolacione formule s takvim razlikama.

Neka je funkcya y=f(x) zadata tablicnim vrednostima v, = f(x,).

i=0.n.gdesu x;€[a,b], i=0,n, nejednako razmaknuti ¢vorovi, dakle,

A, =x,,—x,=h 20, i=0,n-1,

1 i, nisu jednaki medu sobom.

Podeljene razlike prvog reda su:

r+l .}:_ 1’:0—1

: =1,
X1 =
Sto ¢emo obelezavatl na sledece nacine: f[x.x, ] ili [x,.x ] 111 O(x;. x;,y)

ili. kratko, &' (¢ita se: malo delta jedan). Tako imamo, na primer:

| J— 1; - 1-'. — 1;
8(xy. ) =220 §(x,. xy) =22 L
X; — X X5 =X
Podeljene razlike drugog reda su:
0(x;,4. X;,5) —o(x,. x;,) Ci—0no2
Xiy2 —X;

Sto cemo obelezavati na sledece nacine: flx,.x,,.%,,] 11 [x,.x,;.x,,] 1li
3(x,. x,,;. X,,,) ili. kratko, 8% (¢ita se: malo delta dva). Tako imamo. na primer:
0(x;. x,) —0(xg., X - 0(x,. x;3) —0(x;, x
(o) =80 %) g 8 ) -8 %)

Xy — X X3—X
Uopste. podeljene razlike i—tog reda su:

0(xg. X, xy) =

O(X, o Xy X ) —O(X L Xy X y)
f+12 Mi42 i+k i tidl i+k-1 L i= D._ n _k )
g —X;
Sto cemo obelezavati na sledece nacine: flx,...x..] i [x, ... %]

8(x,. X,y .o X, ) ili. kratko, 8% (&ita se: malo delta ka).

Pedeljene razlike se obi¢no zapisuju u obliku tablice podeljenih razlika. 1
na taj nacin se postize preglednost. Tablice su sledeceg oblika, analogno
tablicama konacnih razlika.
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i} x 1 1_31 a)_ {SH
Xo 1
(S(.Yg. .‘\‘1)
X1 W 6(.‘('0. X1. .T)_)
(S(.Yl. .‘\‘2)
X2 2 6(.‘('1. X2, .Tg)
(3(.‘( s .‘\‘3)
X3 V3 6(.’(3. X3, .T4)
: : : : O(xg. X1. X2, ... Xyy)
Xn-3 _1';‘?—3 a(x:_r—'l-- Xp-3. -Yn—l)
{S(x.i'.'—i- -YH‘—E)
Xp-2 Vn2 6(.’(,_?_3. Xn-2. xn—l)
6(-YJ?—A- ~Tn—1)
X1 VY 5(."(';_;_3. Xn-1. -T.P!)
‘S(-Tr.'—l- -TH)
Xn Vi

Primer 1. Sastaviti tablicu podeljenih razlika za funkciju y = f(x) zadatu
tabli¢no

X 0.00 0.20 0.35 0.40 0.50 0.54
vy | 1.000000 1.408000 1.742875 1.864000 2.125000 2.237464

Resenje.
N v 5! 52 53 54

0.00 ([ 1.000000
2.040000

0.20 [ 1.408000 0.550000
2.232500 1.000000

0.35 | 1.742875 0.950000 0.000000
2.422500 1.000000

0.40 [ 1.864000 1.250000 0.000000
2.610000 1.000000

0.50 [ 2.125000 1.440000
2.811600

0.54 [ 2.237464 A
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Navedimo neke osobine podeljenih razlika:

1) Podeljene razlike zbira funkcija jednake su zbiru podeljenih razlika
sabiraka.

2) Podeljene razlike razlike funkcija jednake su razlici podeljenih razlika
umanjenika 1 umanjioca.

3) Konstantan faktor se moze izvuci ispred podeljene razlike.

4) Podeljene razlike su simetricne funkcije svojih argumenata, tj.

Oy 0 X y1s Xppne eoes Xppg ) = 00000 Xy Xypns e Xjyp) =
=0(X,, 0. X, . Xy e Xy, ) =

Vaze i sledece leme.

ema 1. Ako je y=PF,(x) polinom n—tog stepena. onda su podeljene
razlike prvog reda polinomi (n—1)—tog stepena.
Dokaz. Na osnovu Bezuovog stava imamo
P,(0)=(x—x)-By(x) + B,(x).
a odavde je
F,(x)-F,(x;)
X—X;
f. Blx.x;]=0(x.x)=B_(x).m

=F,(x).

i}Posfedfm 1. Podeljene razlike n—tog reda polinoma n—tog stepena P,(x)
su konstantne, tj. P,[x, x;, x,.... x,_;] = C . C = const.

Posledica 2. Podeljene razlike m—tog reda. gde je m > n., polinoma n—tog
stepena F,(x) su jednake nuli. Zaista, razlika (n + 1)—vog reda je

Plx.x,..x,]=-Ple.x....x,4] C-C

X, —X X, —X

Blx.xp. X, .. %, ] = 0

1 sve razlike reda viseg od (n + 1)—vog su. ocigledno, jednake nuli.

Lema 2. Podeljena razlika /—tog reda je
Vi

(6 =)0 — X0 ) (g = x,)
Vit

(X1 =X )0 = X0 ) (g — X )

{‘-)‘(:I{., :\-e"+]." -T;'_'_k) =

.1!f+k
(X =3 ) =) (X = X y)
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12. VEZA IZMEPU KONACNIH I PODELJENIH RAZLIKA FUNKCIJA

Pretpostavimo da su ¢vorovi interpolacije xg.xi.....x, jednako razmak-
nuti, tj. pretpostavimo da je x,,, —x, =/, h — konstantno. Nadimo vezu izmedu
konac¢nih 1 podeljenih razlika. Radi toga posmatracemo tablice konac¢nih razlika

x [y | Ay Ay Ay Aty
Xp Yo
Vi—Wo
Xp T h W1 Vi— 2_1'1 Vo
2= Vi— 3}‘3 + 3}'1 — W
xo + 2h| 1 Vi—2m+n va—4ys + 61— 4y T
Yi—W V4— 3}'3 + 3_1'3 — W1
xo + 30| vs V4—2y3+ vs—4yy + 6v3—4dyy + 1y
V4—13 Vs — 3}‘4 + 3}'3 — W2
xo + 40| vs Vs —2ys +¥3 V6 —4ys + 6y — 4y + 1
Vs — V4 Ve — 3}'5 + 3_1'4. — Vi
xo + 5h Vs Ve — 2_1'_:_ T Vy
Vs— Vs
Xg T+ 6h Vs

1 tablicu podeljenih razlika s konstantnim korakom /7
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X v 61 62 63 64
Xp Vo
Yi— Yo
h
YV —2n+ v
xoth | v
° 1 2h-h
Ya— N Y3 =3y, +3y —
I 3h-2h-h
Vi —2¥ + W Vg =4y + 6y, 4y + ¥y
Yo+ 2h | ¥ 2hh Ah-3h-2h-h
Y3 =W Yy—3ys+3¥0+ 1
h 3h-2h-h
Vi—2ys+ ), Vs =4y, +6y:, -4y, +
xg+ 3 ' -
X h 3 2h-h 4h-3h-2h-h
Ya— V3 Ys=3V4+313—=1
h 3h-2h-h
) Ys =2y + ) Vs —4ys + 6y, =4y +,
xo+4h | v _—
0 - 2h-h 4h-3h-2h-h
Vs — V4 Vs —3Vs +3y, -,
I 3h-2h-h
! - 21“( + 1:
xo+5h| vs Rl Y
0 2 20k
Yo — Vs
h
Xo+6h | vs
Na osnovu prethodnih tablica zakljucujemo da je:
- - - Vi—V¥ Av, . Ay
01_1"0 :0(.‘\.‘0._.\‘{] +h):0{T[}.T1): L ; 0 = ;O . Gll'lle..
1 1 1

- - - ‘l“) _2‘!' + 1_- ﬂz_l.
82y =8 (xg. Xo +h. X +2h) =8(x. xp. X,) = 2 2}‘ 1} -0 = gr;z 0.
1-h th~

~7 Ay
{3‘1:1 = J] W e
2'h

87 yy =8(xy. xg +h. xg +2h. x5 +3h) = 8(xy. x;. X5, X3) =

- - 3 3
_ Y333 -y Ay, §3v A

= _ . ‘.1
-~ 2 -5 -
30h-2'h 3h?

8*yp = 8(xg. Xo +h. Xp +2h, Xy +3h. X +4h) = 3(xg. X;. Xy, X3, X,) =

vy =4y +63, =4y + 3 54."’0 ~4 f—\-qf'ﬁ
- = n=

4h-3h° ot ant
1. u opstem slucaju, vazi
. . Ay,
0" vy =0(xp. Xp +h xp + 20, . xp +nh)=——, £=0.12...
' nlh"
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13. NJUINOV INTERPOLACION POLINOM S PODELJENIM
RAZLIKAMA

Neka je funkcija v = f(x) zadata tablicom

x X X X, . X; .. X,

V Yo Ay Vs T Vi e Vn

pri ¢emu su ¢vorovi interpolacije x, e[a.b], i=0.n. medu sobom razliiti.
Njutnovi interpolacioni polinomi, a takode 1 drugi interpolacioni polinomi s
podeljenim razlikama, mogu se jednostavno napisati koristeci relaciju izmedu
podeljenih 1 konacnih razlika

Ay,
nh”
Sto prepustamo ¢itaocu. Ovde cemo 1zvesti samo I Njutnov interpolacioni poli-
nom na nesto drugaciji nacin. Neka je L, (x) Lagranzev interpolacioni polinom

0"y, =0(x,.x, +hox, +2h....x, +nh)= . k=012,

n—tog stepena. dakle., L (x)=y,. i =0.n. Podeljene razlike (n + 1)-vog reda
polinoma L, (x) je, kao sto je poznato. su
(1) L[x.xp.x.x,,...x,]=0.
Na osnovu definicije podeljenih razlika imamo
L, (x)—L,(xy)

X=X,

ZL”[.Y. -YO] :

a odavde je
(2) L, (x)=L,(xy)+L,[x x](x—x,).
1 analogno iz

L[x. xg. 2. o Xy ] = L[ %0, x5, Xp 0oy X ]

=L [x, xg. X, X ]

(x—x;)
imamo
L[x. xg.x0,...x, 4]=
(3) LIxg. xp.ox ]+ L[ xg. v . J(—x )

k=1n.
Koristeci formulu (3) 1z formule (2) dobijamo
L}s(x) = I-n (xcl) + I-;vr[x- xO] ’ (-“-‘ - x(}} =
=L (xg)+{L, [xy. x ]+ L [x. xp. 5 J(x = x))} - (x = x,) =

=L, (xp) + L,[xp. x J(x — xp) + L, [x. xp. x J(x = xp )(x — x;) =
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=L, (x)+L,[xy. x;](x—x,)+1{L,[x5. x;. x, ]+
+L [x. xp. x 6, J(x = x,) p(x —xp (v —x;) =

=L, (xg)+L,[x,.x; J(x—xp)+ L [x). x. %, J(x=xg)(x—x)) +
+L, [x. xp. X 2 J(x —xp )x —x Nx —x,) =

=..=L (x)+L,[x,. x J(x=x5)+L,[x5. x;. %, J(x = x )x—x,) +
+ L, [xg. xp. X, J(x—x Nx—x)) - (x—x, )+

+L, [x. xp. xp. o x, J(x = xp M —xp) - (v —x,,).

Medutim. L, [x. x,. x,..... x, ] =0, pa imamo

L (x)=L (x,)+L,[x5.x](x=x,)+L, [x,. 3. x,](x—x,)(x—x,)+
+L, [ X X o X, J(x = x )(x —x) - (x = x, ).

(4)

sto predstavlja prvi Njutnov interpolacioni polinom s podeljenim razlikama.

Greska formule (4) je

£

(5) |R,(x)=f(x)-L,(x)= (x=xp)x—x)(x—x,), Zela.b].

(n+1)!
Primer 1. Naci prvi Njutnov imnterpolacioni polinom za funkciju y = f(x)
zadatu tabelom ‘
x —1 0 2 3 5 6
y 2 4 26 58 194 310
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14. TRIGONOMETRIJSKE INTERPOLACIONE FORMULE

Ako je funkcija v = f(x) periodi¢na, onda se primenjuju trigonometrijske
mnterpolacione formule. NajCesce se koriste Gausova 1 Ermitova trigonome-

trijska interpolaciona formula.
Gausova trigonometrijska interpolaciona formula glasi

sinl(x—xl)sinl(x—x,}---sinl(x—xﬂ)

L 2 2 - 2 .
y= Yot
sinl(r —T)sinl(r -X )---sinl{r -x,)

2 0 M 7 0 2 7 0 e

sinL (v—x,)sin L (v —x,)---sin L (v —x,)
+—2 2 2 .
Mt
sinL (x, —x,)sin—(x, —x,)--sin (5 —x,)
2~1 Xo 2“1 X, 2_1 X,

sinl(x—xo)sinl(x—xl)---sinl(x—xn_lj
I 2 2 2 "
sinL(x —x)sinLt(x —x)--sini(x —x )
2”?1 0 2 “n 1 2":? -1

'

Ermitova trigonometrijska iterpolaciona formula glasi

sin(x—x; )sin(x—x, )---sin(x —x, )

b

7 sin(x, — ) sin(x, —x,)---sin(x, —x,)
sin(x —xp)sin(x —x,)---sin(x—x,)

. . : v
sin(x; —xp)sin(x; —x, )---sinx; —x, ) '
sin(x —xg ) sin(x —x,)---sin(x —x, ;)

-

sin(x, —x,)sin(x, —x,)---sin(x, —x, ;)
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15. CEBISOVLJEVI POLINOMI

Ako je zadata funkcija f(x). odsecak interpolacije [a, b] koji sadrzi
¢vorove interpolacije 1 stepen » interpolacionog polinoma P, (x). onda se greska
interpolactje R, (x) = f(x)— F,(x) moze zapisati u sledecem obliku

R}s(x) =K. 1_[?1+1 (T) :

gde je II,,,(x)=(x—xy)(x—x) - (x—x,). Dakle. greska u ovim zadatim
uslovima zavisi od izbora ¢vorova inferpolacije. Sada se postavlja sledeci

zadatak: Kako freba izabrati ¢vorove mterpolacyje x,. i=0.n. da b1 greSka

interpolacije bila minimalna? Pokazano je da je za ¢vorove interpolacije
najbolje uzeti nule CebiSovljevog (I1. JI. HedrmeR. 1821-1894) polinoma.
Cebisovljev polinom T (x) se definiSe na sledeci nacin:

L()=1. Lx)=x. T,,(x)=2x-T,(x)-T,4(x), n=12.3..

Navedimo nekoliko prvih Cebisovljevih polinoma:

T,(x)=1
T (x) =x,
T,(x)=2x* -1

I(x)= 4x? —3x,
T,(x) =8x" —8x" +1.
T:(x) = 16x" —20x° +5x. ...
Moze se priumetiti sledece:
1) koeficijent uz x” polinoma T, (x) je jednak 2", n=>1:
2) T,,(x) suparne funkcije:
3) T,,,,(x) suneparne funkcije:
4)za |x[=1je |T,(x)[=1.
Dokazimo osobinu 4). Ako u trigonometrijski identitet
cos((n+1)X)=2-cos X -cosnXY —cos((n—1)X)
stavimo X = arccosx . onda cemo dobiti
cos((n+1)arccosx) =2-x-cos(n-arccosx)—cos((n—1)arccosx).
pa mozemo zakljuciti da funkcija cos(n-arccosx) zadovoljava istu diferencnu
jednacinu kao 1 7, (x) . Kako je jos i:
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cos(0-arccosx)=1=T1,(x). cos(l-arccosx)=x=T(x)

to je

I (x)=cos(n-arccosx), n=0,12,.. @
Sada je jednostavno zakljuciti da vazi osobina 4).

Rekurentna relacija. diferencna jednacina.
L.ax)=2x-T (x)-T, (x), n=0.12, ...
ima karakteristi¢nu jednacinu
A? =2xh-1,

M,=xt m :
Za |x|#1 1mamo da je A, # A,. pa je opste reSenje diferencne jednacine
T(x)=C,-AM +Cy-A5, n=0.12. ...
gde su Cy 1 C; proizvoljne konstante. Iz pocetnih uslova 7 (x) =11 T;(x) = x

a odavde je

nalazimo C; =G, =% .paje

—

1,09 =3 (1) (1) | noz

Sto je jos jedan moguci nac¢in zadavanja CebiSovljevih polinoma.
Iz jednacine

T, (x)=cos(n-arccosx) =0

dobijamo nule:

~ _
bk+1:r|:., k=0.1..n-1.

X, =CO05
E
2n

Tacke ekstremuma na segmentu [-1. 1] su one tacke za koje je |7, (x)|=1.
dakle:

_,'( -
X =Co0s—T. k=0.n
(k) 0

1 pri tome je

Polinom

T(x)=2""T (x)=x"+-
za xe [—1. 1] najmanje odstupa od nule.
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Note
Tj. Čebišovljevi polinomi se mogu i ovako zadati.
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ﬁ Teorema. Ako je P,(x)=x"+---.onda je

max | P, (x)| > max |T,(x)|=2"". n=>1.
x=[-1.1] xe[-1.1]

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da je
max |P,(x)| <max |T (x)| =2"". xe[-L1].
Posmatrajmo razliku
O(x)=T,(x)- B,(x):

ocigledno je stepen polinoma Q(x) najvise jednak » — 1 1 pri tome je
sien(T, () — B, (xs))) = sign((- 1) - 27" =B, (3, ) = (-1, k=0.n

jerje B (xg) < 2" za svako k. Na taj na¢in imamo da polinom O(x) izmedu
svake dve uzastopne tacke x,) 1 x,,; menja znak. odnosno, izmedu x,, i
X(z4p 1ma bar jednu nulu. Dakle. polinom ¢ ima bar » nula, a to je protivu-

recno. jer polinom @ ima najvise » — 1 nulu. Drugim recima. mora biti
max | P, (x)| = max |7, (x)| =2"", xe[-11].

Na taj nac¢in zaklju¢ujemo sledece: od svih polinoma n—tog stepena koji
imaju uz x" koeficijent 1 najmanje odstupa od nule na segmentu [—1. 1] Cebis-
ovljev polinom 7, (x). m

Ako posmatramo odsecak [a. b]. onda je odgovarajuci polinom

5 M

| 24
b—a

A

—(2x-(b+a)) ( 2
TH |'\ b—ﬂ' ,'|_1x

n
J \

I_-;E[a:b](x:]:1 b-a ; 7 2x—(b+a)J ;

‘21—}11 =" 4
2 b—a
Dakle. vazi

max |P, ()| > max |} ()| = (b-a)"- 27"
xe[a. b] xela. b]

gde je P,(x)=x" +--- proizvoljan polinom.
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Nule polinoma 7,[?1(x) su

X, :b+a+b_n -COS 2k+1]’£._ k=0.n-1.
2 2 2n
Greska interpolacije je

M _;b_a\\rﬁl
R (¥)] = )= P( < n+l 2
R, (=11 Bl s "2 22

47



Zoran
Rectangle




