I RACUNANJE S PRIBLIZNIM VREDNOSTIMA

0. VRSTE GRESAKA

U numerickoj matematici najéesce se srecemo sa zadacima koji se mogu
zapisati u sledecem obliku

(1 y=f(x)

U opstem slucaju zadatak (1) se zamenjuje jednostavnijim zadatkom

(1%) Y= FRE)

Unutrasnja karakteristika numericke matematike je da je u njoj od bitnog
znacaja procenjivanje tacnosti dobijenih rezultata. Raznovrsni su uzroci koji
uslovljavaju greske reSenja, ali se kao naj¢esci mogu istaci sledeci:

a) netacni pocetni podaci (dobijent eksperimentima; iracionalni brojevi m,
e. N2 itd., koji se moraju zameniti pribliznim vrednostima),

b) zamena zadatka (1) odgovarajucim zadatkom (1*). Prirodno je da ce se
reSenje zadatka (1*) razlikovati od tacnog reSenja zadatka (1),

) u procesu resavanja zadatka (1*) ¢esto dolazi do povecanja broja cifara
tako da se mora pristupiti odbacivanju 1zvesnih cifara u rezultatu racunanja.

Greske koje odgovaraju navedenim uzrocima nazivaju se respektivno:

a) neotklonjiva greska,
b) greska metode,

¢) racunska greska.
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1. POJAM PRIBLIZNO@ BROJA I IZVORI GRESAKA U
REZULTATIMA RACUNANJA

Primer 1. Na fudbalskoj utakmicibilo je 35000 gledalaca.

Primer 2. Neka treba odrediti ubrzanje Zemljine teze g pomocu matema-
tickog klatna. tj. pomocu obrasca

'

4]

g 77

onda cemo izmeriti duzinu / 1 period oscilovanja T. Uvrstiti dobijene vrednosti /

1 T 1 broj m. pa izraCunati g. Izracunata vrednost g je priblizna. Naime. nije

moguce tacno odrediti veli¢ine / 1 7. a umesto tacnog broja m, koji ima

beskonacno mmnogo decimala, moramo uzeti vrednost s konaéno mnogo
decimala. A

Primer 3. Neka treba izracunati dijagonalu kvadrata d stranice a = 4.

Iskoristicemo dobro poznat obrazac d = a+/2 . Ako bi stranica a bila ta¢no
odredena, dijagonalu d ne bismo mogli ta¢no izracunati jer u obrascu ucestvuje

iracionalan broj J2. A

Primer 4. Iracionalni broj 2 moze biti izra¢unat koristeé¢i ¢injenicu da je

"

. 1 2 )
limx, =lim—|x,_, +— =+2.
H—3en n—ses 2 | X, )

Medutim, prakti¢no je nemoguce dobiti tatnu vrednost broja J2 zato sto
se radi o jednom beskonacnom procesu. A

Primer 5. Ako treba 1zrac¢unati proizvod
258.14736 - 0.1112229
koristeci. na primer, dzepni kalkulator — ,.digitron™ kojt ima osam mesta, onda

cemo morati odbaciti izvestan broj cifara na kraju rezultata (,,digitron” to sam
Luradi™). Dobicemo 28.711898, a tacan rezultat je 28.711898006544. A

Ovim primerima upravo smo 1 ilustrovali izvore greSaka u rezultatima
racunanja:

— polazni podaci su eksperimentalne prirode (dobijeni ekspe-
rimentom: brojanjem, merenjemn, ...),

— u procesu racunanja pojavljuju se iracionalni brojevi kao Sto su:
2.1

— primenjena metoda daje tac¢an rezultat tek posle beskonacno
mnogo ponavljanja odredenog racunskog procesa,



— ve¢ kod najjednostavnijih ra¢unskih operacija broj cifara se
toliko poveca da ih nije moguée .smestiti” u masinu za
racunanje,

— najzad, pocetne greske se prenose s operacije na operaciju i pri
tome se transformisu, akumuliraju 1 pojavljuju se nove greske.
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2. APSOLUTNA, RELATIVNA, PROCENTUALNA I PROMILNA
GRESKA PRIBLIZNOG BROJA

Jedan od osnovnih zadataka u numeri¢koj matematici je davanje matema-
ticke karakteristike tac¢nosti pribliznog broja. Ovaj zadatak se sastoji u uvodenju
pojma ta¢nosti pribliznog broja, odnosno u definisanju gresaka pribliznog broja.

Oznacimo sa x tacan a sa x* njemu priblizan broj. Prirodno se postavlja
problem ocene stvamo ucinjene greSke ako umesto tacnog broja x uzmemo
njegovu pribliznu vrednost x*, tj. problem ocene razlike A=x-x*. ocena
stvarne greske. Veli¢ina A=x—x™ je stvarna greska.

ﬁDeﬁnicija 1. Apsolutna greska, v oznaci Ax* . pribliznog broja x™ je apso-
lutna vrednost razlike ta¢nog broja x 1 njemu pribliznog broja x*, tj.
(1) Ax*F=x—x* .

Kako tacan broj x u velikom broju sluc¢ajeva nije poznat, to se samim tim ni
apsolutna greska Ax™* ne moze 1zracunati. Zbog toga uvodimo pojam granice
apsolutne greske.

i}Deﬁnicija 2. Granica apsolutne greske pribliznog broja x* naziva se svaki
broj 4x* koji nije manji od apsolutne greske, fj.
(2) Ax*=|x—x*< 4x*.
[z (2) dobijamo
—Ax*<x—x*¥< Ax*,
ili
(3) xF—AxF < xS xFHAF,
Sto se. radi kratkoce, najcesce zapisuje u sledecem obliku
x=x"*+A4x* |

Primer 1. Ako umesto ta¢nog broja e = 2.718281828... uzmemo pribliznu
vrednost e® = 2.72. 1zracunati apsolutnu gresku 1 granicu apsolutne greske.
Resenje. Apsolutna greska je
Ae*=|e—e*|=|2.718281828...-2.72|=0.01718171...
za granicu apsolutne greske mozemo uzeti:
Ae*=10.0018, jer je Ae*=0.001718171...<0.0018
ili
Ae*=10.002, jer je Ae*=0.001718171...<0.002.
Medutim, najcesce se uzima:

Ae*:(].{}{}ﬁzé-l(fg ili 4e*=0.01=1-107. A


Zoran
Note

Zoran
Note

Zoran
Rectangle

Zoran
Rectangle


ﬁDeﬁnicija 3. Relativha greska pribliznog broja x*, u oznaci dx*, je
koli¢nik apsolutne greSke tog pribliznog broja 1 apsolutne vrednosti tacnog
broja. .

Ax*
(4) Sy = (x#0).
Ed
Kako apsolutna greSka u velikom broju sluc¢ajeva nije poznata, to se samim tim
ni relativna greska ox* ne moze izracunati. Zbog toga uvodimo pojam granice

relativne greske.

Definicija 4. Granica relativne greske pribliznog broja x* naziva se svaki
broj Rx* koji nije manji od relativne greske. fj.

L
(5) St = 2V < Ryt

| x

rimedba. Budu¢i da tacna vrednost x, po pravilu, nije poznata, to u
definicijama 3 1 4 umesto x uzimamo x*. Dakle.

Ha
(4) Ox* = % (x*#0)
i
s
(5" Gt = 2 < Ryt
|x*|

Primer 2. Ako je tacan broj m = 3.1415926... a priblizan n* = 3.14, izra
Cunati relativiu gresku 1 granicu relativne greske.
Resenje. Relativna greska je
4 E - y ) F
S — Am* 3.1415926...—3.14|
| 3.14
za granicu relativne greske mozemo uzeti:
Ra* = 0.000508, jer je o1*=0.000507... < 0.000508

=0.000507....

ili
Rrn* =0.00051, jer je on*=0.000507...< 0.00051.
Medutim, najéesce se uzima:

Rr*=0.0006 ili Rr*=0.001 ili R7*=0.005==-10"". A

1
2
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Primedba 5. Kako je

Ax*  Ax*
Ox*=——< (x*20).
x| xF
to se moze uzeti
Ax*
Rx* = (x*#0).
| x*

Zbog prakticnih potreba definiSu se procentualna 1 promilna greska kao 1
njihove granice. Dakle,

B, x*=100-8x* — procentualna greska,
P, x*=100-8x* _ granica procentualne greske,
B, x*=1000-6x""— promilna greska.

B, x*=1000- Rx* — granica promilne greske.
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3. ZNACAJNE I SIGURNE CIFRE PRIBLIZNOG BROJA

Poznato je da se svaki realan broj x zapisan u dekadnom sistemu ra¢unanja
moze predstaviti u obliku

(D) |x=+(a,10" +a,10" 4+ +a, 10" 4 10" F 4+ +a 107" 4,
| k k4l il
gde su a;€{0.1.2.....9}. 7=1.2.3...., cifre broja x. a, #0. neZ. ke N,

me N . U numerickoj matematici, kao Sto je ranije re¢eno, imamo posla cesce s
pribliznim brojevima. Priblizni brojevi imaju, po pravilu, konacan broj cifara.
Odgovarajuci priblizan broj x* moze se predstaviti u obliku

W n -1 n—k+1 n—k n—m+1
(2) |x*=%(a,10" +a,10"" +---+a,10 +a, 107"+ +a 10 ).

Primer 1. Tac¢an broj e =2.718281828... se moze predstaviti u obliku
e=2-10"+7-10" +1-107 +8-107 +2-107* +8-107 +1-10° + -
a odgovarajuci priblizan broj e* = 2.72 u obliku
e*=2-10°+7-10" +2-107;
Uvedimo sledece pojmove koji se odnose na cifre pribliznog broja (2).
efinicija 1. Cifra a; pribliznog broja x* naziva se znac¢ajnom (ponegde,

vrednosnom) cifrom. ako je ona razli¢ita od nule ili je nula 1izmedu cifara razli-
¢itih od nule. E}

Primer 2. Priblizan broj x; =0.0210032000 ima devet znac¢ajnih cifara i
to su: 2, 1. 3, 2. zatim dve nule izmedu 21 1 32 1 tri nule na kraju broja.
Brojevi x; =0.0210032000 i x, =0.0210032 bitno se razlikuju u numeri-

" TR G
¢koj matematici: naime. podrazumeva se da je Ax; =107 (ili 510 %y a
. R o N .
Ax, =107 (ili ;'10 ?Lpaje X, , o¢igledno, dosta netacniji priblizan broj. A

i}])eﬁnicijﬂ 2. Znacajna cifra a, pribliznog broja x* naziva se sigurnom
(ponegde, pouzdanom) cifrom u ,,m smislu™, ako je
(3) A* <107 0<ow<l.

. . _ 1 .
Za o =1 cifra a; je sigurna u sirem. aza ®= 5 U uZem smislu.

Cifre koje nisu sigurne nazivamo sumnjivim (ponegde, nepouzdanim) ci-
frama.

Ocigledno. ako je a; sigurna cifra. onda su sigumme 1 sve znacajne ciire 1s-
prednje: a,_y.....a,. a;.
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Primer 3. Dati su brojevi x = 23.458 1 x* = 23.456. Odredit1 broj sigurnih
cifara pribliznog broja x* u uzem 1 Sirem smislu.
Resenje. Kako je
Ax*=]23.458-23.456|=0.002 < 0.005 :%-1{}'2 = Ax*.
to 1z
1 » 1

107 <
2

<. ]_U]—k+1
2

dobijamo &k = 4. Dakle, priblizan broj x* 1ma cetiri sigurne cifre u uzem (pa

. . . " . . 1 _1 _1 . . - .
Samim fim 1 u Sirem. Jer je EAID ©<1:107" ) smislu. To sucifre: 2,3.415. A
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4. ZAOKRUGLJIVANJE BROJEVA

Vrlo ¢esto umesto brojeva s beskona¢no mnogo ili kona¢no mnogo cifara
moramo uzeti brojeve s manje cifara, tj. moramo odbaciti jednu ili vise posled-
njih cifara. To odbacivanje se ne vrsi proizvoljno. To se ¢ini tako da ucinjena
greska bude Sto je moguce manja, pa se odbacivanje prema tom principu zove
zaokrugljivanje brojeva, a nastala greska je greska zaokrugljivanja.

Neka je dat (tacan 1li priblizan) broj

(1) x=+(a10" +a,10"" + 4+ a, 10" 40, 10" F +-+4a,10""" +--),
1 1ma vis m cifara. Treba g it1 broj j1 ima m cifara. Kako |
koi1 1ma vise od m cifara. Treba ga zameniti brojem koji ima m cifara. Kako je
a,10" +a, 10" 4+ +a, 10" <|x| < q, 10" +a,10"" +- +(a, + D10,

to ¢e se pri realizaciji tog postupka dobiti broj x~ koji ¢e biti

(2) ¥ = i(nl 10" + (JEIDH_I +-+a, 10”—;:—:+1)__
il1
(3) v =4(a,10" +a,10"" +--+(a, + 110"

Postavlja se pitanje: Kada ¢e rezultat zaokrugljivanja biti broj x* zapisan u
obliku (2). a kada u obliku (3)? Imajuci u vidu prirodan zahtev da rezultat za-
okrugljivanja 1ma Sto je moguce manju apsolutnu gresku, jasan je odgovor na
postavljeno pitanje. Zaokrugljivanje treba da je takvo da bude

(4) x—r*|£é-10”"”+l,

f]. da su sve cifre zaokrugljenog broja x* sigurne u uzem smislu. Prema tome.
mogu se razlikovati tri slucaja:

— l B
lj 'ﬁﬂ:l+110}I " +am+ 10” " 1 < ;10” m+l .
2) (;ImHIDH—H? +”m+; 10!?—?”—1 R N 10n—f}?+1 )
2
= _ . 1 B
JJ Hm+110” " + am+210}: m-1 4= E 10}: m+1 .

Oc¢igledno je da u prvom slucaju pri zaokrugljivanju broj x* mora biti zapi-
san u obliku (2). u drugom slucaju u obliku (3), a u trecem slucaju se moze uzeti
(2) 111 (3), ali se 1z ])Lalqluuh razloga koristi tzv.|pravilo parne cifre] ako je a,,
parna cifra uzima se zapis (2) a u protivnom zapis (3).
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Saglasno svemu recenom sada mozemo eksplicitno zapisati pravila zaokru-
gljivanja brojeva:
(I) Ako je prva od odbacenih cifara (cifra a,,,; ) manja od 5, onda zadrzane

cifre ostaju nepromenjene; kaze se —ne vrsi se popravka:
(II) Ako je prva od odbacenih cifara (cifra a,,,,) veca od 5. onda poslednjul

zadrzanu cifru (cifru a,, ) povecavamo za 1: kaze se — vrsi se popravka:
(IIT) Ako je prva od odbacenih cifara (cifra a,,, ) jednaka 5. a ostale koje
dolaze posle nje nisu sve nule. onda poslednju zadrzanu cifru (ciffru a,, ) pove-

¢avamo za 1, tj. vrsi se popravka:
(IV) Ako je prva od odbacenih cifara (cifra a,,,) jednaka 5, a ostale koje

dolaze posle nje su sve nule, onda vazi pravilo parne cifre, tj. ako je a,, parna,
ne vrsi se popravka a ako je a, neparna cifra, vrsi se popravka. Kratko. u obal
sluc¢aja dobija se paran broj!

10
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5. VEZAIZMEDU GRANICE RELATIVNE GRE SKE
PRIBLIZNOG BROJA I BROJA NJEGOVIH
SIGURNIH CIFARA
Granica apsolutne greske pribliznog broja
(1) x*=+(q10" +a,10"" +- +a, 10" 44 107" a,20.

kod kojeg je a, poslednja sigurna cifra. tj. kod kojeg je

(2) A <®-10"7" | 0<w <1,

Je povezana s brojem sigurnih cifara, upravo, relacijom (2). @

U kakvoj zavisnosti su broj sigurnih cifara pribliznog broja x* 1 njegova
granica relativne greske Rx*? Jasno je da je

(3) - 10" F < Ax*

(u protivnom bi poslednja sigurna cifra bila a,,,). Iz (2) 1 (3) imamo

(4) ©-10"F < Ax* < .10
odnosno
1nn—k Sk 1nn-k+l
®-10 {A.x Emlliil 20
S
ili
m - lﬂn—k Ryt < o - lD}:—k+l |
|a,10" +---+a, 10" +--- a,10" +---+a, 10" 4|
pa je
n—k n—i+1
®-10 < 1r*Em-lﬂ
(a, +1)-10" a,-10"
ili
)] ')
(5 — < Ry*<———
) (a, +1)-10* a, - 107
Priblizno se uzima da je (sto je prilicno gruba ocena)
0]
(6) Rx* = ————
a, .10

gde je a, prva sigurna cifra. & je broj sigurnih cifara pribliznog broja x* a
0<w=1.

11
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Primer 1. Neka je dat priblizan broj x*=0.44721 1 granica relativne
oreske Ry =0.000002. Odrediti broj sigurnih cifara u uzem smislu.
Resenje. Kako e

05 05
—— < 0.000002 < .
(441)-10 4.10
t.
| 6 _ 1
. 10F<2.10% <210 :
10
odnosno
- - 5 ~
1-.107%° < 2.10° g%-w—“ :2:%:1{}—‘m <2.107%°

bice k+5=0,1. k=510<—-k+6, 1. k< 6. Dakle, &k =5, pa x* 1ima pet
sigurnih cifara u uzem smislu. A

12



6. OPSTA FORMULA ZA GRESKU PRIBLIZNE VREDNOSTI
FUNKCIJE

Neka je data funkcya y= f(x.x,....x,). definisana u nekoj oblasti
svojih nezavisno promenljivih x,.x,....x,. Pretpostavimo da su nepoznate
tacne vrednosti promenljivih x;. x,. ..., x, . a da su umesto njih poznate priblizne

vrednosti x;.,x,.....x,. kao i njihove stvarne greske A, =x,—x,. apsoluine
erefke Ax, =|x,—x, | i granice apsolutnih gre3aka Ax, . i=1.n. Centralni
problem je ocena greske kada se umesto tacne vrednosti f = f(x.x,.....x,)
uzme priblizna vrednost funkcije f*= f(x;.x,....x,). tj. ocena razlike
A= f— f*, ocena stvarne greske. @

ﬁDefinicijﬂ 1. Apsolutna greska priblizne vrednosti funkcije. 1 oznaci Af *,
1e

A= f(x), Xyaeon X)) = F (3], X5 X)) =] f = ]

efinicija 2. Granica apsolutne gresike priblizne vrednosti funkcije je svaki
broj Af* koji nije manji od apsolutne greske funkcije, fj.

M= =T
ﬁDeﬁni(‘ija 3. Relativha greska priblizne vrednosti funkcije. 1 oznaci of * .
je

af*=|"‘:‘fi: (f*%0).

efinicija 4. Granica relativine greske priblizne vrednosti funkeije je svaki
broj Rf * koji nije manji od relativne greske funkcije, tj.

Af*
of F=—~—— < Rf *
/ f*< s

Pretpostavimo da je data funkcyja v = f(x,.x,.....x,) diferencijabilna po

svim argumentima. Neka su poznate stvarne greske A, = x; —x; . apsolutne gre-
Ske Ax; =|x;, —x; | 1 granice apsolutnih greSaka Ax;, promenljivih x,.i=Ln.
Na osnovu Tejlorove formule za funkcije vise nezavisno promenljivih imamo
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U okviru kursa, bavićemo se samo funkcijama jedne promenljive.


A=f—f¥=f(x. %0 x,) = (2. Xy X, ) =
=f( +AL 0+ A, X, A ) - (a0, x,) =

:{ﬂﬁJé ot Las La s Ly

2 n
L dx o, dx, )

*

+8(f_\1.z’_\.z....._.fi".”)}—f(.x;.x;....x}l) -
AN af& PN/

o | FEAL A, LA,

"1l ax, At ox, axn
. df . s . . —
gdeje —=f" (x.x.....x,) a (AL A, ...A,) >0 kada A, >0, i=Ln

ax

Ako su stvarne greske A;. i=Ln. dovoljno male veli¢ine, onda se ostatal

i

e(A.A,....A,) moze zanemariti. pa je stvarna greska priblizne vrednost
funkcije

(1) A=f-fr=A~df = Y
i=l
Kako je
L) d " ld .
1113 La < St | = 3| as
i=1 axr- i=1 al -—1 E)x
to je apsolutna greska priblizne vrednosti funkcije jednaka
n af .
2 AfF =57 Ax; |
(2) \f ; ” Y -

Sto predstavlja opstu formulu za apsoluthu gresku priblizne vrednosti funkcije.

Kako je
n af E}f
Af* = <
Y ;le o, A% ; E)x
to je granica apsolutne greske priblizne vrednosti funkcije jednaka
(3) Af*—z Ci Ax; |
i=1 a'«\.

sto predstavlja opstu formulu za granicu apsolutne greske priblizne vrednosti
funkcije.
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Relativna greska priblizne vrednosti funkcije je

# n i
3f* = i - Z 1 i Z ]Jl FHA
@ VRN=UAI S Y
H * a =
=>"|x, —In f*|dx, .
a granica relativne greske je
5) REF =3 Lt Ly =3l L R
i=1 axj i=1 o i

15
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7. GRESKA ZBIRA I RAZLIKE

Neka je data funkcija f(x;.x,...x,)=S=x +x,+ --+x,. Pretposta-
vimo da su nepoznate tacne vrednosti sabiraka x;, x,.....x, a da su umesto njih
poznate priblizne vrednosti x.x,....x, kao i mnjihove stvarne greske
A, =x,—x , apsolutne greske Ax, i granice apsolutnih greSaka Ax . i=Ln.

Potrebno je oceniti gresku kada se umesto ta¢nih uzmu priblizne vrednosti sabi-
raka.

Teorema 1. Apsolutna greSka zbira konaénog broja pribliznih brojeva je
jednaka zbiru apsolutnih greSaka sabiraka.

. dS : . .
Dokaz. Kako je ™ =1, i=1n. to je na osnovu opste formule za gresku

X;

(6.2) priblizne vrednosti funkcije
(1) AS* =S —5*=> S—Smj=zmg .
=1

i=1|0%;

Teorema 2. Granica apsolutne greSke zbira konacnog broja pribliznih bro-
jeva je jednaka zbiru granica apsolutnih gresaka sabiraka.
Dolkaz. Neposrednom primenom formule (6.3) dobijamo
n
N 4y
(2) AS*=>"Ax; .o
i=1
Sada, po definiciji, nalazimo relativnu gresku zbira 1 granicu relativne gre-
Ske zbira. Dakle.

B 4 CF
o5 =227 Rew=A
| S 8%
Iz formule (1). odnosno (2), sledi da apsolutna greska, odnosno granica ap-
solutne greSke, zbira ne moze biti manja od apsolutne greske, odnosno granice
apsolutne greske. najnetacnijeg sabirka. Drugim recima, tacnost rezultata je
ogranic¢ena tacnoscu najnetacnijeg podatka.
Pr1 sabiranju pribliznih brojeva razlicite tacnosti koriste se sledeca. prakfi-
¢na pravila:
1) uoce se sabirci (jedan 1l njih vise) s najvecom apsolutnom greskom,
odnosno najvecom granicom apsolutne greske;
2) ostali sabirci se zaokrugle tako da bi imali jednu, dve ili, rede, tr1 cifre
vise od najnetacnijeg sabirka (to su zastitne cifre):
3) sada se saberu svi brojevi:
4) dobijeni rezultat se zaokrugli.

S*¥20.m
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Teorema 3. Apsolutna greska razlike jednaka je zbiru apsolutnih greSaka
umanjenika 1 umanjioca.
Dokaz. Kako je

R_, ;& _, &

pral

to je na osnovu formule (6.2)
aR = aR ES * *
d.‘\‘-l fjxj -

Teorema 4. Granica apsolutne greske razlike jednaka je zbiru granica ap-
solutnih greSaka umanjenika 1 umanjioca, tj.

(4) AR* = Ax + Ax, .

Dofkarz je, zaista, jednostavan. o

Na osnovu svega recenog mozemo zakljuciti sledece: Apsolutna greska
(granica apsolutne greske) algebarskog zbira kona¢nog broja pribliznih brojeva
jednaka je zbiru apsolutnih gresaka (granica apsolutnih gresaka) sabiraka. .
(5) A(x, £x, 4+ x ) = Ax] +Ax, +---+ Ax,
1
(6) A(x; £x, 2--%x,) = Ax| + Ax, + + Ax,, .
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Ovde R označava razliku, an ne granicu relativne greške.


8. GRESKA PROIZVODA

Teorema 1. Relativna greska proizvoda kona¢nog broja pribliznih brojeva
razlicitih od nule jednaka je zbiru relativnih gresaka tih brojeva.
Dokaz. Neka su x;, >0, i=1.n . Logaritmovanjem izraza

# # *

P*=x -x, X,

dobijamo In P*=Inx; +Inx, +---+Inx, pajenaosnovu (7.1)
A(ln P¥) =A(lnx, )+ A(lnx, )+ +A(lnx, ).

e e e : Au .
Koristeci ¢injenicu da je A(lnu) = | d Inu |:|— dobijamo
u

AP* Ay,  Ax, Ax,
= =4+

n

*

e - &
| P | | X X, X,
ili
(1) OP* =8x, +8x, +---+3x, . m
Znak || smo pisali jer formula (1) vazi 1 kada nije x, >0 za svako i = Ln.
Dakle, relativna greska proizvoda jednaka je zbiru relativnih greSaka fak-
tora.
Na potpuno isti na¢in dobijamo
(2) RP*= Ry, +Rx, +---+Rx, .

Primer 1. [zratunati proizvod pribliznih brojeva x;, =9.38 i x, =25.678 i
odrediti njegove sigurne cifre ako su sve cifre brojeva 11 1 r sigurne u uzem
smislu.

Resenje. Kako je Ax; =0.005 i Ax, =0.0005 . to je
0.005 N 0.0005
9.38 25.678
Kako je P*=x, -x, = 240.85964 . to je

=0.0005525.

RP*=Rx, +Rx, =

240.85964-0.0005525=0.13< 0.5 =%-10D = AP*,

pa uzimamo P* = 241. gde su sve cifre sigurne u uzem smislu. A
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9. GRESKA KOLICNIKA

Teorema 1. Relativna greska koli¢nika pribliznih brojeva jednaka je zbiru
relativnih gresaka deljenika i delioca.

Dokaz. Neka su x, 1 x, taéni a x; i x, odgovarajuéi priblizni brojevi.
Pretpostavimo da su pozitivni. Potrebno je oceniti apsolutnu gresku 1 granicu
apsolutne greske kolicnika. Logaritmovanjem izraza O* =x, /x, dobijamo

InQ*=Inx, —Inx,.
pa je na osnovu (7.3)
A(ln 0*) = A(Inx; )+ A(lnx;) .

e : au .
Koristeci ¢injenicu da je A(lnu) = | dInu |:ﬁ dobijamo
i

AQ* Ay, ) Ax,
[ BN INES

ili
(1) 30* = dx, +dx,,

Sto je 1 trebalo dokazati. m
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10. INVERZNI PROBLEM OCENE GRESKE

U praksi se vrlo Cesto pojavljuje 1 sledeci zadatak: Kolike moraju biti
granice apsolutnih gresSaka argumenata da granica apsolutne greske funkcije ne
bi bila veca od unapred zadatog broja. Ovaj zadatak, zadatak odredivanja
potrebne tacnosti argumenata radi obezbedivanja zadate tac¢nosti rezultata zove

se inverzni ili obratni problem ocene greske. Dakle, treba odrediti
Ax;. Ax,. .... Ax, dabibilo

(1) i‘ﬁx:-i-iu‘ix:ﬁ-“'-f-i‘z{‘f:‘_‘;e,
o dx, i ox,
gde je € (e > 0) unapred zadata tacnost rezultata. Za n =11z (1) se dobija
I -Ax| <e,
dx,
paje
Ax| < s
9
dx,

Za n > 1 zadatak je. ocigledno, neodreden: imamo samo jednu linearnu
nejednacinu a n nepoznatih:  Ax, . Ax,.... Ax,. Neodredenost eliminiSemo

postavljanjem dodatnih uslova. NajceSce se postupa na jedan od sledecih
nacina.

Ako pretpostavimo da je

¥
ox;

Jf

dx,

Ed

Ax, =

9

ox,

(2) Axy = .. =" Ax, .

onda imamo tzv.| princip jednakih doprinosal Iz (1), uzimajuc¢i u obzir (2).
dobijamo

(3) Ax

ci=Ln.

Ako su xy, x,...,x, veliCine iste prirode (recimo, duzine), merene istim
jedinicama, onda se moze pretpostaviti da je

(4) Ax, = Ax, =...= Ax,
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tada imamo tzv.|princip jednakih granica apsolutnih gresaka.|lz (1), uzimajuci
u obzir (4), dobijamo

(5) Av <— 5 i=Tn.
R af
Zzi a':rJ,.
Moguce je uzeti da je
(6) Ry =Rv,=..=Rx. (=M A“—:‘i?-zn. AL NEL
1 2
X | |xg | |x |

tada imamo tzv|princip jednakih granica relativnih gresaka)lz (1). uzimajuci u
obzir (6), dobijamo

d L e o |. . -
9, A x|+ gl Moy [+ 4+ fh x, | <e.
Y, X, - ox,,
odnosno
P N—
n *
— | x;
; i | x; |
paje
Ax
J < €
| x; iaf .
il
1na kraju
(7) pEPELL Ln
x. < j=Ln
4 n a .
3l
i=1 ax;‘
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