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Uvod

Matriqna reprezentacija grafova omogu�ava primene rezultata linearne algebre, a po-
sebno teorije matrica i polinoma, u teoriji grafova. Na tome se temeǉi spektralna teorija
grafova. Spektri i karakterizacija grafova na osnovu ǌihovih spektralnih osobina najqex-
�i su predmeti izuqavaǌa spektralne teorije grafova, a karakteristiqni polinomi grafova,
sopstvene vrednosti, sostveni vektori i sopstveni (pot)prostori tom prilikom igraju kru-
cijalnu ulogu.

Spektralna teorija zasnovana na matrici susedstva grafa do sada je najxire izuqavana.
Pored toga, znaqajni rezultati postoje i u spektrima Laplasove (P.S. Laplace), Zajdelove (J.J.
Seidel) i drugih matrica grafa. Veliki broj rezultata u spektralnoj teoriji grafova sumiran
je u monografijama [9], [15], [17] i [31].

Disertacija ima tri glave od kojih svaka predstavǉa zasebnu celinu. U svega nekoliko si-
tuacija se neki opxti pojam ili poznat rezultat koji je predstavǉen u jednoj glavi, koristi i
u nekoj koja dolazi posle ǌe. Budu�i da se u svim takvim situacijama radi o dobro poznatim
stvarima iz spektralne teorije grafova, uz podrazumevano poznavaǌe iste, tri glave se ne
moraju qitati u redosledu u kom su ovde izlo�ene.

Glave su podeǉene na poglavǉa, a neka od ǌih na potpoglavǉa. Svaka glava poqiǌe
poglavǉem u kom je formulisan problem kojim se unutar ǌe bavimo i u okviru koga su sumi-
rani najznaqajniji rezultati iz tog poǉa, te rezultati neophodni za pra�eǌe onoga xto sledi.
U svim ostalim poglavǉima nalaze se samo originalni rezultati. Ti rezultati nalaze se i
u radovima [4], [42], [43], [44], [45], [46] i [47].

U Glavi 1, bavimo se problemom rekonstrukcije karakteristiqnog polinoma (matrice
susedstva) grafa. Taj problem postavio je D.M. Cvetkovi� 1973. godine. Neposredno za-
tim pojavili su se i prvi rezultati. Do sada je jedinstvenost polinomijalne rekonstrukcije
dokazana za razne klase grafova, a u okviru ovog rada dajemo potvrdan odgovor u sluqaju:

(i) unicikliqkih grafova (Poglavǉe 1.2),

(ii) nepovezanih grafova qiji se dekovi sastoje od grafova koji imaju spektre ograniqene
odozdo sa –2 (Poglavǉe 1.3) i

(iii) grafova qiji se dekovi sastoje od σ–grafova (Poglavǉe 1.4).

U Glavi 2, bavimo se problemom odre�ivaǌa grafova qija je druga sopstvena vrednost
jednaka 1. Po prvi put, u ciǉu karakterizacije takvih grafova, koristimo tehniku zvezda
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6 Uvod

komplemenata – nedavno razvijen spektralni alat, kojim se odre�uju svi grafovi koji sadr�e
zadati graf (zvezda komplement) i zadovoǉavaju precizirane spektralne osobine. Odre�ujemo
zvezda komplemente za sopstvenu vrednost λ2 = 1 iz klasa

(i) stabala i kompletnih grafova (Poglavǉe 2.2) i

(ii) unicikliqkih grafova (Poglavǉe 2.3),

te odre�ujemo ǌihova proxireǌa do grafova qija je druga sopstvena vrednost jednaka 1.

U Glavi 3, bavimo se integralnim grafovima u smislu spektra nenegativne Laplasove
matrice. Problem odre�ivaǌa integralnih grafova (to jest, grafova qiji se spektar sastoji
iskǉuqivo od celih brojeva) u smislu spektra matrice susedstva, postavili su F. Harari
(F. Harary) i A.J. Xvenk (A.J. Schwenk) 1974. godine. Taj problem se kasnije proxirio na
Laplasovu matricu grafa i u oba poǉa postignuti su znaqajni rezultati. Ovde se, po prvi
put, bavimo istom problematikom u smislu takozvane nenegativne Laplasove matrice. Dajemo
rezultate u klasama grafova

(i) ograniqenih stepena ivica (Poglavǉe 3.2) i

(ii) ograniqenog broja temena (Poglavǉe 3.3).

Tako�e, iz dobijenih grafova izdvajamo neke sa interesantnim spektralnim osobinama.

Uz nekoliko izuzetnih situacija, u svemu xto sledi bavimo se iskǉuqivo prostim gra-
fovima (to jest, neorijentisanim grafovima koji nemaju vixestrukih ivica niti petǉi).
Za oznaqavaǌe grafova, ǌihovih polinoma, sopstvenih vrednosti i svih drugih pojmova ka-
rakteristiqnih za (spektralnu) teoriju grafova koristimo oznake koje su najzastupǉenije u
korix�enoj literaturi. S obzirom da se neka terminologija koja je ovde korix�ena uglavnom
javǉa u literaturi pisanoj na engleskom jeziku, u sluqaju nekih pojmova dat je i ǌihov naziv
na engleskom jeziku (i to na mestu ǌihovog prvog pojavǉivaǌa u tekstu). U zavisnosti od
sluqaja, koristimo terminologiju koja je ili ustaǉena u doma�oj literaturi ili je odgovara
onoj koja je zastupǉena u stranoj literaturi. Sva tvr�eǌa i formule su numerisani brojem
glave u kojoj se nalaze, te svojim rednim brojem unutar te glave. Na primer, Teorema 2.12
je dvanaesta teorema u Glavi 2. Pozivaǌa na tvr�eǌa i formule vrximo prema ǌihovoj
numeraciji izuzev u situacijama kada tvr�eǌe (ili formula) ima ime (pod kojim je inaqe
poznato), kada pozivaǌe vrximo prema imenu.

Autor se zahvaǉuje profesoru S.K. Simi�u na uvo�eǌu u problematiku spektralne teorije
grafova i pomo�i pri dobijaǌu odre�nih rezultata.



Glava 1

Rekonstrukcija karakteristiqnog
polinoma grafa

U ovoj glavi razmatramo problem rekonstrukcije karakteristiqnog polinoma grafa G na
osnovu zadatog polinomijalnog deka1, to jest kolekcije P(G) karakteristiqnih polinoma
prvih podgrafova2 grafa G. Dokazujemo jedinstvenost rekonstrukcije u sluqaju unicikli-
qkih grafova, nepovezanih grafova qiji prvi podgrafovi imaju spektre ograniqene odozdo sa
−2 i grafova qiji su svi prvi podgrafovi σ–grafovi.

1.1 Postavka problema i poznati rezultati

Neka je

PG(λ ) = det(λ I −A) = λ n +an−1(G)λ n−1 + · · ·+a1(G)λ +a0(G)

karakteristiqni polinom (matrice susedstva) prostog grafa (neorijentisanog grafa bez pet-
ǉi i vixestrukih ivica) G qija su temena v1,v2, . . . ,vn. Nule tog polinoma nazivamo sop-
stvenim vrednostima grafa G. Kolekciju svih sopstvenih vrednosti

Sp(G) = {λ1(G),λ2(G), ...,λn(G)},

nazivamo spektar grafa G. Nadaǉe �e G najqex�e biti izostavǉano iz prethodne notacije i
va�i�e dodatna pretpostavka: λ1 ≥ ·· · ≥ λn. Sopstvenu vrednost grafa za koju va�i da je taqno
i−1 sopstvenih vrednosti strogo ve�e od ǌe nazivamo i–ta sopstvena vrednost grafa, dok prvu
sopstvenu vrednost nazvamo i indeks grafa. Korisno je napomenuti da za svaki povezan graf
va�i λ1 > λ2. Mi �emo koristiti oznake: λ1 = λmax i λn = λmin.

1engl. polynomial deck.
2engl. the first subgraphs, vertex–deleted subgraphs.
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8 Rekonstrukcija karakteristiqnog polinoma grafa

Grafove Gi = G− vi (i = 1,2, . . . ,n) nazivamo prvi podgrafovi grafa G, dok je kolekcija prvih
podgrafova dek grafa G. Kolekciju karakteristiqnih polinoma prvih podgrafova

P(G) = {PG1 ,PG2 , . . . ,PGn},

nazivamo polinomijalni dek grafa G. Razmatramo slede�i problem.

Problem 1.1 Da li je taqno da je za n> 2 karakteristiqni polinom grafa G jedinstveno odre�en
kolekcijom P(G)? Drugim reqima, ukoliko va�i P(G) = P(H), da li to znaqi da i jednakost
PG(λ ) = PH(λ ) va�i za svako λ ∈ R?

Ovaj problem je poznat kao problem rekonstrukcije karakteristiqnog polinoma grafa i ǌega
je postavio D.M. Cvetkovi� 1973. godine.

Takozvanu Teoremu o preplitaǌu3 nadaǉe intenzivno koristimo (ne samo u ovoj glavi), te
je ovde navodimo u, za nas, najprikladnijoj formi.

Teorema 1.1 Neka je G proizvoǉan graf qije su sopstvene vrednosti λ1 ≥ ·· · ≥ λn i neka je G′

(bilo koji) prvi podgraf grafa G qije su sopstvene vrednosti µ1 ≥ ·· · ≥ µn−1. Tada va�i λi ≥ µi ≥
λi+1, i = 1, ...,n−1.

Budu�i da va�i

P′
G(λ ) =

n

∑
i=1

PGi(λ )

(videti [9], Teorema 2.14), karakteristiqni polinom mo�emo odrediti do na ǌegov konstan-
tan qlan. Ukoliko nam je poznata bilo koja sopstvena vrednost grafa G, konstantan qlan
je jedinstveno odre�en (videti [10]). Na primer, ukoliko bilo koji polinom iz polinomi-
jalnog deka ima barem jednu vixestruku nulu jer tada, na osnovu Teoreme o preplitaǌu,
i karakteristiqni polinom ima istu nulu. Jox opxtije, ukoliko nam je poznata vrednost
karakteristiqnog polinoma u bilo kojoj taqki, rekonstrukcija je jedinstvena.

Za sada nije poznat primer nejedinstvene rekonstrukcije karakteristiqnog polinoma (za
n > 2). S druge strane, jedinstvenost polinomijalne rekonstrukcije je dokazana u sluqaju
raznih klasa grafova kao xto su regularni grafovi [10], stabla [13] (videti i [8]), povezani
grafovi qiji svi prvi podgrafovi imaju spektre ograniqene odozdo sa −2 [39], mali grafovi
do reda deset [13] i tako daǉe. Tako�e, postoji dosta rezultata u rekonstrukciji polinoma
bipartitnih grafova [10], nepovezanih grafova [13], [37], grafova koji sadr�e temena stepena
1 [38] i drugih. Pomenimo i da se karakteristiqni polinom bilo kog grafa G (reda strogo
ve�eg od 2) mo�e jedinstveno rekonstruisati ukoliko je zadat ǌegov polinomijalni dek P(G)
i polinomijalni dek ǌegovog komplementa P(G) (videti [25]).

Slede�e invarijante grafa se mogu rekonstruisati na osnovu zadatog polinomijalnog deka
(za detaǉe videti [7]):

(1) n, m – broj temena i ivica, redom;

(2) deg(v1),deg(v2), . . . ,deg(vn) – stepeni temena;

(3) l – du�ina najkra�eg neparnog ciklusa i Nl – broj takvih ciklusa;

(4) Nk
i – broj zatvorenih xetǌi du�ine k koje poqiǌu i zavrxavaju se u temenu vi;

(5) broj trouglova, qetvorouglova i petouglova;

3engl. the Interlacing Theorem.
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(6) M0,M1, . . . ,Mn−1 – spektralni momenti.

Slede�e osobine grafa su rekonstruktibilne:

(a) regularnost (time i jaka regularnost);

(b) bipartitnost.

U sluqaju nekih klasa grafova, da bi se dobio pozitivan odgovor na Problem 1.1, do-
voǉno je da bude poznata neka od gore pomenutih invarijanata i/ili osobina grafa. Sada
navodimo nekoliko opxtih rezultata koji se odnose na situacije u kojima je rekonstrukcija
karakteristiqnog polinoma jedinstvena.

Najpre �emo pa�ǌu fokusirati na nepovezane grafove. Napomiǌemo da se osobina pove-
zanosti grafa u opxtem sluqaju ne mo�e izvesti na osnovu zadatog spektra niti (za sada)
polinomijalnog deka. U narednoj teoremi su sabrane poznate qiǌenice.

Teorema 1.2 Neka je G nepovezan graf qije su komponente G1,G2, . . . ,Gk. Tada je karakteristiqni
polinom grafa G jedinstveno odre�en ukoliko va�i k > 2, ili ako va�i k = 2 i n(G1) ̸= n(G2).
U suprotnom, ako va�i k = 2 i n(G1) = n(G2), tada je karakteristiqni polinom jedinstveno
odre�en u svakoj od slede�ih situacija:

(i) m(G1)−m(G2)≥ minvi∈V (G1){deg(vi)} (videti [13] i [38]);

(ii) m(G1)> m(G2) i graf G1 sadr�i teme stepena 1 (videti [38]);

(iii) m(G1)> m(G2) i graf G2 je stablo (videti [38]).

gde je m(Gi) broj ivica grafa Gi, i = 1,2.

Slede�i rezultat je preuzet iz [13] (implicitno se pojavǉuje u dokazu Teoreme 9); tako�e,
eksplicitno je dat u [38] (Teorema 4.12).

Teorema 1.3 Neka je G nepovezan graf koji ima dve komponente, G1 i G2, i neka svaka od ǌih ima
k temena. Neka su, daǉe, λ1 > λ2 > · · · > λk sopstvene vrednosti grafa G1, a µ ′

1 > µ ′
2 > · · · > µ ′

k−1
sopstvene vrednosti grafa G′

2 = G2−u, gde je u proizvoǉno teme grafa G2. Tada je polinomijalna
rekonstrukcija jedinstvena kad god ne va�i slede�i niz nejednakosti:

λ1 > µ ′
1 > λ2 > µ ′

2 > · · ·> µ ′
k−1 > λk.

Podse�amo da standardna Teorema o preplitaǌu dozvoǉava da u gorǌem nizu va�e i jed-
nakosti. U ovom sluqaju, ka�emo da se sopstvene vrednosti grafa G′

2 strogo prepli�u sa
sopstvenim vrednostima grafa G1.

Unicikliqki grafovi. Povezan graf kod kog je broj temena za k−1 ve�i od broja ivica
nazivamo k–cikliqki graf. Specijalno, za graf ka�emo da je unicikliqki (odnosno, bicikliqki)
ukoliko va�i k = 1 (odnosno, k = 2). Sada navodimo neke pojmove i teoreme koji �e biti
korix�eni u Poglavǉu 1.2. Na prvom mestu odnose se na odre�ivaǌe konstantnog qlana
karakteristiqnog polinoma stabala i unicikliqkih grafova.

Najpre navodimo Saksovu (H. Sachs) formulu (videti [9] str. 32, gde je formula data u
opxtijem obliku od onog koji je nama potreban). Da bi smo je formulisali potrebni su nam
neki pojmovi. Elementarna figura je ili graf K2 ili ciklus Cl (l ≥ 1) (podsetimo da kod
prostih grafova va�i l ≥ 3); osnovna figura je graf qije su komponente elementarne figure.
Oznaqimo sa F razapiǌu�i podgraf grafa H koji je osnovna figura; neka je F skup svih
osnovnih figura grafa H. Tada va�i jednakost

a0(H) = ∑
F∈F

(−1)p(F)2q(F),
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gde je p(F) broj komponenti grafa F, dok je q(F) broj ciklusa u grafu F.

Korix�eǌem gorǌe formule jednostavno odre�ujemo konstantan qlan karakteristiqnog
polinoma stabla ([9], str. 37) i unicikliqkog grafa ([12] i [45]). Podse�amo da perfektno
sparivaǌe4 unutar grafa reda 2n qini n ivica od kojih nikoje dve nisu susedne. Ukoliko
postoji, perfektno sparivaǌe ne mora biti jedinstveno.

Teorema 1.4 Ako je T stablo koje ima n temena onda va�i

a0(T ) =
{

(−1)
1
2 n, ako T ima perfektno sparivaǌe,

0, ako T nema perfektno sparivaǌe.

Teorema 1.5 Neka je G unicikliqki graf koji ima n temena i neka je C ciklus grafa G qija je
du�ina g. Tada va�i:

(i) ako su n i g neparni, onda va�i

a0(G) =

{
2(−1)

1
2 (n−g)+1, ako G−C ima perfektno sparivaǌe,

0, inaqe;

(ii) ako je n neparno, a g parno, onda va�i a0 = 0;

(iii) ako je n parno, a g neparno, onda va�i

a0(G) =

{
(−1)

1
2 n, ako G ima perfektno sparivaǌe,

0, inaqe;

(iv) ako su n i g parni, onda va�i

a0(G) =


2(−1)

1
2 n(1− (−1)

1
2 g), ako G−C ima perfektno sparivaǌe, a u suprotnom,{

(−1)
1
2 n, ako G ima perfektno sparivaǌe,

0, inaqe.

Grafovi qiji su spektri ograniqeni odozdo sa −2. Sledi pregled poznatih rezultata
koje �emo koristiti (uglavnom) u Poglavǉu 1.3.

Linijski graf5 L(G) grafa G je graf qija su temena u 1–1 korespondenciji sa ivicam grafa
G i kod koga su dva temena susedna ako i samo ako su ǌima odgovaraju�e ivice susedne u
grafu G.

Koktelski graf6 C(k) je graf koji se dobija od kompletnog grafa reda 2k uklaǌaǌem k ivica
od kojih nikoje dve nisu susedne.

Generalisani linijski graf L(G;a1, ...,an) konstruixemo na osnovu grafa G (koji ima n temena
v1, ...,vn) i n–torke (a1, ...,an) nenegativnih celih brojeva formiraǌem grafa L(G) i n grafova
C(ai), i = 1, ...,n, te dodavaǌem ivica od kojih svaka spaja teme iz L(G) sa temenom iz C(ai)
ukoliko teme iz L(G) odgovara ivici iz G qije je krajǌe teme vi. Alternativno, generalisani
linijski graf mo�e biti definisan i kao linijski graf posebne vrste multigrafova (koje
�emo ovde oznaqiti sa Ga) koji se dobijaju dodavaǌem dvostrukih vise�ih ivica ai na teme
vi ∈V (H) , i = 1, ...,n. Dvostruka vise�a ivica ai se naziva i latica7 (za vixe detaǉa, pogledati
[17], str. 6). Mo�emo pisati L(Ga) = L(G;a), gde je a = (a1, ...,an).

4engl. perfect matching.
5engl. line graph.
6engl. coctail party.
7engl. petal.
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Ukoliko je H (generalisani) linijski graf grafa G, tada je G korenski graf grafa H.
Primetimo, tako�e, da su dva temena generalisanog linijskog grafa susedna ako i samo ako
ǌima odgovaraju�e ivice koje pripadaju korenskom grafu imaju taqno jedno zajedniqko teme.
Dakle, linijski grafovi predstavǉaju specijalan sluqaj generalisanih linijskih grafova (u
sluqaju kojih korenski graf ne mora biti multigraf).

Za povezan graf ka�emo da je izuzeti graf8 ukoliko on nije (generalisani) linijski graf
i ukoliko ǌegova najmaǌa sopstvena vrednost nije maǌa od −2. Skup izuzetih grafova je
konaqan (za vixe detaǉa videti [17] ili [6]). Slede�a teorema mo�e se prona�i u [17].

Teorema 1.6 Neka je G proizvoǉan povezan graf reda n. Tada va�i λmin(G) ≥ −2 ako i samo ako
graf G pripada jednoj od slede�ih klasa grafova:

(i) G – generalisani linijski grafovi,

(ii) E – izuzeti grafovi.

Izuzeti grafovi se mogu razlikovati na slede�i naqin (konsultovati [17]).

Lema 1.1 Svaki izuzeti graf G pripada jednoj od slede�ih klasa:

(i) En – izuzeti grafovi reda n za koje va�i λmin(G)>−2 (n = 6,7,8),

(ii) Em,k gde je k ≥ 1 – izuzeti grafovi reda n = m+ k za koje va�i λm > −2 i λm+1 = λm+2 = · · · =
λm+k =−2 (grafovi iz klase Em,k se dobijaju dodavaǌem k temena na grafove iz klase Em).

Napomena 1.1 Klasa E6 ima 20 grafova, klasa E7 110, a klasa E8 443 (ukupno 573 grafa pripada
ovim trima klasama – oni se mogu na�i u [17], str. 198−212). Xtavixe, svaki graf iz klase
E8 (odnosno, E7) sadr�i kao indukovani podgraf neki graf iz klase E7 (odnosno, E6). Poznato
je i da svaki izuzeti graf ima najvixe 36 temena i da svaki takav graf reda n ≥ 10 ima −2
kao sopstvenu vrednost multipliciteta najmaǌe 2.

Naredna klasifikacija �e igrati krucijalnu ulogu u onome xto sledi u Poglavǉu 1.3.

Lema 1.2 Neka je G povezan graf koji ima n temena v1,v2, ...,vn i neka nejednakost λmin(G−vi)>−2
va�i za svako i = 1,2, ...,n. Tada G pripada nekoj od slede�ih klasa grafova:

(i) A1 = {L(T ) | T je stablo};

(ii) A2 = {L(T ;1,0, . . . ,0) | T je stablo};

(iii) A3 = {L(U) | U je unicikliqki graf sa neparnim ciklusom};

(iv) A4 =
∪8

n=6 En;

(v) B1 = {L(P;1,0, . . . ,0,1) | P je put qija su krajǌa temena oznaqena sa 1};

(vi) B2 = {Cn | ciklus sa parnim n};

(vii) B3 = {L(U ;1,0, . . . ,0) | U je unicikliqki graf koji se sastoji od neparnog ciklusa i vise�eg
puta (qija du�ina mo�e biti i nula) qije je krajǌe teme oznaqeno sa 1};

(viii) B4 = {L(B) | B je bicikliqki graf koji se sastoji od dva neparna ciklusa i puta (qija du�ina
mo�e biti i nula) izme�u ǌih};

(ix) B5 =
∪8

m=6 Em,1.

8engl. exceptional graph.
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Klase A1 −A3 i B1 −B4 se pojavǉuju u [39] (videti dokaz teoreme koja je apostrofirana
kao glavni rezultat). Klase A4 i B5 odgovaraju onima iz Leme 1.1.

Slede�a lema se mo�e na�i u [15], Lema 7.5.2 (videti, tako�e, i [39]).

Lema 1.3 Ako je G povezan graf reda n, onda:

(i) PG(−2) = (−1)n(n+1), ako je G = L(T ), gde je T stablo;

(ii) PG(−2) = (−1)n4, ako je G = L(T ;1,0, . . . ,0), gde je T stablo, ili ako je G = L(U), gde je U
nebipartitan unicikliqki graf;

(iii) PG(−2) = (−1)n(9−n), ako G pripada klasi En, gde je n = 6,7,8.

σ–grafovi. Sledi pregled poznatih rezultata koji �e biti korix�eni (uglavnom) u
Poglavǉu 1.4. Kograf9 se uobiqajeno definixe kao graf koji ne sadr�i put P4 kao indukovani
podgraf. Postoje i druge definicije, na primer, kograf se mo�e definisati i na slede�i
naqin:

(i) K1 je kograf;

(ii) ako su G i H kografovi onda je ǌihova unija kograf;

(iii) ako su G i H kografovi onda je ǌihov ∇–proizvod kograf.

Podse�amo da je unija grafova G i H (u oznaci G∪H) graf qije su komponente komponente
grafova G i H, dok je ∇–proizvod10 grafova G i H (u oznaci G∇H) graf koji se dobija spajaǌem
svakog temena grafa G sa svakim temenom grafa H.

Ukoliko je u proizvoǉno teme grafa G, tada su Γ(u) i Γ[u] redom otvoreno i zatvoreno
susedstvo temena u. Dakle, va�i Γ(u) = {v | v ∼ u}, odnosno Γ[u] = Γ(u)∪{u}. Za dva temena
ka�emo da su duplicirana11 (odnosno, koduplicirana12) ukoliko imaju isto otvoreno (odnosno,
zatvoreno) susedstvo. Dakle, temena u i v su duplicirana (to jest, koduplicirana) ukoliko
va�i Γ(u) = Γ(v) (to jest, Γ[u] = Γ[v]).

U skladu sa definicijom, kografovi mogu biti reprezentovani kostablom13 (videti, na
primer, [34]). Sada �emo definisati dva tipa kostabala (TG i T̂G) koja reprezentuju kograf
G.

Prvo kostablo TG je korensko stablo (sa korenom r) u kom je svako unutraxǌe teme w ili
tipa ⊕ (koji odgovara uniji) ili tipa ⊗ (koji odgovara ∇–proizvodu). Krajǌa temena (ili
listovi) nisu nijednog tipa i svako od ǌih predstavǉa sebe u kografu G. Bilo koje unutrax-
ǌe teme, recimo w, predstavǉa podgraf (koji oznaqavamo sa Gw) kografa G indukovan krajǌim
sledbenicima temena w. Sva krajǌa temena su na jednakom rastojaǌu od korena. Tako�e, sva
unutraxǌa temena koja su na jednakom rastojaǌu od korena su istog tipa. Xtavixe, di-
rektni sledbenici bilo kog unutraxǌeg temena w su razliqitog tipa od w (ili nemaju tip,
ukoliko su krajǌa temena). Direktni sledbenici temena w (u oznaci w1,w2, . . . ,wq) predstavl-
jaju indukovane podgrafove Gw1 ,Gw2 , . . . ,Gwq . Ako je w tipa ⊕ onda va�i Gw = Gw1 ∪Gw2 ∪·· ·∪Gwq ,
odnosno ako je w tipa ⊗ onda va�i Gw = Gw1 ∇Gw2 ∇ . . .∇Gwq . Posebno, va�i G = Gr. Teme do kra-
jǌeg temena14 (koje �emo oznaqavati sa NTT–teme) je teme kostabla TG qiji su svi direktni
sledbenici krajǌa temena.

9engl. cograph.
10engl. ∇–product, join.
11engl. duplicate.
12engl. coduplicate.
13engl. cotree.
14engl. next–to–terminal vertex.



Postavka problema i poznati rezultati 13

Drugo kostablo T̂G �emo zvati minimalno kostablo. Ovo kostablo se dobija od prethodnog
uklaǌaǌem svakog unutraxǌeg temena koje ima taqno jednog direktnog sledbenika. U tom
sluqaju, direktan prethodnik (ukoliko postoji) i direktan sledbenik ukloǌenog temena bi-
vaju identifikovani. Na ovaj naqin dobijamo kostablo qija krajǌa temena ne moraju biti
na jednakom rastojaǌu od korena, ali je i daǉe direktan sledbenik bilo kog unutraxǌeg
temena razliqitog tipa od svog prethodnika (ili nema tip ukoliko se radi o krajǌem temenu).
Primetimo da svaki kograf ima jedinstveno minimalno kostablo koje ga reprezentuje.

Jasno, oba prethodno opisana kostabla reprezentuju isti graf G. Da bismo ilustrovali
celu priqu, dajemo jedan jednostavan primer. Na Slici 1 prikazan je kograf G i ǌegove dve
reprezentacije (TG i T̂G).

v8

v7

v1 v2

v3

v4

v6 v5

G

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊕ ⊕ ⊕

⊗

TG

v1 v2

v3

v4

v5 v6

v7

v8

⊕

⊗ ⊗

⊕ ⊕

⊗

T̂G (minimalno)

Slika 1. Kograf G i dva kostabla koja ga reprezentuju (TG i T̂G).

Napomena 1.2 Primetimo da, na osnovu minimalnog kostabla T̂G, jednstavno mo�emo odrediti
kolekcije dupliciranih i kodupliciranih temena grafa G. Naime, svaka kolekcija me�usobno
dupliciranih (odnosno, kodupliciranih) temena ima (u minimalnom kostablu) zajedniqkog
direktnog prethodnika koji je NTT–teme tipa ⊕ (odnosno, ⊗). Tako�e, interesantno je i da su
duplicirana (koduplicirana) temena grafa G koduplicirana (duplicirana) temena ǌegovog
komplementa G. Xtavixe, reprezentuju�e kostablo komplementa G dobija se od reprezen-
tuju�eg kostabla grafa G kada temena tipa ⊕ i ⊗ zamene mesta.

Postojaǌe bilo kog para dupliciranih (odnosno, kodupliciranih) temena u i v ukazuje na
postojaǌe sopstvenog vektora grafa G koji odgovara sopstvenoj vrednosti 0 (odnosno, −1) qije
su sve komponente jednake nuli izuzev onih koje odgovaraju temenima u i v koje su jednake 1 i −1
ili obratno. Stoga, bilo koja kolekcija od k dupliciranih (to jest, kodupliciranih) temena
ukazuje na postojaǌe k−1 linearno nezavisnih vektora koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti
0 (to jest, −1).
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Graf qija je druga sopstvena vrednost maǌa ili jednaka od
√

5−1
2 nazivamo σ–graf. Pret-

hodno pomenuta granica je poznata kao zlatni presek. Struktura σ–grafova izuqavana je u
[19], [18] i [40], dok je u [19] uvedena notacija σ =

√
5−1
2 . Radi pogodnosti, graf G za koji

va�i λ2(G) < σ , odnosno λ2(G) = σ zva�emo σ−–graf, odnosno σ0–graf. Poznato je da nijedan
σ−–graf ne sadr�i P4 kao indukovani podgraf, to jest svaki σ−–graf je kograf.

1.2 Unicikliqki grafovi

Neka je G unicikliqki graf qiji polinomijalni dek razmatramo. Sa G′ �emo oznaqiti graf
(ako uopxte postoji) koji zajedno sa G qini kontraprimer za Problem 1.1, dok �emo (G,G′)
zvati kontraprimerski par. Najvixe jedan od ova dva grafa mo�e biti nepovezan (videti [13],
Napomena 1), a budu�i da je graf G povezan (u skaldu sa definicijom unicikliqkog grafa –
videti Poglavǉe 1.1), onda je to (eventualno) G′. Tako�e, koristimo slede�u korespondenciju
izme�u temena grafova G i G′: za temena v ∈V (G) i v′ ∈V (G′) ka�emo da su partneri ukoliko
va�i PG−v(λ ) = PG′−v′(λ ). Primetimo da su partneri temena istog stepena.

Najpre pokazujemo da graf G′ ne mo�e biti nepovezan. U tu svrhu, dokazujemo slede�i
(opxti) rezultat.

Lema 1.4 Neka je H = H1 ∪H2, gde va�i λmax(H1)≥ λmax(H2). Ako H1 sadr�i teme stepena 1, onda
je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena.

Dokaz. Pretpostvimo suprotno i neka je (H,H ′) kontraprimerski par. Ako va�i n(H1) ̸= n(H2),
na osnovu Teoreme 1.2, polinomijalna rekonstrukcija je jedinstvena, pa zato pretpostavimo
da va�i n(H1) = n(H2). Neka je u ∈ V (H1) teme stepena 1, i neka je v ǌegov jedini sused. Tada
je, na osnovu Teoreme 1.3, indeks grafa H −u jednak indeksu grafa H2. Dakle, va�i

λmax(H2) = λmax(H −u) = λmax(H ′−u′)

> λmax(H ′−u′−w′) = λmax(H ′−w′) = λmax(H −w)≥ λmax(H2),

gde je w′ teme susedno temenu u′. Otuda sledi λmax(H2)> λmax(H2), xto je nemogu�e. �

Sada smo u poziciji da doka�emo slede�u teoremu.

Teorema 1.7 Graf G′ ne mo�e biti nepovezan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da je G′ nepovezan graf. Tada, prema Teoremi 1.2,
graf G′ ima dve komponente istog reda. U tom sluqaju, ili je jedna bicikliqki graf, a druga
stablo ili su obe unicikliqki grafovi. Prva mogu�nost ne mo�e da va�i (Teorema 1.2(iii)).
Xto se tiqe druge mogu�nosti, razmotrimo komponentu grafa G′ qiji indeks nije maǌi od
indeksa druge komponente. Ukoliko ona sadr�i teme stepena 1, dokaz sledi na osnovu Leme
1.4. U suprotnom, ta komponenta je ciklus i tada tvr�eǌe sledi iz qiǌenice da svaki cuklus
ima (barem jednu) sopstvenu vrednost multipliciteta najmaǌe 2. �

U onome xto sledi, pretpostvǉamo da su G i G′ unicikliqki grafovi reda n. Neka su C
i C′ (jedinstveni) ciklusi koji pripadaju redom grafovima G i G′ i neka su ǌihove du�ine
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redom g i g′. Za bilo koji od ovih grafova, ka�emo da je neparan, (odnosno, paran) ukoliko je
n neparno (odnosno, parno).

Pretpostavimo najpre da je n neparno.

Teorema 1.8 Ako je G neparan unicikliqki graf, onda je polinomijalna rekonstrukcija jedin-
stvena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, i neka je G′ ranije opisani graf (unicikliqki, koji ima
isti polinomijalni dek kao i G).

Neka je g neparno. Tada va�i g′ = g (videti (3) iz Poglavǉa 1.1). Na osnovu Teoreme 1.5(i),
postoje samo dve mogu�nosti za vrednosti konstantnih qlanova karakteristiqnih polinoma
grafova G i G′. Pretpostavimo da su ti konstantni qlanovi razliqiti i recimo da va�i
a0(G) = 0. Ali tada (opet na osnovu Teoreme 1.5(i)), graf G−C (koji se dobija uklaǌaǌem
svih temena ciklusa C iz grafa G) nema perfektno sparivaǌe. Poslediqno, postoji teme
u ∈ V (C) takvo da ni graf G− u nema perfektno sparivaǌe. Budu�i da je graf G− u xuma
(nepovezan graf qije su komponente stabla), on ili sadr�i komponentu koja je parno stablo
bez perfektnog sparivaǌa ili sadr�i dve komponente koje su neparna stabla. U obe situacije,
prisustvo tih komponenata uslovǉava da je 0 sopstvena vrednost grafa G−u multipliciteta
najmaǌe 2, odakle sledi dokaz.

Neka je g parno. Tada je i g′ parno (bipartitnost je rekonstruktibilna, videti (b) iz
Poglavǉa 1.1). Ali tada, na osnovu Teoreme 1.5(ii), zakǉuqujemo da va�i jednakost a0(G) =
a0(G′) = 0.

Ovim je dokaz kompletiran. �

Neka je sada n (≥ 4) parno. U ovom sluqaju je problem znatno komplikovaniji, te ga re-
xavamo u vixe koraka. Za poqetak nam je neophodan jedan dodatni aparat. Naime, u lemi koja
sledi koristimo Hajlbronerovu (E. Heilbronner) formulu (videti [9], str. 59), koja predstavǉa
specijalan sluqaj Xvenkove formule (videti [35] ili [9] str. 78), a koju tako�e kasnije ko-
ristimo (na primer u Lemi 1.8), te ih zato ovde obe navodimo:

Neka je H proizvoǉan graf i neka je C (v) skup svih ciklusa grafa H koji sadr�e teme
v ∈V (H). Tada va�i (Xvenkova formula):

PH(λ ) = λPH−v(λ )− ∑
w∼v

PH−v−w(λ )−2 ∑
C∈C (v)

PH−C(λ ),

gde w ∼ v znaqi da je teme w susedno temenu v.

Hajlbronerovu formulu dobijamo iz prethodne u sluqaju kada je razmatrano teme v stepena
1. Ona glasi:

PH(λ ) = λPH−v(λ )−PH−v−w(λ ),

gde je w (u ovom sluqaju jedini) sused temena v.

Ubudu�e �e nam biti potrebna naredna lema o grafovima koji sadr�e temena stepena 1
(xto je, inaqe, zajedniqka osobina svih unicikliqkih grafova razliqitih od ciklusa).

Lema 1.5 Neka je (H, H ′) par grafova koji imaju isti polinomijalni dek, a razliqite karakte-
ristiqne polinome. Pretpostavimo da H sadr�i teme stepena 1, recimo u, i neka je v ǌegov
jedini sused. Tada, P(H) sadr�i dva polinoma (jedan od ǌih je PH−v) koji se razlikuju samo u
linearnom qlanu.
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Dokaz. Neka je u′ ∈ V (H ′) partner temena u i neka je w′ teme susedno temenu u′. Koriste�i
Hajlbronerovu formulu, dobijamo jednakosti

PH(λ ) =λPH−u(λ )−PH−u−v(λ ),
PH ′(λ ) =λPH ′−u′(λ )−PH ′−u′−w′(λ ).

Poxto se polinomi PH i PH ′ razlikuju samo u konstantnom qlanu zakǉuqujemo da se i polinomi
PH ′−u′−w′ i PH−u−v, tako�e, razlikuju samo u konstantnom qlanu (za svako λ va�i jednakost
PH−u(λ ) = PH ′−u′(λ )). Sada jednostavno sledi da su PH−v(λ ) = λPH−u−v(λ ) i PH−w(λ ) = PH ′−w′(λ ) =
λPH ′−u′−w′(λ ) dva tra�ena polinoma. �

Napomena 1.3 Iz prethodne leme zakǉuqujemo da va�i slede�a jednakost a0(H) = −a1(H − v),
gde je v bilo koje teme grafa H koje je susedno nekom temenu stepena 1. (Ovaj rezultat postoji
i u [37].)

Sada �emo eliminisati situaciju u kojoj se sva temena grafa G nalaze na rastojaǌu na-
jvixe jedan od ciklusa C.

Teorema 1.9 Ako je G paran unicikliqki graf u kom je svaka ivica incidentna sa nekim temenom
ciklusa C, onda je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena.

Dokaz. Jasno, ukoliko je G ciklus, polinomijalna rekonstrukcija je jedinstvena, jer je tada
G regularan graf. U suprotnom, G sadr�i ciklus C i odre�eni broj vise�ih ivica qije
jedno teme pripada ciklusu, dok je drugo stepena 1. Ukoliko je vixe od jedne vise�e ivice
incidentno sa istim temenom ciklusa, recimo v, onda je 0 sopstvena vrednost grafa G− v
multipliciteta najmaǌe 2, te dokaz sledi.

Pretpostaviomo sada da je u teme stepena 1 i neka je v ǌegov jedini sused. Tada va�i
deg(v) = 3. Neka je u′ ∈V (G′) partner temena u i neka je w′ ǌegov sused. U skladu sa Napomenom
1.3, poxto su u i u′ temena stepena 1, va�i a0(G) =−a1(G−v) i a0(G′) =−a1(G′−w′). Primetimo
da, tako�e, va�i i a0(G′) =−a1(G−w). Ako je w (partner temena w′) sused nekog temena stepena
1, onda va�i a0(G) =−a1(G−w), te dokaz sledi. Znaqi, va�i deg(w) = 2 (jasno, deg(w) ̸= 1), xto
�e re�i da va�i i deg(v) ̸= deg(w). S druge strane, prema Lemi 1.5, polinomi PG−v i PG−w
se razlikuju samo u linearnim qlanovima. Za n ≥ 6, iz prethodnog sledi deg(v) = deg(w), xto
je kontradikcija. Jasno, za n = 4, polinomijalna rekonstrukcija je jedinstvena (prethodna
argumentacija ne va�i u sluqaju n = 4).

Ovim je dokaz zavrxen. �

Naredne leme �e biti korix�ene u onome xto sledi.

Lema 1.6 Neka je G paran unicikliqki graf i neka va�i u,v ∈V (G). Va�e slede�a tvr�eǌa:

(i) ako va�i a0(G) ̸= 0, onda graf G ima perfektno sparivaǌe;

(ii) ako va�i a0(G−u− v) ̸= 0, onda graf G−u− v ima perfektno sparivaǌe;

(iii) ako va�i a0(G−u− v) ̸= 0, onda va�i sgn(a0(G−u− v)) = (−1)
1
2 (n−2), gde je n red grafa G.

Dokaz. Sva tvr�eǌa slede direktno iz Teoreme 1.5, sluqajevi (iii) i (iv). �

Lema 1.7 Dat je graf H i neka je M perfektno sparivaǌe u grafu H − v (prvi podgraf grafa H).
Tada H −w ima najmaǌe jedno perfektno sparivaǌe kad god postoji alterniraju�i put (u odnosu
na perfektno sparivaǌe M) parne du�ine koji poqiǌe u temenu v, a zavrxava u temenu w.
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Dokaz. Neka je P put koji poqiǌe u temenu v, a zavrxava u temenu w. Neka je E1 (odnosno,
E2) skup ivica puta P koje pripadaju (odnosno, ne pripadaju) sparivaǌu M. Jednostavno
zakǉuqujemo da je M−E1+E2 jedno perfektno sparivaǌe u grafu H−w, qime je dokaz zavrxen.
�

Nadaǉe koristimo slede�u notaciju:

ρ(u) = ∑
v∈V (H)\{u}

a0(H −u− v),

gde je u proizvoǉno teme grafa H.

Lema 1.8 Neka je G paran unicikliqki graf reda n ≥ 10 takav da va�i a0(G) ̸= 0. Ako je u teme
grafa G stepena 2, koje nije susedno nijednom temenu stepena 1, onda va�i nejednakost |ρ(u)|>
|a0(G)|.

Dokaz. Prema Lemi 1.6(iii), va�i |ρ(u)|= ∑v∈V (G)\{u} |a0(G−u− v)|. S druge strane jednakosti

a0(G) =

{
−a0(G−u− v1)−a0(G−u− v2)−2a0(G−C), ako u ∈V (C);
−a0(G−u− v1)−a0(G−u− v2), ako u ∈V (G−C),

slede na osnovu Xvenkove formule. Stoga, iz |a0(G)| ̸= 0 (jedine mogu�nosti su 1 i 4), za-
kǉuqujemo da je najmaǌe jedan od qlanova a0(G−u− v1) i a0(G−u− v2) razliqit od nule.

Nadaǉe �emo razlikovati dva sluqaja u zavisnosti od polo�aja temena u u odnosu na
ciklus C.

Sluqaj 1: u ∈ V (C). Mo�emo pretpostaviti da va�i, recimo, a0(G− u− v1) ̸= 0; dodatno, nejed-
nakost a0(G− u− v2) ̸= 0 va�i samo ako va�i |a0(G)| = 4. Xtavixe, budu�i da je G− u stablo,
zakǉuqujemo da je G−u− v xuma za bilo koje v i stoga va�i |a0(G−u− v)|= 1 kad god je ispu-
ǌeno |a0(G−u− v)| ̸= 0. Poslediqno, da bi smo dokazali da va�i |ρ(u)|> |a0(G)|, dovoǉno je da
u grafu G−u prona�emo jedno ili tri temena v (̸= v1,v2) za koja va�i a0(G−u− v) ̸= 0 u zavis-
nosti od toga da li je |a0(G)| jednako 1 ili 4. Ekvivalentno, treba da prona�emo tri kopije
temena v za koje graf G−u− v ima perfektno sparivaǌe. Ovo mo�emo uraditi razmatraǌem
grafa G− u i primenom Leme 1.6. Najpre, pronala�eǌe jednog takvog temena je jednostavan
zadatak. Daǉe, ukoliko su nam potrebne tri kopije temena v, uoqimo da graf G−C ima per-
fektno sparivaǌe i da, tako�e, va�i g ≡ 2(mod 4) (videti Teoremu 1.5(iv)). Tada svaka druga
ivica puta P = C− u− v1 pripada perfektnom sparivaǌu (grafa G− u− v1). Ako va�i g ≥ 10,
jednostavno nalazimo tri tra�ena temena unutar puta P. Naposletku, ako va�i g = 6, samo
jedno teme v mo�emo prona�i unutar puta P, ali, poxto va�i n ≥ 10 (kao xto smo na poqetku
pretpostavili), jednostavno mo�emo prona�i jox dva takva temena van puta P.

Sluqaj 2: u ∈ V (G−C). U ovom sluqaju, va�i G−u = G1 ∪G2, gde je, recimo, G1 stablo. Pret-
postavimo da teme v1 pripada grafu G1, dok teme v2 pripada grafu G2. Ako je G1 neparnog reda,
onda va�i jednakost a0(G) =−a0(G−u− v1) i, tako�e, graf G−u− v1 ima perfektno sparivaǌe
(videti Lemu 1.6(ii)). Sliqno, ako je G1 parnog reda, onda va�i jednakost a0(G) =−a0(G−u−v2)
i, tako�e, graf G−u−v2 ima perfektno sparivaǌe (videti Lemu 1.6(ii)). Imaju�i u vidu jed-
nakost |ρ(u)|= ∑v∈V (G)\{u} |a0(G−u−v)|, u obe situacije potrebno je da prona�emo teme v (̸= v1,v2)
za koje va�i a0(G− u− v) ̸= 0. Egzistencija takvog temena jednostavno sledi na osnovu Leme
1.7.

Ovim je dokaz zavrxen. �

Teorema 1.10 Neka je G unicikliqki graf kod kog barem jedna ivica nije susedna nijednom temenu
ciklusa C. Tada je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena.
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Dokaz. Podse�amo da je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena za grafove reda n ≤ 10.
Za n > 10, pretpostavimo suprotno i neka je (G,G′) kontraprimerski par. Bez gubǉeǌa na
opxtosti, mo�emo pretpostaviti da va�i |a0(G)| ≥ |a0(G′)|. Ukoliko va�i a0(G) = 0, dokaz
je zavrxen. Dakle, neka nadaǉe va�i |a0(G)| > 0. U skladu sa Teoremom 1.9, u grafu G′

postoji barem jedno teme koje nije stepena 1 i koje se nalazi na rastojaǌu najmaǌe 1 od
ciklusa C′. Neka je u′ takvo teme koje se jox i nalazi na najve�em mogu�em rastojaǌu od
C′. Tada je u′ susedno jednom temenu koje nije stepena 1 i, xtavixe, jednom temenu koje jeste
stepena 1 (u suprotnom, 0 bi bila sopstvena vrednost grafa G′− u′ multipliciteta najmaǌe
2). Drugim reqima, stepen temena u′ je dva. Imaju�i u vidu Napomenu 1.3, zakǉuqujemo da
va�i a0(G′) = −a1(G′ − u′). S druge strane, va�i i a0(G′) = −a1(G− u). Daǉe, ako je teme u
(partner temena u′) susedno nekom temenu stepena 1 (u grafu G), onda va�i a0(G) =−a1(G−u)
(videti ponovo Napomenu 1.3). Otuda sledi i jednakost a0(G) = a0(G′), te je polinomijalna
rekonstrukcija jedinstvena. Dakle, u nije sused nekom temenu stepena 1. Podse�amo da va�i
jednakost

PG′−u′(λ ) = ∑
v′∈V (G′)\{u′}

PG′−u′−v′(λ ).

Poslediqno, dobijamo jednakost a1(G′ − u′) = ρ(u′), gde je ρ(u′) definisano ispred Leme 1.8.
Daǉe sledi

|a0(G′)|= |a1(G′−u′)|= |ρ(u′)|= |ρ(u)|> |a0(G)|.

(Podse�amo da za svako λ va�i PG−u(λ ) = PG′−u′(λ ) a stoga i ρ(u) = ρ(u′); tako�e, posledǌa
nejednakost sledi na osnovu Leme 1.8.) Otuda va�i |a0(G)| < |a0(G′)|, xto je u kontradikciji
sa naxom polaznom pretpostavkom.

Ovim je teorema dokazana. �

Skupǉaǌem prethodnih rezultata dolazimo do glavnog rezultata u ovom poglavǉu.

Teorema 1.11 Ako je G unicikliqki graf onda je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena.

Napomena 1.4 Rekonstrukcija grafova u smislu Ulamove (S. Ulam) hipoteze je, tako�e, jedin-
stvena u sluqaju unicikliqkih grafova (konsultovati [30]).

1.3 Spektri grafova iz deka ograniqeni odozdo sa –2

Neka je G graf qiji svi prvi podgrafovi imaju spektre ograniqene odozdo sa −2 i neka
je, kao i u prethodnom poglavǉu, G′ graf koji (ako uopxte postoji) zajedno sa G qini kon-
traprimer za Problem 1.1. Podse�amo da je jedinstvenost polinomijalne rekonstrukcije u
sluqaju povezanih grafova sa gore opisanim dekom dokazana i da je u opxtem sluqaju karak-
teristiqni polinom jedinstveno odre�en ukoliko su oba grafa nepovezani. Stoga ovde ra-
zmatramo samo sluqaj kada je taqno jedan graf, neka to bude G, nepovezan. U tom sluqaju, na
osnovu Teoreme 1.2, graf G se sastoji od taqno dve komponente, G1 i G2, koje su istog reda.
Zbog toga �emo pretpostaviti da va�i n = |V (G)| = |V (G′)| = 2|V (Gi)| = 2k, i = 1,2. Dodatno,
mo�emo pretpostaviti i da va�i k ≥ 6 (jer je, od ranije, od interesa samo sluqaj n > 10).

Xto se tiqe grafa G razlikujemo dva sluqaja:
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• jednakost PG−v(−2) = 0 va�i za najmaǌe jedno teme v ∈V (G);

• nejednakost PG−v(−2) ̸= 0 va�i za svako teme v ∈V (G).

Prvi sluqaj je razmatran u [39] gde je i dokazana jedinstvenost polinomijalne rekon-
strukcije (nezavisno od toga da li je G povezan graf ili ne). Radi kompletnosti, taj dokaz
navodimo i ovde u nexto modifikovanom obliku: Najpre, najmaǌa sopstvena vrednost grafa
G′ mora biti strogo maǌa od −2 ukoliko rekonstrukcija nije jedinstvena (xto sledi iz qiǌe-
nice da nejednakost PG′(λ ) > PG(λ ) va�i za svako λ ∈ R – videti [38], Teorema 3.8). Ali onda
G′ sadr�i najmaǌe jedan minimalan zabraǌeni graf za −2 kao najmaǌu sopstvenu vrednost
(videti [15], Teorema 2.4.5). Budu�i da svaki od pomenutih minimalnih zabraǌenih grafova
ima strogo maǌe od 10 temena, polinomijalna rekonstrukcija je jedinstvena. Naime, ukla-
ǌaǌem odgovaraju�eg temena v iz grafa G′ dobijamo graf qija je najmaǌa sopstvena vrednost
tako�e strogo maǌa od −2, xto je u kontradikciji sa opisom polinomijalnog deka (poxto G′

ima najmaǌe 12 temena, najmaǌe dva takva temena postoje).

Drugi sluqaj je znatno komplikovaniji i ǌega nadaǉe razmatramo. Primetimo da svaki
od tri grafa G1,G2 i G′ pripada nekoj od klasa (i)–(ix) iz Leme 1.2. Dakle, da bi smo dokazali
jedinstvenost polinomijalne rekonstrukcije treba da razmotrimo sve situacije koje nastaju.

Slede�a teorema (opet) sledi iz qiǌenice da je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena
u sluqaju grafova reda n ≤ 10.

Teorema 1.12 Graf G′ ne pripada ni jednoj od klasa A4 i B5.

Sada dokazujemo slede�i rezultat.

Lema 1.9 Neka je K proizvoǉan graf i neka je H graf koji se dobija od grafa K dodavaǌem

(i) najmaǌe tri vise�e ivice na jedno teme grafa K,

(ii) najmaǌe dva para vise�ih ivica na razliqita temena grafa K.

Ako je K netrivijalan graf, onda postoji teme grafa L(H), recimo u, takvo da je −1 sopstvena
vrednost grafa L(H)−u multipliciteta najmaǌe 2.

Dokaz. Neka je u teme grafa L(H) koje odgovara nekoj ivici grafa K. Tada ivice koje su dodate
grafu K uslovǉavaju da graf L(H)−u sadr�i trojku me�usobno kodupliciranih temena (sluqaj
(i)) ili dva para kodupliciranih temena (sluqaj (ii)). U oba sluqaja, na osnovu Napomene 1.2,
multiplicitet sopstvene vrednosti −1 u grafu L(H)−u je najmaǌe 2, odakle sledi tvr�eǌe.
�

U onome xto sledi, koristimo ve� pomenutu notaciju σ =
√

5−1
2 .

Lema 1.10 Neka je K proizvoǉan graf i neka je H graf koji se dobija od grafa K dodavaǌem najmaǌe
tri vise�a puta du�ine dva na jedno teme grafa K. Ako je K netrivijalan graf, onda postoji
teme grafa L(H), recimo u, takvo da je σ sopstvena vrednost grafa L(H)− u multipliciteta
najmaǌe 2.

Dokaz. Primetimo najpre da bilo koja dva puta dodata kako je opisano u lemi mogu biti
shva�ena kao jedan put, recimo P, du�ine 4 u grafu H qije se centralno teme podudara sa nekim
temenom grafa K. Neka je u teme grafa L(H) koje odgovara nekoj ivici grafa K. Podsetimo da
komponente bilo kog sopstvenog vektora linijskog grafa (koji odgovara bilo kojoj sopstvenoj
vrednosti) mogu biti interpretirane kao te�ine ǌima odgovaraju�ih ivica. Otuda, da bi
smo konstruisali sopstveni vektor grafa L(H)−u za sopstvenu vrednost σ dodelimo ivicama
grafa H slede�e te�ine: 1, σ , −σ i −1 ivicama puta P (u prirodnom redosledu) i nule svim
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ostalim ivicama. Sada se direktnim raqunom proverava da je σ sopstvena vrednost grafa
L(H)−u. Xtavixe, h−1 razliqitih puteva (h je broj dodatih puteva du�ine dva na graf K)
kakav je P nam daju h−1 linearno nezavisnih sopstvenih vektora grafa L(H)−u koji odgovaraju
sopstvenoj vrednosti σ .

S obzirom da va�i h ≥ 3, dokaz je zavrxen. �

Lema 1.11 Neka je K proizvoǉan graf koji ima najmaǌe pet ivica i neka je H graf koji se dobija
identifikovaǌem bilo kog temena grafa K sa korenom jednog od pet korenskih stabala prikazanih
na Slici 2 (koren svakog stabla je teme koje je predstavǉeno drugaqije od ostalih). Tada najmaǌe
tri grafa iz deka grafa L(H) imaju razliqite indekse ili postoji teme u ∈ V (L(H)) takvo da je
multiplicitet sopstvene vrednosti −1 u grafu L(H)−u najmaǌe 2.

Dokaz. Da bi smo dokazali lemu potrebno je da prona�emo temena grafa L(H) qija uklaǌaǌa
(uklaǌamo po jedno teme u svakom trenutku) daju tra�ene podgrafove. To mo�e biti ura�eno,
odre�ivaǌem ivica grafa H koje treba ukloniti (na taj naqin uklaǌamo i ǌima odgovaraju�a
temena grafa L(H)).

Razmotrimo najpre graf H koji se dobija pomo�u korenskih stabala razliqitih od drugog
stabla sa Slike 2. U tim sluqajevima iz grafa H svaki put uklaǌamo ivicu koja pripada
odgovaraju�em korenskom stablu. Primetimo da svaki put kad uklonimo neku takvu ivicu
dobijamo graf koji ima jednu dominantnu komponentu (to jest, komponentu qiji je indeks
jednak indeksu celog grafa) i, mogu�e, jox neke komponente. Tako�e, jednostavno uoqavamo
da, u sluqaju svakog od qetiri korenska stabla, postoje tri dominantne komponenate koje mogu
biti ure�ene tako da je prva pravi podgraf druge, a druga pravi podgraf tre�e. Me�utim,
tada to isto va�i i za odgovaraju�e linijske grafove, te dokaz sledi (dobro je poznato da
indeks proizvoǉnog povezanog grafa strogo raste dodavaǌem nekog neizolovanog temena –
videti [15], str. 50). Xto se tiqe drugog korenskog stabla sa Slike 2, jednostavnije je
koristiti argumentaciju iz Leme 1.9. Naime, uklaǌaǌem ivice incidentne korenu stabla
dobijamo da je −1 sopstvena vrednost multipliciteta najmaǌe 2 u rezultuju�em linijskom
grafu.

Ovim je lema dokazana. �

Slika 2. Pet korenskih stabala.

Sada dokazujemo jedan opxti rezultat koji se odnosi na rekonstrukciju polinoma nepo-
vezanih grafova i u kome se ogleda znaqaj prethodne leme, a koji koristimo u onome xto
sledi.

Teorema 1.13 Ako je G nepovezan graf, onda je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena kad god
postoje barem tri prva podgrafa grafa G koji imaju razliqite indekse.
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.2, graf G mo�e imati taqno dve komponente istog reda. Poli-
nomijalna rekonstrukcija je jedinstvena ukoliko ne va�i niz nejednakosti iz Teoreme 1.3. S
druge strane, ukoliko taj niz nejednakosti va�i onda svaki graf iz deka grafa G ima indeks
koji je jednak indeksu neke od ǌegovih dveju komponenata. �

U naredne tri teoreme razmatramo sve preostale sluqajeve.

Teorema 1.14 Graf G′ ne pripada klasi A1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada va�i G′ = L(T ), gde je T neko stablo. Ukoliko va�i
diam(T ) ≤ 3, tvr�eǌe sledi. Zaista, tada je −1 sopstvena vrednost grafa G′ multipiciteta
najmaǌe 2 (zahvaǉuju�i postojaǌu kodupliciranih temena) ili je G′ dovoǉno malog reda
(xtavixe, ima maǌe od 4 temena).

Pretpostavimo, nadaǉe, da va�i diam(T )≥ 4. Tako�e, imamo u vidu da je dovoǉno prona�i
tri prva podgrafa grafa G′ koji imaju razliqite indekse. Neka je P najdu�i put u stablu T ,
qija je du�ina jednaka d (= diam(T )). Neka su u0,u1, . . . ,ud temena puta P. Tada va�i deg(u0) = 1
(u skladu sa izborom puta P). Daǉe, bez gubǉeǌa na opxtosti mo�emo pretpostaviti da
va�i deg(u1) = 2 (u suprotnom, na osnovu Leme 1.9, jednostavno dolazimo do kontradikcije).
Ukoliko va�i deg(u2) = 2 tvr�eǌe sledi (prema Lemi 1.11, obratiti pa�ǌu na prvo stablo sa
Slike 2). Dakle, va�i deg(u2) > 2. Ukoliko postoji neka vise�a ivica incidentna temenu u2
tvr�eǌe ponovo sledi (prema Lemi 1.11, obratiti pa�ǌu na tre�e stablo sa Slike 2). Dakle,
jedino vise�i putevi du�ine 2 mogu polaziti od temena u2 (u suprotnom, primenom Leme 1.9(i),
dolazimo do situacije koja nije dozvoǉena ili na osnovu Leme 1.11 ili zahvaǉuju�i petom
stablu sa Slike 2). Ostatak dokaza jednostavno sledi na osnovu Lema 1.10 i 1.11 (obratiti
pa�ǌu na qetvrto stablo sa Slike 2).

Ovim je teorema dokazana. �

Teorema 1.15 Graf G′ ne pripada klasama A2 i A3.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada va�i G′ = L(T̃ ), gde je T̃ multigraf koji se dobija doda-
vaǌem jedne latice na stablo T , ili va�i G′ = L(U), gde je U neki nebipartitan unicikliqki
graf. U obe situacije va�i jednakost PG′(−2) = 4 (primetimo da je graf G′ parnog reda). Neka
je u′ teme grafa G′ koje odgovara nekoj vise�oj ivici grafa T̃ ili U. Tada va�i PG′−u′(−2) =−4.
Poslediqno, va�i i PG−u(−2) =−4, pa stoga i PG1−u(−2)PG2(−2) =−4. Na osnovu Leme 1.3, va�i
PG1−u(−2),PG2(−2) ∈ {1,−2,3,±4}. Stoga, samo slede�e mogu�nosti dolaze u obzir:

(i) PG1−u(−2) =−4 i PG2(−2) = 1;

(ii) PG1−u(−2) = 1 i PG2(−2) =−4.

Ako va�i (i), onda va�i G2 ∈ E8 (budu�i da je graf G2 povezan). Dakle, graf G2 je reda
osam, a (samim tim) i graf G1, tako�e. Ukoliko je graf G1−u povezan, odmah dobijamo da va�i
G1−u ∈A2∪A3. Budu�i da je G1 povezan graf, sledi G1 ∈A2∪A3 ili G1 ∈ E8. U prvom sluqaju,
dobijamo PG(−2) = 4, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da PG(λ ) ̸= PG′(λ ) va�i za svako
λ ∈ R. U drugom sluqaju, imamo G1 ∈ E8. Ali, tada za neko teme v ∈V (G1) va�i PG1−v(−2) =−2
(videti Napomenu 1.1), a time va�i i PG−v(−2) =−2. S druge strane, va�i PG′−v′(−2) ̸=−2, jer
su sve mogu�e vrednosti tog polinoma u taqki −2 deǉive sa 4 (prema Lemi 1.3(i)–(ii)).

Pretpostavimo sada da je graf G1 − u nepovezan. U tom sluqaju, qiǌenica da bilo koja
faktorizacija broja 4 sadr�i ili ±1 ili ±2 nas dovodi do kontradikcije, jer u razmatranim
klasama ne postoji graf, sa najmaǌe 6 temena, qiji karakteristiqni polinom ima neku od tih
vrednosti u taqki −2.

Ako va�i (ii), tada svaka komponenta grafa G1 − u pripada klasi E8. Poxto je graf G1
povezan, graf G1 − u mora imati samo jednu komponentu (u suprotnom, postojao bi izuzeti
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graf reda najmaǌe 17 kod kog je −2 sopstvena vrednost multipliciteta 1 – videti Napomenu
1.1). Dakle, va�i G1 ∈ E8,1 i, tako�e, jednakost PG−v(−2) = 0 va�i za bilo koje teme v ∈V (G2).
S druge strane, va�i i PG′−w′(−2) ̸= 0 za bilo koje teme w ∈V (G′). Kontradikcija!

Ovim je dokaz zavrxen. �

Konaqno, dolazimo i do slede�e teoreme.

Teorema 1.16 Graf G′ ne pripada klasama B1 −B4.

Dokaz. Ako va�i G′ ∈ B1, onda va�i i G′ = L(Pm;1,0, . . . ,0,1) za neko m ≥ 2. Tada, uklaǌaǌem
temena stepena 3 (ili 4, ukoliko va�i m = 2) iz grafa G′, dobijamo ǌegov podgraf kod kog je
0 sopstvena vrednost multipliciteta najmaǌe 2, te tvr�eǌe sledi.

Ako va�i G′ ∈ B2, tvr�eǌe sledi direktno budu�i da je tada G′ regularan graf.

Ako va�i G′ ∈B3, onda va�i i G′ = L(U ;1,0, . . . ,0), gde je U unicikliqki graf koji se sastoji
od neparnog ciklusa i vise�eg puta (qija du�ina mo�e biti i nula) na qije je krajǌe teme
dodata jedna latica. Ukoliko je du�ina pomenutog puta najmaǌe 1, onda u grafu G′ postoji
teme koje je incidentno dvema vise�im ivicama, odakle sledi tvr�eǌe (sliqno kao i u prvoj
situaciji odozgo). U suprotnom, vise�i put je redukovan na teme koje pripada ciklusu. U
tom sluqaju, uklaǌaǌem temena stepena 4 iz grafa G′ dobijamo stablo u kom se broj temena u
ǌegovim dvema particijama (stablo je bipartitan graf) razlikuje za 2 (jer je ciklus neparan).
Ali, tada je 0 sopstvena vrednost dobijenog stabla multipliciteta najmaǌe 2 (videti, na
primer, [9], str. 233).

Konaqno, ako va�i G′ ∈ B4, onda va�i i G′ = L(B), gde je B bicikliqki graf koji se sasto-
ji od dva neparna ciklusa i puta (qija du�ina mo�e biti i nula) izme�u ǌih. Ukoliko je
du�ina puta razliqita od nule, onda lako uoqavamo teme grafa G′ qijim uklaǌaǌem nasta-
ju dve komponente od kojih je jedna ciklus, odakle sledi tvr�eǌe, budu�i da svaki ciklus
ima najmaǌe jednu dvostruku sopstvenu vrednost. U suprotnom, ukoliko je put du�ine nula,
zakǉuqujemo da va�i G′− v′ ∈ A3, za svako teme v′ ∈ V (G′). Dakle, u skladu sa Lemom 1.3(ii),
za svako teme v′ ∈ V (G′) va�i jednakost PG′−v′(−2) = −4, te poslediqno, za svako teme v ∈ V (G)
va�i jednakost PG−v(−2) = −4. Ali, ovo uslovǉava jednakost |PG1−v(−2)PG2(−2)| = 4, koja va�i
za svako teme v ∈V (G1) i sliqno u sluqaju kada G1 i G2 zamene mesta. Dakle, PG1(−2) i PG2(−2)
mogu da imaju neke od slede�ih vrednosti: ±1,±2 i ±4. Na osnovu Leme 1.3, graf G1 (ili
G2) mora pripadati jednoj od slede�ih klasa Ai (i = 1, . . . ,4).

Za i = 1 dobijamo jednakost |PG1(−2)|= k+1 gde je k red grafa G1 (videti Lemu 1.3(i)), a to
znaqi da va�i k ≤ 3. Kontradikcija!

Za i = 2 ili i = 3, vrednost |PG1−v(−2)| zavisi od izbora temena v (zapravo, od toga da
li teme v odgovara ivici korenskog grafa koja pripada ciklusu ili latici ili ni jednom
ni drugom). To znaqi da postoje najmaǌe dve razliqite vrednost za |PG1−v(−2)|. No, ovo nije
mogu�e, budu�i da jednakost PG′−v′(−2) =−4 va�i nezavisno od izbora temena v′ ∈V (G′). Jedini
izuzetak nastaje u sluqaju kada je korenski graf grafa G1 latica ili ciklus, no to uslovǉava
postojaǌe vixestrukih sopstvenih vrednosti grafa G− v, za svako v ∈ V (G2). Time je i ovaj
deo dokaza zavrxen.

Najzad, za i = 4 graf G1 pripada klasi Ek, gde je k = 7 ili 8 (sluqaj k = 6 se jednostavno
rexava korix�eǌem Leme 1.3(iii)). Ali tada, za neko teme v ∈V (G1), va�i G1−v ∈ Ek−1 (videti
Napomenu 1.1). Daǉe, u sluqaju k = 7 tvr�eǌe odmah sledi (na osnovu Leme 1.3(iii)); za k = 8,
va�i jednakost |PG1−v(−2)| = 2, a time i |PG2(−2)| = 2. Ali posledǌa jednakost mo�e va�iti
samo za k = 1 ili k = 7 (Lema 1.3), xto je u kontradikciji sa prethodno pretpostavǉenim.

Ovim je dokaz kompletiran. �

Skupǉaǌem prethodnih rezultata dolazimo do glavnog rezultata u ovom poglavǉu.
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Teorema 1.17 Polinomijalna rekonstrukcija je jedinstvena u sluqaju nepovezanih grafova qiji
prvi podgrafovi imaju spektre ograniqene odozdo sa −2.

Xtavixe, imaju�i u vidu glavni rezultat iz [39], dobijamo i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 1.18 Polinomijalna rekonstrukcija je jedinstvena u sluqaju svih grafova qiji prvi pod-
grafovi imaju spektre ograniqene odozdo sa −2.

1.4 Dek se sastoji od σ–grafova

1.4.1 O multiplicitetima sopstvenih vrednosti 0 i –1 u spektru kografa

Dokazano je da je nula sopstvena verednost povezanog kografa (reda n ≥ 2) samo ako on
sadr�i duplicirana temena (videti [34]). U istom radu je implicitno napomenuto da je
−1 sopstvena vrednost kografa samo ako on sadr�i koduplicirana temena. Ovde �e ta dva
tvr�eǌa biti objediǌena i dokazana na jednostavniji naqin. U tom ciǉu, koristimo prvu
(TG) reprezentaciju kografa (videti Poglavǉe 1.1).

Neka je G kograf i neka je A ǌegova matrica susedstva. Razmotrimo (realan) vektor
x = (x1,x2, . . . ,xn)

T , takav da va�i Ax = λx. Jasno, x je sopstveni vektor grafa G koji odgovara
sopstvenoj vrednosti λ , ukoliko va�i x ̸= 0. Neka je w unutraxǌe teme kostabla TG i neka je
Uw skup krajǌih temena koja su sledbenici temena w. Tada, dobro poznata jednakost koja va�i
za sopstvene vrednosti15 (videti, na primer, [9], str. 25), u sluqaju temena u ∈Uw, mo�e biti
interpretirana na slede�i naqin:

λxu = ∑
v∈Γ(u)∩Uw

xv + ∑
v∈Γ(u)\Uw

xv. (1.1)

Radi jednostavnijeg zapisa, uvedimo oznake: Su,w = ∑v∈Γ(u)∩Uw xv i Rw = ∑v∈Γ(u)\Uw xv (uoqimo da
vrednost Rw ne zavisi od izbora temena u ∈ Uw). Primetimo da su dva temena kografa G
susedna (odnosno, nesusedna), ukoliko je ǌihov posledǌi zajedniqki prethodnik u kostablu
TG (ili T̂G) tipa ⊗ (odnosno, ⊕).

Ukoliko je w NTT–teme, tada va�i jednakost

Su,w =

{
0, ako je w teme tipa ⊕,

∑v∈Γ(u)∩Uw xv, ako je w teme tipa ⊗ .

U suprotnom, ukoliko w nije NTT–teme, neka su w1,w2, . . . ,wq direktni sledbenici temena w
u kostablu TG. Pretpostavimo, tako�e, da va�i u ∈ Uwk , za neku fiksiranu (i jedinstvenu)
vrednost k (1 ≤ k ≤ q). Tada va�i jednakost

Su,w =

{
∑v∈Γ(u)∩Uwk

xv, ako je w teme tipa ⊕,

∑v∈Γ(u)∩Uwk
xv +∑v∈Uw\Uwk

xv, ako je w teme tipa ⊗ .

15engl. eigenvalue equation.
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Ukoliko oznaqimo: Sw = ∑v∈Uw xv, na osnovu prethodnog, jednostavno dobijamo i slede�u jed-
nakost

Su,w =

{
∑v∈Γ(u)∩Uwk

xv, ako je w teme tipa ⊕,

−∑v∈Uwk\Γ(u) xv +Sw, ako je w teme tipa ⊗ .

Neka va�i u ∈ Uw. Ako je w NTT–teme, onda jednakost (1.1) mo�e biti interpretirana na
slede�i naqin:

λxu = Rw, ako je w teme tipa ⊕, (1.2)

odnosno,

λxu =−xu +Sw +Rw, ako je w teme tipa ⊗ . (1.3)

U suprotnom, ako w nije NTT–teme i ako va�i u ∈ Uwk , onda jednakost (1.1) dobija slede�i
oblik:

λxu = ∑
v∈Γ(u)∩Uwk

xv +Rw, ako je w teme tipa ⊕, (1.4)

odnosno,

λxu =− ∑
v∈Uwk\Γ(u)

xv +Sw +Rw, ako je w teme tipa ⊗ . (1.5)

Oznaqimo sa Sp(G) spektar grafa G. Va�i slede�a teorema.

Teorema 1.19 Neka je G povezan kograf koji ima najmaǌe dva temena. Tada va�e slede�a tvr�eǌa:

(i) ukoliko kograf G ne sadr�i duplicirana temena, onda va�i 0 ̸∈ Sp(G);

(ii) ukoliko kograf G ne sadr�i koduplicirana temena, onda va�i −1 ̸∈ Sp(G).

Dokaz. Uoqimo najpre da je teme r (koren kostabla TG) tipa ⊗ (u suprotnom, graf G bi bio
nepovezan). Daǉe, u sluqaju (i), svako NTT–teme (kostabla TG) koje je tipa ⊕ ima taqno jednog
direktnog sledbenika, jer kograf G ne sadr�i duplicirana temena. Sliqno, u sluqaju (ii),
svako NTT–teme koje je tipa ⊗ ima taqno jednog direktnog sledbenika, jer kograf G ne sadr�i
koduplicirana temena.

Da bi smo dokazali tvr�eǌa, dovoǉno je da doka�emo da jednakost (1.1) mo�e va�iti za
λ = 0 (ili za λ = −1) jedino ukoliko va�i x ≥ 0 ili x ≤ 0. Naime, tako bismo doxli do
kontradikcije, budu�i da tada sopstveni vektor x ne bi bio ortogonalan na sopstveni vektor
koji odgovara indeksu grafa G (poznato je da su sve komponente tog vektora istog znaka –
videti [15], str. 3).

Oba tvr�eǌa dokazujemo indukcijom:

• Indukciona baza: Neka je w fiksirano NTT–teme (kostabla TG). Dokazujemo da su sve vred-
nosti xu, gde je u ∈ Uw (za λ = 0 ili −1), istog znaka. Jasno, mo�emo pretpostaviti da va�i
|Uw|> 1.

Pretpostavimo najpre da va�i λ = 0. Tada je w teme tipa ⊗ (graf G ne sadr�i duplicirana
temena). Otuda, na osnovu jednakosti (1.3), za bilo koje teme u ∈Uw va�i xu = Sw +Rw, odakle
sledi tvr�eǌe.
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Pretpostavimo sada da va�i λ = −1. Tada je w teme tipa ⊕ (graf G ne sadr�i kodupli-
cirana temena). Otuda, na osnovu jednakosti (1.2), za bilo koje teme u ∈ Uw va�i xu = −Rw,
odakle sledi tvr�eǌe.

• Indukciona hipoteza: Neka je sada w fiksirano unutraxǌe teme kostabla TG, ali nije NTT–
teme. Neka su temena w1,w2, . . . ,wq direktni sledbenici temena w. Jasno, mo�emo pretpostaviti
da va�i q> 1. Pretpostavimo daǉe da va�i slede�i uslov: za svako k (1≤ k≤ q), va�i ili xu ≥ 0
ili xu ≤ 0 (pri qemu je u ∈Uwk). Mo�emo re�i da su direktni sledbenici temena w skenirani,
dok teme w treba da bude skenirano. (U skladu sa tim, sva NTT–temena su skenirana u okviru
indukcione baze.)

• Indukcioni korak: Dokazujemo da za sve vrednosti xu, gde je u ∈Uw, va�i ili xu ≥ 0 ili xu ≤ 0.
U tu svrhu, pretpostavimo suprotno i neka su us i ut temena skupa Uw za koja va�i, recimo
xus > 0 i xut < 0. Tada, za neke fiksirane vrednosti i ̸= j (1 ≤ i, j ≤ q), va�i us ∈ Uwi , odnosno
ut ∈Uw j .

Nadaǉe, razlikujemo dva sluqaja u zavisnosti od vrednosti λ .

Sluqaj 1: λ = 0. Ako je w teme tipa ⊕, odmah zakǉuqujemo da va�i Rw = 0 (razmatraǌem
jednakosti (1.4) u sluqaju k = i i, tako�e, k = j). Budu�i da su sva temena wk (1 ≤ k ≤ q) tipa ⊗,
va�i Rwk = Rw, a otuda i Rwk = 0. Razmotrimo sada graf Gwk . Taj graf ne sadr�i duplicirana
temena (u suprotnom bi ih sadr�ao i graf G = Gr). Neka je yk restrikcija sopstvenog vektora
x na skupu Uwk . Jasno, va�i yk ≥ 0 ili yk ≤ 0 (indukcioni korak). Za k = i (ili k = j), va�i
yk ̸= 0, xto nas dovodi do kontradikcije: desna strana jednakosti (1.1) nije jednaka nuli (levoj
strani) u sluqaju x = yk, G = Gwk .

Ako je w teme tipa ⊗, odmah zakǉuqujemo da va�i Sw+Rw = 0 (razmatraǌem jednakosti (1.5)
u sluqaju k = i, u = us, i, tako�e, k = j, u = ut). Prema tome, opet na osnovu jednakosti (1.5),
za svako teme u ∈Uwk (1 ≤ k ≤ q) va�i jednakost ∑v∈Uwk\Γ(u) xv = 0. Za k = i, u = us (odnosno, k = j,
u = ut), dolazimo do kontradikcije na sliqan naqin kao i u prethodnoj situaciji.

Ovim je tvr�eǌe (i) dokazano.

Sluqaj 2: λ = −1. Ako je w teme tipa ⊕, odmah zakǉuqujemo da va�i Rw = 0 (razmatraǌem
jednakosti (1.4) u sluqaju k = i i, tako�e, k = j). Otuda, opet na osnovu jednakosti (1.4),
zakǉuqujemo da, za svako teme u ∈Uwk (1 ≤ k ≤ q), va�i jednakost ∑v∈Γ[u]∩Uwk

xv = 0. Ali, ta ista
jednakost ne va�i u sluqaju k = i, u = us (ili k = j, u = ut). Kontradikcija!

Ako je w teme tipa ⊗, odmah zakǉuqujemo da va�i Sw+Rw = 0 (razmatraǌem jednakosti (1.5)
u sluqaju k = i, u = us i, tako�e, k = j, u = ut). Otuda, opet na osnovu jednakosti (1.5), jednakost

∑
v∈Uwk\Γ[u]

xv = 0 (1.6)

va�i za svako teme u ∈ Uwk (1 ≤ k ≤ q). Pretpostavimo nadaǉe da va�i k = i ili k = j. Tada,
najpre zakǉuqujemo da su svaka dva temena u1 i u2 iz skupa Uwk , za koja su obe vrednosti xu1
i xu2 jednake nuli, susedna (u suprotnom, ne va�i jednakost (1.6)). Razmotrimo sada (ranije
pomenuta) temena us i ut . Ta dva temena su (me�usobno) susedna. Tako�e, na osnovu prethodno
reqenog, svako od ǌih je susedno svim temenima iz skupa (Uwi ∪Uw j) \ {us,ut}. Dodatno, imaju
iste susede i van skupa Uw, xto nas dovodi do zakǉuqka da su us i ut koduplicirana temena
grafa G. Kontradikcija (pretpostavǉeno je da u sluqaju (ii) kograf G ne sadr�i takva temena).

Ovom je dokazano i tvr�eǌe (ii), a time i cela teorema. �

Naredne dve leme su direktne posledice prethodne teoreme. Oznaqimo sa µ(λ ) multi-
plicitet sopstvene vrednosti λ u spektru kografa G. Nadaǉe, koristimo minimalno reprezen-
tuju�e kostablo T̂G kografa G.

Lema 1.12 Ako je G proizvoǉan kograf, onda va�i nejednakost µ(0)+µ(−1)≥ 1.
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Dokaz. Tvr�eǌe je trivijalno, ukoliko kograf G sadr�i samo jedno teme. Ukoliko kograf G
sadr�i najmaǌe dva temena, onda postoji NTT–teme kostabla T̂G koje ima najmaǌe dva direktna
sledbenika. U zavisnosti od tipa tog temena, va�i ili µ(0) ≥ 1 ili µ(−1) ≥ 1, qime je lema
dokazana. �

Lema 1.13 Ako je G kograf koji ne sadr�i izolovana temena, onda va�e jednakosti

(i) µ(0) = ∑w∈V0
(tw −1);

(ii) µ(−1) = ∑w∈V1
(tw −1),

gde je V0 (odnosno, V1) skup unutraxǌih temena kostabla T̂G, tipa ⊕ (odnosno, tipa ⊗) koja imaju
taqno tw direktnih sledbenika koji su krajǌa temena.

Dokaz. Najpre dokazujemo da su dva temena, recimo u i v, kografa G duplicirana (odnosno,
koduplicirana), ukoliko imaju zajedniqkog direktnog prethodnika u kostablu T̂G. Pret-
postavimo suprotno i neka je w zajedniqki prethodnik (koji nije direktan) temena u i v.
U tom sluqaju, postoji teme w′ tipa razliqitog od tipa temena w, koje pripada putu w–u (ili
putu w–v) sadr�anom u kostablu T̂G. Neka je c krajǌe teme koje je sledbenik temena w′ (budu�i
da teme w′ ima najmaǌe jednog direktnog sledbenika, teme c postoji). Ali, tada je teme c
susedno taqno jednom od temena u i v, te u i v ne mogu biti ni duplicirana ni koduplicirana
temena (jer nemaju iste susede), xto je u kontradikciji sa prethodno pretpostavǉenim.

Imaju�i u vidu upravo dokazani polo�aj me�usobno dupliciranih (i kodupliciranih)
temena unutar kostabla T̂G i Napomenu 1.2, zakǉuqujemo da va�e obe jednakost iz leme.

Ovim je dokaz zavrxen. �

1.4.2 Jedinstvenost polinomijalne rekonstrukcije

U ovom potpoglavǉu dokazujemo jedinstvenost polinomijalne rekonstrukcije u sluqaju
grafova qiji su svi prvi podgrafovi σ–grafovi.

Neka je G graf qiji je svaki prvi podgraf σ–graf i neka je G′ jedan takav podgraf, to
jest neka va�i G′ = G− v, gde je v ∈ V (G). Primetimo najpre da graf G′ (za bilo koje teme
v ∈ V (G)) ne sadr�i put Pn, pri qemu va�i n > 4, kao indukovani podgraf; u suprotnom bi
va�ilo λ2(G′)> σ . Dodatno, mo�emo pretpostaviti da graf G ima najmaǌe jedanaest temena.
Pod prethodnim pretpostavkama, zakǉuqujemo da je G povezan graf. Naime, ukoliko bi graf
G bio nepovezan, tada je, na osnovu Teoreme 1.2, polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena,
izuzev (mo�da) ukoliko graf G sadr�i taqno dve komponente istog reda. Ali, u tom sluqaju,
jednostavno zakǉuqujemo da ne mo�e svaki prvi podgraf grafa G biti σ–graf.

Najpre dokazujemo slede�u teoremu.

Teorema 1.20 Pod prethodnim pretpostavkama, ukoliko je put P4 indukovani podgraf grafa G′ =
G− v, za neko teme v grafa G, onda je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena.

Dokaz. Uoqimo da G′ mora biti σ0–graf (na osnovu Teoreme o preplitaǌu; naime σ je druga
sopstvena vrednost puta P4). Bilo koje teme grafa G′ (koje ne pripada putu P4), recimo u,
mo�e biti jednog od slede�a qetiri tipa:
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(1) nesusedno temenima puta P4,

(2) susedno (samo) sa dva krajǌa temena puta P4,

(3) susedno (samo) sa dva unutraxǌa temena puta P4 i

(4) susedno svim temenima puta P4.

(U svakoj drugoj situaciji, va�i λ2(G′)> σ – videti [19], Posledica 2.3.) Isto va�i i za teme
v (direktno sledi iz predhodno reqenog, kada u ǌemu temena u i v zamene uloge). Prema tome,
svako teme grafa G, koje ne pripada razmatranom putu P4, je jednog od pomenuta qetiri tipa
(koji su odre�eni u odnosu na isti put). Otuda sledi da i spektar grafa G sadr�i σ kao (ne
obavezno drugu) sopstvenu vrednost. Da bi smo se u to uverili, odredimo sopstveni vektor (za
sopstvenu vrednost σ) na slede�i naqin: neka su 1, σ , −σ i −1 komponente sopstvenog vektora
koje odgovaraju temenima puta P4 (u prirodnom redosledu) i neka su sve ostale komponente
jednake nuli. Direktnim raqunom se uveravamo da takav vektor i σ jesu sopstveni vektor i
(ǌemu odgovaraju�a) sopstvena vrednost grafa G. Budu�i da smo odredili jednu sopstvenu
vrednost grafa G, polinomijalna rekonstrukcija je jedinstvena (videti Poglavǉe 1.1).

Ovim je teorema dokazana. �

Pre nego xto razmotrimo situaciju u kojoj nijedan graf iz deka grafa G ne sadr�i put P4
kao indukovani podgraf, dokazujemo slede�e dve leme.

Lema 1.14 Neka je H kograf za koji va�i λ2(H) ≤ σ i neka je r koren minimalnog kostabla T̂H .
Ukoliko je teme r tipa ⊗ (odnosno, ⊕), onda se svako krajǌe teme kostabla T̂H nalazi na rasto-
jaǌu najvixe sedam (odnosno, osam) od korena r.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je koren r teme tipa ⊗. Sada pretpostavimo suprotno tvr-
�eǌu leme, to jest da postoji krajǌe teme kostabla T̂H koje se nalazi na rastojaǌu najmaǌe
osam od korena r. U tom sluqaju, kostablo sa Slike 3 je indukovano podstablo kostabla T̂H .
Me�utim, takvo stablo indukuje kograf qija je druga sopstvena vrednost strogo ve�a od σ .
Prema Teoremi o preplitaǌu, isto va�i i za kograf H. Kontradikcija!

Pretpostavimo sada da je koren r teme tipa ⊕. Tada su direktni sledbenici korena temena
tipa ⊗ (ili krajǌa temena). Budu�i da rastojaǌe izme�u tih temena i ǌihovih krajǌih
sledbenika nije ve�a od sedam, sledi da ni rastojaǌe izme�u korena i krajǌih temena nije
ve�e od osam.

Lema je dokazana. �
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Slika 3. Kostablo iz Leme 1.14.

Lema 1.15 Neka je H kograf koji sadr�i najmaǌe deset temena i za koji va�i nejednakost
λ2(H)≤ σ . Tada va�i i µ(0)+µ(−1)≥ 2.

Dokaz. Na osnovu prethodne leme, svako krajǌe teme kostabla T̂H se nalazi na rastojaǌu
najvixe osam od korena kostabla. Budu�i da kograf H sadr�i najmaǌe deset temena, za-
kǉuqujemo da najmaǌe jedno unutraxǌe teme kostabla T̂H ima tri direktna sledbenika koji
su krajǌa temena ili najmaǌe dva unutraxǌa temena imaju po dva direktna sledbenika koji
su krajǌa temena, odakle sledi tvr�eǌe. �

Napomena 1.5 U skladu sa formulacijama predthodnih dveju lema, interesantno je ista�i da
(za sada) nije poznato da li postoji kograf qija je druga sopstvena vrednost jednaka σ .

Sada smo u mogu�nosti da doka�emo slede�u teoremu.

Teorema 1.21 Neka graf G ima najmaǌe jedanaest temena. Ukoliko nijedan graf iz deka grafa G
ne sadr�i put P4 kao indukovani podgraf, onda je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena.

Dokaz. Najpre, graf G, tako�e, ne sadr�i put P4 kao indukovani podgraf; u suprotnom,
uklaǌaǌem temena koje ne pripada putu P4, dobijamo prvi podgraf grafa G koji sadr�i put
P4 kao indukovani podgraf, xto nije mogu�e. Dakle, i graf G je kograf. Budu�i da svaki prvi
podgraf kografa G ima najmaǌe deset temena, na osnovu Leme 1.15, za svaki prvi podgraf
va�i nejednakost µ(0)+µ(−1)≥ 2.

Sada razlikujemo dva sluqaja:

Sluqaj 1: u sluqaju najmaǌe jednog prvog podgrafa kografa G, va�i µ(0)≥ 2 (ili µ(−1)≥ 2).
Tada, prema Teoremi o preplitaǌu, spektar kografa G sadr�i sopstvenu vrednost 0 (ili
−1), te sledi da je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena, budu�i da smo odredili jednu
sopstvenu vrednost kografa G.

Sluqaj 2: za sve prve podgrafove grafa G va�i µ(0) = µ(−1) = 1. Tada spektar kografa G
sadr�i obe sopstvene vrednosti 0 i −1. Naime, na osnovu Leme 1.15, u sluqaju kografa G
va�i nejednakost µ(0)+µ(−1)≥ 2. Ukoliko za kograf G va�i µ(0)≥ 2 (odnosno, µ(−1)≥ 2), tada
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(podse�amo, graf G je povezan), na osnovu Teoreme 1.19, graf G sadr�i najmaǌe dva para ili
najmaǌe jednu trojku dupliciranih (odnosno, kodupliciranih) temena. No, tada uklaǌaǌem
temena koje je razliqito od pomenutih dobijamo istu situaciju u ǌegovom prvom podgrafu,
xto nije mogu�e. Dakle, u ovom sluqaju, smo odredili (qak) dve sopstvene vrednosti kografa
G, te je polinomijalna rekonstrukcija jedinstvena.

Ovim je dokaz zavrxen. �

Skupǉaǌem prethodnih rezultata dolazimo do glavnog rezultata u ovom potpoglavǉu.

Teorema 1.22 Polinomijalna rekonstrukcija je jedinstvena u sluqaju grafova qiji su svi prvi
podgrafovi σ–grafovi.

Dokaz. Ukoliko neki graf iz deka razmatranog grafa sadr�i put P4 kao indukovani podgraf,
polinomijalna rekonstrukcija je jedinstvena na osnovu Teoreme 1.20. U suprotnom, poli-
nomijalna rekonstrukcija je jedinstvena na osnovu Teoreme 1.21. �





Glava 2

Grafovi qija je druga sopstvena vrednost
jednaka 1 – tehnika zvezda komplemenata

Tehnika zvezda komplemenata1 je aparat spektralne teorije grafova kojim se, najopxtije
govore�i, grafovi rekonstruixu na osnovu ǌihovih indukovanih podgrafova zvanih zvezda
komplementi i unapred preciziranih spektralnih osobina. U ovoj glavi odre�ujemo ona
stabla, kompletne grafove i unicikliqke grafove koji mogu biti zvezda komplementi za 1 kao
drugu sopstvenu vrednost grafa. Zatim odre�ujemo ǌihova maksimalna proxireǌa, teorijski
i korix�eǌem raqunara.

2.1 Postavka problema i poznati rezultati

Zvezda komplementi. Ako je µ sopstvena vrednost grafa G multipliciteta k, onda je
zvezada skup (koji �emo oznaqavati sa ∗–skup) za sopstvenu vrednost µ grafa G skup X od k
temena grafa G takvih da µ nije sopstvena vrednost grafa G−X. Graf H = G−X nazivamo
zvezda komplement (i oznaqavamo sa ∗–komplement) za sopstvenu vrednost µ grafa G (u [22]
je korix�en termin µ-bazni podgraf grafa G). (∗–skup i ∗–komplement postoje za bilo koju
sopstvenu vrednost biko kog grafa i ne moraju biti jedinstveni.) H–susedstva temena iz
skupa X su neprazna i razliqita ukoliko va�i µ ̸∈ {−1,0} (videti [15], Glava 7). Ako oznaqimo
t = |V (H)|, onda va�i |X | ≤

(t
2

)
(videti [17], Stav 5.1.10), xto je i najboǉa mogu�a procena. U

sluqaju povezanih regularnih grafova prethodna granica se mo�e umaǌiti za 1 – videti
[2], Teorema 3.1 ili [17] str. 119 (obratiti pa�ǌu i na Napomene 2.5 i 2.8, koje slede u
Poglavǉima 2.2 i 2.3).

Mo�e se dokazati da ukoliko je Y pravi podskup skupa X, onda je X −Y ∗–skup za sopstvenu
vrednost µ grafa G−Y , a time je i graf H ∗–komplement za sopstvenu vrednost µ grafa

1engl. the star complement technique.
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G−Y . Ako graf G ima ∗–komplement H za sopstvenu vrednost µ i ako G nije pravi indukovani
podgraf nekog drugog grafa koji ima isti ∗–komplement H za istu sopstvenu vrednost µ, onda
za G ka�emo da je maksimalan graf koji ima ∗–komplement H za sopstvenu vrednost µ (ili da je
graf G jedan H-maksimalan graf za sopstvenu vrednost µ). Postoji konaqno mnogo maksimalnih
grafova koji imaju unapred zadati ∗–komplement za sopstvenu vrednost µ pod uslovom da je
ispuǌeno µ ̸∈ {−1,0}. U opxtem sluqaju, postoje razliqiti maksimalni grafovi (za unapred
zadate H i µ), koji su najqex�e i razliqitog reda, ali u nekim (posebno interesantnim)
situacijama maksimalan graf je jedinstven. Takav maksimalan graf je jedinstveno odre�en
∗–komplementom i sopstvenom vrednox�u µ.

Sada navodimo neke poznate rezultate koji �e biti korix�eni u onome xto sledi (konsul-
tovati [14], [15] i [17]).

Naredni rezultat je poznat kao Teorema o rekonstrukciji2 (videti, na primer [15], Teoreme
7.4.1 i 7.4.4).

Teorema 2.1 Neka je G proizvoǉan graf qija je matrica susedstva(
AX BT

B C

)
,

gde je AX matrica susedstva podgrafa grafa G indukovanog skupom temena X . Tada je X ∗–skup za
sopstvenu vrednost µ grafa G ako i samo ako µ nije sopstvena vrednost grafa C i ukoliko va�i
µI −AX = BT (µI −C)−1B.

Iz prethodne teoreme, zakǉuqujemo da ukoliko su zadati µ,C i B, onda je matrica AX
jedinstveno odre�ena. Drugim reqima, ukoliko je zadata sopstvena vrednost µ, ∗–komplement
H za µ i H–susedstva temena iz skupa X, onda je graf G jedinstveno odre�en. U svetlu ovih
qiǌenica, prirodno se postavǉa pitaǌe, do koje mere je graf G odre�en samo ∗–komplementom
H i sopstvenom vrednox�u µ? Imaju�i u vidu prethodna razmatraǌa, dovoǉno je uzeti u
obzir samo grafove G koji su H–maksimalni za sopstvenu vrednost µ (jer je svako drugo
proxireǌe ∗–komplementa H za istu sopstvenu vrednost jedan indukovani podgraf nekog (ne
obavezno jedinstvenog) maksimalnog proxireǌa, to jest H–maksimalnog grafa).

Sada �emo uvesti odre�enu notaciju i terminologiju (u skladu sa [3]). Neka je dat
proizvoǉan graf H, neka je U podskup skupa V (H) i neka je u teme koje ne pripada skupu
V (H). Oznaqimo sa H(U) graf koji se dobija od grafa H spajaǌem temena u sa svim temenima
iz skupa U. Ka�emo da su u, U, i H(U) redom vaǉano teme, vaǉan skup i vaǉano proxireǌe3

koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti µ i ∗–komplementu H, ukoliko je µ sopstvena vrednost
grafa H(U), ali nije sopstvena vrednost grafa H. Na osnovu Teoreme o rekonstrukciji, teme
u i podskup U su vaǉani ako i samo ako va�i jednakost bT

u (µI −C)−1bu = µ, gde je bu karakter-
istiqni vektor temena u (u odnosu na V (H)), dok je C matrica susedstva grafa H.

Pretpostavimo sada da su U1 i U2 (ne obavezno vaǉani) skupovi koji odgovaraju redom
temenima u1 i u2. Neka su H(U1,U2;0) i H(U1,U2;1) grafovi koji se dobijaju dodavaǌem temena
u1 i u2 na graf H i to tako da su ta dva temena nesusedna u prvom, a susedna u drugom grafu.
Ka�emo da su u1 i u2 dobri partneri i da su U1 i U2 kompatibilni skupovi, ukoliko je µ
sopstvena vrednost multipliciteta 2 ili u grafu H(U1,U2;0) ili u grafu H(U1,U2;1). (Na
ovom mestu je va�no ista�i slede�u qiǌenicu: ukoliko va�i µ ̸∈ {−1,0}, bilo koji vaǉan
skup je neprazan, a svaka dva kompatibilna vaǉana skupa su razliqita – videti [15], Stav
7.6.2.) U skladu sa Teoremom o rekonstrukciji, dva temena u1 i u2 su vaǉani partneri (to jest,
ǌima odgovaraju�i skupovi U1 i U2 su kompatibilni) ako i samo ako va�i bT

u1
(µI −C)−1bu2 ∈

{−1,0}, gde su bu1 i bu2 ranije uvedene oznake. Dodatno, sledi (opet, na osnovu Teoreme o
rekonstrukciji) da bilo koji skup temena X u kom su sva temena vaǉana, i individualno i

2engl. the Reconstruction Theorem.
3engl. good vertex, good set and good extension.



Stabla i kompletni grafovi kao zvezda komplementi 33

razmatrana u svim mogu�im parovima, indukuje jedno vaǉano proxireǌe, recimo G, unutar
koga skup X mo�e biti interpretiran kao ∗–skup za sopstvenu vrednost µ sa odgovaraju�im
∗–komplementom H.

Prethodna razmatraǌa, omogu�avaju nam da predstavimo tehniku koju nazivamo tehnika
∗–komplemenata. U tom kontekstu, nama �e biti interesantni oni grafovi koji imaju neku
unapred zadatu sopstvenu vrednost (najqex�e velikog multipliciteta). Ako je G graf qija
sopstvena vrednost µ ima multiplicitet k > 1, onda je G jedno vaǉano (k–temensko) proxireǌe
nekog svog ∗–komplementa, recimo H (u naxim razmatraǌima, G �e biti iskǉuqivo H–maksima-
lan graf za sopstvenu vrednost µ).

Praktiqno, odre�ivaǌe maksimalnih grafova za zadati ∗–komplement i neku sopstvenu
vrednost tehnikom ∗–komplemenata se sastoji u slede�em:

(1) Najpre odre�ujemo sve mogu�e vaǉane skupove za zadati ∗–komplement i sopstvenu vred-
nost µ (̸=−1,0);

(2) Zatim, u ciǉu odre�ivaǌa H–makimalnih grafova za sopstvenu vrednost µ (̸= −1,0),
formiramo takozvani graf proxireǌa4 qija su temena vaǉana temena za sopstvenu vred-
nost µ i ∗–komplement H, a u kom su dva temena susedna ako i samo ako su ona vaǉa-
ni partneri. Jednostavno zakǉuqujemo da je, na ovaj naqin, odre�ivaǌe maksimalnih
proxireǌa redukovano na odre�ivaǌe maksimalnih klika i grafu proxireǌa (videti,
recimo, [17], str. 121).

(3) Naravno, me�u odre�enim H–maksimalnim grafovima mo�e biti izomorfnih, te napo-
sletku, proveravamo izomorfnost i zadr�avamo samo neizomorfne maksimalne grafove.

Napomenimo da su svi maksimalni izuzeti grafovi iz Teoreme 1.6, a time i svi grafovi
za koje va�i λmin ≥−2, odre�eni tehnikom ∗–komplemenata (videti [17]).

Grafovi qija je druga sopstvena vrednost jednaka 1. U naredna dva poglavǉa, tehnikom
∗–komplmenata odre�ujemo grafove koji zadovoǉavaju λ2 = 1 i to za neke, unapred odre�ene,
∗–komplemente. Napomiǌemo da je problem odre�ivaǌa grafova sa osobinom λ2 = 1 (a time
i xire, λ2 ≤ 1) jox uvek otvoren. Xtavixe, postoji ne veliki broj rezultata na tom poǉu:
odre�eni su svi bipartitni grafovi, kao i svi (generalisani) linijski grafovi za koje va�i
λ2 ≤ 1 (videti [31] – gde su dati svi relevantni rezultati i reference). Tako�e, postoje i neki
rezultati kod kojih su grafovi koji zadovoǉavaju tu osobinu odre�ivani kao komplementi
grafova koji zadovoǉavaju λmin ≥−2 (videti [17], str. 165). Naposletku, dva novija rezultata
na tu temu mogu se prona�i u [50], gde su odre�eni svi unicikliqki i u [24], gde su odre�eni
svi bicikliqki grafovi za koje va�i λ2 ≤ 1. Napomiǌemo da, do sada, tehnika ∗–komplemenata
nije direktno korix�ena u odre�ivaǌu grafova za koje va�i λ2 ≤ 1.

2.2 Stabla i kompletni grafovi kao zvezda komplementi

2.2.1 Mogu�i zvezda komplementi

4engl. extendability graph.
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Primetimo da, na osnovu Teoreme o preplitaǌu, ∗–komplement H za sopstvenu vrednost
λ2 = 1 mora zadovoǉavati nejednakost λ2(H)< 1. U naredne dve leme date su jox neke (opxte)
osobine takvih ∗–komplementa.

Lema 2.1 Neka je H povezan ∗–komplement za sopstvenu vrednost λ2 = 1. Tada va�i nejednakost
diam(H)≤ 3.

Dokaz. Pretpostvimo suprotno, to jest da va�i diam(H) = d ≥ 4. Tada graf H sadr�i put P
du�ine d kao indukovani podgraf. Budu�i da va�i d ≥ 4, mora va�iti i λ2(P) ≥ 1. Stoga,
prema Teoremi o preplitaǌu, va�i i λ2(H) ≥ 1. S druge strane, ukoliko je H ∗–komplement
za sopstvenu vrednost λ2 = 1, onda mora va�iti λ2(H)< 1. Kontradikcija, te tvr�eǌe sledi.

�

Lema 2.2 Neka je H graf koji sadr�i barem jednu ivicu takav da va�i λ2(H)< 1 i neka su u,U i
H(U) onakvi kakvi su definisani u Poglavǉu 2.1. Ako su U i H(U) vaǉani u odnosu na sopstvenu
vrednost 1, onda va�i

bT (I −C)−1b = 1, (2.1)

gde je b karakteristiqni vektor temena u, dok je C matrica susedstva grafa H. Dodatno, va�i
i jednakost λ2(H(U)) = 1.

Dokaz. Najpre, jednakost (2.1) sledi direktno iz Teoreme o rekonstrukciji. Poxto su skup
U i graf H(U) vaǉani u odnosu na sopstvenu vrednost 1, zakǉuqujemo da spektar grafa H(U)
sadr�i sopstvenu vrednost 1. Budu�i da graf H sadr�i barem jednu ivicu, ǌegov indeks
je ve�i ili jednak 1. Stoga, na osnovu qiǌenice da va�i λ2(H) < 1 i na osnovu Teoreme o
preplitaǌu, zakǉuqujemo da mora va�iti λ2(H(U)) = 1, qime je dokaz zavrxen. �

U narednim dvema teoremama odre�ujemo sva stabla koja mogu biti ∗–komplementi za sop-
stvenu vrednost λ2 = 1. Sa Sn oznaqavamo zvezdu reda n (to jest, kompletan bipartitan graf
K1,n−1). Centar zvezde je teme koje je susedno svim ostalim temenima. Daǉe, sa Sm,n oznaqavamo,
takozvanu, duplu zvezdu5 (to jest, graf koji se dobija spajaǌem centara zvezda Sm i Sn). Ako
je najmaǌe jedna od vrednosti m,n jednaka 1, onda se dupla zvezda Sm,n redukuje na (obiqnu)
zvezdu. Dakle, mo�emo pretpostaviti da za duplu zvezdu va�i m,n ≥ 2. Prema Lemi 2.1, uko-
liko je neko stablo ∗–zvezda komplement za sopstvenu vrednost λ2 = 1, onda ono mo�e biti
samo zvezda ili dupla zvezda.

Teorema 2.2 S6, S10 i S11 su jedine zvezde koje mogu biti ∗–komplementi za sopstvenu vrednost
λ2 = 1.

Dokaz. Jednostavno proveravamo da zvezde S1 i S2 ne mogu biti ∗–komplementi za sopstvenu
vrednost λ2 = 1, te nadaǉe pretpostavǉamo da va�i n ≥ 3. Ako je C matrica susedstva zvezde
Sn (u kojoj prva vrsta i prva kolona odgovaraju centru zvezde) onda va�i

(I −C)−1 =
1

n−2


−1 −1 ... −1
−1 n−3 ... −1
...

. . .
...

−1 −1 ... n−3

 .

Pretpostavimo najpre da je teme u susedno sa centrom i sa k−1 ostalih temena zvezde Sn i neka
je b karakteristiqni vektor temena u. Dakle, taqno k komponenti vektora b su jedinice (prva
komponenta je jedna od ǌih). Ukoliko va�i k = 1, onda je graf koji se dobija dodavaǌem temena

5engl. double star.
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u tako�e zvezda, a druga sopstvena vrednost nijedne zvezde nije jednaka 1 (sopstvene vrednosti
zvezde Sn su

√
n,
√

n i nula sa multiplicitetom n−2). Za k ≥ 2, korix�eǌem jednakosti (2.1),
dobijamo jednakost

k2 +(2−n)k+2n−4 = 0. (2.2)

S obzirom da je k ceo broj, diskriminanta gorǌe kvadratne jednaqine mora biti potpun
kvadrat, a (n−6)2 −16 je potpun kvadrat samo ukoliko va�i n = 10 ili n = 11 (dodatno, u obe
situacije dobijamo da je k pozitivno). Na ovaj naqin smo upravo odredili dve zvezde, S10 i
S11, koje mogu biti ∗–komplementi za sopstvenu vrednost λ2 = 1.

Pretpostavimo sada da je teme u susedno sa taqno k temena zvezde Sn od kojih nijedno nije
ǌen centar. Dakle, taqno k komponenti karakteristiqnog vektora temena u su jedinice (u
ovom sluqaju, prva komponenta nije jedna od ǌih). Ponovo, iz jednakosti (2.1) sledi

k2 +(2−n)k+n−2 = 0. (2.3)

Diskriminanta gorǌe kvadratne jednaqine, (n−4)2 −4, je potpun kvadrat samo ukoliko va�i
n = 6 (dodatno, za takvo n je i k pozitivno). Dakle, u ovom sluqaju, zvezda S6 predstavǉa
jedino rexeǌe.

Teorema je dokazana. �

U narednoj teoremi odre�ujemo sve duple zvezde koje mogu biti ∗–komplementi za sopstvenu
vrednost λ2 = 1.

Teorema 2.3 Dupla zvezda Sm,n (m,n ≥ 2) mo�e biti ∗–komplementi za sopstvenu vrednost λ2 = 1
ako i samo ako je najmaǌe jedan od brojeva m,n jednak 2.

Dokaz. Da bi smo dokazali da zvezda S2,n mo�e biti ∗–komplementi za sopstvenu vrednost λ2 =
1, dovoǉno je da prona�emo barem jedan skup U ⊂V (S2,n) i teme u koje je susedno svim temenima
skupa U, tako da va�i λ2(S2,n(U)) = 1. Na primer, ako skup U sadr�i taqno jedno teme zvezde Sn
koje je razliqito od ǌenog centra dobijamo tra�enu situaciju. (Oqigledno, zvezda Sn (n ≥ 2),
razmatrana kao indukovani podgraf duple zvezde S2,n, sadr�i teme stepena 1 razliqito od
centra.) Zaista, uklaǌaǌem centra zvezde Sn iz grafa S2,n(U) dobijamo nepovezan graf qiji
spektar sadr�i 1 kao dvostruku sopstvenu vrednost. Tada, prema Teoremi o preplitaǌu, va�i
i λ2(S2,n(U)) = 1.

S druge strane, va�i λ2(S3,3) = 1. Dakle, va�i i λ2(Sm,n) ≥ 1, za m,n ≥ 3, qime je dokaz
kompletiran. �

U narednoj teoremi odre�ujemo sve kompletne grafove koji mogu biti ∗–komplementi za
sopstvenu vrednost λ2 = 1.

Teorema 2.4 K10 i K11 su jedini kompletni grafovi koji mogu biti ∗–komplementi za sopstvenu
vrednost λ2 = 1.

Dokaz. Za n ≤ 2, graf Kn je izomorfan grafu Sn koji je razmotren u Teoremi 2.2, te mo�emo
pretpostaviti da va�i n ≥ 3. Ako je C matrica susedstva grafa Kn, onda va�i

(I −C)−1 =
1

2n−4


n−3 −1 ... −1
−1 n−3 ... −1
...

. . .
...

−1 −1 ... n−3

 .
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Ukoliko je teme u susedno sa taqno k temena grafa Kn, onda je taqno k komponenti ǌegovog
karakteristiqnog vektora jednako 1. Korix�eǌem jednakosti (2.1), dolazimo do jednakosti
(2.2), te su, stoga, n = 10 i n = 11 jedina rexeǌa.

Ovim je dokaz zavrxen. �

2.2.2 Vaǉani skupovi

Sada odre�ujemo sve vaǉane skupove U, to jest one skupove U za koje grafovi H(U) imaju
1 kao drugu sopstvenu vrednost, gde je H neki od grafova S6,S10,S11,S2,n (n ≥ 2),K10,K11.

Koristimo slede�u notaciju: centar zvezde Sn oznaqavamo sa v. Centar zvezde Sn, centar
i jedino teme stepena 1 zvezde S2, u situaciji kada su zvezde Sn i S2 indukovani podgrafovi
duple zvezde S2,n oznaqavamo redom sa v,w i w1. Tako�e, skup od bilo kojih k temena zvezde Sn,
razliqitih od ǌenog centra, ili bilo kojih k temena kompletnog grafa Kn, oznaqavamo sa Tk.

Lema 2.3 Va�e slede�a tvr�eǌa:

(i) graf S6(U) je vaǉan ako i samo ako va�i U = T2;

(ii) graf S10(U) je vaǉan ako i samo ako va�i U = {v}∪T3;

(ii) graf S11(U) je vaǉan ako i samo ako va�i U = {v}∪T2 ili U = {v}∪T5;

(iv) graf K10(U) je vaǉan ako i samo ako va�i U = T4;

(v) graf K11(U) je vaǉan ako i samo ako va�i U = T3 ili U = T6.

Dokaz. Jednaqina (2.3) ima taqno jedan par celobrojnih rexeǌa: (n,k) = (6,2), te je stoga graf
S6(U) vaǉan ako i samo ako va�i U = T2. Sliqno, jednaqina (2.2) ima tri para celobrojnih
rexeǌa: (n,k) = (10,4),(11,3) i (11,6), odakle slede preostala tvr�eǌa. �

Napomena 2.1 Interesantno je primetiti da je, na osnovu prethodne leme, svaki graf koji
ima bilo koji od ∗–komplemenata S10, S11 za sopstvenu vrednost λ2 = 1 jedan konus, iz razloga
xto je centar odgovaraju�e zvezde susedan svim temenima iz ∗–skupa.

Lema 2.4 Graf S2,n(U) je vaǉan ako i samo ako skup U ima jedan od slede�ih oblika:

1. U = T1;

2. U = {v}∪T1;

3. U = {w}∪Tn−3, n ≥ 3;

4. U = {w1}∪Tn−2, n ≥ 2;

5. U = {v,w}∪Tn−5, n ≥ 5;

6. U = {v,w1}∪Tn−4, n ≥ 4;

7. U = {w,w1}∪T4n−8
3

, kad god je
4n−8

3
nenegativan ceo broj;

8. U = {v,w,w1}∪T4n−12
3

, kad god je
4n−12

3
nenegativan ceo broj.
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Skica dokaza. Dokaz je zasnovan na uzastopnoj primeni Xvenkove formule za graf S2,n(U).
Ovde �emo demonstrirati kako smo odredili skup U = {v,w,w1}∪T4n−12

3
, dok se svi ostali do-

bijaju na sliqan naqin.

Razmotrimo graf S2,n(U), pri qemu va�i U = {v,w,w1}∪Tk, (1≤ k ≤ n−1). Primenom Xvenkove
formule na teme u koje je susedno svim temenima skupa U, dobijamo jednakost

PS2,n(U)(1) =PS2,n(1)−PS2,n−v(1)−PS2,n−w(1)−PS2,n−w1(1)− kPS2,n−1(1)

−2 ∑
C∈C (u)

PS2,n(U)−C(1)

Ponovnom primenom iste formule dobijamo slede�e jednakosti: PS2,n(1) = −1, PS2,n−v(1) = 0,
PS2,n−w(1) = 2 − n, PS2,n−w1(1) = 1 − n, PS2,n−1(1) = −1 i ∑C∈C (u) PS2,n−C(1) = 4 − n + 2k. Dakle, va�i
PS2,n(U)(1) =−12+4n−3k, xto �e re�i da jednakost PS2,n(U)(1) = 0 va�i ako i samo ako je ispuǌeno
k = 4n−12

3 .

Dokaz je zavrxen. �

2.2.3 Maksimalni grafovi

Sada odre�ujemo sve H–maksimalne grafove (za sopstvenu vrednost λ2 = 1) za neke od ∗–
komplemenata H odre�enih u Teoremama 2.2–2.4. Kao xto smo ve� napomenuli (videti (2)
u Poglavǉu 2.1), postupak odre�ivaǌa maksimalnih grafova je ekvivalentan postupku odre-
�ivaǌa maksimalnih klika u grafu proxireǌa. Ve� smo notirali da neophodan i dovoǉan
uslov da temena u1 i u2 budu vaǉani partneri sledi iz Teoreme o rekonstrukciji (podse�amo,
ako su bu1 i bu2 odgovaraju�i karakteristiqni vektori, onda su u1 i u2 vaǉani partneri ako
i samo ako je bT

u1
(λ I −C)−1bu2 jednako 0 ili −1). (Tada su temena u1 i u2 nesusedna u prvom,

a susedna u drugom sluqaju.) Ovaj jednostavan kriterijum kojim proveravamo da li su dva
vaǉana temena vaǉani partneri koristimo u onome xto sledi.

Najpre demonstriramo tehniku ∗–komplemenata u sluqaju kada je ∗–komplement H izomor-
fan grafu S6.

Teorema 2.5 Postoji jedinstven maksimalan graf qiji je ∗–komplement za sopstvenu vrednost
λ2 = 1, graf S6.

Dokaz. U skladu sa Lemom 2.3, u ovom sluqaju postoji taqno deset vaǉanih skupova. Oz-
naqimo ih sa U1, ...,U10, a ǌima odgovaraju�a temena redom sa u1, ...,u10. Daǉe, postoje taqno
dve mogu�nosti kada je req o preseku bilo kog para vaǉanih skupova Ui,U j, 1 ≤ i < j ≤ 10: ili
nemaju zajedniqkih temena ili imaju taqno jedno zajedniqko teme. Dobijamo da su u prvom
sluqaju odgovaraju�a temena ui i u j vaǉani partneri ukoliko su susedna, a u drugom, ukoliko
su nesusedna. Stoga, svakom paru vaǉanih skupova odgovara par temena koja su vaǉani part-
neri (nekad kao susedna, nekad kao nesusedna). To nas dovodi do jedinstvenog maksimalnog
grafa qiji ∗–skup sadr�i svih deset temena u1, ...,u10.

Dokaz je zavrxen. �

Napomena 2.2 Maksimalan graf iz prethodne teoreme je jako regularan i poznat je kao Kleb-
xov (A. Clebsch) graf. ǋegov spektar je [5,110,−35]. (Eksponenti oznaqavaju multiplicitet
sopstvene vrednost.) Ovaj rezultat je postoji (u nexto drugaqijoj formi) i u [33].
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U narednoj teoremi, temena grafa K10 oznaqavamo brojevima 1, ..., 10.

Teorema 2.6 Postoje taqno dva neizomorfna maksimalna grafa qiji je ∗–komplement za sop-
stvenu vrednost λ2 = 1, kompletan graf K10.

Dokaz. U skladu sa Lemom 2.3, zakǉuqujemo, da u ovom sluqaju, dva vaǉana skupa mogu imati
od nula do tri zajedniqka temena. Razmatraǌem tih mogu�nosti, dobijamo da su oni kom-
patibilni u dve situacije: ukoliko imaju taqno jedno zajedniqko teme (tada su odgovaraju�a
temena nesusedna), odnosno ukoliko nemaju zajedniqkih temena (tada su odgovaraju�a temena
susedna).

Razmotrimo maksimalan graf qiji je ∗–komplement za sopstvenu vrednost λ2 = 1, kompletan
graf K10. Neka je X = {u1, ...,uk} ∗–skup tog grafa i neka je XU = {U1, ...,Uk} kolekcija vaǉanih
skupova koji odgovaraju temenima iz ∗–skupa. Ostatak dokaza �e biti podeǉen u tri dela.

(I) Neka va�i Ui,U j ∈ XU . Ako va�i jednakost |Ui ∩U j|= 2, onda va�i i U = (Ui\U j)∪ (U j\Ui) ∈
XU .

Bez gubǉeǌa na opxtosti, mo�emo pretpostaviti da va�i Ui = {1,2,3,4} i U j = {1,2,5,6}, a
tada va�i i U = {3,4,5,6}. Pretpostavimo suprotno, to jest: U /∈ XU . Tada postoji vaǉan skup
Ul ∈ XU takav da je |U ∩Ul | jednako ili 1 ili 3. (U suprotnom, iz U /∈ XU sledi da graf koji
razmatramo nije maksimalan). Pretpostavimo najpre da va�i |U ∩Ul | = 1. Teme koje pripada
preseku U ∩Ul tako�e pripada taqno jednom od skupova Ui,U j. Recimo da va�i U ∩Ul ∩Ui ̸= /0.
Budu�i da su skupovi Ul i U j kompatibilni, oni moraju imati dva zajedniqka temena, a jedina
mogu�nost za to je Ul ∩U j = {1,2}, no tada va�i |Ul ∩Ui|= 3, xto nije mogu�e poxto su i skupovi
Ul i Ui tako�e kompatibilni. Analogno dokazujemo i sluqaj U ∩Ul ∩U j ̸= /0. Pretpostavimo sada
da va�i |U ∩Ul |= 3. Ponovo, mora va�iti |Ul ∩U j|= 2, odakle sledi |Ul ∩Ui| ̸= 2. Kontradikcija!
Ovim je ovaj deo dokaza zavrxen.

(II) Kolekcija XU sadr�i najmaǌe dva skupa koja imaju prazan presek.
Pretpostavimo suprotno. Tada svaka dva skupa kolekcije XU imaju taqno dva temena

u preseku. Bez gubǉeǌa na opxtosti, mo�emo pretpostaviti da va�i U1 = {1,2,3,4},U2 =
{1,2,5,6} ∈ XU . Tada, prema delu (I), dobijamo da va�i i U3 = {3,4,5,6} ∈ XU . Maksimal-
nost razmatranog grafa uslovǉava postojaǌe jox skupova unutar kolekcije XU . U skladu
sa pretpostavkom, svaki preostali skup iz kolekcije XU sadr�i najmaǌe dva temena ozna-
qena brojevima strogo maǌim od 7 (jer samo tako mo�e imati dva zajedniqka temena sa
svakim od skupova U1,U2,U3). Jednostavno zakǉuqujemo da skup U4 = {a,b,c,d}, za koji va�i
1 ≤ a < b ≤ 6, 7 ≤ c < d ≤ 10, ne mo�e imati dva zajedniqka temena sa svakim od skupova U1,U2,U3.
Isto va�i i u sluqaju 1 ≤ a < b < c < d ≤ 6. Jedina preostala situacija je 1 ≤ a < b < c ≤
6, 7 ≤ d ≤ 10. Ovde imamo vixe od jedne mogu�nosti za temena a,b,c. Na primer, neka va�i
U4 = {2,3,5,d} ∈ XU . (Oqigledno je ispuǌeno |U4 ∩Ui| = 2, i = 1,2,3.) Koriste�i deo (I), dobi-
jamo U5 = {1,4,5,d},U6 = {1,3,6,d},U7 = {2,4,6,d} ∈ XU . Konaqno, jednostavno proveravamo da skup
U8 = {a′,b′,c′,d′}, za koji va�i 1≤ a′ < b′ < c′ ≤ 6, 7≤ d′ ≤ 10, ne mo�e istovremeno imati dva zajed-
niqka temena sa svakim od skupova U1, ...,U7, pa, prema tome, dolazimo do zakǉuqka da kolekcija
XU ne sadr�i vixe ni jedan skup koji ima taqno dva zajedniqka temena sa svakim od ostalih
skupova iz kolekcije. Ali, sa druge strane, za U8 = {1,3,5,d′}, gde va�i 7 ≤ d′ ≤ 10, d′ ̸= d,
dobijamo da va�i |U8 ∩Ui| = 2, (i = 1, ...,6) i |U8 ∩U7| = /0. Otuda va�i U8 ∈ XU xto �e re�i
da kolekcija XU sadr�i najmaǌe dva skupa qiji je presek prazan. Kontradikcija! Ukoliko
napravimo neki drugi izbor temena a,b,c takav da skup U4 zadovoǉava pretpostavku, dolazimo
do kontradikcije na sliqan naqin qime je i ovaj deo dokazan.

(III) Postoje taqno dva neizomorfna maksimalna grafa.
Imaju�i u vidu deo (II), mo�emo pretpostaviti da va�i U1 = {1,2,3,4},U2 = {7,8,9,10} ∈ XU .

Ukoliko je neki skup kompatibilan sa svakim od skupova U1,U2, onda on sadr�i ili oba temena
oznaqena sa 5 i 6 ili nijedno od ǌih.

Sada razlikujemo dva sluqaja:
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(1) kolekcija XU sadr�i skup koji sadr�i temena 5 i 6 i

(2) nijedan skup kolekcije XU ne sadr�i temena 5 i 6.

U prvom sluqaju, oznaqimo sa U3 (U3 ∈ XU ) skup koji sadr�i temena 5 i 6. Tada skup U3 mora
imati dva temena u preseku sa jednim od skupova U1,U2 i prazan presek sa drugim. Bez gubǉeǌa
na opxtosti, mo�emo pretpostaviti da va�i U3 = {1,2,5,6}. Na osnovu dela (I), dobijamo da
va�i U4 = {3,4,5,6} ∈ XU . Daǉe, svaki preostali skup kolekcije XU ima oblik {a,b,c,d}, gde
je 1 ≤ a < b ≤ 6, 7 ≤ c < d ≤ 10. Pretpostavimo da va�i {a,b,c,d} ∈ XU , pri qemu je zadovoǉeno
a,b (1 ≤ a < b ≤ 6), i c = 7,d = 8. Naredni skupovi su jedini koji su kompatibilni sa svakim od
skupova U1, ...,U4: U5 = {1,2,7,8}, U6 = {1,2,9,10}, U7 = {3,4,7,8}, U8 = {3,4,9,10}, U9 = {5,6,7,8} i
U10 = {5,6,9,10}. Xtavixe, svaka dva od skupova U5, ...,U10 su kompatibilna, xto znaqi da smo
upravo odredili jedan maksimalan graf (qiji je ∗–skup odre�en kolekcijom XU = {U1, ...,U10}).
Ukoliko napravimo neki drugi izbor temena c i d, dobijamo izomorfan graf.

U drugom sluqaju, izuzev skupova U1 i U2, svaki drugi skup kolekcije XU je oblika {a′,b′,c′,d′},
gde va�i 1 ≤ a′ < b′ ≤ 4, 7 ≤ c′ < d′ ≤ 10. Bez gubǉeǌa na opxtosti, mo�emo pretpostaviti da
va�i U ′

3 = {1,2,7,8} ∈ XU . Tada, na osnovu dela (I), dobijamo da va�i U ′
4 = {1,2,9,10}, U ′

5 =
{3,4,7,8}, U ′

6 = {3,4,9,10} ∈ XU . Daǉe, svaki od nekompatibilnih skupova {1,3,7,9}, {1,3,7,10}
je kompatibilan sa svakim od skupova U1,U2,U ′

3, ...,U
′
6. Ukoliko pretpostavimo da va�i U ′

7 =
{1,3,7,9} ∈ XU , tada su naredni skupovi jedini koji su kompatibilni sa svakim od skupova
U1,U2,U ′

3, ...,U
′
7: U ′

8 = {1,3,8,10}, U ′
9 = {2,4,7,9}, U ′

10 = {2,4,8,10}, U ′
11 = {1,4,7,10}, U ′

12 = {1,4,8,9},
U ′

13 = {2,3,7,10} i U ′
14 = {2,3,8,9}. Xtavixe, svaka dva od skupova U ′

8, ...,U
′
14 su kompatibilna,

xto znaqi da smo upravo odredili jedan maksimalan graf (qiji je ∗–skup odre�en kolekci-
jom XU = {U1,U2,U ′

3, ...,U
′
14}). Ukoliko, pak, pretpostavimo da va�i U ′

7 = {1,3,7,10} ∈ XU (ili
napravimo neki sliqan izbor za skup U ′

7), dobijamo izomorfan graf.

Ovim je teorema dokazana. �

Napomena 2.3 Navodimo neke podatke o grafovima dobijenim u prethodnoj teoremi. Prvi od
ǌih ima 20 temena (10 temena stepena 7 i 10 temena stepena 13). ǋegov spektar je [11,110,−15,
−44]. Drugi graf ima 24 temena (14 temena stepena 5, 2 temena stepena 9 i 8 temena stepena
16). ǋegov spektar je [11.28,114,−1,−37,−3.28].

U ciǉu ore�ivaǌa maksimalnih grafova koji imaju zadati ∗–komplement za sopstvenu
vrednost λ , kreirali smo biblioteku SCL6, koja sadr�i programe koji se odnose na tehniku
∗–komplemenata. Tu su ukǉuqeni programi za identifikaciju vaǉanih skupova, proveru ǌi-
hove kompatibilnosti, odre�ivaǌe maksimalnih klika i klasa izomorfnih grafova. Neki od
rezultata dobijenih korix�eǌem SCL-a nalaze se u narednim dvema teoremama.

Oznake v, w i w1 imaju istu ulogu kao i u prethodnom potpoglavǉu, dok su temena zvezde
Sn razliqita od ǌenog centra (u prvoj teoremi, zvezda Sn je indukovani podgraf duple zvezde
S2,n) oznaqena brojevima 1, ..., n−1.

Teorema 2.7 Postoji taqno n neizomorfnih maksimalnih grafova koji imaju ∗–komplement S2,n
(2≤ n≤ 5) za sopstvenu vrednost λ2 = 1. U listi koja sledi, za svaki graf su dati slede�i podaci:
broj temena, broj ivica, spektar i vaǉani skupovi.

S2,2:

G1 : 5, 5, [2.21,1,−0.54,−1,−1.68]; {v,1}.
G2 : 6, 6, [2,12,−12,−2]; {1},{w1}.

S2,3:

6engl. star complement library.
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G3 : 7, 8, [2.73,12,−0.73,−12,−2]; {v,1},{v,2}.
G4 : 8, 11, [3,13,−12,−22]; {w1,1},{w1,2},{v,w,w1}.
G5 : 10, 15, [3,15,−24]; {1},{2},{w},{w1,1},{w1,2}.

S2,4:

G6 : 9, 11, [3.15,13,−0.82,−13,−2.33]; {v,1},{v,2},{v,3}.
G7 : 10, 16, [3.70,14,−13,−2,−2.70]; {1},{v,2},{v,3},{w1,2,3}.
G8 : 12, 24, [4.27,16,−1,−23,−3.27]; {1},{2},{v,3},{w,3},{w1,1,3},{w1,2,3}.
G9 : 16, 40, [5,110,−35]; {1},{2},{3},{v,w1},{w,1},{w,2},{w,3},{w1,1,2},{w1,1,3},

{w1,2,3}.

S2,5:

G10 : 11, 14, [3.50,14,−0.86,−14,−2.64]; {v,1},{v,2},{v,3},{v,4}.
G11 : 12, 21, [4.27,15,−14,−2,−3.27]; {1},{v,2},{v,3},{v,4},{w1,2,3,4}.
G12 : 14, 33, [5.22,17,−12,−23,−4.22]; {1},{2},{v,3},{v,4},{w,3,4},{w1,1,3,4},

{w1,2,3,4}.
G13 : 18, 57, [6.66,111,−1,−34,−4.66]; {1},{2},{3},{v,4},{v,w1,4},{w,1,4},{w,2,4},

{w,3,4},{w1,1,2,4},{w1,1,3,4},{w1,2,3,4}.
G14 : 27, 135, [10,120,−56]; {1},{2},{3},{4},{v,w},{v,w1,1},{v,w1,2},{v,w1,3},

{v,w1,4},{w,1,2},{w,1,3},{w,1,4},{w,2,3},{w,2,4},{w,3,4},{w1,1,2,3},
{w1,1,2,4},{w1,1,3,4},{w1,2,3,4}.

Napomena 2.4 Graf G2 je izomorfan ciklusu C6; graf G9 je izomorfan Klebxovom grafu koji
smo dobili i u Teoremi 2.5, xto znaqi da taj graf sadr�i dva razliqtita stabla kao ∗–
komplemente za sopstvenu vrednost λ2 = 1 i u oba sluqaja je to i maksimalan graf za te
∗–komplemente; grafovi G5 i G14 su (tako�e) jako regularni.

Napomena 2.5 Interesantno je napomenuti da se granica n ≤ 1
2 t(t + 1)− 1 (koja va�i za svaki

povezan regularan graf reda n, gde je t red ∗–komplementa za sopstvenu vrednost λ ̸∈ {−1,0}),
dosti�e u sluqaju grafa G14.

Teorema 2.8 Postoji taqno petnaest neizomorfnih maksimalnih grafova koji imaju ∗–komple-
ment S10 za sopstvenu vrednost λ2 = 1. U listi koja sledi, za svaki graf su dati slede�i podaci:
broj temena, broj ivica, spektar i vaǉani skupovi u qijim je reprezentacijama, radi kra�eg
zapisa, izostavǉen centar zvezde (koji, inaqe, oni svi sadr�e).

G1 : 17, 58, [8.69,17,0,−0.69,−26,−3]; {1,4,5},{1,6,7},{1,8,9},{4,6,8},{4,7,9},{5,6,9},
{5,7,8}.

G2 : 20, 64, [8,110,03,−36]; {1,6,7},{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},{6,7,8},
{6,7,9},{6,8,9},{7,8,9}.
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G3 : 20, 72, [8.90,110,02,−0.90,−36]; {1,5,7},{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},
{5,8,9},{6,7,8},{6,7,9},{7,8,9}.

G4 : 20, 75, [9.20,110,02,−1.20,−36]; {1,5,6},{1,5,7},{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},
{1,8,9},{5,8,9},{6,7,8},{6,7,9}.

G5 : 20, 76, [9.29,110,02,−1.29,−36]; {1,5,6},{1,5,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},
{5,7,9},{5,8,9},{6,7,8},{6,8,9}.

G6 : 20, 76, [9.29,110,02,−1.29,−36]; {1,5,6},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},{5,7,8},{5,7,9},
{5,8,9},{6,7,8},{6,7,9},{6,8,9}.

G7 : 20, 76, [9.42,110,0,−0.42,−22,−35]; {1,4,7},{1,5,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},
{1,8,9},{4,8,9},{5,7,9},{6,7,8},{7,8,9}.

G8 : 20, 79, [9.57,110,02,−1.57,−36]; {1,5,6},{1,5,7},{1,6,8},{1,7,9},{1,8,9},{5,6,9},
{5,7,8},{5,8,9},{6,7,8},{6,7,9}.

G9 : 23, 97, [10.26,113,−13,−35,−5.26]; {1, i,9} (kad god va�i 2 ≤ i ≤ 6),{1,6,7},{1,6,8},
{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},{6,7,9},{6,8,9},{7,8,9}.

G10 : 23, 101, [10.71,113,−12,−1.78,−35,−4.92]; {1,2,9},{1,3,9},{1,4,9},{1,5,7},{1,5,9},
{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},{5,8,9},{6,7,9},{7,8,9}.

G11 : 23, 102, [10.81,113,−12,−2,−35,−4.81]; {1,2,9},{1,3,9},{1,4,9},{1,5,6},{1,5,7},
{1,5,9},{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9}.

G12 : 26, 134, [−6,−4.25,−34,−23,116,12.25]; {1, i, j} (kad god va�i 2 ≤ i ≤ 7, 8 ≤ j ≤ 9),
{1,6,7},{1,8,9},{6,7,9},{6,8,9}.

G13 : 29, 175, [14,119,−37,−62]; {1, i, j} (kad god va�i 2 ≤ i ≤ 6, 7 ≤ j ≤ 9),{1,7,8},{1,7,9},
{1,8,9},{7,8,9}.

G14 : 29, 175, [14,119,−37,−62]; {1, i, j} (kad god va�i 2 ≤ i ≤ 7, 8 ≤ j ≤ 9),{i,8,9} (kad god
va�i 1 ≤ i ≤ 7).

G15 : 38, 331, [19.19,128,−2.19,−3,−67]; {1, i, j} (kad god va�i 2 ≤ i < j ≤ 9).

Napomena 2.6 Grafovi G5 i G6 su kospektralni konusi nad kospektralnim grafovima. Gra-
fovi G13 i G14 su kospektralni konusi, ali ne i nad kospektralnim grafovima. Graf G2 je
konus nad grafom G∪4K1, gde je G jako regularan graf stepena xest.

Maksimalne grafove koji imaju ostale ∗–komplemente odre�ene u Potpoglavǉu 2.2.1 nismo
prepoznali kao interesantne za prikazivaǌe (broj takvih neizomorfnih grafova je jako ve-
liki). Me�utim, i ti grafovi (kao i ǌihovi podgrafovi) mogu imati znaqajnu ulogu u odre-
�ivaǌu, na primer, integralnih grafova, kospektralnih grafova ili grafova sa malim bro-
jem raliqitih sopstvenih vrednost. Recimo, postoji 15 neizomorfnih kospektralnih grafova
koji imaju 28 temena i 174 ivice, gde je svaki od ǌih maksimalan graf koji ima ∗–komplement
S2,6 za sopstvenu vrednost λ2 = 1. ǋihov spektar je [13,120,−3,−56].

2.3 Unicikliqki grafovi kao zvezda komplementi

2.3.1 Mogu�i zvezda komplementi

Neka je, u onome xto sledi, ∗–komplement H za sopstvenu vrednost λ2 = 1, unicikliqki graf.
Tako�e, sa C oznaqavamo (jedini) ciklus grafa H. Na poqetku Poglavǉa 2.2 smo istakli da
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graf H (nezavisno od svoje strukture) mora zadovoǉavati nejednakost λ2(H) < 1. U naredne
dve leme dokazujemo jox neke osobine grafa H, pod pretpostavkom da je on unicikliqki.

Lema 2.5 Ako je graf H ∗–komplement za sopstvenu vrednost λ2 = 1, onda je ciklus C grafa H
du�ine najvixe pet.

Dokaz. Za ciklus Cn, gde je n ≥ 6 va�i λ2(Cn) ≥ 1. Otuda, takav ciklus ne mo�e biti ∗–
komplement za sopstvenu vrednost λ2 = 1. Dodatno, prema Teoremi o preplitaǌu, bilo koji
unicikliqki graf koji sadr�i ciklus Cn (n ≥ 6), tako�e ne mo�e biti ∗–komplement za sop-
stvenu vrednost λ2 = 1, qime je lema dokazana. �

Lema 2.6 Ako je graf H ∗–komplement za sopstvenu vrednost λ2 = 1, onda se svako teme grafa H
nalazi na rastojaǌu najvixe 1 od ciklusa C grafa H.

Dokaz. U skladu sa Lemom 2.1, va�i diam(H)≤ 3. Ako se neko teme grafa H nalazi na rastojaǌu
dva (ili vixe) od ciklusa C, onda je i dijametar grafa H strogo ve�i od 3, izuzev ukoliko
graf H ne sadr�i trougao sa vise�im putem du�ine dva (ili vixe) koji polazi od jednog
temena trougla (i, mogu�e, odre�eni broj dodatnih ivica incidentnih sa istim temenom).
Ali, u tom sluqaju, 1 je sopstvena vrednost svakog takvog grafa, qime je lema dokazana. �

U narednoj teoremi dajemo karakterizaciju svih unicikliqkih grafova koji mogu biti
∗–komplementi za sopstvenu vrednost λ2 = 1.

Teorema 2.9 Unicikliqki graf H mo�e biti ∗–komplement za sopstvenu vrednost λ2 = 1 ako i
samo ako je izomofran nekom od grafova prikazanih na Slici 4.

Dokaz. Najpre odre�ujemo sve unicikliqke grafove koji zadovoǉavaju slede�e tri pret-
postavke:

(1) λ2 < 1,

(2) du�ina jedinog ciklusa je najvixe pet i

(3) svako teme grafa je na rastojaǌu najvixe 1 od ciklusa.

(Na osnovu Lema 2.5 i 2.6, me�u takvim grafovima se nalaze svi mogu�i unicikliqki ∗–
komplementi za sopstvenu vrednost λ2 = 1.) Nakon direktnog raquna zakǉuqujemo da su grafovi
H1,H3,H4,H8,H9 i (uslovno govore�i) H10 sa Slike 4 jedini maksimalni grafovi koji zado-
voǉavaju gorǌe pretpostavke. (Graf H10 nije maksimalan za fiksiranu vrednost n ≥ 4, ali
zadovoǉava sva nametnuta ograniqeǌa. U to se mo�emo uveriti na slede�i naqin: Najpre,
uklaǌaǌem temena oznaqenog sa 1, te primenom Teoreme o preplitaǌu, dobijamo λ2(H10) ≤ 1.
S druge strane, va�i λ2(H10) ̸= 1 poxto jednakost PH10(1) = −4 va�i za svako n ≥ 4, xto se
jednostavno dokazuje primenom Hajlbronerove formule.)

Dakle, svi grafovi sa Slike 4, ali i svi ǌihovi unicikliqki indukovani podgrafovi
su kandidati za tra�ene grafove. No, imamo samo dva unicikliqka indukovana podgrafa:
C4 (indukovani podgraf, na primer, grafa H2) i C3 (indukovani podgraf, na primer, grafa
H5). Preostaje da utvrdimo za koje od pomenutih grafova postoji barem jedan vaǉan skup.
To qinimo direktnim raqunom, te dolazimo do zakǉuqka da za svaki graf sa Slike 4 postoji
barem jedan vaǉan skup (xtavixe, svi vaǉani skupovi dati su u Teoremi 2.10), pa svi oni mogu
biti ∗–komplementi za sopstvenu vrednost λ2 = 1. S druge strane, jednostavno utvr�ujemo da
za preostala dva grafa ne postoji ni jedan vaǉan skup.

Ovim je teorema dokazana. �
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Slika 4. Unicikliqki ∗–komplementi za sopstvenu vrednost λ2 = 1.

2.3.2 Vaǉani skupovi

Sada odre�ujemo sve vaǉane skupove za svaki od grafova H1, ...,H10 iz Teoreme 2.9.

Teorema 2.10 Za svaki graf Hi (i = 1, . . . ,10) sa Slike 4, odgovaraju�i vaǉani skupovi dati su u
listi koja sledi.

H1 : U1 = {1}, U2 = {2}, U3 = {3}, U4 = {4}, U5 = {5}, U6 = {1,2,3}, U7 = {1,2,5},
U8 = {1,4,5}, U9 = {2,3,4}, U10 = {3,4,5};

H2 : U1 = {3}, U2 = {2,5}, U3 = {4,5}, U4 = {2,3,4};
H3 : U1 = {1}, U2 = {2}, U3 = {3}, U4 = {4}, U5 = {1,6}, U6 = {2,5}, U7 = {3,5},

U8 = {4,6}, U9 = {1,3,4}, U10 = {2,3,4}, U11 = {3,5,6}, U12 = {4,5,6},
U13 = {1,2,3,6}, U14 = {1,2,4,5};

H4 : U1 = {1}, U2 = {2}, U3 = {4}, U4 = {2,5}, U5 = {2,6}, U6 = {3,5}, U7 = {3,6},
U8 = {4,5}, U9 = {4,6}, U10 = {1,2,3}, U11 = {1,3,4}, U12 = {3,5,6},
U13 = {1,2,4,5,6};

H5 : U1 = {3,4}, U2 = {3,5}, U3 = {1,4,5}, U4 = {2,4,5};
H6 : U1 = {1,5}, U2 = {1,6}, U3 = {2,4}, U4 = {2,6}, U5 = {3,4}, U6 = {3,5},U7 = {1,4,5,6},

U8 = {2,4,5,6}, U9 = {3,4,5,6}
H7 : U1 = {2}, U2 = {3,4}, U3 = {3,5}, U4 = {1,4,6}, U5 = {1,5,6}, U6 = {2,4,5},

U7 = {3,4,6}, U8 = {3,5,6}, U9 = {1,2,3,6}, U10 = {2,4,5,6};
H8 : U1 = {1}, U2 = {2}, U3 = {3}, U4 = {1,6}, U5 = {1,7}, U6 = {2,4}, U7 = {2,5},

U8 = {3,4}, U9 = {3,5}, U10 = {1,6,7}, U11 = {2,4,7}, U12 = {2,5,7}, U13 = {3,4,6},
U14 = {3,5,6}, U15 = {1,2,3,6}, U16 = {1,2,3,7}, U17 = {1,4,6,7}, U18 = {1,5,6,7},
U19 = {2,4,5,7}, U20 = {3,4,5,6}, U21 = {1,2,3,4,5}, U22 = {2,4,5,6,7},
U23 = {3,4,5,6,7};
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H9 : U1 = {1}, U2 = {3}, U3 = {1,7}, U4 = {2,4}, U5 = {2,5}, U6 = {2,6}, U7 = {3,4},
U8 = {3,5}, U9 = {3,6}, U10 = {1,2,3}, U11 = {1,4,7}, U12 = {1,5,7}, U13 = {1,6,7},
U14 = {2,4,5}, U15 = {2,4,6}, U16 = {2,5,6}, U17 = {3,4,5,7}, U18 = {3,4,6,7},
U19 = {3,5,6,7}, U20 = {2,4,5,6,7}, U21 = {3,4,5,6,7}, U22 = {1,2,3,4,5,6};

H10 : { j}, {1, j} (4 ≤ j ≤ n), {2}∪T, {3}∪T (ako je n = 7, gde je T bilo koji skup (mogu�e i
prazan) temena stepena 1), {1,2}∪T, {1,3}∪T (ako je n = 11, gde je T bilo koji skup
(mogu�e i prazan) temena stepena 1), {2,3}∪Tn−5 (gde je Tn−5 bilo koji skup od n−5
(n ≥ 5) temena stepena 1), {1,2,3}∪Tn−7 (gde je Tn−7 bilo koji skup od n−7 (n ≥ 7)
temena stepena 1).

Dokaz. U sluqaju grafova H1 −H9 direktnim raqunom (zasnovanim na Teoremi o rekonstruk-
ciji) dobijamo navedene vaǉane skupove. (Ti grafovi imaju konaqan broj temena, a time i
konaqan broj kandidata za vaǉane skupove.)

U sluqaju grafa H10 vaǉane skupove odre�ujemo primenom Xvenkove formule.
Pretpostavimo najpre da skup U sadr�i samo temena stepena 1 grafa H10 i neka je u ǌemu

odgovaraju�e teme. Primenom Xvenkove formule (u sluqaju H = H10(U), v = u) dobijamo jed-
nakost

PH10(U)(1) = PH10(1)− ∑
w∈U

PH10−w(1)−2 ∑
C∈C (u)

PH10(U)−C(1).

Budu�i da va�e jednakost PH10(1) = −4, PH10−w(1) = −4 (w ∈ U) i PH10(U)−C(1) = 0, C ∈ C (u), za-
kǉuqujemo da va�i i PH10(U)(1) = −4+ 4k. Otuda jednakost PH10(U)(1) = 0 va�i ako i samo ako
va�i k = 1. Dakle, ako je U vaǉan skup koji sadr�i samo temena stepena 1 grafa H10, onda je
on oblika { j} (4 ≤ j ≤ n).

Neka sada skup U sadr�i najmaǌe jedno teme trougla odre�enog skupom temena {1,2,3} i
k temena stepena 1 grafa H10, pri qemu mo�e va�iti i k = 0. Neka T oznaqava skup od k
pomenutih temena. Ukoliko su {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} i {1,2,3} redom temena trougla
koja pripadaju skupu U, dobijamo da je PH10(U)(1) jednako redom −4+4k, −7+n, −7+n, −11+n,
−11+n, −5−k+n i −7−k+n. Poxto va�i PH10(U)(1) = 0, dobijamo sve tra�ene vaǉane skupove.

Ovim je teorema dokazana. �

2.3.3 Maksimalni grafovi

Odre�ujemo sve H–maksimalne grafove koji imaju neke od ∗–komplemenata (za sopstvenu
vrednost λ2 = 1) iz Teoreme 2.9.

Najpre demonstriramo tehniku ∗–komplemenata u sluqaju kada je ∗–komplement H izomor-
fan nekom od grafova H5 i H6.

Teorema 2.11 Postoji jedinstven maksimalan graf qiji je ∗–komplement za sopstvenu vrednost
λ2 = 1 graf H5 (ili H6).

Dokaz. U skladu sa Teoremom 2.10, postoje taqno qetiri vaǉana skupa u sluqaju grafa
H5. Jednostavno utvr�ujemo da su svaka dva od ǌih kompatibilni, te postoji jedinstven
maksimalan graf.
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Sliqno, postoji taqno devet vaǉanih skupova u sluqaju grafa H6. Ponovo, direktnim
raqunom utvr�ujemo da su svaka dva od ǌih kompatibilni, xto na opet dovodi do jedinstvenog
maksimalnog grafa.

∗–skupovi oba dobijena maksimalna grafa sadr�e sva temena koja odgovaraju vaǉanim
skupovima. Ovim je teorema dokazana. �

Napomena 2.7 Slede neki podaci o grafovima dobijenim u prethodnoj teoremi: Prvi je jako
regularan graf (stepena 4) reda 9. ǋegov spektar je [4,14,−24]. Drugi graf je reda 15 i on
je, tako�e, jako regularan (stepena 6). ǋegov spektar je [6,19,−35].

Korix�eǌem ve� pomenute biblioteke SCL (Potpoglavǉe 2.2.3) dobijamo rezultate koji su
sumirani u narednoj teoremi.

Teorema 2.12 U listi koja sledi, dati su neizomorfni maksimalni grafovi koji imaju ∗–komple-
ment H za sopstvenu vrednost λ2 = 1, gde je graf H izomorfan nekom od grafova H1−H4 i H7−H9.
Uz svaki graf dati su slede�i podaci: broj temena, broj ivica, spektar i vaǉani skupovi.

H1:

G1 : 7, 12, [3.65,12,−12,−1.65,−2]; U7, U8.
G2 : 8, 11, [3,13,−12,−22]; U1, U3, U6.
G3 : 10, 15, [3,15,−24]; U1, U2, U3, U4, U5.

H2:

G4 : 6, 8, [2.90,1,0,−0.60,−1,−2.29]; U4.
G5 : 8, 12, [3,13,−13,−3]; U1, U2, U3.

H3:

G6 : 10, 20, [4.37,14,−12,−1.37,−2,−3]; U8, U10, U11, U13.
G7 : 12, 24, [4.27,16,−1,−23,−3.27]; U4, U5, U6,U7, U12, U14.
G8 : 16, 40, [5,110,−35]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U11, U12.

H4:

G9 : 10, 16, [3.70,14,−13,−2,−2.70]; U6, U7, U10, U11.
G10 : 12, 24, [4.27,16,−1,−23,−3.27]; U4, U5, U8, U9, U12, U13.
G11 : 16, 40, [5,110,−35]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U9, U12.

H7:

G13 : 10, 21, [4.46,14,−13,−2.46,−3]; U7, U8, U9, U10.
G14 : 15, 45, [6,19,−35]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U10.

H8:

G15 : 14, 37, [5.77,17,−12,−22,−2.77,−4]; U10, U11, U12, U13, U14,
U15, U16.

G16 : 18, 57, [6.66,111,−1,−34,−4.66]; U4, U5, U6, U7, U8, U9, U17,
U18, U19, U20, U21.

G17 : 27, 135, [10,120,−56]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U9, U10,
U11, U12, U13, U14,U17, U18, U19, U20, U22, U23.

H9:
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G18 : 18, 57, [6.66,111,−1,−34,−4.66]; U7, U8, U9, U11, U12, U13,
U14, U15, U16, U21, U22.

G19 : 27, 135, [10,120,−56]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U9, U11,
U12, U13, U14, U15, U16, U17, U18, U19, U20, U21.

Napomena 2.8 Grafovi G3, G8, G11, G14, G17 i G19 su jako regularni. Dodatno, graf G3 je
poznat kao Petersenov (J. Petersen) graf; grafovi G8 i G11 su izomorfni ranije pomiǌanom
Klebxovom grafu. Slede�i parovi grafova G7 i G10, G8 i G11, G16 i G18 kao i G17 i G19
su izomorfni – te, stoga imaju razliqite unicikliqke ∗–komplemente za sopstvenu vrednost
λ2 = 1. Tako�e, grafovi G17 i G19 su izomorfni grafu iz Napomene 2.5.

Problem odre�ivaǌa H10–maksimalnih grafova za sopstvenu vrednost λ2 = 1, za sada, ostaje
otvoren.



Glava 3

Grafovi sa integralnim Q–spektrom

Razmatramo problem odre�ivaǌa Q–integralnih grafova, to jest grafova sa integralnim
spektrom nenegativne Laplasove matrice. Odre�ujemo sve takve grafove kod kojih je mak-
simalan stepen ivice jednak qetiri. Tako�e, dajemo i odre�ene rezultate u sluqaju kada je
maksimalan stepen ivice jednak pet. Odre�ujemo i sve povezane Q–integralne grafove koji
imaju najvixe deset temena, te dajemo neke dodatne podtke i komentare o takvim grafovima.
Naposletku, istiqemo neke grafove sa interesantnim spektralnim osobinama.

3.1 Postavka problema i poznati rezultati

Do sada smo se bavili iskǉuqivo uobiqajenim spektrom grafa G koji smo identifiko-
vali sa spektrom ǌegove matrice susedstva A (= A(G)), to jest sa nulama ǌegovog karakteris-
tiqnog polinoma PG(λ ) = det(λ I−A). Ako su sve sopstvene vrednosti (matrice susedstva) grafa
celobrojne, tada za graf ka�emo da je integralan. Ukoliko umesto matrice A razmatramo,
takozvanu, Laplasovu matricu L = D−A, gde je D dijagonalna matrica qija glavna dijagonala
sadr�i stepene temena grafa G, dobijamo Laplasove sopstvene vrednosti i Laplasov spektar
(koristi se i termin L–spektar) grafa G.

Neka je R (=R(G)) matrica incidencije grafa G (formata n×m) i oznaqimo sa L(G) linijski
graf grafa G. Slede�e relacije su dobro poznate (videti, na primer, [16]):

RT RT = A(G)+D, RT R = A(L(G))+2I,

odakle jednostavno sledi jednakost

PL(G)(λ ) = (λ +2)m−nQG(λ +2), (3.1)

gde su n i m redom broj temena i ivica grafa G, dok je QG(λ ) = det(λ I −Q) karakteristiqni
polinom matrice Q = A+D. Matricu Q, ǌene sopstvene vrednosti i ǌen spektar nazivamo
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redom nenegativna Laplasova matrica1, sopstvene vrednosti nenegativne Laplasove matrice
i spektar nenegativne Laplasove matrice (u onome xto sledi, koristi�emo termin Q–spektar)
grafa G.

S obziirom da je matrica Q pozitivno semidefinitna, Q–spektar sadr�i nenegativne vred-
nosti. Xtavixe, najmaǌa sopstvena vrednost matrice Q povezanog grafa jednaka je nuli ako
i samo ako je taj graf bipartitan; u tom sluqaju nula je jednostruka sopstvena vrednost
(videti [16], Stav 2.1).

Ukoliko L–spektar (odnosno, Q–spektar) nekog grafa sadr�i samo celobrojne vrednosti,
tada za taj graf ka�emo da je L–integtalan (odnosno, Q–integralan). Problem odre�ivaǌa
integralnih grafova postavǉen je u [27] i na tom poǉu postoje znaqajni rezultati. Sliqno
va�i i za L–integralne grafove (videti [31], gde je dat pregled rezultata). S druge strane, Q–
integralni grafovi, do sada, nisu izuqavani (xtavixe, ni sam Q–spektar nije mnogo izuqavan
– znaqajniji rezultati sumirani su u [16]).

Poznato je da ukoliko je neki regularan graf integralan u smislu bilo kog od tri navedena
spektra, onda je on integralan i u smislu preostala dva spektra (videti [16], Poglavǉe 3).
Na primer, svaki kompletan graf je integralan u smislu sva tri spektra (videti i Lemu 3.4
koja sledi u Poglavǉu 3.3). Tako�e, ukoliko je G bipartitan graf, onda je ǌegov Q–spektar
identiqan ǌegovom L–spektru (dokaz postoji na dosta mesta, videti, na primer, [23]), pa stoga
va�i da je bilo koji bipartitan graf L–integralan ako i samo ako je Q–integralan.

Sada navodimo neke konkretnije rezultate koji se tiqu integralnih grafova (u smislu uo-
biqajenog spektra), koje kasnije koristimo. Svi integralni grafovi kod kojih je maksimalan
stepen temena najvixe tri su poznati (videti [11], [5], [7] i [36]); taqno dvadeset od ǌih su
povezani grafovi, a trinaest povezanih grafova su i regularni. Tako�e, odre�eni su i svi
neregularni integralni grafovi kod kojih je maksimalan stepen temena jednak qetiri (videti
[41] i [29]); taqno 106 od ǌih su povezani grafovi, dok su trinaest povezanih grafova i nebi-
partitni. Postoji dosta rezultata koji se odnose na 4–regularne integralne grafove (videti
[20], [48] i [49]), ali taj sluqaj jox uvek nije u potpunosti rexen. Naposletku, poznati su
i svi integralni grafovi koji imaju ne vixe od deset temena (videti [1]); taqno 150 takvih
grafova su povezani.

Naredni rezultati i terminologija su preuzeti iz [16] (videti Poglavǉe 4, a posebno
Teoremu 4.1 i Posledice 4.2 i 4.3). Poluiviqna xetǌa2 du�ine k unutar grafa G je alterni-
raju�i niz v1,e1,v2,e2, ...,vk,ek,vk+1 koji se sastoji od temena v1,v2, ...,vk+1 i ivica e1,e2, ...,ek takav
da su, za bilo koju vrednost i (i = 1,2, ...,k), (ne obavezno razliqita) temena vi i vi+1 incidentna
ivici ei. Napomenimo da su u sluqaju(uobiqajene) xetǌe unutar grafa G dva temena vi i vi+1
(i = 1,2, ...,k) obavezno razliqita. Ukoliko je Q nenegativna Laplasova matrica grafa G, onda
je komponenta (i, j) matrice Qk jednaka broju poluiviqnih xetǌi koje polaze iz temena i i za-
vrxavaju se u temenu j. Neka je Tk = ∑n

i=1 µk
i ,(k = 0,1, ...) k–ti spektralni moment Q–spektra (sa

µ1,µ2, . . . ,µn smo oznaqili sopstvene vrednosti matrice Q). Tada je Tk jednako broju zatvorenih
(poqiǌu i zavrxavaju u istom temenu) poluiviqnih xetǌi du�ine k. Posebno, ukoliko graf
G ima n temena, m ivica, t trouglova i ako su stepeni ǌegovih temena redom d1,d2, . . . ,dn, onda
va�e slede�e jednakosti:

T0 = n, T1 =
n

∑
i=1

di = 2m, T2 = 2m+
n

∑
i=1

d2
i , T3 = 6t +3

n

∑
i=1

d2
i +

n

∑
i=1

d3
i . (3.2)

1engl. signless Laplacian matrix.
2engl. semi–edge walk.
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3.2 Grafovi sa ograniqenim stepenima ivica

3.2.1 Maksimalan stepen ivice nije ve�i od qetiri

Oznaqimo sa Q i A redom skupove svih povezanih Q–integralnih, odnosno integralnih
grafova. Tada va�i slede�a lema.

Lema 3.1 Ako va�i H ∈ {K1,3,K3}, onda postoji injektivno preslikavaǌe f : Q\{H} 7→ A .

Dokaz. Za svaki graf G ∈ Q\{H} definixemo f (G) = L(G). Injektivnost prelikavaǌa f sledi
iz qiǌenice da ukoliko su G1 i G2 povezani grafovi, onda L(G1) = L(G2) va�i ako i samo ako
va�i G1 = G2 ili {G1,G2}= {K1,3,K3} (videti [17], Teorema 2.1.6). Ovim je lema dokazana. �

Napomena 3.1 Preslikavaǌe f iz prethodne leme nije bijektivno, budu�i da proizvoǉan in-
tegralan graf ne mora biti linijski graf. Prema tome, postoji 1−1 korespondencija izme�u
svih grafova iz skupa Q\{H} i linijskih grafova iz skupa A (dok skup A sadr�i i neke
druge grafove izuzev linijskih). To nas motivixe da ka�emo da je osobina Q–integralnosti
grafova re�e prisutna od integralnosti. (Autori u [16] napomiǌu da bi sliqno moglo va�iti
i za kospektralne grafove. Xtavixe, dokazano je da je me�u grafovima reda ne ve�eg od
jedanaest broj Q–kospektralnih grafova strogo maǌi od broja kospektralnih grafova.) Na-
suprot tome, svaka zvezda je Q–integralan graf (ali ne mora biti integralan).

U onome xto sledi, sa deg(e) oznaqavamo stepen ivice e (to jest, broj ivica susednih ivici
e), gde je e proizvoǉna ivica grafa G. Tako�e, ka�emo da je graf G iviqno–regularan ukoliko
sve ǌegove ivice imaju isti stepen.

Teorema 3.1 Ukoliko je G povezan Q–integralan graf kod koga maksimalan stepen ivice nije
ve�i od tri, onda je G jedan od slede�ih osam grafova: K1, K2, K3 (=C3), C4, C6, K1,3, K2,3 i H1 (sa
Slike 5).

Dokaz. Poxto je graf G Q–integralan, sledi da je graf L(G) integralan. Daǉe, budu�i da
je graf G povezan sa maksimalnim stepenom ivice ne ve�im od tri, sledi da je L(G) povezan
graf sa maksimalnim stepenom temena ne ve�im od tri. Kao xto smo napomenuli u Poglavǉu
3.1, taqno dvadeset povezanih grafova sa maksimalnim stepenom temena tri su integralni.
Direktnim raqunom, utvr�ujemo da su samo osam od ǌih linijski grafovi. Grafovi iz teo-
reme su ǌihovi korenski grafovi. Ovim je dokaz zavrxen. �

Primetimo da va�i H1 = S(K4), gde je S karakteristiqna oznaka za subdiviziju grafa;
podse�amo, subdivizija grafa G je graf koji se dobija zamenom svake ivice grafa G putem
du�ine dva (konsultovati, tako�e, [9], str. 16).

Na sliqan naqin dokazujemo i slede�u teoremu.

Teorema 3.2 Ukoliko je G povezan iviqno–neregularan Q–integralan graf qiji je maksimalan ste-
pen ivice jednak qetiri, tada je G jedan od slede�a dva grafa: H2 i H3 (sa Slike 5).

Dokaz. Primetimo najpre da je L(G) povezan neregularan graf qiji je maksimalan stepen
temena jednak qetiri. Kao xto smo ve� napomenuli, postoji taqno 106 integralnih povezanih
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neregularnih grafova qiji je maksimalan stepen temena jednak qetiri. Me�u tim grafovima,
bipartitni nisu interesantni za naxe razmatraǌe. Naime, svaki od tih bipartitnih grafova
sadr�i graf K1,4 kao indukovani podgraf, te ne mo�e biti linijski graf. (Poznato je da
nijedan linijski graf ne mo�e sadr�ati K1,3 (pa time ni K1,4) kao indukovani podgraf –
videti [32].) Preostaje taqno trinaest nebipartitnih neregularnih integralnih grafova
qiji je maksimalan stepen temena jednak qetiri. Direktnim raqunom, utvr�ujemo da su samo
dva od ǌih linijski grafovi. Grafovi iz teoreme su ǌihovi korenski grafovi. Ovim je dokaz
zavrxen. �

H1 H2 H3 H4

Slika 5. Q–integralni grafovi iz Teorema 3.1, 3.2 i 3.3.

Do sada smo odredili sve Q–integralne grafove G qiji maksimalan stepen ivice nije
ve�i od qetiri, izuzev onih qiji su linijski grafovi 4–regularni. Poznato je (videti, na
primer, [26]) da je linijski graf regularan ako i samo ako je ǌegov korenski graf regularan
ili semiregularan bipartitan. ((r,s)–semiregularan bipartitan graf je bipartitan graf kod
kog su sva temena jedne particije stepena r, a druge stepena s.) Dakle, jox preostaje da
odredimo Q–integralne grafove G koji su 3–regularni ili (r,s)–semiregularni bipartitni,
gde je r+ s = 6. U drugom sluqaju va�i i:

n1 =
m
r
, n2 =

m
s
, n = n1 +n2 =

m(r+ s)
rs

, (3.3)

gde su n1 i n2 brojevi temena u svakoj od particija grafa, dok je m broj ivica grafa.

U narednoj teoremi kompletiramo listu povezanih Q–integralnih grafova qiji je maksi-
malan stepen ivice (maǌi ili) jednak qetiri.

Teorema 3.3 Ukoliko je G povezan iviqno–regularan Q–integralan graf qiji su stepeni ivica
jednaki qetiri, onda je G ili jedan od trinaest povezanih 3–regularnih integralnih grafova ili
jedan od slede�a tri grafa: K1,5, K2,4 i H4 (sa Slike 5).

Dokaz. Ukoliko je G povezan regularan Q–integralan graf, onda on mora biti jedan od
trinaest povezanih 3–regularnih integralnih grafova (podse�amo da je regularan graf in-
tegralan ako i samo ako je Q–integralan).

Pretpostavimo sada da je G (r,s)–semiregularan bipartitan graf, pri qemu va�i r+ s = 6
(i r ̸= s).

Ukoliko va�i r = 1, s = 5, onda va�i G = K1,5 (podse�amo, svaka zvezda je Q–integralan
graf).

Ukoliko va�i r = 2, s = 4, onda je G povezan (2,4)–semiregularan bipartitan graf, dok
je L(G) povezan 4–regularan graf. Iz jednakosti (3.1), odmah sledi da Q–spektar grafa G
ima oblik [0,1a,2b,3c,4d ,5e,6]. Imaju�i u vidu jednakosti (3.2) i (3.3), dolazimo do slede�eg
sistema Diofantovih (∆ι óϕαντoς) jednaqina:
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a+b+ c+d + e+2 = T0 =
3
4

m

a+2b+3c+4d +5e+6 = T1 = 2m
a+4b+9c+16d +25e+36 = T2 = 8m
a+8b+27c+64d +125e+216 = T3 = 38m

Rexavaǌem gorǌeg sistema dobijamo: b =−4a+ 3
2 m−9, c = 6a−2m+16, d =−4a+ 5

4 m−9, m = a.
Budu�i da va�i c,d ≥ 0, dobijamo nejednakosti m ≤ 3a+ 8 i m ≥ 16

5 a+ 36
5 . Prema tome, va�i i

16
5 a+ 36

5 ≤ 3a+8, odakle sledi a ≤ 4. Daǉe, nejednakosti c ≥ 0 i a ≤ 4 povlaqe m ≤ 20. S druge
strane, poxto va�i n = 3

4 m, zakǉuqujemo da 4 mora deliti m. Dakle, va�i m ∈ {4,8,12,16,20}.
Jednostavno zakǉuqujemo da sluqaj m = 4 nije mogu�. Xtavixe, za m ∈ {12,16}, vrednosti c i
d ne mogu biti istovremeno nenegativne. Direktnom proverom preostalih sluqajeva koji se
dobijaju za m ∈ {8,20}, dobijamo dva Q–integralna grafa: K2,4 i H4.

Ovim je dokaz zavrxen. �

Primetimo da va�i H4 = S(K4), to jest graf H4 je subdivizija grafa K4.

Sumiraju�i prethodne rezultate dolazimo do slede�e teoreme.

Teorema 3.4 Postoji taqno 26 povezanih Q–integralnih grafova qiji maksimalan stepen ivice
nije ve�i od qetiri.

3.2.2 Maksimalan stepen ivice jednak pet

U onome xto sledi, pa�ǌu �emo usmeriti samo na iviqno–regularne grafove. Najpre
dokazujemo slede�i (opxti) rezultat.

Lema 3.2 Neka je G (r,s)–semiregularan bipartitan graf koji ima n temena, m ivica i koji
sadr�i q qetvorouglova i h xestouglova. Tada, za spektralne momente T4,T5 i T6 Q–spektra
grafa G, va�e slede�e jednakosti:

T4 =
(

r3 + s3 +4(r2 + s2)+2(r+ s)+4rs−2
)

m+8q, (3.4)

T5 =
(

r4 +5(r3 + r2 − r)+ s4 +5(s3 + s2 − s)+5rs(r+ s+2)
)

m+20(r+ s)q (3.5)

T6 =
(

r5 + s5 +6(r4 + s4)+9(r3 + s3)−7(r2 + s2)−6(r+ s+ rs)+6rs(r2 + s2 + rs)+

21(r2s+ s2r)+4
)

m+12
(

3(r2 + s2)+2(r+ s)+4rs−4
)

q+12h. (3.6)

Dokaz. Razmotrimo najpre spektralni moment T4. Jednostavno dobijamo jednakost

T4 = trQ4 = tr(A+D)4 = tr(A4 +4A3D+4A2D2 +4AD3 +D4 +2ADAD), (3.7)

koja sledi iz qiǌenice da jednakost trMN = trNM va�i za bilo koje dve (kompatibilne) matrice
M i N. Daǉe, dobijamo trA3D = trAD3 = 0 (poxto je G bipartitan graf). Direktnim raqunom
dolazimo do jednakosti trA2D2 =∑n

i=1 d3
i , trD4 =∑n

i=1 d4
i . Budu�i da va�i jednakost DAD= rsA (xto

se jednostavno proverava), dobijamo trADAD = rs∑n
i=1 di. Raqunaǌem broja zatvorenih xetǌi
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du�ine qetiri i ǌihovim sumiraǌem dobijamo trA4 = ∑n
i=1 d2

i +∑n
i=1 di(di − 1)+ 8q, gde se prvi

qlan desne strane prethodne jednakosti odnosi na xetǌe du� ivice incidentne polaznom
temenu, drugi na xetǌe du� puta du�ine dva, a tre�i na xetǌe du� qetvorouglova.

Zamenom dobijenih vrednosti u jednakost (3.7), te korix�eǌem jednakosti (3.3), dobijamo
jednakost (3.4).

Razmotrimo sada spektralni moment T5. Primetimo najpre da jednakost

trAkD6−k = 0,

va�i kad god je k neparno, kao i da va�i DAD = rsA. Daǉe, sliqno kao i u prethodnom sluqaju,
dolazimo do jednakosti

T5 = trQ5 = tr(A+D)5 = tr(5A4D+5A2D3 +D5 +5rsA2D). (3.8)

Direktnim raqunom dobijamo da va�i trA2D3 = ∑n
i=1 d4

i , trD5 = ∑n
i=1 d5

i i trA2D = ∑n
i=1 d2

i . Konaqno,
svaka komponenta glavne dijagonale matrice A4 ima oblik d2

i +di(d j−1)+2qi, gde su di i qi stepen
temena i broj qetvorouglova koji sadr�e odgovaraju�e teme, dok je d j stepen susednog temena.
(Praktiqno, va�i di,d j ∈ {r,s} i di ̸= d j.) Sliqno, svaka komponenta glavne dijagonale matrice
D je (naravno) di. Stoga, va�i niz jednakosti trA4D = ∑n

i=1(d
2
i +di(d j −1)+2qi)di = ∑n

i=1(d
2
i +di(d j −

1))di +4(r+ s)q.
Zamenom dobijenih vrednosti u jednakost (3.8), te korix�eǌem jednakosti (3.3), dobijamo

jednakost (3.5).

Razmotrimo naposletku spektralni moment T6. Sliqno kao i ranije, najpre dobijamo jed-
nakost

T6 = trQ6 = tr(A+D)6 = tr(A6 +6A4D2 +6A2D4 +D6 +6rsA4 +6rsA2D2

+3r2s2A2 +3A2DA2D). (3.9)

Direktnim raqunom dolazimo do jednakosti trA2D4 = ∑n
i=1 d5

i i trD6 = ∑n
i=1 d6

i . Vrednosti trA4

i trA2D2 su izraqunate u prethodnom delu dokaza, a va�i i trA2 = ∑n
i=1 di. Daǉe sledi niz

jednakosti trA4D2 = ∑n
i=1(d

2
i +di(d j −1)+2qi)d2

i = ∑n
i=1(d

2
i +di(d j −1))d2

i +4(r2 + s2)q, te preostaje da
izraqunamo vrednosti trA6 i trA2DA2D.

Razmotrimo najpre vrednost trA6: Raqunaǌem broja zatvorenih xetǌi du�ine xest i ǌi-
hovim sumiraǌem dobijamo jednakost trA6 =∑n

i=1 d3
i +3∑n

i=1 di(d j−1)+∑n
i=1 di(d j−1)(d j−2)+3∑n

i=1 di(di−
1)(d j − 1)+ 24(r + s− 2)q+ 12h, gde je di stepen odgovaraju�eg temena, dok je d j stepen ǌegovog
suseda. Prvi qlan desne strane prethodne jednakosti se odnosi na xetǌe du� ivice inci-
dentne poqetnom temenu, drugi na xetǌe du� puta du�ine dva; slede�a dva qlana se odnose na
xetǌe du� tri ivice, dok se posledǌa dva qlana redom odnose na xetǌe du� qetvorouglova,
odnosno xestouglova.

Razmotrimo sada vrednost trA2DA2D: Matricu A2D dobijamo od matrice A2 mno�eǌem svake
ǌene komponente razliqite od nule sa r ili s u zavisnosti od pozicije te komponente (naime,
mno�imo je sa r (odnosno, sa s) ukoliko ona pripada vrsti i koloni koje odgovaraju temenu
stepena r (odnosno, stepena s)). S druge strane, matricu DA2 dobijamo od matrice A2 na
identiqan naqin! Stoga va�i A2D = DA2, odakle sledi jednakost A2DA2D = A4D2, a odatle
konaqno i jednakost trA2DA2D = trA4D2.

Zamenom dobijenih vrednosti u jednakost (3.9), te korix�eǌem jednakosti (3.3), dobijamo
jednakost (3.6).

Ovim je lema dokazana. �

Slede�a napomena je u direktnoj vezi sa dokazom prethodne leme.
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Napomena 3.2 Jednakost tr(M+N)k = tr
(

∑k
i=0

(k
i

)
MiNk−i

)
va�i za bilo koje dve kompatibilne ma-

trice M,N samo ukoliko va�i k ≤ 3 (na osnovu jednakosti trMN = trNM).

Primetimo da bilo koji iviqno–regularan graf qiji je stepen ivica jednak pet mora biti
(r,s)–semiregularan bipartitan graf, pri qemu va�i r+ s = 7. U narednim teoremama razma-
tramo sve sluqajeve koji nastaju.

Teorema 3.5 Neka je G povezan (r,s)–semiregularan bipartitan graf (pri qemu va�i r+ s = 7,r <
s). Ukoliko je G Q–integralan graf i ako va�i r = 1 ili r = 2, onda je G jedan od slede�ih grafova:
K1,6, K2,5 i I1 (sa Slike 6).

Dokaz. Pretpostavimo najpre da va�i r = 1. Zvezda K1,6 je jedini povezan (1,6)–semiregularan
bipartitan graf. Pored toga, to je i Q–integralan graf.

Pretpostavimo sada da va�i r = 2. Neka je G (2,5)–semiregularan bipartitan Q–integra-
lan graf. U tom sluqaju L(G) je 5–regularan integralan graf. U skladu sa jednakox�u (3.1),
Q–spektar grafa G ima oblik [0,1a,2b,3c,4d ,5e,6 f ,7]. Ukoliko graf G ima m ivica i sadr�i
q qetvorouglova, imaju�i u vidu jednakosti (3.3), (3.2), (3.4) i (3.5), dolazimo do slede�eg
sistema Diofantovih jednaqina:

a+b+ c+d + e+ f +2 = T0 =
7
10

m

a+2b+3c+4d +5e+6 f +7 = T1 = 2m
a+4b+9c+16d +25e+36 f +49 = T2 = 9m
a+8b+27c+64d +125e+216 f +343 = T3 = 50m
a+16b+81c+256d +625e+1296 f +2401 = T4 = 301m+8q
a+32b+243c+1024d +3125e+7776 f +16807 = T5 = 1866m+140q

Rexavaǌem sistema, dobijamo: a = f = 1
6 (2m+ q − 30), b = − 1

2 q + 9, c = d = 1
6 (m+ 2q − 30), e =

1
10 (−3m−5q+90). Budu�i da je vrednost c nenegativna, zakǉuqujemo da va�i m ≤ 30. S druge
strane, n = 7

10 m mora biti ceo broj, pa va�i m ∈ {10,20,30}.

Neka va�i m = 10. Tada postoji taqno jedan (2,5)–semiregularan bipartitan graf koji ima
deset ivica i to je K2,5. Dodatno, taj graf je i Q–integralan.

Neka sada va�i m = 20. Budu�i da je vrednost c nenegativna i da je a ceo broj, jednostavno
zakǉuqujemo da mora va�iti q ≥ 8, no u tom sluqaju va�i i e < 0 xto nije mogu�e. Dakle, u
ovom sluqaju nema Q–integralnih grafova.

Naposletku, neka va�i m = 30. Najpre, va�i n = 21, n1 = 6 i n2 = 15. Razmotrimo multigraf
G∗ homeomorfan grafu G (to jest, multigraf G∗ se dobija od grafa G zamenom svakog puta
du�ine dva jednom ivicom). Takav multigraf ima 6 temena, regularan je stepena pet, te ima
petnaest ivica. Graf G dobijamo od multigrafa G∗ zamenom petnaest ivica putevima du�ine
dva. U opxtem sluqaju G∗ mo�e imati vixestrukih ivica i raznovrsnu strukturu. Budu�i
da va�i e ≥ 0 mora va�iti q = 0, to jest graf G ne sadr�i nijedan qetvorougao. U tom sluqaju,
jedina mogu�nost je G∗ = K6, pa je stoga G = S(K6) (subdivizija grafa K6). Graf I1 je upravo
izomorfan grafu S(K6).

Ovim je teorema dokazana. �

U narednoj teoremi koristimo slede�i, dobro poznat, rezultat (videti [28]): Za proiz-
voǉan graf qija je matrica susedstva A postoji polinom P takav da va�i P(A) = J, gde je J
matrica qije su sve komponente jednake jedinici ako i samo ako je razmatrani graf povezan
i regularan. U tom sluqaju, va�i jednakost

P(x) =
n(x−λ2) · · ·(x−λk)

(r−λ2) · · ·(r−λk)
,
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gde je n red grafa, a r ǌegova najve�a sopstvena vrednost, dok su r = λ1,λ2, ...,λk sve razliqite
sopstvene vrednosti grafa. Ovaj polinom je poznat kao Hofmanov (A.J. Hoffman) polinom. Jedna
od direktnih posledica postojaǌa Hofmanovog polinoma je da n deli vrednost (r−λ2) · · ·(r−λk).

Lema 3.3 Povezan (3,4)–semiregularan bipartitan Q–integralan graf ima jedan od Q–spektara
datih u Tabeli 1. Svaka vrsta sadr�i broj temena, broj ivica, multiplicitete sopstvenih
vrednosti 0,1, ...,7, broj qetvorouglova (q) i broj xestouglova (h).

Dokaz. Sliqno kao i u dokazu Teoreme 3.5, imaju�i u vidu jednakosti (3.3), (3.2), (3.4), (3.5)
i (3.6), dolazimo do slede�eg sistema Diofantovih jednaqina:

a+b+ c+d + e+ f +2 = T0 =
7
12

m

a+2b+3c+4d +5e+6 f +7 = T1 = 2m
a+4b+9c+16d +25e+36 f +49 = T2 = 9m
a+8b+27c+64d +125e+216 f +343 = T3 = 46m
a+16b+81c+256d +625e+1296 f +2401 = T4 = 251m+8q
a+32b+243c+1024d +3125e+7776 f +16807 = T5 = 1422m+140q
a+64b+729c+4096d +15625e+46656 f +117649 = T6 = 8251m+1596q+12h

Rexavaǌem sistema, dobijamo: a = f = 1
18 (−11q−3h+270), b = m =− 1

2 q+9, c = 1
18 (−8q−3h+270),

d = 1
36 (−2q− 3h+ 180), m = 1

3 (−14q− 3h+ 360). Podse�amo da je linijski graf povezanog (r,s)–
semiregularnog bipartitnog grafa koji ima m ivica, povezan regularan graf koji ima m
temena. Korix�eǌem Hofmanovog polinoma, zakǉuqujemo da m deli 7! = 5040. S druge strane,
poxto su vrednosti q i h nenegativne, direktno sledi nejednakost m ≤ 120. Prema tome, va�i
m ∈ {12,24,36,48,60,72,84,120}. Raqunaju�i ostale vrednosti za svaku od mogu�ih vrednosti
parametra m dobijamo rexeǌa data u Tabeli 1.

Ovim je lema dokazana. �

n m 0 1 2 3 4 5 6 7 q h
7 12 1 0 0 3 2 0 0 1 18 24
14 24 1 2 0 5 3 0 2 1 18 12
14 24 1 1 3 3 1 3 1 1 12 40
21 36 1 4 0 7 4 0 4 1 18 0
21 36 1 3 3 5 2 3 3 1 12 28
21 36 1 2 6 3 0 6 2 1 6 56
28 48 1 4 6 5 1 6 4 1 6 44
28 48 1 5 3 7 3 3 5 1 12 16
35 60 1 5 9 5 0 9 5 1 0 60
35 60 1 6 6 7 2 6 6 1 6 32
35 60 1 7 3 9 4 3 7 1 12 4
42 72 1 7 9 7 1 9 7 1 0 48
42 72 1 8 6 9 3 6 8 1 6 20
49 84 1 9 9 9 2 9 9 1 0 36
49 84 1 10 6 11 4 6 10 1 6 8
70 120 1 15 9 15 5 9 15 1 0 0

Tabela 1. Mogu�i Q–spektri povezanih (3,4)–semiregularnih Q–integralnih grafova.
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Grafovi najmaǌeg reda koji odgovaraju Tabeli 1, mogu biti razmatrani, bilo direktnim
raqunom, bilo korix�eǌem kompjutera. U narednoj teoremi, sumiramo dobijene rezultate.

Teorema 3.6 Postoji taqno jedan graf koji odgovara podacima iz prve vrste Tabele 1. To je graf
K3,4. Nijedan graf ne odgovara podacima iz druge vrste i taqno jedan graf (I2 sa Slike 6) odgovara
podacima iz tre�e vrste.

I2I1

Slika 6. Q–integralni grafovi iz Teorema 3.5 i 3.6.

Sada razmatramo jox neke grafove koji odgovaraju podacima iz Tabele 1. Najpre, odre-
�ujemo (uobiqajeni) spektar tih grafova.

Ukoliko je G (r,s)–semiregularan bipartitan graf (sa n1 i n2 temena u svakoj od particija),
onda ǌegov karakteristiqni polinom ima oblik

PG(λ ) = (λ 2 − rs)λ µ0 ∏
λi∈I

(λ −λ 2
i )

µi ,

gde je I (mogu�e i prazan) skup sopstvenih vrednosti grafa G razliqitih od indeksa, najmaǌe
sopstvene vrednosti i nule (dakle, razliqitih od ±

√
rs i 0); µ0 oznaqava multiplicitet

sopstvene vrednosti 0, dok su µi = µ(λi) multipliciteti sopstvenih vrednosti koje pripadaju
skupu I. Na osnovu Teoreme 2.16 iz [9], str. 62 (u kojoj je data veza izme�u karakteristiqnog
polinoma semiregularnog bipartitnog grafa i karakteristiqnog polinoma ǌegovog linijskog
grafa), jednostavno dobijamo jednakost

PL(G)(λ ) = (λ − (r+ s−2))(λ − (r−2))n1−∑λi∈I µi(λ − (s−2))n2−∑λi∈I µi(λ +2)m−n+1

· ∏
λi∈I

(λ 2 − (r+ s−4)λ +(r−2)(s−2)−λi
2)µi ,

gde je m = n1r = n2s broj ivica grafa G.
Pretpostavimo sada da va�i r = 3 i s = 4. Tada se prethodna jednakost svodi na slede�u:

PL(G)(λ ) = (λ −5)(λ −1)n1−∑λi∈I µi(λ −2)n2−∑λi∈I µi(λ +2)m−n+1

· ∏
λi∈I

(λ 2 −3λ +2−λi
2)µi .
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Imaju�i u vidu da su mogu�e sopstvene vrednosti grafa L(G): 5,4,3,2,1,0, −1,−2, te ko-
riste�i gorǌu formulu, zakǉuqujemo da su mogu�e sopstvene vrednosti λi (∈ I): ±

√
6 i ±

√
2.

Otuda je spektar grafa G oblika:

[±
√

12, 0µ0 , (±
√

6)µ1 , (±
√

2)µ2 ].

S druge strane, koriste�i jednakost (3.1), dolazimo do oblika Q–spektra grafa G:

[0, 1µ1 , 2µ2 , 3a, 4b, 5µ2 , 6µ1 , 7] (a,b ≥ 0).

U narednim dvema teoremama razmatramo grafove G koji odgovaraju podacima datim u
osmoj, jedanaestoj, trinaestoj i petnaestoj vrsti Tabele 1 (drugim reqima, onim vrstama u
kojima stoji q = 0). Neka je A matrica susedstva grafa G. Budu�i da va�i q = 0 (i, tako�e,
poxto je G bipartitan graf) multigraf koji odgovara matrici A2 ima dve komponente koje su
grafovi sa petǉama, ali bez vixestrukih ivica: prva ima n1 temena i tri petǉe kod svakog
temena, dok druga ima n2 temena i qetiri petǉe kod svakog temena. Spektar prve (odnosno,
druge) komponente (kada iskǉuqimo petǉe iz razmatraǌa) sadr�i sopstvene vrednosti koje su
jednake kvadratima sopstvenih vrednosti grafa G umeǌenim za broj petǉi kod svakog temena,
to jest:

9,3,−1,−3 (odnosno, 8,2,−2,−4).

Otuda, neophodan uslov za postojaǌe grafa G je postojaǌe dva grafa qiji spektri sadr�e
gorǌe sopstvene vrednosti. Tu qiǌenicu koristimo u dokazima slede�ih teorema.

Teorema 3.7 Ne postoji nijedan graf koji odgovara podacima iz osme, jedanaeste niti trinaeste
vrste Tabele 1.

Dokaz. Ukoliko razmotrimo osmu vrstu, dobijamo: n= 35 i m= 60. Otuda va�i n1 = 20 i n2 = 15
(prema jednakostima 3.1). Ali u tom sluqaju, drugi graf (qiji spektar sadr�i vrednosti:
8,2,−2,−4) ne postoji (videti [21], str. 250, gde su dati svi mogu�i spektri grafova koji
imaju qetiri razliqite sopstvene vrednosti i najvixe trideset temena).

Sliqno, ukoliko razmotrimo jedanaestu ili trinaestu vrstu, dobijamo: n = 42 i m = 72
(to jest, n1 = 24 i n2 = 18), odnosno n = 49 i m = 84 (to jest, n1 = 28 i n2 = 21). Ponovo, ni u
jednom sluqaju drugi graf, qiji spektar sadr�i ve� pomenute sopstvene vrednosti, ne postoji
(videti [21], str. 250).

Ovim je dokaz zavrxen. �

Teorema 3.8 Postoji jedinstven graf G koji odgovara podacima iz posledǌe vrste Tabele 1.

Dokaz. Poxto va�i n = 70 i m = 120, zakǉuqujemo da prva komponenta ima n1 = 40, a druga
(koju �emo oznaqiti sa H) n2 = 30 temena. Dodatno, direktnim raqunom dolazimo do spektra
grafa H: [8,215,(−2)9,(−4)5] (koji sledi iz raqunaǌa spektralnih momenata grafa H). Daǉe, na
osnovu podataka iz [21], str. 252, zakǉuqujemo da postoji taqno jedanaest grafova koji imaju
pomenuti spektar. Budu�i da graf G ne sadr�i ni qetvorouglove ni xestouglove, svako teme
grafa H je susedno sa qetiri (nesusedne) kopije grafa K2. Ova lokalna osobina ne va�i u
sluqaju deset od jedanaest kandidata za graf H (inaqe, svaki od jedanaest kandidata mo�e
biti konstruisan na naqin koji je opisan u [21], str. 148). Preostali kandidat zadovoǉava
prethodni test, te �emo ga nadaǉe identifikovati sa grafom H. Prema tome, zatvorena
okolina svakog temena grafa H indukuje graf izomorfan grafu K1∇4K2, to jest svako teme
grafa H je incidentno sa qetiri trougla koji nemaju drugih zajedniqkih temena. Primetimo
daǉe da su temena svakog trougla grafa H, razmatrana kao temena grafa G, susedna istom
temenu grafa G, to jest, mo�emo re�i da svakom trouglu grafa H odgovara jedna zvezda K1,3
koja je indukovani podgraf grafa G i qije je centralno teme stepena tri (u grafu G), dok su
preostala temena stepena qetiri (u grafu G). Sve ovo sugerixe da koriste�i graf H mo�emo
konstruisati jedinstvenog kandidata za tra�eni graf G, na slede�i naqin:
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(i) neka svaki trougao grafa H predstavǉa jedno teme grafa G koje pripada prvoj particiji;

(ii) neka svako teme grafa H predstavǉa teme grafa G koje pripada drugoj particiji;

(iii) neka je teme iz taqke (i) susedno temenu iz taqke (ii) ako i samo ako odgovaraju�i trougao
(iz taqke (i)) sadr�i teme (iz taqke (ii)).

Ukoliko temena grafa H oznaqimo sa 1,2, . . . ,30, tada su svi trouglovi tog grafa dati u
narednoj listi:

1 2 3 2 11 14 4 10 24 5 18 25
1 4 5 2 12 13 4 11 23 6 10 28
1 6 7 3 16 20 4 16 22 6 13 25
1 8 9 3 17 21 5 12 26 6 19 22

2 10 15 3 18 19 5 17 27 7 14 26
7 17 29 9 15 26 12 19 23 15 16 27
7 20 23 9 18 28 12 21 24 15 19 29
8 11 29 9 20 24 13 20 30 22 26 30
8 13 27 10 17 30 14 16 25 23 27 28
8 21 22 11 18 30 14 21 28 24 25 29

Korix�eǌem opisanog postupka dobijamo graf G. Direktnim raqunom, dokazujemo da ǌegov
Q–spektar odgovara posledǌoj vrsti Tabele 1.

Teorema je dokazana. �

Napomena 3.3 Graf G konstruisan u prethodnoj teoremi je interesantan i kao jedinstven graf
koji ima spektar: [±

√
12,(±

√
6)15,(±

√
2)9,020].

Napomena 3.4 Graf H iz prethodnog dokaza (druga komponenta), tako�e, mo�e biti rekonstru-
isan iz date liste trouglova. Naime, dva temena grafa H su susedna ako i samo ako pripadaju
istom trouglu. Prva komponenta (koja se dobija sliqno kao i graf H) je sama za sebe intere-
santan graf: to je primer 9–regularnog grafa reda 40 koji ima qetiri razliqite sopstvene
vrednosti (ǌegov spektar je: [9,315,(−1)9,(−3)15]).

Preostali sluqajevi iz Tabele 1, za sada ostaju otvoreni. Tako�e, Q–integralne grafove
qiji je maksimalan stemen ivice jednak pet, a koji nisu iviqno–regularni, nismo razmatrali.

3.2.3 Dodatni podaci

Ovo poglavǉe zakǉuqujemo dodatnim podacima o svim do sada dobijenim Q–integralnim
grafovima. U Tabeli 2 dati su slede�i podaci: teorema u kojoj je graf dobijen, graf (o-
znaqen kao i u teoremi), broj temena, broj ivica i Q–spektar. Napomiǌemo da je trinaest
povezanih 3–regularnih integralnih grafova (koji su, tako�e, i Q–integralni) iz Teoreme
3.3, prikazano u [7] (Slika 2) i u [5] (Slika 1). Za oznaqavaǌe tih grafova koristimo notaciju
iz tih radova. Interesantno je napomenuti da su G9 i G10 3–regularni kospektralni i Q–
kospektralni grafovi.
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K1 n = 1 m = 0 0
K2 n = 2 m = 1 2 0

K3 =C3 n = 3 m = 3 4 12

Teorema 3.1 C4 n = 4 m = 4 4 22 0
C6 n = 6 m = 6 4 32 12 0

K1,3 n = 4 m = 3 4 12 0
K2,3 n = 5 m = 6 5 3 22 0
H1 n = 10 m = 12 5 43 22 13 0

Teorema 3.2 H2 n = 6 m = 7 5 4 2 13

H3 n = 6 m = 7 5 32 2 1 0
G1 n = 4 m = 6 6 23

G2 n = 6 m = 9 6 34 0
G3 n = 10 m = 15 6 45 14

Teorema 3.3 G4 n = 8 m = 12 6 43 23 0
(notacija iz [7]) G5 n = 6 m = 9 6 4 32 12

G6 n = 30 m = 45 6 59 310 19 0
G7 n = 10 m = 15 6 5 43 22 13

G8 n = 12 m = 18 6 53 32 23 13

G9 n = 20 m = 30 6 54 45 25 14 0
Teorema 3.3 G10 n = 20 m = 30 6 54 45 25 14 0

(notacija iz [5]) G11 n = 10 m = 15 6 5 42 32 22 1 0
G12 n = 12 m = 18 6 52 4 34 2 12 0
G13 n = 24 m = 36 6 56 43 34 23 16 0
K1,5 n = 6 m = 5 6 14 0

Teorema 3.3 K2,4 n = 6 m = 8 6 4 23 0
H4 n = 15 m = 20 6 54 25 14 0

K1,6 n = 7 m = 6 7 15 0
Teorema 3.5 K2,5 n = 7 m = 10 7 5 24 0

I1 n = 21 m = 30 7 65 29 15 0
Teorema 3.6 K3,4 n = 7 m = 12 7 42 33 0

I2 n = 14 m = 24 7 6 53 4 33 23 1 0
Teorema 3.8 G n = 70 m = 120 7 615 59 45 315 29 115 0

Tabela 2. Dodatni podaci o dobijenim Q–integralnim grafovima.

3.3 Grafovi reda ne ve�eg od deset

3.3.1 Podaci o grafovima

Povezane Q–integralne grafove do pet temena odre�ujemo direktnim raqunom. To su
grafovi: K1 (reda 1), K2 (reda 2), K1,2, K3 (reda 3), K1,3, K2,2, K4 (reda 4), K1,4, K2,3 i K5
(reda 5). Budu�i da su svi pomenuti grafovi ili kompletni ili kompletni bipartitni,
ǌihovi Q–spektri slede na osnovu narednog rezultata.
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Lema 3.4 Svaki kompletan graf Kn i svaki kompletan bipartitan graf Km,n je Q–integralan. Q–
spektar grafa Kn je oblika [2n−2,(n−2)n−1], dok je Q–spektar grafa Km,n oblika [m+n,mn−1,nm−1,0].

Dokaz. Linijski graf L(Kn) ima sopstvene vrednosti 2(n− 2) (multipliciteta jedan), (n− 4)
(multipliciteta n−1) i −2 (multipliciteta 1

2 n(n−3)) – videti [17] str. 54. Na osnovu
jednakosti (3.1), sledi da je graf Kn Q–integralan i da ima spektar navedenog oblika.

Daǉe, linijski graf grafa Km,n je izomorfan grafu Km ∪Kn. Tvr�eǌe sledi iz qiǌenice
da spektar grafa Km∪Kn sadr�i sve mogu�e sume sopstvenih vrednosti λi grafa Km i λ j grafa
Kn (videti [9], str. 70), i, ponovo, na osnovu jednakosti (3.1). �

Korix�eǌem kompjutera dobijamo sve povezane Q–integralne grafove reda n (6 ≤ n ≤ 10).
Brojevi qn povezanih Q–integralnih grafova reda n, pri qemu va�i n = 1,2, ...,10, dati su

u slede�oj tabeli.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
qn 1 1 2 3 3 13 14 18 26 91

Tabela 3. Broj povezanih Q–integralnih grafova reda n (1 ≤ n ≤ 10).

Sumiraǌem vrednosti iz posledǌe vrste prethodne tabele, zakǉuqujemo da postoje taqno
172 povezana Q–integralna grafa koji nemaju vixe od deset temena.

Na Slikama 7–10, dati su povezani Q–integralni grafovi reda n (6≤ n≤ 9), dok su povezani
Q–integralni grafovi reda deset dati u Listi 1. U Listi 1 grafovi su repezentovani u
slede�oj formi:

Br. a1,2 · · ·a1,10 a2,3 · · ·a2,10 · · · a8,9a8,10 a9,10 ,

gde je Br. identifikacioni broj grafa, dok je ostatak gorǌi trougao ǌegove matrice sused-
stva. Svi prezentovani grafovi (na slikama i u listi) ure�eni su prema broju ivica, te
prema Q—spektru.

1. 2. 3. 4. 5.

6. 7. 8. 9. 10.

11. 12. 13.

Slika 7. Povezani Q–integralni grafovi reda xest.
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1. 2. 3. 4. 5.

6. 7. 8. 9. 10.

11. 12. 13. 14.

Slika 8. Povezani Q–integralni grafovi reda sedam.

1. 2. 3. 4. 5.

6. 7. 8. 9. 10.

11. 12. 13. 14. 15.

16. 17. 18.

Slika 9. Povezani Q–integralni grafovi reda osam.
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1. 2. 3. 4.

5. 6. 7. 8.

9. 10. 11. 12.

13. 14. 15. 16.

17. 18. 19. 20.

21. 22. 23. 24.

25. 26.

Slika 10. Povezani Q–integralni grafovi reda devet.
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Lista 1. Povezani Q–integralni grafovi reda deset.

1. 000000001 00000001 0000001 000001 00001 0001 001 01 1
2. 000001100 00001010 0001001 000110 00101 0011 000 00 0
3. 000100010 00010010 0001010 000110 00001 0001 001 01 1
4. 001001001 00101010 0011100 000110 00101 0011 000 00 0
5. 000011100 00011100 0010011 001011 00111 0000 000 00 0
6. 001001100 00101001 0010101 001010 00110 0011 000 00 0
7. 000100100 00010010 0001001 000111 00100 0010 001 11 1
8. 000011101 00010010 0001111 001011 00111 0000 000 00 0
9. 000011110 00011101 0001111 000011 00011 0000 000 00 0

10. 000010110 00010110 0001010 001001 00101 1001 001 10 0
11. 000001100 00001100 0001100 000011 00011 0011 011 11 0
12. 000001100 00001010 0001010 000101 00101 0011 011 11 0
13. 000000011 00000011 0000011 000011 00011 0011 011 11 0
14. 001001001 00101001 0011001 000110 00110 0110 010 01 0
15. 001001001 00101010 0011010 000110 00101 0101 010 01 0
16. 000100011 00010010 0001101 001101 00011 0010 001 01 1
17. 000010011 00010011 0001111 001111 01111 0000 000 00 0
18. 000001101 00001101 0001011 001011 00111 0111 000 00 0
19. 000100011 00011110 0010101 001101 00011 0001 001 10 0
20. 001001110 00100101 0010011 001001 00101 0011 001 10 0
21. 000011011 00000111 0000111 000011 00011 1000 000 11 1
22. 000011001 00010111 0010111 001111 01111 0000 000 00 0
23. 000011110 00011101 0011011 010111 01111 0000 000 00 0
24. 000110110 00001111 0001001 001001 10110 0110 001 01 1
25. 000011111 00011111 0011111 000111 00111 0000 000 00 0
26. 000011110 00011110 0000011 000011 00011 1101 101 01 1
27. 000000111 00000111 0000111 000111 00111 0111 111 00 0
28. 000110001 00001111 0001111 001111 10001 0001 001 01 1
29. 001010001 00101101 0001111 010001 00111 0001 011 01 1
30. 000100011 00010011 0001011 000111 00011 0011 011 11 1
31. 000011111 00011111 0011011 010111 01111 0000 000 00 0
32. 010101011 01010111 0101010 010101 01010 0101 010 01 0
33. 000011110 00011110 0000111 000111 00111 1001 001 01 1
34. 000101100 00010011 0001111 001111 01100 0011 011 11 0
35. 001100001 00011111 0011111 100001 00001 0111 111 00 0
36. 001001111 00100111 0010111 001111 00111 0111 000 00 0
37. 010101011 01010101 0101011 010101 01011 0101 010 01 0
38. 000111100 00011111 0001111 001111 01111 0011 001 00 0
39. 000001111 00001111 0001111 001111 01111 1111 000 00 0
40. 001110011 00111010 0011111 001101 00111 0010 011 01 0
41. 001001111 00111010 0110101 001111 10011 0011 010 01 0
42. 001001111 00111001 0110110 001111 10111 0001 001 10 0
43. 010101011 01010111 0101011 010111 01010 0101 010 01 0
44. 010101111 01010111 0101001 010111 01001 0110 001 10 0
45. 000011111 00011111 0011111 011111 11111 0000 000 00 0
46. 010111010 01011101 0101110 010111 01011 0101 010 01 0
47. 000100111 00011111 0011111 011111 00111 0011 000 00 1
48. 000010111 00001111 0001111 001111 00111 0111 111 00 0
49. 000101111 00010111 0000111 000111 01111 0111 111 00 0
50. 010101011 01010111 0101011 010101 01011 0101 011 01 0
51. 001101010 01011001 0111111 001111 00110 0101 011 11 0
52. 010101111 01011111 0101010 010101 01010 0101 011 11 0
53. 010101011 01010111 0101011 010111 01011 0111 010 01 0
54. 010111100 01011011 0101111 010111 01111 0011 100 00 1
55. 001101011 00111101 0011111 011101 00111 0011 001 01 1
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56. 001100111 01011011 0111101 001101 01011 0111 001 01 1
57. 001001111 00110111 0110111 001111 11001 1001 001 01 1
58. 001101101 01011011 0110111 001101 01011 0111 001 01 1
59. 000111111 00000111 0000111 000111 11111 1111 111 00 0
60. 000010011 00010011 0001111 001111 01111 1111 011 11 1
61. 000111011 00110111 0101111 011111 00011 0011 011 11 0
62. 010101011 01010111 0101011 010111 01011 0111 011 11 0
63. 010111010 01110111 0101110 011111 01011 0101 011 01 1
64. 001001111 00101111 0011111 001111 01111 1111 010 01 0
65. 001111011 00111110 0111101 011111 00111 0010 001 11 1
66. 001111010 01011111 0111110 101011 00111 0101 001 11 1
67. 000111111 00111111 0111111 111111 00110 0101 011 00 0
68. 001111110 01011111 0111111 101011 00111 1110 001 01 0
69. 011011011 01111110 0110111 011101 01111 0110 011 01 0
70. 000111111 00111111 0111111 111111 01010 0101 010 01 0
71. 010111101 01011111 0110111 011111 01111 1010 010 01 0
72. 000011111 00011111 0011111 000111 00111 0111 111 11 1
73. 001111111 01011110 0111110 110111 01111 0001 001 11 1
74. 010111111 01101110 0111111 011110 10001 0001 111 11 1
75. 010111011 01110111 0101110 011111 01011 0111 011 01 1
76. 001100111 00011111 0011111 100111 00111 0111 111 11 1
77. 000011111 00011111 0001111 001111 01111 1111 011 11 1
78. 010111111 01000111 0111111 000111 11111 1111 000 11 1
79. 000111111 00111111 0111111 111111 00011 0011 011 11 1
80. 010111011 01110111 0101111 011111 01011 0111 011 11 1
81. 001101111 01011111 0111111 001111 01111 1111 011 11 0
82. 010111111 01111111 0101011 010111 01111 1111 011 11 0
83. 010101111 01011111 0101111 011111 01111 1111 011 11 0
84. 001111111 01111111 1111111 001111 01111 1111 010 01 0
85. 010111111 01111111 0111111 111111 01110 0111 011 01 0
86. 001111111 01111111 1111111 001111 01111 1111 111 11 1
87. 001111111 01111111 1111111 011111 00111 1111 111 11 1
88. 011111111 11110011 0111111 001111 11111 1111 111 11 1
89. 011101111 01111111 0111111 011111 01111 1111 111 11 1
90. 011111111 11111111 0111111 111111 01111 1111 011 11 0
91. 111111111 11111111 1111111 111111 11111 1111 111 11 1

Podaci o dobijenim grafovima dati su u Tabelama 4–8, gde svaka vrsta sadr�i identi-
fikacioni broj grafa, broj ivica, Q–spektar i dodatne informacije sadr�ane u posledǌe dve
kolone. Najpre je dat kratak opis nekih grafova (u vidu unija i/ili ∇–proizvoda regularnih
i kompletnih bipartitnih grafova). Konaqno, posledǌa kolona sadr�i neku od oznaka A,L i C
ukoliko je odgovaraju�i graf redom integralan, L–integralan i ukoliko je ǌegov komplement
Q–integralan i nepovezan. Ako je komplement grafa Q–integralan i povezan, onda je i on
prisutan u istoj tabeli, te je, u tom sluqaju, ǌegov identifikacioni broj dat u zagradi iza
oznake C. Tako�e, identifikacioni brojevi Q–kospektralnih grafova su podebǉani. Inaqe,
Q–kospektralni grafovi se nalaze jedan pored drugog u tabeli.
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1. m = 5 6 14 0 K1,5 L C
2. m = 6 4 32 12 0 C6 A L C(8.)
3. m = 7 5 32 2 1 0 L
4. m = 7 5 4 2 13

5. m = 8 6 4 22 12

6. m = 8 6 4 23 0 K2,4 L C
7. m = 9 6 34 0 K3,3 A L C
8. m = 9 6 4 32 12 3–regularan A L C(2.)
9. m = 9 7 4 23 1 (K2 ∪K3)∇K1 L C

10. m = 11 8 42 23 K2∇2K2 L C
11. m = 12 8 43 22 4–regularan A L C
12. m = 13 9 43 3 2 (K1 ∪K2)∇K3 L C
13. m = 15 10 45 K6 A L C

Tabela 4. Podaci o povezanim Q–integralnim grafovima reda xest.

1. m = 6 7 15 0 K1,6 L C
2. m = 10 7 5 24 0 K2,5 L C
3. m = 11 8 42 22 12

4. m = 12 7 42 33 0 K3,4 L C
5. m = 12 8 42 3 22 1 C6∇K1 L C
6. m = 12 8 5 3 24 2K3∇K1 L C
7. m = 13 9 5 4 3 22 1 L
8. m = 14 8 5 42 32 1 4–regular A L C
9. m = 15 9 45 1 K3,3∇K1 L C

10. m = 15 9 45 1 (K1 ∪K3)∇3K1 L C
11. m = 15 9 5 43 22 Konus nad 3–regularnim L C
12. m = 17 10 52 43 2 L C
13. m = 19 11 54 4 3 C4∇K3 L C
14. m = 21 12 56 K7 A L C

Tabela 5. Podaci o povezanim Q–integralnim grafovima reda sedam.

1. m = 7 8 16 0 K1,7 L C
2. m = 10 6 4 32 2 12 0 L
3. m = 12 6 43 23 0 3–regularan A L C(9.)
4. m = 12 8 6 25 0 K2,6 L C
5. m = 15 8 45 12

6. m = 15 8 5 43 22 1
7. m = 15 8 52 34 0 K3,5 L C
8. m = 16 8 45 0 K4,4 A L C
9. m = 16 8 6 43 23 4–regularan A L C(3.)

10. m = 16 10 6 42 24 3K2∇K2 L C
11. m = 17 9 52 43 2 1
12. m = 17 9 52 43 2 1
13. m = 18 10 6 5 42 3 22
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14. m = 19 10 6 52 42 22 C
15. m = 20 10 62 44 2 5–regularan A L C
16. m = 22 12 63 43 2 4K1∇K4 L C
17. m = 24 12 64 43 6–regularan A L C
18. m = 28 14 67 K8 A L C

Tabela 6. Podaci o povezanim Q–integralnim grafovima reda osam.

1. m = 8 9 17 0 K1,8 L C
2. m = 12 6 42 32 2 12 0 L
3. m = 13 7 5 4 3 22 13 L
4. m = 14 9 7 26 0 K2,7 L C
5. m = 15 7 45 13 L
6. m = 15 7 5 43 22 12 L
7. m = 15 7 5 43 22 12

8. m = 18 8 53 42 22 1 4–regularan L C(11.)
9. m = 18 8 54 24 4–regularan L C(9.)

10. m = 18 8 6 5 42 32 2 1 4–regularan L C(10.)
11. m = 18 8 6 52 32 23 4–regularan L C(8.)
12. m = 18 9 6 44 22 1
13. m = 18 9 62 34 0 K3,6 L C
14. m = 20 9 53 44 0 K4,5 L C
15. m = 21 11 7 45 22 (K3 ∪K5)∇K1 L C
16. m = 21 12 72 35 1 6K1∇K3 L C
17. m = 22 11 7 6 42 34

18. m = 24 12 72 44 32 (K3 ∪K4)∇K2 L C
19. m = 27 12 7 64 42 3 6–regularan A L C
20. m = 27 12 66 32 6–regularan A L C
21. m = 27 13 72 62 43 3 C6∇K3 L C
22. m = 27 13 73 45 (K3 ∪K3)∇K3 L C
23. m = 30 14 74 52 42 (K2 ∪K3)∇K4 L C
24. m = 33 15 75 62 4 3K1∇K6 L C
25. m = 33 15 75 62 4 (K1 ∪K3)∇K5 L C
26. m = 36 16 78 K9 A L C

Tabela 7. Podaci o povezanim Q–integralnim grafovima reda devet.

1. m = 9 10 18 0 K1,9 A L C
2. m = 12 5 43 22 13 0 L
3. m = 13 7 5 33 2 13 0 A L
4. m = 15 6 45 13 3–regularan A L C(69.)
5. m = 15 6 5 42 32 22 1 0 3–regularan A L C(71.)
6. m = 15 6 5 43 22 13 3–regularan A L C(68.)
7. m = 15 8 52 3 23 13

8. m = 16 7 5 43 3 22 1 0 L
9. m = 16 7 52 4 32 22 1 0 L
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10. m = 16 7 6 42 32 2 13

11. m = 16 8 53 24 1 0 L
12. m = 16 8 6 5 4 23 13

13. m = 16 10 8 27 0 K2,8 A L C
14. m = 17 7 52 42 3 23 0 L
15. m = 17 7 6 43 3 22 12

16. m = 17 9 6 4 33 22 12

17. m = 18 8 52 42 33 1 0
18. m = 18 8 53 33 22 0 L
19. m = 18 8 6 5 42 24 1 L
20. m = 18 8 6 52 26

21. m = 18 10 6 5 4 3 23 12

22. m = 19 8 52 44 22 0 L
23. m = 20 8 54 34 0 4–regularan A L C(46.)
24. m = 20 9 7 5 42 32 22 1 C(47.)
25. m = 20 9 55 32 2 0 L
26. m = 21 10 7 6 43 23 1
27. m = 21 10 72 36 0 K3,7 L C
28. m = 21 11 6 45 22 1 (3K1∇3K1 ∪K3)∇K1 L
29. m = 21 11 6 5 43 24 L
30. m = 21 12 8 43 25 4K2∇K2 A L C
31. m = 22 9 55 4 32 0 L
32. m = 22 9 8 5 4 36

33. m = 22 10 63 4 33 2 1
34. m = 22 10 63 43 24

35. m = 22 10 7 52 42 3 23 C(36.)
36. m = 23 10 63 5 4 32 2 1 C(35.)
37. m = 23 10 8 5 42 35

38. m = 24 10 62 53 42 2 1
39. m = 24 10 63 45 0 K4,6 L C
40. m = 24 10 7 6 52 42 3 22

41. m = 24 10 72 44 32 2
42. m = 24 10 72 44 32 2
43. m = 24 10 8 6 43 34

44. m = 24 10 8 6 43 34

45. m = 25 10 58 0 K5,5 A L C
46. m = 25 10 8 54 34 5–regularan A L C(23.)
47. m = 25 11 63 52 4 32 1 C(24.)
48. m = 25 11 72 6 43 32 1 L
49. m = 25 11 72 6 43 32 1 L
50. m = 25 11 8 6 44 33

51. m = 26 11 72 6 44 3 2
52. m = 26 11 8 62 43 33

53. m = 26 11 8 7 45 32

54. m = 27 11 8 6 54 33

55. m = 27 12 64 52 32 2 Konus nad 4–regularnim L C
56. m = 27 12 65 34 Konus nad 4–regularnim L C
57. m = 27 12 7 62 52 42 3 2 Konus nad 4–regularnim L C
58. m = 27 12 7 63 42 33 Konus nad 4–regularnim L C
59. m = 27 12 72 6 53 32 1 L
60. m = 27 13 8 63 42 3 22 C
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61. m = 28 12 8 63 44 2 L C
62. m = 28 12 82 47 (K4 ∪K4)∇2K1 L C
63. m = 29 12 8 63 52 4 32

64. m = 29 12 8 64 43 2 2K2∇3K2 L C
65. m = 29 12 72 62 52 42 2
66. m = 29 12 72 62 52 42 2
67. m = 30 12 72 63 52 4 2 6–regularan A L C
68. m = 30 12 73 62 43 3 6–regularan A L C(6.)
69. m = 30 12 74 45 6–regularan A L C(4.)
70. m = 30 12 8 63 54 2 6–regularan A L C
71. m = 30 12 8 7 62 52 42 3 6–regularan A L C(5.)
72. m = 30 14 82 62 52 32 2 (2K1∇3K1 ∪2K1)∇K3 L
73. m = 31 13 72 64 5 4 2
74. m = 31 13 8 65 5 32

75. m = 31 13 8 7 63 5 42 3
76. m = 31 14 82 7 52 43 3 (C4 ∪K3)∇K3 L C
77. m = 31 14 82 7 6 5 43 2 L C
78. m = 32 14 8 72 63 4 32

79. m = 33 14 8 67 2 4K1∇4K1∇K2 L C
80. m = 33 14 82 64 43 L C
81. m = 34 14 82 72 6 52 42 C4∇C6 L C
82. m = 34 14 82 72 6 52 42 L C
83. m = 34 14 83 6 54 4 C4∇2K3 L C
84. m = 35 14 8 74 62 42 7–regularan A L C
85. m = 35 14 82 72 62 52 4 7–regularan A L C
86. m = 39 16 83 74 6 4 3K1∇3K1∇K4 L C
87. m = 39 16 83 74 6 4 L C
88. m = 39 16 83 74 6 4 (K1 ∪K3)∇(K1 ∪K3)∇K2 L C
89. m = 39 16 84 72 6 52 C6∇K4 L C
90. m = 40 16 85 64 8–regularan A L C
91. m = 45 18 89 K10 A L C

Tabela 8. Podaci o povezanim Q–integralnim grafovima reda deset.

3.3.2 Neki komentari

Na osnovu datih podataka o povezanim Q–integralnim grafovima dajemo neke komentare.

Najpre �emo prokomentarisati neke qiǌenice koje se tiqu povezanih Q–integralnih gra-
fova koji imaju povezane Q–integralne komplemente. Me�u grafovima reda ne ve�eg od pet,
jedino K1 i ǌegov komplement (a to je, tako�e, K1) su oba povezani i Q–integralni. Postoji
jedan par takvih grafova reda xest i jedan par reda devet. Nakon grafa K1, prvi povezani
samokomplementarni Q–integralni grafovi pojavǉuju se me�u grafovima reda devet (ima ih
dva: graf Br. 9 i graf Br. 10 sa Slike 10). Konaqno, postoji pet takvih parova me�u
grafovima reda deset. Istiqemo da su grafovi Br. 24 i Br. 47, kao i grafovi Br. 35 i Br.
36 iz Liste 1 jedina dva para komplementarnih Q–integralnih grafova koji nisu regularni.
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Ne postoji par neizomorfnih povezanih Q–integralnih grafova koji su Q–kospektralni
i koji imaju najvixe xest temena. Postoji jedan par takvih grafova reda sedam, jedan par
reda osam (ta dva grafa su i L–kospektralni), dva para reda devet, qetiri para reda deset
(me�u ǌima grafovi Br. 41 i Br. 42, kao i grafovi Br. 43 i Br. 44 iz Liste 1 su i
L–kospektralni), te jedna trojka reda deset. Nikoja dva Q–kospektralna grafa od pomenutih
nisu i kospektralni.

Graf Br. 11 sa Slike 8 je konus nad grafom Br. 8 sa Slike 7. Tako�e, grafovi Br. 55,
56, 57 i 58 iz Liste 1 su redom konusi nad grafovima Br. 8, 9, 10 i 11 sa Slike 10.

Za kraj razmatramo grafove koji su istovremeno integralni, L–integralni i Q–integralni.
Ve� smo napomenuli (Poglavǉe 3.1) da je svaki kompletan graf integralan u smislu sva tri
pomenuta spektra. U slede�oj lemi razmatramo kompletne bipartitne grafove.

Lema 3.5 Kompletan bipartitan graf Km,n je istovremeno integralan, L–integralan i Q–integralan,
ako i samo ako je mn potpun kvadrat.

Dokaz. Podse�amo da su L–spektar i Q–spektar u sluqaju bipartitnih grafova identiqni,
a prema Lemi 3.4, oni su i integralni. Daǉe, spektar kompletnog bipartitnog grafa Km,n
sadr�i vrednosti

√
mn,−

√
mn i nulu sa multiplicitetom m+n−2 (videti [9], str. 72), odakle

sledi tvr�eǌe. �

Taqno 42 povezana grafa reda ne ve�eg od deset su integralni u smislu sva tri pomenuta
spektra, a 40 od ǌih su ili regularni ili kompletni bipartitni grafovi ili i jedno i
drugo. Preostala dva grafa razmatramo u narednom potpoglavǉu.

3.3.3 Dodatna nota

Br. 3 iz Liste 1 Br. 30 iz Liste 1

Slika 11. Povezani integralni, L–intregralni i Q–integralni grafovi najmaǌeg reda
(koji nisu regularni niti kompletni bipartitni).

Ne postoji povezan graf (koji nije regularan niti kompletan bipartitan) reda strogo
maǌeg od deset koji je istovremeno integralan, L–integralan i Q–integralan. S druge strane,
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postoje taqno dva takva grafa reda deset. To su grafovi Br. 3 i Br. 30 iz Liste 1. Tako�e,
ti grafovi su prikazani i na Slici 11.

Prvi od ǌih je bipartitan graf, te je ǌegov L–spektar isti kao i Q–spektar: [7,5,33,2,13,0].
ǋegov spektar je [3,14,−14,−3]. ǋegov komplement je povezan L–integralan graf.

Spektar, L–spektar i Q–spektar drugog grafa su redom [5,13,−15,−3], [102,44,23,0] i [12,8,43,
25]. ǋegov komplement je nepovezan integralan, L–integralan i Q–integralan graf koji ima
tri komponente: dva izolovana temena i graf izomorfan grafu Br. 17 sa Slike 9.

Napomena 3.5 Za generisaǌe povezanih neizomorfnih grafova reda n (6 ≤ n ≤ 10) korix�ena
je biblioteka programa nauty, qiji je autor B. Mek Kej (B. McKay). Nakon toga, korix�eǌem
programa, pravǉenog specijalno za potrebe odre�ivaǌa Q–integralnih grafova, odre�eni su
Q–spektri generisanih grafova, uz izdvajaǌe onih qiji su Q–spektri integralni.





Zakǉuqak

U okviru disertacije razmatrana su tri problema spektralne teorije grafova:

(1) problem rekonstrukcije karakteristiqnog polinoma grafa,

(2) problem odre�ivaǌa grafova qija je druga sopstvena vrednost (maǌa ili) jednaka
1 i

(3) problem odre�ivaǌa Q–integralnih grafova.

Tom prilikom dobijeni su slede�i originalni rezultati:

Glava 1:

• Lema 1.4 o jedinstvenosti polinomijalne rekonstrukcije u sluqaju jedne klase nepo-
vezanih grafova;

• niz rezultata koji se odnose na dokazivaǌe jedinstvenosti polinomijalne rekon-
strukcije u sluqaju unicikliqkih grafova, od kojih su kǉuqni Lema 1.8 i Teoreme
1.8 i 1.10, a propratni Leme 1.5, 1.6 i 1.7 i Teoreme 1.7 i 1.9;

• Teorema 1.13 o jedinstvenosti polinomijalne rekonstrukcije u jednom opxtem slu-
qaju;

• niz rezultata koji se odnose na dokazivaǌe jedinstvenosti polinomijalne rekon-
strukcije u sluqaju nepovezanih grafova qiji grafovi iz deka imaju spektre ogra-
niqene odozdo sa −2, od kojih su kǉuqni Teoreme 1.15 i 1.16, a propratni Leme 1.9,
1.10 i 1.11 i Teoreme 1.12 i 1.14;

• Teorema 1.19 i Leme 1.12 i 1.13 o multiplicitetima sopstvenih vrednosti 0 i −1
u spektru kografa;

• niz rezultata koji se odnose na dokazivaǌe jedinstvenosti polinomijalne rekon-
strukcije u sluqaju grafova qiji se dekovi sastoje od σ–grafova, od kojih su kǉuqni
Teoreme 1.20 i 1.21, a propratni Leme 1.14 i 1.15 i Teorema 1.22.

Glava 2:

• Lema 2.1 o dijametru zvezda komplementa za sopstvenu vrednost λ2 = 1;

• Lema 2.2 o spektralnim osobinama zvezda komplementa za sopstvenu vrednost λ2 = 1;
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• Teorema 2.2 u kojoj se dokazuje da su S6, S10 i S11 jedine zvezde koje mogu biti zvezda
komplementi za pomenutu sopstvenu vrednost;

• Teorema 2.3 u kojoj su odre�ene sve duple zvezde sa istom osobinom;

• Teorema 2.4 u kojoj se dokazuje da su K10 i K11 jedini kompletni grafovi sa istom
osobinom;

• Leme 2.3 i 2.4 u kojima su odre�eni svi vaǉani skupovi svih stabala i svih kom-
pletnih grafova sa istom osobinom;

• Teoreme 2.5, 2.6, 2.7 i 2.8 o maksimalnim grafovima za neka stabla i kompletne
grafove kao zvezda komplemente za sopstvenu vrednost λ2 = 1;

• Leme 2.5 i 2.6 i Teorema 2.9 u kojima se odre�uju neke osobine unicikliqkih zvezda
komplemenata za sopstvenu vrednost λ2 = 1 i sami zvezda komplementi;

• Teorema 2.10 u kojoj se odre�uju svi vaǉani skupovi unicikliqkih zvezda komple-
menata za sopstvenu vrednost λ2 = 1;

• Teoreme 2.11 i 2.12 o maksimalnim grafovima za neke unicikliqke zvezda komple-
mente za sopstvenu vrednost λ2 = 1.

Glava 3:

• Lema 3.1 o postojaǌu injektivnog preslikavaǌa skupa povezanih Q–integralnih
grafova u skup povezanih integralnih grafova;

• Teoreme 3.1, 3.2 i 3.3 u kojima je odre�eno svih 26 povezanih Q–integralnih grafova
qiji stepeni ivica nisu ve�i od qetiri;

• Lema 3.2 o spektralnim momentima T4, T5 i T6 Q–spektra u sluqaju semiregularnih
bipartitnih grafova;

• Teorema 3.5 u kojoj su odre�eni svi povezani (1,6) i (2,5)–semiregularni bipartitni
Q–integralni grafovi;

• Lema 3.3 u kojoj su odre�eni svi mogu�i Q–spektri povezanih (3,4)–semiregularnih
bipartitnih Q–integralnih grafova;

• Teoreme 3.6, 3.7 i 3.8 u kojima su razmotreni neki od Q–spektara iz prethodne leme
i odre�eni grafovi koji im odgovaraju;

• dodatni podaci o svim odre�enim Q–integralnim grafovima ograniqenih stepena
ivica;

• Lema 3.4 o Q–spektrima kompletnih i kompletnih bipartitnih grafova;

• klasa svih povezanih Q–integralnih grafova reda ne ve�eg od deset, dodatni podaci
(o svakom od ǌih) i komentari;

• Lema 3.5 o kompletnim bipartitnim grafovima koji su istovremeno integralni,
L–integralni i Q–integralni;

• povezani grafovi najmaǌeg reda (razliqiti od regularnih i kompletnih bipartit-
nih) koji su istovremeno integralni, L–integralni i Q–integralni.

Upravo navedeni rezultati predstavǉaju i originalan nauqni doprinos disetacije. Sledi
nexto vixe na tu temu.

Grafovi za koje je rekonstrukcija karakteristiqnog polinoma jedinstvena su, u okviru
disertacije, proxireni za jox tri klase; uz to, dobijeni su i neki propratni rezultati (Lema
1.4 i Teorema 1.13). Prezentovani rezultati problematiku qine interesantnijom i otvaraju
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prostor za nova istra�ivaǌa. Tvr�eǌa iz Teoreme 1.19 su objediǌena i dokazana na novi,
elementarniji, naqin uz konstatovaǌe nekih ǌihovih posledica (Lema 1.12 i 1.13). Ideje
kod nekih tvr�eǌa i tehnike kojima su ona dokazana mogu predstavǉati osnovu za dobijaǌe
budu�ih rezultata.

Sliqno va�i i za rezultate iz Glave 2. Odre�ene su nove klase grafova qija je druga
sopstvena vrednost jednaka 1, a tehnika zvezda komplemenata je naxla svoju primenu u jox
jednom problemu spektralne teorije grafova. Grafovi kod kojih neka sopstvena vrednost
ima veliki multiplicitet se dosta izuqavaju, te su dobijeni rezultati znaqajni i sa tog
gledixta. Tako�e, postojaǌe malog broja zvezda i kompletnih grafova koji mogu biti zvezda
komplementi za sopstvenu vrednost λ2 = 1 je interesantan rezultat nezavisno od konteksta u
kom se nalazi.

Naposletku, otvoren je i problem odre�ivaǌa Q–integralnih grafova i dobijeni su prvi
rezultati na tom poǉu. Analizirani su dobijeni Q–spektri i data je paralela izme�u ǌih
i ve� izuqavanih spektara i L–spektara. Grafovi iz Teoreme 3.8 i grafovi iz Potpoglavǉa
3.3.3 se istiqu svojim interesantnim spektralnim osobinama. Tako�e, Lema 3.2 predstavǉa
rezultat znaqajan i van okvira problematike u kojoj je dobijen.
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[4] T. Bıyıkoğlu, S.K. Simić, Z. Stanić, Some notes on spectra of cographs, Ars Combinatoria, na
recenziji.
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[10] D.M. Cvetković, I. Gutman, The reconstruction problem for characteristic polynomials of graphs,
Univ. Beograd, Publ. Elektrotehn. Fak. Ser. Mat. Fiz., 498–541 (1975), 45–48.
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