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Realni redovi
Kriterijumi za konvergenciju

Redovi

Alternativni redovi
Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Redovi realnih brojeva

@ Neka je ay, ay, ..., an, ... niz realnih brojeva, u oznaci {a,}.

oo
@ Suma Y a, = ay + a + .... naziva se (beskonaénim) realnim
n=1
redom sa opstim ¢lanom a,.
@ Zbirovi:
Si = a
Sc=a+a

.
Sh=ar+..+tan= > a

k=1
nazivaju se parcijalnim sumama reda.



Realni redovi

Kriterijumi za konvergenciju
Alternativni redovi

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Redovi

Definicija

Ako postoji konacan limes niza parcijalnih suma reda tj. nlim Sp=8
— OO

onda se kaZe da taj red konvergira i da mu je zbir S ij. > a, = S.
n=1

Za red koji ne konvergira kaZe se da divergira (ili ne postoji limes ili
odredeno divergira ako je nli)m Sp = +0).



Realni redovi
Kriterijumi za konvergenciju
Alternativni redovi

Redovi

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Teorema

oo oo
Ako red Y a, konvergira, onda konvergiraired > c- ap, ¢ € R.
—1 —1
. ! v €9 SO !
Pritomvazi >’ c-ap=c- >, an.
n=1 n=1

Dokaz na ¢asu.

Teorema

Ako redovi § an i i b, konvergiraju, onda konvergira i njihov zbir

n=1 n=1
> (an =+ bn).
n=1
Pritom vazi Y (an+bp) = > an+ . bn.
n=1 n=1 n=1

Dokaz na ¢asu.



Realni redovi
Kriterijumi za konvergenciju

Redovi

Alternativni redovi
Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Teorema

o0
Ako red Y a, konvergira, onda je lim a, = 0.
n—1 n—oo

Dokaz na ¢asu.

Obrnuto ne vazi!



Realni redovi
Redovi Kriterijumi za konvergenciju
Alternativni redovi
Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima
Definicija

o0
Ostatakredajern, = > ap=amsi+amo+ ... .
n=m+1

m o0
Ociglednojeda: Sy, = > an=a1+...+an="rm= >, a — Sm.

n=1 n=1

Teorema

o0 oo

Redovi " an i > a, (m > 2) su istovremeno konvergentni ili
n=1 n=m

divergentni.

Dokaz na ¢asu.

Teorema

Red " a, konvergira akko lim ry = 0.
=1 m—o0

Dokaz na ¢asu.



Realni redovi

Kriterijumi za konvergenciju
Alternativni redovi

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Redovi

Kriterijumi za konvergenciju realnih redova sa
pozitivnim ¢lanovima (a, > 0)

Teorema
Poredbeni kriterijum

o0 oo
Neka za ¢lanove redova Y a, i > b, sa pozitivnim clanovima vaZzi
n=1 n=1
0< ap< by VneN. Tada:

@ Akored Y b, konvergira, onda konvergira ired > aj,.

n=1 n=1
Q Ako red i ap divergira, onda divergira i red i bp.
n=1 n=1

Dokaz na ¢asu.



Realni redovi

Kriterijumi za konvergenciju
Alternativni redovi

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Redovi

Teorema

Poredbeni kriterijum 2
o0 o0

Neka za ¢lanove redova > an i > bp sa pozitivnim ¢lanovima vazi
n=1 n=1

&1 < 2t yn e N. Tada:

@ Akored Y b, konvergira, onda konvergira ired > aj.
n=1 n=1

@ Akored Y a, divergira, onda divergiraired _ bp.
n=1 n=1

Dokaz na ¢asu.



Realni redovi

. Kriterijumi za konvergenciju
Redovi =] ) ) genc)
Alternativni redovi
Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Teor

Kosijev kriterijum

o0
Neka je > a, red sa pozitivnim ¢lanovima i neka postoji lim /a, .
n—oo

n=1
Tada:
Q@ Ako nlim v/a, < 1ondared Y a, konvergira.
— 00 n=1

Q Ako lim /a, > 1 ondared )’ ay divergira.
— 00 —1

n



Realni redovi

. Kriterijumi za konvergenciju
Redovi =] ) ) genc)
Alternativni redovi
Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Teorema
Dalamberov kriterijum
oo
Neka je > a, red sa pozitivnim clanovima i neka postoji lim %1 .
n=1 n—oo
Tada:
€9 .
Q@ Ako lim % <1 ondared . a, konvergira.
n—oo <n

n=1

oo
Q Ako lim %t > 1 ondared Y. a, divergira.
n—oo @n n—1

Napomena: Kosijev i Dalamberov kriterijum ne obuhvataju slu¢aj

kada su navedeni limesi jednaki 1, jer u tim slu¢ajevima red moze da
bude i konvergentan i divergentan.



Realni redovi

Kriterijumi za konvergenciju
Alternativni redovi

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Redovi

Alternativni redovi

Definicija

o0
Red Y (—1)"'a,=a; —a +a — a4+ ...., a, > 0 (Clanovi
n=1
naizmenicno menjaju znak) zove se alternativni (alternirajuci) red.

Kriterijumi konvergencije za redove sa pozitivnim ¢lanovima ne vaze i
za alternativne redove.

Teorema
Lajbnicov kriterijum

o0
Alternativni red Y (—1)"a,, a, > 0 je konvergentan ako je niz {an}
n=1
nerastucii lim a, = 0.
n—oo

Dokaz na ¢asu.

Redovi



Realni redovi

Kriterijumi za konvergenciju
Alternativni redovi

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Redovi

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima su oni redovi ¢iji ¢lanovi menjaju
znak ali bez neke pravilnosti.

Alternativni redovi su specijalni slu¢aj redova sa proizvoljnim
Clanovima.

Kod redova sa proizvoljnim ¢lanovima razlikujemo dve vrste
konvergencije: apsolutnu i uslovnu.

Definicija

o0
Red sa proizvoljnim ¢lanovima ", a, apsolutno konvergira ako
n=1

o0
konvergira pozitivan red . |ap|
n=1



Realni redovi

Kriterijumi za konvergenciju
Alternativni redovi

Redovi sa proizvoljnim ¢lanovima

Redovi

Za ispitivanje apsolutne konvergencije mogu da se koriste svi

o0
kriterijumi kao i za redove sa pozivitnim Clanovima za red Y |ay|.
n=1

Teorema

Ako red Y a, apsolutno konvergira, onda je on i konvergentan.
n=1

Obrnuto ne mora da vazi.
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