
Algebra 1A
3. 6. 2010.

1. Neka je p prost broj i R = {m
n ∈ Q : p 6 |n}. Dokazati da je R potprsten prstena Q.

2. Dokazati da je Z[i] := {a + bi : a, b ∈ Z} potprsten od C.

3. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom. Dokazati da je {x ∈ R : (∃n ≥ 1)xn = 0} jedan ideal.

4. Ako je element x komutativnog prstena sa jedinicom R nilpotentan, tj. ako je xn = 0 za neko n ≥ 1,
dokazati da je 1− x ∈ U(R).

5. Ako su I i J ideali u komutativnom prstenu sa jedinicom R, dokazati da su i I + J := {x + y : x ∈
I, y ∈ J}, I ∩ J , I · J := {x1y1 + · · ·xkyk : xr ∈ I, ys ∈ J, k ≥ 1} tako�e ideali u R.

6. Dokazati da za sve a, b ∈ Z va�i:

aZ + bZ = NZD(a, b)Z, aZ ∩ bZ = NZS(a, b)Z, aZ · bZ = abZ.

(Prisetimo se da je svaki ideal u Z oblika mZ = {mn : n ∈ Z}.)

7. Neka je I = {p ∈ R[X] : p(2) = p(3) = 0}. Dokazati da je I glavni ideal u prstenu R[X].

8. Rexiti sisteme kongruencija:

(a) x ≡ 3 (mod 7), x ≡ 5 (mod 8);

(b) x ≡ 1 (mod 11), x ≡ 5 (mod 15);

(v) x ≡ −4 (mod 16), x ≡ 5 (mod 7);

(g) x ≡ 5 (mod 13), x ≡ −1 (mod 8) x ≡ 4 (mod 7);

(d) x ≡ 5 (mod 23), x ≡ 3 (mod 18) x ≡ 2 (mod 17);

(�) x ≡ 3 (mod 5), x ≡ 1 (mod 8) x ≡ −4 (mod 11).

9. Ispitati da li rexeǌe postoji i ukoliko postoji na�i sva rexeǌa navedenih kongruencija:

(a) 3x ≡ 4 (mod 7);

(b) 4x ≡ 2 (mod 6);

(v) 15x ≡ 4 (mod 10);

(g) 12x ≡ 21 (mod 15);

10. Na�i bar jedan primitivni koren r modulo 11 i pomo�u tablice za indr odrediti sve primitivne
korene modulo 11. Ispitati da li slede�e kongruencije imaju rexeǌe i u potvrdnom sluqaju na�i
sva rexeǌa:

4x ≡ 3 (mod 11), x2 ≡ 3 (mod 11), x3 ≡ 2 (mod 11), x4 ≡ −3 (mod 11).

11. Na�i bar jedan primitivni koren r modulo 17 i pomo�u tablice za indr odrediti sve primitivne
korene modulo 17. Ispitati da li slede�e kongruencije imaju rexeǌe i u potvrdnom sluqaju na�i
sva rexeǌa:

7x ≡ 3 (mod 17), x2 ≡ −2 (mod 17), x3 ≡ 3 (mod 17), x4 ≡ 3 (mod 17).

12. Na�i bar jedan primitivni koren r modulo 7 i pomo�u tablice za indr odrediti sve primitivne
korene modulo 7. Ispitati da li slede�e kongruencije imaju rexeǌe i u potvrdnom sluqaju na�i
sva rexeǌa:

4x ≡ 3 (mod 7), x2 ≡ 2 (mod 7), x3 ≡ 2 (mod 7), x4 ≡ 3 (mod 7).

13. Odrediti sve proste brojeve p za koje kongruencija x2 ≡ −1 (mod p) ima rexeǌe.

14. Odrediti ostatak pri deǉeǌu 20052005 brojem 14.



15. Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 1248632 brojem 39.

16. Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 123527262 brojem 105.

17. Rexiti kongruenciju x2 + 12 ≡ 10100 (mod 247) (obratite pa�ǌu na qiǌenicu da 247 nije prost
broj).

18. Rexiti kongruenciju x2 + 1 ≡ 10351255642 (mod 17).

19. Odrediti najmaǌi prirodan broj m za koji je 1823242 ≡ m (mod 18).

20. Odrediti bar jedno rexeǌe jednaqine a5 + 5 ≡ 2222321 (mod 20).
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