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Podsetimo se da je oblast celih (domen) komutativan prsten sa
jedinicom u kome nema pravih deliteǉa nule, tj. u kojima va�i: za
sve a, b ∈ A iz ab = 0 sledi a = 0, ili b = 0. Svi prsteni kojima �emo
se baviti u ovoj lekciji bi�e domeni.

Definicija 1 Dva elementa a, b ∈ A su pridru�ena ukoliko postoji u ∈
U(A) takav da je a = ub.

Jasno je da je pridru�enost elemenata jedna relacija ekvivalen-
cije. Primetimo da ako je p nerastavǉiv onda je to i svaki ǌemu
pridru�en element. Isto to va�i i za proste elemente u domenu.

Definicija 2 Domen A je domen za jednoznaqnom faktorizacijom ukoliko
za svaki element iz a ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) postoje nerastavǉivi elementi
p1, . . . , pr takvi da je a = p1p2 · · · pr. Osim toga ako je za nerastavǉive ele-
menta pi, qj :

p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs,
onda je r = s i postoji permutacija σ ∈ Sr tako da je za sve i = 1, r element
pi pridru�en elementu qσ(i).

Drugim reqima u domenu sa jednoznaqnom faktorizacijom, svaki
element mo�e se na jedinstven naqin, do na pridru�enost i redosled
faktora, prikazati u obliku proizvoda nerastavǉivih elemenata.

Stav 3 Domen A je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom akko se svaki ele-
ment a ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) mo�e prikazati u obliku proizvoda prostih ele-
menata. Posebno, to znaqi da je svaki nerastavǉiv element prost.

Dokaz. Pretpostavimo da se svaki neinvertibilan, nenula element
mo�e prikazati u obliku proizvoda prostih. Kako su prosti neras-
tavǉivi, potrebno je samo dokazati da je prikaz u obliku proizvoda
jedinstven (u gorenavedenom smislu). Doka�imo najpre da je, u ovom
sluqaju, svaki nerastavǉiv element prost.
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Neka je q nerastavǉiv element. Po pretpostavci, on se mo�e napisati
u obliku proizvoda prostih elemenata: q = p1 · · · pr, gde su pi prosti.
No, kako je q nerastavǉiv, mora biti r = 1, tj. i sam q je prost.

Doka�imo sada jedinstvenost razlagaǌa u obliku proizvoda neras-
tavǉivih elemenata. Neka je

p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs,

Dokaz izvodimo indukcijom po r. Sluqaj r = 1 je trivijalan (zaxto?).
Pretpostavimo da je u gorǌoj jednakosti r > 1 i da su su pi, qj neras-
tavǉivi. Prema dokazanom, p1 je prost, pa postoji j1 ∈ {1, . . . , s} tako
da p1 | qj1 . Kako je qj1 nerastavǉiv, dobijamo da su p1 i qj1 pridru�eni,
tj. da postoji u1 ∈ U(A) za koji je qj1 = u1p1. Gorǌu jednakost mo�emo
podeliti sa p1 i dobijamo

p2 · · · pr = q′2q3 · · · qs,

gde je q′2 = q2u1 i on je tako�e nerastavǉiv. Induktivna hipoteza
zavrxava dokaz.

Obratno, pretpostavimo da je A domen za jednoznaqnom faktori-
zacijom. Dovoǉno je pokazati da je svaki nerastavǉiv element prost.
Neka je p nerastavǉiv i neka p | ab. Treba pokazati da p | a, ili
p | b. Pretpostavimo da p ne deli ni a ni b. Neka je a = p1 · · · pr
faktorizacija a na nerastavǉive elemente i b = q1 · · · qs faktorizacija
b na nerastavǉive. Tada je

ab = p1 · · · prq1 · · · qs

faktorizacija ab na nerastavǉive. Kako p deli ab, to je ab = pc za neko
c. I c ima faktorizaciju na nerastavǉive elemente, pa je c = z1 · · · zl
za neke nerastavǉive z1, . . . , zl. Dobijamo da je

p1 · · · prq1 · · · qs = pz1 · · · zl,

gde su svi pi, qj , zk i p nerastavǉivi. Kako je, po pretpostavci, A domen
sa jednoznaqnom faktorizacijom, to je p pridru�en nekom od elemenata
iz skupa {p1, . . . , pr, q1, . . . , qs}. Ukoliko je p pridru�en elementu pi (za
neko i), dobijamo da p | a, a ako je p pridru�en nekom qj onda p | b.
Naime, lako se pokazuje da va�i slede�e: ako je p pridru�en elementu
q i ako q | c, onda i p | c (doka�ite to!). Ovim je dokaz zavrxen. �

Podsetimo se da je prsten glavnoidealski ukoliko je svaki ideal
u ǌemu glavni. Ranije smo zakǉuqili da su Z i K[X], za proizvoǉno
poǉe K, glavnoidealski domeni. Pokaza�emo da je svaki glavnoide-
alski domen ujedno i domen sa jednoznaqnom faktorizacijom.

Stav 4 Dokazati da u svakom glavnoidealskom domenu za svaka dva elementa
postoji ǌihov najve�i zajedniqki delilac.
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Dokaz. Neka A jedan glavnoidealski domen i a, b ∈ A. Posmatra-
jmo ideal 〈a, b〉 generisan elementima a i b. Kako je u A svaki ideal
glavni, to je i 〈a, b〉 = 〈d〉, za neki d ∈ A. Doka�imo da je d jedan na-
jve�i zajedniqki delilac elemenata a i b (najve�i zajedniqki delilac
nije jednoznaqno odre�en, ali su svaka dva najve�a zajedniqka delioca
pridru�eni jedan drugom).

Najpre, a, b ∈ 〈d〉. To znaqi da postoje a1, b1 za koje je a = da1 i
b = db1, tj. d | a i d | b, te d jeste zajedniqki delilac od a i b.

Pretpostavimo da d1 | a i d1 | b, tj. da je d1 neki zajedniqki delilac
od a i b. Treba dokazati da d1 | d. Kako d1 | a i d1 | b, to postoje a1

i b1 tako da je a = d1a1 i b = d1b1. S obzirom da d ∈ 〈a, b〉, postoje p, q
takvi da je d = ap+ bq. Dobijamo da je d = d1a1p+ d1b1q = d1(a1p+ b1q),
te sledi da d1 | d. �

Zapravo je u ovom stavu dokazano ne samo da svaka dva elementa
a i b imaju najve�i zajedniqki delilac d, no i da postoje p i q za
koje je d = ap + bq (Bezuova relacija). Iz ove relacije se, na stan-
dardan naqin, izvodi slede�e svojstvo: ako a | bc i ako je NZD(a, b)
pridru�en jedinici, onda a | c (naravno, umesto da pixemo da je
NZD(a, b) pridru�en jedinici, pisa�emo da je NZD(a, b) = 1, imaju�i
na umu xta to znaqi). Neka qitaoci ovo sami doka�u.

Teorema 5 Svaki glavnoidealski domen je i domen sa jednoznaqnom faktori-
zacijom.

Dokaz. Neka je A glavnoidealski domen. Doka�imo najpre da je svaki
nerastavǉiv element u A prost. Neka je q nerastavǉiv i neka q | ab.
Ukoliko q ne deli a, mora biti NZD(q, a) = 1. Naime, ako je d =
NZD(q, a), to znaqi da je q = dz za neko z. Kako je q nerastavǉiv,
mora biti d ∈ U(A), ili z ∈ U(A). No, ako je z ∈ U(A), onda iz qi-
ǌenice da d | a sledi da i q | a (zaxto?), xto protivreqi pretpostavci.
Zakǉuqujemo da d ∈ U(A), tj. NZD(q, a) = 1 (pogledajte raniju napomenu
u zagradi). No, tada iz gorenavedenog svojstva sledi da q | b, te
zakǉuqujemo da je q prost.

Da bismo dokazali da je A domen sa jednoznaqnom faktorizacijom,
ostaje samo da poka�emo da se svaki element iz A \ (U(A) ∪ {0}) mo�e
prikazati u obliku proizvoda nerastavǉivih elemenata (videti stav
3).

Doka�imo najpre da svaki neprazan skup ideala u A ima maksi-
malan element. Pretpostavimo da to nije tako i neka je I neki neprazan
skup ideala koji ne sadr�i maksimalan element. Neka je I1 ∈ I
proizvoǉan ideal iz I. Kako on nije maksimalan u I, to postoji I2 ∈ I
za koji je I1 ⊂ I2. Sliqno, postoji i I3 ∈ I takav da je I2 ⊂ I3. Zapravo
dobijamo striktno rastu�i lanac ideala

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·
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iz I. Unija J = ∪∞i=1Ii je ideal kao xto se lako mo�e proveriti
(proverite!). No, s obzirom da je A glavnoidealski, to je J = 〈x〉 za
neki x ∈ A. Kako je x ∈ ∪∞i=1Ii, to x ∈ Ii0 za neki i0. No, odavde sledi da
je J = Ii0 , pa je i Ii = Ii0 za sve i ≥ i0, te beskonaqan striktno rastu�i
lanac ideala i ne postoji. Zakǉuqujemo da u I postoji maksimalan
element.

Pretpostavimo da u A \ (U(A)∪{0}) ima elemenata koji nemaju fak-
torizaciju na nerastavǉive elemente. Uoqimo skup ideala J zadat
sa:

J = {〈a〉 : a ∈ A\(U(A)∪{0}) i a nema faktorizaciju na nerastavǉive}.

Prema upravo dokazanom rezultatu, u J postoji maksimalan element
〈x〉. Kako x nema faktorizaciju na nerastavǉive, to on sam nije neras-
tavǉiv, pa postoje a, b takvi da je x = ab, pri qemu a, b ∈ A\(U(A)∪{0}).
Stoga je 〈x〉 ⊂ 〈a〉 i 〈x〉 ⊂ 〈b〉 (zaxto?), pa a i b imaju faktorizaciju na
nerastavǉive (〈x〉 je maksimalan element u J ). No, ako su to faktor-
izacije a = p1 · · · pr i b = q1 · · · qs, onda je x = ab = p1 · · · prq1 · · · qs jedna
faktorizacija x na nerastavǉive, xto protivreqi izboru elementa x.
Ova kontradikcija zavrxava dokaz. �

Mo�e se pokazati (ali mi to ne�emo) da iz qiǌenice da je A domen
sa jednoznaqnom faktorizacijom sledi da je i A[X] domen sa jednoz-
naqnom faktorizacijom. Dakle, Z[X] je jedan primer domena sa jed-
noznaqnom faktorizacijom, koji nije glavnoidealski domen.

Dakle, domen sa jednoznaqnom faktorizacijom se karakterixe time
da se u ǌemu prosti i nerastavǉivi elementi podudaraju i da se svaki
nenula, neinvertibilan element a mo�e predstaviti u obliku

a = upα1
1 · · · p

αk

k , (1)

gde je u invertibilan element i pi nerastavǉivi, pri qemu za i 6= j
elementi pi i pj nisu pridru�eni, dok je αi ∈ N. Osim toga, ako je

a = vqβ1
1 · · · q

βl

l ,

gde je v invertibilan, qj nerastavǉivi i qi, qj nisu pridru�eni za
i 6= j, onda je k = l i za neku permutaciju σ ∈ Sk αi = βσ(i) i pi je
pridru�en elementu qσ(i).

Napomena 6 Qitalac se mo�da pita zaxto se pojavǉuje invertibilan ele-
ment u u predstavǉaǌu elementa a u obliku proizvoda, kada se tako nexto ne
pojavǉuje u samoj definiciji domena sa jednoznaqnom faktorizacijom. Razlog
le�i u tome xto nerastavǉivi elementi pi nisu me�usobno pridru�eni i onda
je neophodno izdvojiti invertibilan element u. Na primer, element −36 ∈ Z
se mo�e zapisati u obliku −36 = (−1)2232, ili u obliku −36 = (−1)22(−3)2,
ali se (−1) mora pojaviti u ovim zapisima. Prezentacija −36 = 2(−2)32 ne
zadovoǉava uslov da za razliqite indekse prosti elementi nisu pridru�eni.
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Na osnovu jednakosti (1), lako se pokazuje da svaka dva elementa
iz domena sa jednoznaqnom faktorizacijom imaju najve�i zajedniqki
delilac (kako se to pokazuje?), no Bezuova relacija ipak ne mora
va�iti. Dovoǉno je posmatrati primer prstena Z[X] i elemenata 2 i
X, koji jesu uzajamno prosti, ali za koje ne postoje polinomi p(X) i
q(X) tako da je 2p(X) +Xq(X) = 1 (zaxto?).

Pre�imo sada na va�an metod lokalizacije kojim se od datog dom-
ena prelazi na novi domen, a u kome su neki izabrani elementi iz
poqetnog domena invertibilni u novom domenu. Poqnimo slede�om
definicijom.

Definicija 7 Neka je A domen i S ⊆ A \ {0}. Za S ka�emo da je multi-
plikativan ako 1 ∈ S i ako iz s, t ∈ S sledi da st ∈ S.

Primer 8 Slede�i podskupovi od A \ {0} su multiplikativni:

1. A \ {0};

2. {fn : n ∈ N}, za ma koji element f ∈ A \ {0};

3. A \ P za ma koji prost ideal P / A.

1. Ovo je jasno.

2. Podsetimo se da 0 ∈ N, pa 1 ∈ S. Osim toga, kako je fmfn = fm+n i
drugi uslov je ispuǌen.

3. Jasno je da 1 ∈ A \ P . Osim toga, ako a 6∈ P i b 6∈ P , onda i ab 6∈ P ,
poxto je P prost ideal (pojasnite sebi ovo!). ♣

Neka je A domen i S ma koji multiplikativan podskup od A. Na
skupu A× S definixemo relaciju ∼ sa:

(a, s) ∼ (b, t) def⇐⇒ ta = sb.

Doka�imo da je ∼ jedna relacija ekvivalencije.

Refleksivnost. Ovo je jasno poxto je sa = sa, pa je (a, s) ∼ (a, s).

Simetriqnost. I ovo je jasno, jer iz (a, s) ∼ (b, t), sledi da je ta = sb,
tj, sb = ta, a to upravo znaqi da je (b, t) ∼ (a, s).

Tranzitivnost. Neka je (a, s) ∼ (b, t) i (b, t) ∼ (c, r). To znaqi da je ta = sb
i rb = tc. Dobijamo da je

rta = rsb = stc.

Kako je A domen, to je ra = sc, pa je (a, s) ∼ (c, r).
Sa S−1A oznaqavamo skup svih klasa ekvivalencije, a sa a

s klasu
ekvivalencije elementa (a, s). Definixemo operacije + i · na S−1A
sa:

a

s
+
b

t
:=

ta+ sb

st
;
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a

s
· b
t

:=
ab

st
.

Kako je skup S multiplikativan, to za s, t ∈ S i st ∈ S, pa ovi zapisi
imaju smisla. Treba jox da proverimo da su ove operacije dobro
definisane.

Neka je a
s = a′

s′ i b
t = b′

t′ . To zapravo znaqi da je (a, s) ∼ (a′, s′) i
(b, t) ∼ (b′, t′). Treba proveriti da je (ta + sb, st) ∼ (t′a′ + s′b′, s′t′) i
(ab, st) ∼ (a′b′, s′t′). Raqunamo:

s′t′(ta+ sb) = s′t′ta+ s′t′sb = t′tsa′ + s′stb′ = st(t′a′ + s′b′),

pa je zaista (ta+sb, st) ∼ (t′a′+s′b′, s′t′). Na sliqan naqin se proverava
i dobra definisanost operacije mno�eǌa.

Nije texko proveriti da je struktura (S−1A,+, ·) jedan komutati-
van prsten sa jedinicom (uradite to za ve�bu: 0S−1A = 0

1 , 1S−1A = 1
1).

Ovaj prsten naziva se lokalizacija domena A u odnosu na multiplikativan
skup S. Osnovno svojstvo lokalizacije dato je slede�im stavom.

Stav 9 Neka je A domen i S neki multiplikativan podskup od A.
a) Sa i(a) = a

1 zadat je jedan monomorfizam i:A→ S−1A,
b) Ako je B ma koji komutativan prsten i f :A → B homomorfizam takav

da za sve s ∈ S va�i: f(s) ∈ U(B), onda postoji taqno jedan homomorfizam
f̃ :S−1A→ B za koji je f̃ ◦ i = f .

Dokaz.
a) Kako je i(a+ b) = a+b

1 = a
1 + b

1 = i(a) + i(b) i i(ab) = ab
1 = a

1
b
1 , to je

i zaista homomorfizam. No, a ∈ Ker(i) ako i samo ako je a
1 = 0

1 , xto je
ekvivalentno sa a = 0, pa je i monomorfizam.

b) Tra�eni homorfizam f̃ definixemo sa: f̃(as ) = f(a)f(s)−1. Kako
je, za sve s ∈ S, f(s) invertibilan, ova definicija ima smisla. Os-
tavǉamo qitaocima da provere da je ovo zaista jedan dobro definisan
homomorfizam i da va�i: f̃ ◦ i = f . �

Ukoliko je S = A\P za neki prost ideal P , onda se umesto (A\P )−1A
kra�e pixe: AP . Va�i slede�a teorema.

Teorema 10 Za svaki prost ideal P / A, prsten AP je lokalni prsten.

Dokaz. Dokaza�emo da je skup svih neinvertibilnih elemenata ideal.
Odredimo najpre U(AP ):

a

s
∈ U(AP ) akko postoje b ∈ A i t ∈ A \ P tako da je

a

s
· b
t

=
1
1
.

Drugim reqima, a
s je invertibilan akko postoji b ∈ A i t 6∈ P za koje

je ab = st. Ukoliko a ∈ P , onda i st = ab ∈ P , pa kako je P prost ideal,
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sledi da s ∈ P , ili t ∈ P , xto nije mogu�e na osnovu izbora s i t. A
ukoliko a 6∈ P , onda je s

a (∈ AP ) inverz elementa a
s . Dakle,

AP \ U(AP ) =
{a
s
∈ AP : a ∈ p

}
.

Uverimo se da je ovo zaista ideal u AP .
Neka su x, y neinvertibilni elementi iz AP . To znaqi da postoje

elementi a, b ∈ p i s, t 6∈ P za koje je x = a
s i y = b

t . Tada je x + y =
a
s + b

t = ta+sb
st , no, kako je P ideal, ta + sb ∈ P , pa je zaista i element

x + y neinvertibilan. Na sliqan naqin se pokazuje da ako x ∈ AP
nema inverz i ako je z ∈ AP proizvoǉan, ni element zx nema inverz.
Zakǉuqujemo da je AP \U(AP ) zaista ideal, pa je i prsten AP lokalni
prsten. �

Za kraj napomenimo da, ukoliko je S = A \ {0}, u prstenu S−1A je
svaki element razliqit od nule invertibilan, te je, u ovom sluqaju,
S−1A jedno poǉe. Ovo poǉe se naziva poǉe razlomaka domena A i oz-
naqava sa Q(A). Na ovaj naqin smo pokazali da se svaki domen mo�e
utopiti u neko poǉe. Kao xto vidimo, ova je konstrukcija u pot-
punosti analogna konstrukciji racionalnih brojeva kao razlomaka
nad celim brojevima.
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