
ALGEBRA 2
Komutativni prsteni sa jedinicom

Prosti i maksimalni ideali

Zoran Petrovi�

24. april 2012.

Zapoqnimo ovu lekciju slede�im stavom

Stav 1 Neka je A komutativan prsten sa jedinicom i P /A (P 6= A). Slede�i
uslovi su ekvivalentni.

1. Za I, J / A va�i: ako je I · J ⊆ P , onda I ⊆ P ili J ⊆ P .

2. Za a, b ∈ A va�i: ako ab ∈ P , onda a ∈ P ili b ∈ P .

3. Prsten A/P je oblast celih.

Dokaz. Podsetimo se najpre da se oblast celih definixe kao komu-
tativan prsten sa jedinicom u kome nema pravih deliteǉa nule, tj. u
kome va�i: ako je ab = 0, onda je a = 0 ili b = 0.

1 =⇒ 2. Uoqimo ideale I = 〈a〉, J = 〈b〉. Kako je I · J = 〈ab〉 i ab ∈ P , to
I · J ⊆ P . Na osnovu 1. sledi da I ⊆ P , ili J ⊆ P , tj. a ∈ P , ili b ∈ P .

2 =⇒ 3. Pretpostavimo da za elemente x, y ∈ A/P va�i: xy = 0. Kako
su to elementi iz koliqniqkog prstena, to postoje a, b ∈ A takvi da je
x = a + P i y = b + P i da va�i: (a + P )(b + P ) = P . Ova jednakost se
svodi na ab + P = P , tj. na ab ∈ P . Na osnovu 2. dobijamo da a ∈ P ,
ili b ∈ P , odnosno a + P = P ili b + P = P , tj. x = 0, ili y = 0.

3 =⇒ 1. Neka su ideali I, J prstena A takvi da je I · J ⊆ P , a da I 6⊆ P
i J 6⊆ P . To znaqi da postoji a ∈ I \ P i b ∈ J \ P . No, ab ∈ I · J ⊆ P ,
pa je (a + P )(b + P ) = ab + P = P . Kako je A/P oblast celih, sledi da
a ∈ P , ili b ∈ P . Ova kontradikcija zavrxava dokaz. �

Definicija 2 Ideal P / A je prost ukoliko ispuǌava neko od prethodna
tri ekvivalentna svojstva.

Primetimo da, ukoliko je P prost ideal, a a1, . . . , an ∈ A, onda iz
a1 · · · an ∈ P sledi da ai ∈ P za neko i ∈ {1, . . . , n} ( xto se lako dokazuje
indukcijom po n).
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U osnovnoj xkoli smo nauqili da je prirodan broj prost ukoliko
nema drugih delilaca sem 1 i ǌega samog (ovo tako�e va�i i za broj 1,
ali se on ne smatra prostim brojem). No, u proizvoǉnoj oblasti celih
razlikuje se pojam prostog i nerastavǉivog elementa. Podsetimo se
da sa U(A) oznaqavamo skup svih invertibilnih elemenata u prstenu
A.

Definicija 3 Neka je A oblast celih. Element p ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) je

• prost, ukoliko za a, b ∈ A va�i: ako p | ab, onda p | a, ili p | b;

• nerastavǉiv ukoliko za a, b ∈ A va�i: ako je p = ab, onda je a ∈ U(A),
ili b ∈ U(A).

Veza izme�u prostih i nerastavǉivih elemenata u proizvoǉnom
prstenu data je slede�im stavom.

Stav 4 Svaki prost element je nerastavǉiv.

Dokaz. Pretpostavimo da je p prost i da je p = ab. Posebno to znaqi
da p deli proizvod ab. Kako je p prost, to p | a, ili p | b. Neka, na
primer, p | a. To znaqi da postoji c ∈ A za koji je a = pc. Kako je
p = ab, to je p = pcb, tj. p(1− cb) = 0, pa mora biti 1− cb = 0, poxto je
A oblast celih. Dakle, cb = 1, te je element b invertibilan. �

U proizvoǉnoj oblasti celih, prosti i nerastavǉivi elementi se
razlikuju. Razmotrimo slede�i primer.

Primer 5 U prstenu Z
[√
−5
]
element 3 je nerastavǉiv, ali nije prost.

Pre svega,
Z
[√
−5
]

:= {p(
√
−5) : p ∈ Z[X]}.

No, nije texko uveriti se da iz definicije sledi da je

Z
[√
−5
]

= {a + b
√
−5 : a, b ∈ Z}.

Uverimo se najpre da je 3 nerastavǉiv. Pretpostavimo da je 3 = uv.
Uvedimo oznaku N(z) := zz, za z ∈ Z

[√
−5
]
(naravno da je N(z) kvadrat

modula kompleksnog broja z). Jasno je da je N(z1z2) = N(z1)N(z2) za
sve z1, z2. Dobijamo da je N(3) = N(u)N(v), odnosno 9 = N(u)N(v).
Ovo je faktorizacija prirodnog broja 9 u skupu prirodnih brojeva,
to imamo dve mogu�nosti:

1) jedan od N(u), N(v) jednak je 1, a drugi 9;

2) N(u) = N(v) = 3.
1) Pretpostavimo, na primer, da je N(u) = 1. Ukoliko je u =

a+b
√
−5, dobijamo da je 1 = N(u) = uu = (a+b

√
−5)(a−b

√
−5) = a2+5b2.

S obzirom da a, b ∈ Z, ovo je mogu�e jedino ako je b = 0 i a ∈ {−1, 1}, tj.
u ∈ {−1, 1}, te sledi da je u invertibilan (bilo bi dobro da qitaoci
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sami poka�u, za ve�bu, da je U(Z
[√
−5
]

= {−1, 1} koriste�i funkciju
N).

2) Postupamo na sliqan naqin. Ukoliko je u = a + b
√
−5, dobijamo

da je 3 = N(u) = a2 + 5b2. S obzirom da a, b ∈ Z, mora biti b = 0 i
dobijamo da je 3 = a2, za neko a ∈ Z. Ovo naravno nije mogu�e, te
zakǉuqujemo da se slucaj 2) i ne pojavǉuje.

Dakle, iz qiǌenice da je 3 = uv, dobijamo da je jedan od faktora
invertibilan, a to zapravo znaqi da je 3 nerastavǉiv.

Ostaje da poka�emo da 3 nije prost. posmatrajmo faktorizaciju
broja 9 u Z

[√
−5
]
:

9 = (2 +
√
−5)(2−

√
−5).

Kako je 9 = 3 · 3, to
3 | (2 +

√
−5)(2−

√
−5).

Poka�imo da 3 ne deli nijedan od ovih faktora. Iz te qiǌenice �e
slediti da 3 nije prost.

Neka 3 | 2 +
√
−5 (analogno se razmatra i drugi sluqaj). Dakle, za

neki element u ∈ Z
[√
−5
]
:

3 · u = 2 +
√
−5.

Primenom funkcije N dobijamo

9 ·N(u) = 9.

Dobijamo da je N(u) = 1, te je u ∈ {−1, 1}, tj. 3 = 2 +
√
−5, ili

3 = −(2 +
√
−5). Ova kontradikcija nam pokazuje da 3 ne deli 2 +

√
−5,

tj. 3 zaista nije prost. ♣

Napomena 6 Primetimo da jednakost 3 · 3 = (2 +
√
−5)(2 −

√
−5) daje

dve razliqite faktorizacije broja 9 u proizvod nerastavǉivih. To
je nexto sa qime se nismo sreli u sluqaju celih brojeva. Vixe �emo
o ovome re�i u narednim predavaǌima.

Primer 7 U prstenu trigonometrijskih polinoma A = R[sin x, cos x] na�i
primer nejednoznaqne faktorizacije na nerastavǉive elemente.

Qitaoci bi trebalo da budu upoznati sa ovim prstenom iz kursa Anal-
ize 2 (Furijeovi redovi i sl.). Zapravo, nije texko pokazati da je
svaki element iz A oblika a0+

∑n
k=1(ak cos kx+bk sin kx) (po definiciji

je A = {p(sin x, cos x) : p ∈ R[X, Y ]}). Poznati identitet sin2 x+cos2 x = 1
daje tra�ene faktorizacije:

cos x · cos x = (1− sin x)(1 + sin x).

Ostavǉamo qitaocima za ve�bu da poka�u nerastavǉivost funkcija
koje se pojavǉuju u ovoj faktorizaciji (znaǌe Analize 2 mo�e biti
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korisno za ovo, ali nije i neophodno – dovoǉno je znaǌe adicionih
formula i jednostavno raqunaǌe integrala funkcija oblika sin kx i
cos kx) .

Slede�i stav je pomalo i oqekivan.

Stav 8 Element je prost ako i samo ako je ideal generisan tim elementom
prost ideal.

Dokaz. Neka je p prost element u prstenu A i 〈p〉 ideal generisan tim
elementom. Ukoliko ab ∈ 〈p〉, onda je ab = pc za neki c ∈ A, tj. p | ab.
Kako je element p prost, to p | a, ili p | b, odnosno, a ∈ 〈p〉, ili b ∈ 〈p〉,
te zakǉuqujemo da je 〈p〉 prost ideal.

Obratno, pretpostavimo da je 〈p〉 prost ideal i neka p | ab. To
znaqi da ab ∈ 〈p〉, te sledi da a ∈ 〈p〉, ili b ∈ 〈p〉, odnosno p | a, ili
p | b. �

Za kraj ove priqe o prostim idealima, navedimo jednu intere-
santnu teoremu.

Teorema 9 (Teorema o izbegavaǌu prostih ideala) Neka su P1, . . . , Pn

prosti ideali prstena A i I / A. Ako je I ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pn, onda je I ⊆ Pi za
neko i ∈ {1, . . . , n}.

Dokaz. Izvodimo dokaz indukcijom po n. Sluqaj n = 1 je trivi-
jalan. Pretpostavimo da je n > 1 i da je tvr�eǌe taqno ukoliko je I
sadr�an u uniji maǌe od n prostih ideala. Neka je I ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pn,
pri qemu su svi ovi prosti. Ukoliko je I sadr�ano u nekoj od unija
∪j 6=iPj (za neko i), onda rezultat sledi na osnovu induktivne hipoteze.
Pretpostavimo, stoga, da I 6⊆ ∪j 6=iPj za sve i = 1, n. Dakle, postoje ele-
menti xi ∈ I \ ∪j 6=iPj. Posmatramo element x = x1 + x2 · · ·xn. Kako je
xi ∈ I \ ∪j 6=iPj, a I ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pn, to xi ∈ Pi. Postavǉa se pitaǌe gde
se nalazi element x. Ukoliko x ∈ P1, onda x2 · · ·xn ∈ P1 (jer x1 ∈ P1),
te iz qiǌenice da je P1 prost, sledi da xj ∈ P1 za neko j 6= i, xto nije
taqno. Dakle, x 6∈ P1. Sledi da x ∈ Pj za neko j 6= 1. Kako i xj ∈ Pj,
to i proizvod x2 · · ·xn pripada Pj, te sledi da i x1 = x− x2 · · ·xn ∈ Pj.
Ova kontradikcija zavrxava dokaz. �

Pre�imo sada na pojam maksimalnog ideala.

Definicija 10 Ideal M prstena A je maksimalan, ukoliko ne postoji
ideal I prstena A za koji va�i: M ⊂ I ⊂ A.

Dakle, maksimalan ideal je pravi ideal za koji ne postoji pravi
ideal, razliqit od ǌega, koji ga sadr�i kao svoj podskup.

Stav 11 Neka je M pravi ideal prstena A. Tada je M maksimalan ideal
ako i samo ako je A/M poǉe.

Dokaz. Pretpostavimo da je M maksimalan ideal i a+M 6= M . Treba
pokazati da a + M ima inverz u prstenu A/M . Posmatramo ideal
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〈a〉+M . Kako a 6∈M , to je M pravi podskup od 〈a〉+M . No, s obzirom
da je M maksimalan ideal, mora biti 〈a〉+M = A. To znaqi da postoje
b ∈ A i m ∈ M za koje je ab + m = 1. Dakle, ab − 1 = m ∈ M , pa je
ab + M = 1 + M , te je b + M tra�eni inverz elementa a + M ∈M .

Obratno, pretpostavimo da je A/M poǉe. Neka je M pravi podskup
ideala I. Dakle, postoji a ∈ I \M . Stoga je a+M 6= M u koliqniqkom
prstenu A/M . Kako je ovaj prsten po pretpostavci poǉe, to postoji
b ∈M tako da je (a+M)(b+M) = 1+M , odnosno, ab− 1 ∈M . Dakle, za
neko m ∈ M va�i: ab − 1 = m, tj. 1 ∈ ab −m. Kako i a i m pripadaju
idealu I, to i 1 ∈ I, pa mora biti I = A. Zakǉuqujemo da je M zaista
maksimalan ideal u A. �

Napomena 12 Vidimo da iz ovog stava sledi da je svaki maksimalan ideal
ujedno i prost ideal, poxto u poǉu nema pravih deliteǉa nule.

Veza izme�u nerastavǉivih elemenata i maksimalnih ideala data
je slede�im stavom.

Stav 13 Element a ∈ A je nerastavǉiv ako i samo ako je ideal 〈a〉 maksi-
malan u skupu svih glavnih ideala prstena A.

Dokaz. Pretpostavimo da je a ∈ A nerastavǉiv i neka je 〈a〉 ⊆ 〈b〉.
Treba da poka�emo da je 〈a〉 = 〈b〉 ili 〈b〉 = A. Kako je 〈a〉 ⊆ 〈b〉, to
a ∈ 〈b〉, pa postoji c ∈ A tako da je a = bc. Kako je a nerastavǉiv,
to b ∈ U(A), ili c ∈ U(A). Ukoliko b ∈ U(A), onda je 〈b〉 = A, a ako
c ∈ U(A), onda je 〈a〉 = 〈b〉.

Obratno, pretpostavimo da je 〈a〉 maksimalan u skupu svih glavnih
ideala prstena A. Neka je a = bc i pretpostavimo da c 6∈ U(A). To
znaqi da je a ∈ 〈b〉, ali da b 6∈ 〈a〉 (zaxto?), tj. da je 〈a〉 pravi podskup
ideala 〈b〉. Kako je 〈a〉 maksimalan u skupu svih glavnih ideala, to
mora biti 〈b〉 = A, tj. postoji c ∈ A tako da je bc = 1, te zakǉuqujemo
da je b invertibilan. �

Maksimalan ideal u svakom komutativnom prstenu sa jedinicom
postoji. Zapravo, va�i slede�a teorema, koju ne�emo dokazivati.

Teorema 14 Neka je I pravi ideal u komutativnom prstenu sa jedinicom A.
Tada postoji maksimalan ideal M za koji je I ⊆M .

Posebno je zanimǉiv sluqaj prstena u kojima postoji taqno jedan mak-
simalni ideal.

Stav 15 U komutativnom prstenu sa jedinicom A postoji taqno jedan maksi-
malan ideal ako i samo ako je A \ U(A) ideal.

Dokaz. Pretpostavimo da je prstenu postoji taqno jedan maksimalan
ideal M . Dokaza�emo da je zapravo M = A \U(A). Pre svega, nijedan
element u M ne mo�e biti invertibilan poxto je M pravi ideal
(ideal generisan invertibilnim elementom jednak je celom prstenu).
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Dakle, M ⊆ A \ U(A). Obratno, neka je a ∈ A \ U(A). Kako a nije in-
vertibilan, to je ideal 〈a〉 pravi ideal, pa je po prethodnoj teoremi
sadr�an u nekom maksimalnom idealu. No, kako je M jedini maksi-
malan ideal, to a ∈M . Dobili smo da je A \U(A) = M , pa je A \U(A)
zaista ideal.

Obratno, neka u prstenu A svi neinvertibilni elementi qine ideal
M . Jasno je da taj ideal mora biti maksimalan. Naime, ako je M
pravi podskup ideala I u I postoji neki element koji nije u M . Taj
element je nu�no invertibilan (poxto su u M svi neinvertibilni),
te generixe ceo prsten i sledi da je i I = A. Dakle, M je maksimalan
ideal. Pretpostavimo da je M ′ neki drugi maksimalan ideal i neka
je M 6= M ′. Kako je M ′ maksimalan to M ′ 6⊆ M , pa postoji element
x ∈ M ′ \M . No, to znaqi da je x invertibilan, pa je M ′ = A i M ′

nije pravi ideal, a to protivreqi pretpostavci da je on maksimalan.
Zakǉuqujemo da je M jedini maksimalan ideal u A. �

Slede�i primer je samo specijalan sluqaj va�ne konstrukcije, koju
�emo podrobnije analizirati kada se budemo bavili poǉima.

Primer 16 Pokazati da je R[X]/〈X2 + 1〉 ∼= C.

Koristi�emo teoremu o izomorfizmima za prstene. Neka je f : R[X]→
C definisana sa: f(p) = p(i) (i je naravno imaginarna jedinica). Jasno
je da je f homomorfizam: f(pq) = (pq)(i) = p(i)q(i), f(p + q) = (p + q(i) =
p(i)+q(i). Osim, toga, f je ,,na”: f(a+bX) = a+bi za a, b ∈ R. Potrebno je
samo da odredimo jezgro homomorfizma f . Jasno je da je X2+1 ∈ Ker(f),
poxto je i2 + 1 = 0. Stoga je 〈X2 + 1〉 ⊆ Ker(f). Pretpostavimo da
p(X) ∈ Ker(f). To znaqi da je p(i) = 0. Podelimo p(X) polinomom
X2 + 1. Dobijamo da je, za neke a, b ∈ R

p(X) = q(X)(X2 + 1) + a + bX.

Kako je p(i) = 0, dobijamo da je 0 = a+bi. Kako su a i b realni brojevi,
to je mogu�e jedino ako je a = b = 0, te zakǉuqujemo da (X2 + 1) | p(X).
Stoga je zaista Ker(f) = 〈X2+1〉. Teorema o izomorfizmima za prstene
daje nam tra�eni rezultat. ♣

Na potpuno analogni naqin dokazuje se da je

Q[X]/〈X2 − 2〉 ∼= Q[
√

2],

pri qemu je Q[
√

2] := {p(
√

2) : p ∈ Q[X]}. Kako je polinom X2 − 2 ∈ Q[X]
nerastavǉiv, dobijamo da je zapravo Q[

√
2] poǉe. O primerima ovog

tipa bi�e vixe reqi kada budemo izuqavali poǉa.
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