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3amovYHuUMO OBY JIeKnujy ciaenehumM craBoM

CraB 1 Heka je A komyTaTuBaH npcteH ca jeamHuuom n P<A (P # A). Cnegefin
YCJIOBU CY €KBMBANEHTHMU.

1. 3al,J<aABaxu: akoje [ - J C P,onga I C Pwvnn J C P.
2. B3aa,be Asaxu: ako ab € P,ongaa € Punnb e P.
3. lMpcten A/P je oBnact uenux.

IToka3. Ilomcermumo ce Hajupe ma ce obJacT HeanX Ae(pUHUILIE KAO KOMY-
TATUBAH IPCTEH Ca jeIVHUIIOM y KOME HeMa MPaBuX NeauTesba HyJle, Tj. y
roMe Basku: ako je ab =0, ouma je a =0 unu b = 0.

1 = 2. Younmo uzneane I = (a), J = (b). Karo je I-J = (ab) u ab € P, 10
I-JCP. Ha ocuoBy 1. cnemu na I C P, uiu J C P, 1j. a € P, unu b € P.

2 = 3. IlpernocraBumo na 3a exemente x,y € A/P Bawu: xy = 0. Kako
Cy TO €JIEMEHTU U3 KOJIUUYHUYKOL MPCTEHa, TO mocToje a,b € A TakBu na je
r=a+Puy=>b+P u na saxn: (a+ P)(b+ P) = P. Osa jenHaxoct ce
ceomu Ha ab+ P = P, t1j. na ab € P. Ha ocmoBy 2. mobujamo ma a € P,
umu b € P, ongocao a+ P =P um b+ P =P, 1j. x =0, nnmu y = 0.

3 = 1. Heka cy uneanu I, J npcrena A taksu na je [-J C P,anal P
n J Z P. To 3saun ga nocroju a € I\Pube J\P. Ho,abeI-JCP,
na je (a+ P)(b+ P) =ab+ P = P. Kako je A/P obuact nesnux, cremu na
a € P, unu b € P. OBa KOHTpaAUKIMja 3aBPHIIABA JOKA3. U

Hepunumuja 2 Vpean P < A je npocT yKONMKO MCMyHaBa HEKO Of MPeTXOAHA
TPU eKBUBAJIEHTHa CBOjCTBA.

I[Mpumerumo na, yroauko je P mpocT mmead, a aq,...,a, € A, oHmga u3
aj---an € P cuenu na a; € P 3ameko i € {1,...,n} (mro ce nako mokasyje
MHIYKIUjOM TIO 7).



Y OCHOBHO]j IIKOJW CMO HAYYMJIMW O3 je TPUPOIAH OPOj IPOCT YKOIUKO
HeMa IpYTuX mesauiana ceM 1 u mera camor (0o takobe Baxu u 3a 6poj 1,
aJu ce OH He cMaTpa npoctuM 6pojem). Ho, y Ipou3BosmHOj 061acTu neanx
pa3iuKyje ce mojaM IPOCTOr WM HePacTaBbUBOr ejeMeHTa. lloacermmo ce
na ca U(A) o3gauaBaMO CKyIl CBUX MHBEPTUOUIHUX €JIEMEHATA Yy IPCTEHY

A.

Jedpuuunuja 3 Heka je A obnact yenux. Enement p € A\ (U(A) U{0}) je
® IPOCT, YKOMKO 3a a,b € A Baxu: ako p | ab, onga p | a, nnun p | b;

e HEPACTABJLUB YKONMKO 3a a,b € A Baxu: ako je p = ab, onga je a € U(A),
nam b e U(A).

Besa m3smeby mpocTtux m HEpACTAB/HUBUX €JEMEHATA Y MPOU3BOJEHOM
npcreny mgara je ciemehimM craBom.

CraB 4 CBaku NpoCT efieMeHT je HEpPaCTaB/bUB.

ITokas. IIpermocraBumo na je p mpoct u ma je p = ab. Ilocebuo TO 3HAUM
na p meau npoussox ab. Kako je p mpoct, To p | a, unu p | b. Hexka, na
npumep, p | a. To 3maum ma mocroju ¢ € A 3a xoju je a = pc. Kako je
p = ab, To je p = pcb, tj. p(1 — ¢b) = 0, na mopa Guru 1 — ¢b = 0, momTo je
A obGumact nenux. Ilakmae, cb = 1, Te je ememenT b naBepTUOUIAH. O

Y npom3BOJBHO] 00JIACTU [EJIUX, IPOCTU U HEPACTABJLUBU EJIEMEHTU CE
pasnukyjy. Pazmorpumo cienehu nmpumep.

ITpumep 5 Y npcreny Z [\/—5] efleMeHT 3 je HepacTaBJbMB, anu HWUje NpocT.

IIpe cBera,

Z[V=5] = {p(v-5) : p € Z[X]}.

Ho, HUje Temko yBepuTHU ce na u3 JepUHUNUjE CIenUu Ia je
Z[V-5]={a+bvV—5:a,be L}

YBepumo ce Hajupe na je 3 HepacrtaBuB. lIpermocraBumo ma je 3 = uv.
YBemmmo osnaky N(z) := 2%, 3a z € Z [v/=5 | (mapasno na je N(z) ksazpat
MOIyJia KOMIUIEKCHOT ©poja z). JacHo je ma je N(z12z2) = N(z1)N(z2) 3a
cBe z1,%z9. Jobujamo ma je N(3) = N(u)N(v), omsocro 9 = N(u)N(v).
OBo je ¢arropusanuja npupoiHor 6poja 9 y ckymy npuponHux Opojesa,
TO UMaMO ABE MOryHOCTH:

1) jeman ox N(u), N(v) jemnak je 1, a apyru 9;

2) N(u) = N(v) = 3.

1) IIpermocraBumo, ma upumep, na je N(u) = 1. Ykouauko je u =
a+by/—=5, nobujamo ma je 1 = N(u) = uti = (a+bv/—5)(a—by/=5) = a®+5b%.
C oG3upom 1a a,b € Z, oo je moryhe jennuo axo jeb=0wu a € {—1,1}, Tj.
u € {—1,1}, Te crenu na je u uaBepTUbUIaH (Ouio0 6u KOOGPO ma YUTAOIM



camm mokaky, 3a BexOy, na je U(Z[v—5] = {—1,1} xopucrehu ¢pynrnujy
N).

2) MocTynamo Ha cIMYaH HaYuH. Y KOJIHMKO je u = a + by/—5, mobujamo
na je 3 = N(u) = a® + 5b%. C ob6supom na a,b € Z, mopa 6utu b = 0 u
nobujamo ma je 3 = a?, 3a meko a € Z. OBo mapasHO Huje Moryhe, Te
3aK/bYUYjeMO Ja Cce CIylaj 2) U He MojaBibyje.

Haxrne, u3 unmennne na je 3 = uv, nodbujamMo na je jemaH on ¢axTopa
WHBEPTUOMIIAH, & TO 3aIIPABO 3HAYU 1A je 3 HEPACTABJHUB.

Ocraje ma moxkakeMO Oa 3 HHUje IPOCT. IIOCMATPajMO (aKTOPU3ALU)Y

6poja 9y Z [vV=5]:
9=(2+v-5)(2—v-5).

Kako je 9=3-3, o
3| (24++vV-=5)(2—+v-5).

[Toraxkumo ma 3 He menum HujenaH on oBuX ¢axropa. V3 Te uumenure he
CIeIUTU na 3 HUje IPOCT.

Heka 3 | 2+ /=5 (amasorso ce pasmarpa u apyru ciaydaj). akme, 3a
Hekn eneMeHT u € Z [v/=5]:

3-u=2++v-5.

IIpumenom ¢pymrnuje N nmobujamo
9-N(u)=09.

Hobujamo ma je N(u) = 1, e je u € {-1,1}, 1j. 3 = 2+ /=5, umm
3 =—(24++/-5). OBa rKoHTpaIMKIU]a HAM [OKa3yje na 3 He meau 2+ +/—5,
Tj. 3 3amMcTa HUje TPOCT. &

Hamomena 6 Ilpuvermvo ma jemmaxoct 3 -3 = (2 4+ v/=5)(2 — /=5) maje
nBe pazauunTe pakropusanuje 6poja 9 y IpousBOI HEPACTABHUBUX. 10
je HemTo ca YuMe ce HHUCMO Cpeln y ciydajy neiamx 6pojeBa. Bume hemo
0 oBoMe pehm y HapeaHuM IpenaBamuMa.

IIpumep 7 Y npcreHy TpuroHoMeTpujckux nonuHoma A = R[sinz, cosxz] Hafin
npuvMep HejeAHO3HauHe pakTopu3aLMje Ha HEPACTaB/bLMBE E€NEMEHTE.

Yuraonu 6u Tpebaiio ga 6yay yIo3HaTH Ca OBUM IIPCTEHOM U3 Kypca AxaJi-
uze 2 (PypujeoBu penoBu u ci.). 3ampaBo, HUjEe TEMKO MOKA3aTh A& je
cBaku eneMenT u3 A obmmka ag+ Y p._, (ax cos kz+by sinkz) (no neuanmmjn
je A= {p(sinz,cosz): p € R[X,Y]}). Tosmaru unenturer sin’ z+cos? z = 1
naje TpakeHe (aKToOpU3aIyje:

cosx -cosz = (1 —sinz)(1 + sinx).

OcraBibaMo ynTaonuMa 3a BekOy [a MOKaKy HEPACTABILUBOCT (YHKIM]A
KOje ce MojaBiby]y y 0BOj ¢arropmsanuju (3Hame AHanuze 2 Moxke OuTU



KOPHUCHO 3a OBO, aJIi HUje W HEOIXOMHO — NOBOJRHO j€ 3HAame aIUIUOHUX
dopMyna 1 jemHOCTABHO padyyHame MHTerpasa ¢yHknuja obauka sinkr u
coskx) .

Cnenehu craB je moMajo U OYEKUBAH.

Cras 8 EnemenT je NPOCT akKO N CaMO aKo je naean reHepmcaH TMM €NEMEHTOM
NpoCT naean.

Iloka3. Heka je p mpoct enement y npcreny A u (p) umean reHepucan TUM
enemMeHTOM. YKONUKO ab € (p), omna je ab = pc 3a mexu ¢ € A, Tj. p | ab.
Kaxko je emement p mpoct, To p | a, uau p | b, onsocwHo, a € (p), nau b € (p),
Te 3aKBYyUyjeMO Aa je (p) mpoCT maead.

O6parno, mpermoctaBuMo ma je (p) mpocTt ummeas u Heka p | ab. To
3Hauu ma ab € (p), Te cnenu na a € (p), mam b € (p), ogHOCHO p | a, wau
p|o. O

3a Kpaj OoBe mpuye O IPOCTUM KILaAJIUMa, HABEIUMO jeIHy UHTepe-
CaHTHY TEOpeMy.

Teopema 9 (Teopema o usberasamy mpoctux uupeana) Heka cy Pp,..., P,
npoctu npeanu npcreHa An [ <A. Akoje I C PLU...UP,, onpa je I C P; 3a
Heko i € {1,...,n}.

Hokas. W3Bomnmo moka3 muaykunujom mo n. Caydaj n = 1 je Tpusm-
jaman. IlpermocraBumo na je n > 1 u ma je tBpheme Tayno yroauko je [
caapKaH y VHUJU Mame on n npoctux maeana. Hexa je I C P U...UP,,
npu YeMy Cy CBU OBUW HPOCTU. Y KOJUKO je I camap:kaHO y HEKO] Ol VHHja
U, Pj (3a HEKO 1), OHIA pe3yiTaT Clelu Ha OCHOBY UHIYKTUBHE XUIOTE3E.
IIpernocraBumo, crora, na I ¢ U;x;P; 3a cBe ¢ = 1,n. Iaxkme, nocroje ese-
MeHTH z; € I\ U;j2;P;. IlocmarpaMmo eneMeHT = = 1 + 22 -+ &,. Kako je
xz; € I\UjzPj,al CPU...UP,, to z; € P;. IlocraBma ce nurame rue
ce Hala3u ejeMeHT x. Y KOauko & € Py, onma x9---x, € P (jep 1 € Py),
Te U3 YMECHUIE Ha je P mpocrt, ciemu ga x; € P; 3a HEKo j # 4, ITO HUje
rayno. Haxne, z ¢ P,. Cnemu na x € P; 3a mexo j # 1. Kako u z; € P},
TO U IPOU3BOX T - - Ty Opunana Pj, Te ciemu na u x1 =T — T2+ Ty, € Pj.
OBa KOHTpaAUKIMja 3aBpIIaBa JOKA3. O
IIpebumo cama Ha mOjaM MaKCUMAJIHOT HUACAJIA.

Hepunumuja 10 Vipean M npcreHa A je makcumanaH, YKONMKO He MOCTOju
npean I npcreHa A 3a koju Baxu: M C I C A.

arme, MakcrMasaH ugeaJl je IpaBu KAeall 3 KOjU He NOCTOjU IPaBU
uneas, Pa3IuyddT O HEera, KOju I'a CaIPEU KAO CBOj HOACKYIIL.

Cras 11 Heka je M npaeu ungean npcreHa A. Taga je M makcumanan mnpean
ako u camo ako je A/M nomne.

IToka3. IIpermocrasumo na je M makcumasan uneaia u a+M # M. Tpeba
nokaszatu na a + M wma ummBep3 y npcreny A/M. Tlocmarpamo maean



(a)+ M. Karo a ¢ M, To je M npasu nonckyn ox (a) + M. Ho, ¢ o63upom
na je M makcumanan uneas, mopa outu (a)+M = A. To 3Haum ma mocroje
be Aum € M 3a xoje je ab+m = 1. Ilakne, ab—1 =m € M, na je
ab+ M =1+ M, te je b+ M rTpaskenu musep3s esnementa a + M € M.
O6parno, npernocrasumo na je A/M nome. Heka je M npasu monckyn
uneana I. Iakne, nocroju a € I\ M. Crora je a+ M # M y KOIUYHUUKOM
npcreny A/M. Kako je 0Baj IpPCTEH MO NPETHOCTABIM NMOJLE, TO MOCTOJU
b e M raxo ma je (a+M)(b+ M) =1+ M, onuocuo, ab—1 € M. Ilakne, 3a
Herko m € M Bakn: ab—1=m, 1j. 1 € ab—m. Karo u a u m upunanajy
uneany I, tou 1 € I, na mopa 6uru I = A. 3akmyuyjemo na je M 3awucra
MaKCUMaJiaH uaeaa y A. O

Hamomena 12 Buaumo ga ns osor ctasa cnegu Aa je CBaku MakcuMManaH ngean
yje#HO 1 NpoCT MAean, NowTo Y Nosby HEMA MpaBUX AeNnTerba HyJe.
Besa u3meby mHepacraBmuBux eneMeHaTa U MAKCHMAJJIHUX UAEAJA JATA

je cmemehum cTaBoM.

CraB 13 EnemeHT ¢ € A je HepacCTaB/bMB ako M CaMoO ako je upaean {a) mMakcu-
MafaH y CKyny CBUX FfaBHUX uAeana npcreHa A.

JHoxa3. IlpermocraBumo na je a € A Hepacrasus u Heka je (a) C (b).
Tpeba ma moraskemo na je (a) = (by wmu (b)) = A. Kako je {(a) C (b), To
a € (b), na mocroju ¢ € A tako ma je a = be. Kako je a mepacrasmus,
To b € U(A), nmmu ¢ € U(A). Yromuro b € U(A), ouma je (b) = A, a aro
ce U(A), ouna je (a) = (b).

OGpaTHO, IPETIOCTABUMO Aa je (a) MAKCUMAJAH Y CKYIy CBUX TJIABHIX
uneana upcreda A. Heka je a = bc u npermnocrasumo na ¢ € U(A). To
3Haun xa je a € (b), amm ma b ¢ (a) (3amro?), Tj. ma je (a) IpaBu MOACKYI
nneana (b). Kako je (a) MakcuManan y CKyIy CBUX [VIABHUX KIeaja, TO
Mmopa 6utu (b) = A, Tj. nocroju ¢ € A Tako ma je bc = 1, Te 3armbydyjemMo
na je b maBepTuOUIAH. O

Makcumasan uaeaJ y CBAKOM KOMYTATUBHOM MPCTEHY Ca jeAUHUIIOM
nocroju. 3amnpaBo, Baxku ciaeneha teopema, kojy mehiemo mokasuBaTu.

Teopema 14 Heka je I npasu ngean y KOMyTaTMBHOM MPCTeHy ca jeanHuuom A.
Tapa nocToju makcumanan ngean M 3a koju je I C M.

[TocebHo je 3aHUMBUB CiIydyaj IPCTEHA ¥ KOjUMA MOCTOjU TAYHO jeJaH MaK-
CUMAJIHU UIeaJI.

Ctas 15 Y KOMyTaTMBHOM MpPCTEHY Ca jeANHMLOM A MOCTOjU TaUHO jeflaH MaKCu-
ManaH ufean ako u camo ako je A\ U(A) npean.

Ioxka3s. I[IpermocTtaBuMO ma je IPCTEHY MOCTOjU TAYHO jemaH MaKCUMAaJaH
nmeasn M. ITorkazahemo na je sampaso M = A\ U(A). Ilpe csera, aujenan
enmemeHT y M me Moske OuTm mHBepTHMOUMIAH mOmTO je M mpaBum mmeas
(nneas reHepUCaAH MHBEPTUOUIHUM €JIEMEHTOM jeNHAK je IEeJIOM IIPCTEHY ).



Haxne, M C A\ U(A). O6parno, mera je a € A\ U(A). Kako a nuje nn-
BepTUOMIAH, TO je maeas (a) IpaBU UAeal, a je MO IPEeTXOIHO] TEOPEMU
cagpkKaH y HEKOM MakcuMasaHoM mpaeainy. Ho, kaxo je M jenurm Makcu-
MaJiaH uneai, To a € M. Hobunu cmo na je A\U(A) =M, na je A\U(A)
3aKCTa UIeal.

O6parHo, HEKa y TpCcTeHy A CBU HEMHBEPTUOMIIHYA €JIEMEHTY YNHE U IEATT
M. Jacuo je ma Taj mmeas Mopa Outu MakcumasngaH. Hawme, axo je M
npaBu nonackyn upeasa I y I mocroju Heku ememeHT koju Huje y M. Taj
€JIEMEHT je HYKHO MHBepTUOmiaaH (momrto cy y M CBUM HeMHBEPTUOWUIHN),
Te reHepuIle neo npcren u caenu na je u I = A. Harae, M je makcumaaan
unean. IlpermoctaBumo ma je M’ Heku Ipyru MakcUMAaJaH UIEas U HEKA
je M # M’'. Kako je M' makcumanan to M’ € M, ma mocToju ejeMeHT
x € M'\ M. Ho, To 3Haum na je x uuBeptubunan, na je M = A u M’
HUje IpaBy UAeas, a TO IPOTUBPEUM NPETIOCTABIM Aa jé OH MAKCUMAJAH.
Sakmyuyjemo na je M jemunu makcuMaJsian uneai y A. O

Cuenehu npumep je camo crerujasan ciaydvaj BaxkHe KOHCTPYKIUjE, KOjy
hemo momgpobuuje ananau3upaT Kaga ce OyaeMo OaBUIM MOJLUMA.

ITpumep 16 MMokasatn Aa je R[X]/(X?+ 1) 2 C.

Kopuctunhemo teopemy o mzomoppusmuma 3a npcrene. Heka je f:R[X] —
C pepunucana ca: f(p) = p(i) (4 je HapaBHO UMaruHapHa jeqUHUNA). JacHO
je ma je f xomomopdusam: f(pg) = (pq)(i) = p(i)q(i), f(p+q) = (p+q(i) =
p(i)+q(i). Ocum, tora, f je ,ma”: f(a+bX) = a+bi3zaa,b € R. Ilorpebuo je
caMo Ja oapeanuMo jesrpo xomoMopdusma f. JacHo je ma je X241 € Ker(f),
nomto je i? +1 = 0. Crora je (X? + 1) C Ker(f). Ipernocrasumo na
p(X) € Ker(f). To smaum ma je p(i) = 0. IMomemmmo p(X) mommaOMOM
X? 4+ 1. Hobujamo zma je, 3a meke a,b € R

p(X) =q(X)(X?+1) +a+bX.

Kako je p(i) = 0, nobujamo na je 0 = a+bi. Kako cy a u b peasnu 6pojesn,
To je moryhe jemumo ako je a = b = 0, Te 3akmyuayjemo ma (X2 +1) | p(X).
Crora je zaucta Ker(f) = (X2+1). Teopema 0 n3oMophu3MuMa 32 IPCTEHE
naje HaM TPaKeHU pe3yJITar. &

Ha nmornyno anajgoram HauwH OOKa3yje ce ma je
Q[X]/(X? - 2) = Q[V2),

mpu uemy je Q[v2] := {p(v/2) : p € Q[X]}. Kako je mommmom X2 — 2 € Q[X]
HepacTaBpuB, nobujamo ma je sampaso Q[v/2] mome. O mpumepuma oBor
tuna 6uhe Buime peun kKamga OymIeMO M3ydaBaJU MOJbA.



