
ALGEBRA 2
Komutativni prsteni sa jedinicom

Homomorfizmi i koliqniqki prsteni

Zoran Petrovi�

17. april 2012.

Od sada pretpostavǉamo da su svi ideali sa kojima radimo pravi,
tj. da nisu jednaki celom prstenu.

Definicija 1 Neka je I / A. Na A definixemo relaciju kongruencije po
modulu I sa:

a ≡ b (mod I) akko a− b ∈ I.

Proverimo da je ova relacija zaista kongruencija.

Refleksivnost. Kako je a−a = 0 ∈ I, to je zaista a ≡ a (mod I) za sve
a ∈ A.

Simetriqnost. Neka je a ≡ b (mod I). To znaqi da a − b ∈ I, no,
mno�eǌem sa (−1) dobijamo da i b− a = (−1)(a− b) pripada I.

Tranzitivnost. Neka je a ≡ b (mod I) i b ≡ c (mod I). Dakle, a−b ∈ I
i b− c ∈ I. No, tada je i

a− c = (a− b) + (b− c) ∈ I.

Slagaǌe sa +. Neka je a ≡ a′ (mod I) i b ≡ b′ (mod I). Dakle, a−a′ ∈
I i b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

(a+ b)− (a′ + b′) = (a− a′) + (b− b′) ∈ I.

Slagaǌe sa ·. Neka je a ≡ a′ (mod I) i b ≡ b′ (mod I). Dakle, a−a′ ∈ I
i b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

a · b− a′ · b′ = (a · b− a′ · b) + (a′ · b− a′ · b′) = (a− a′) · b+ a′ · (b− b′) ∈ I.

Primetimo da je klasa ekvivalencije elementa a zapravo skup

a+ I = {a+ x : x ∈ I}.
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Skup klasa ekvivalencije oznaqavamo sa A/I. Na osnovu prethodnog
dobijamo da je struktura (A/I,+, ·) jedan komutativan prsten sa je-
dinicom gde su operacije + i · definisane sa:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I, (a+ I) · (b+ I) := (a · b) + I.

Naravno da neke od ovih zagrada ne�emo uvek zapisivati.
Kao i u sluqaju grupa, va�e i teoreme o izomorfizmima za prstene.

Navex�emo samo prvu.

Teorema 2 (Teorema o izomorfizmima za prstene) Neka je f :A → B homo-
morfizam komutativnih prstena sa jedinicom. Tada je f̃ :A/Ker(f) → Im(f)
zadato sa:

f̃(a+ Ker(f)) := f(a)

izomorfizam komutativnih prstena sa jedinicom.

Dokaz. Proverimo najpre da je f̃ dobro definisano. U tu svrhu, neka
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To znaqi da a−b ∈ Ker(f), tj. da je f(a) = f(b).
Zakǉuqujemo da je f̃ zaista dobro definisano.

Proverimo da je f̃ homomorfizam.

f̃((a+ Ker(f)) + (b+ Ker(f))) = f̃((a+ b) + Ker(f)) = f(a+ b) =

= f(a) + f(b) = f̃(a+ Ker(f)) + f̃(b+ Ker(f)).

f̃((a+ Ker(f)) · (b+ Ker(f))) = f̃((a · b) + Ker(f)) = f(a · b) =

= f(a) · f(b) = f̃(a+ Ker(f)) · f̃(b+ Ker(f)).

Jasno je da je f̃ ,,na“. Ostaje da se proveri da je f̃ ,,1–1“.

f̃(a+ Ker(f)) = f̃(b+ Ker(f)) =⇒ f(a) = f(b)
=⇒ f(a− b) = 0
=⇒ a− b ∈ Ker(f)
=⇒ a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

Proverimo jox i da f̃ slika jedinicu prstena u jedinicu prstena:

f̃(1A + Ker(f) = f(1A) = 1B .

Zakǉuqujemo da je f̃ zaista jedan izomorfizam komutativnih prstena
sa jedinicom. �

Primer 3 Neka je I / A. Tada je p:A→ A/I jedan epimorfizam. ♣

Primer 4 Za sve n ≥ 1 va�i: Z/nZ ∼= Zn.
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Homomorfizam ρn: Z → Zn, dat ranije, je ,,na“, a osim toga Ker(ρn) =
nZ, te rezultat sledi. ♣

Ve� smo u prethodnoj lekciji naveli pojam direktnog proizvoda
dva prstena, a i poznat nam je opxti pojam direktnog proizvoda alge-
bri, no ipak dajmo i tu definiciju.

Definicija 5 Neka su (A1,+1, ·1), . . . (An,+n, ·n) komutativni prsteni sa
jedinicom. Na Dekartovom proizvodu

A = A1 × · · · ×An,

zadajemo strukturu komutativnog prstena sa jedinicom sa:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) := (a1 +1 b1, . . . , an +n bn)

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) := (a1 ·1 b1, . . . , an ·n bn)

Primetimo da je 0A = (01, . . . , 0n) i 1A = (11, . . . , 1n).

Stav 6 Neka sum1, . . . ,mn pozitivni celi brojevi za koje va�i: NZD(mi,mj) =
1 za sve i 6= j. Tada je

Z/(m1 · · ·mn)Z ∼= (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ).

Dokaz. Definiximo homomorfizam

f : Z→ (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ)

sa:
f(x) = (x+m1Z, . . . , x+mnZ).

Ostavǉamo qitaocima da provere da je f zaista homomorfizam. Odre-
dimo jezgro ovog homomorfizma. Neka je x ∈ Ker(f). To znaqi da je
f(x) = (m1Z, . . . ,mnZ), tj. to znaqi da x ∈ m1Z, . . . , x ∈ mnZ. Dakle,
u jezgru se nalaze oni celi brojevi, koji su deǉivi svim brojevima
m1, . . . ,mn. Kako su mi uzajamno prosti to jezgro qine umnoxci od
m1 · · ·mn, tj.

Ker(f) = (m1 · · ·mn)Z.

Dobijamo da je
Z/(m1 · · ·mn)Z ∼= Im(f).

No, kako je Z/mZ ∼= Zm, to je

|Z/(m1 · · ·mn)Z| = m1 · · ·mn = |(Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ)|.

Zakǉuqujemo da f mora biti ,,na“. Time smo dobili tra�eni izomor-
fizam. �
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Posledica 7 (Kineska teorema o ostacima) Neka su m1, . . . ,mn pozitivni
celi brojevi koji su par po par uzajamno prosti i x1, . . . , xn proizvoǉni celi
brojevi. Tada postoji ceo broj x takav da je

x ≡ x1 (mod m1)

x ≡ x2 (mod m2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ xn (mod mn)

Ako je x′ neki drugi ceo broj koji zadovoǉava navedeni sistem kongruencija,
onda je

x ≡ x′ (mod m1 · · ·mn).

Dokaz. Posmatrajmo element

(x1 +m1Z, . . . , xn +mnZ) ∈ (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ).

Kako je homomorfizam f , iz dokaza prethodne teoreme, ,,na“, to postoji
x ∈ Z koji se slika u navedeni element, tj. postoji x ∈ Z za koji je

x+m1Z = x1 +m1Z, . . . , x+mnZ = xn +mnZ,

no, to upravo znaqi da je

x ≡ x1 (mod m1), . . . , x ≡ xn (mod mn).

Ukoliko je x′ drugi ceo broj koji zadovoǉava navedene kongruencije,
to znaqi da je f(x) = f(x′), tj.

x− x′ ∈ Ker(f) = (m1 · · ·mn)Z,

kao xto je i tvr�eno. �

Zapravo, u proizvoǉnom prstenu va�i odgovaraju�a teorema, koju
tako�e nazivamo Kineskom teoremom o ostacima. Potrebna nam je na-
jpre jedna definicija.

Definicija 8 Ideali I i J komutativnog prstena sa jedinicom A su ko-
prosti ukoliko je I + J = A.

Teorema 9 (Kineska teorema o ostacima) Neka su ideali I1, . . . , In ko-
mutativnog prstena sa jedinicom A par po par uzajamno prosti. Tada va�i
izomorfizam:

A/(I1 ∩ . . . ∩ In) ∼= A/I1 × · · · ×A/In.
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Dokaz. Dokaz je nexto te�i nego u sluqaju prstema celih brojeva.
Posmatramo homomorfizam f :A→ A1 × · · · ×An definisan sa:

f(x) = (x+ I1, . . . , x+ In).

Nije texko proveriti da je ova funkcija zaista jedan homomorfizam
(proverite to).

Jasno je da je jezgro ovog homomorfizma presek svih ideala. Jedino
treba proveriti da je f ,,na”.

Primetimo da va�i slede�i rezultat. Ako su I i J koprosti, a
tako�e i I i K, onda su i I i JK tako�e koprosti. Naime, kako su I i
J koprosti sledi da je I+J = A. Posebno, postoji x1 ∈ I i y ∈ J takvi
da je x1 + y = 1. Sliqno, postoji x2 ∈ I i z ∈ K tako da je x2 + z = 1.
Mno�eǌem ove dve jednakosti dobijamo

(x1x2 + x1z + x2y) + yz = 1.

Kako x1x2 + x1z + x2y ∈ I, a yz ∈ JK (zaxto?), to 1 ∈ I + JK, te mora
biti I + JK = A (zaxto?), pa su I i JK uzajamno prosti. Iz ovog
rezultata sledi da je za svako i = 1, n ispuǌeno:

Ii i
∏
j 6=i

Ij su koprosti.

Naravno sa
∏

j 6=i Ij smo oznaqili proizvod svih ideala Ij za j 6= i.
Dakle, za i = 1, n, postoje ai ∈ Ii i bi ∈

∏
j 6=i Ij takvi da je ai + bi = 1.

To posebno znaqi da je bi ≡ 1 (mod Ii) i bi ≡ 0 (mod Ij), za sve j 6= i
(zaxto?).

Doka�imo sada da je f ,,na”. Neka je (x1+I1, . . . , xn+In) proizvoǉni
element iz A/I1 × · · · ×A/In. Uoqimo element x = b1x1 + · · ·+ bnxn, gde
su bi prethodno izabrani elementi. Tada je, za sve i:

x = b1x1 + · · ·+ bixi + · · ·+ bnxn ≡ 0 · x1 + · · ·+ 1 · xi + · · ·+ 0 · xn (mod Ii).

Dakle, za sve i = 1, n: x ≡ xi (mod Ii), a to upravo znaqi da je

f(x) = (x1 + I1, . . . , xn + In).

Zakǉuqujemo da je f zaista ,,na”. �
Napomena. Primetimo da za koproste ideale I i J va�i slede�a
jednakost: I · J = I ∩ J .

Dokaz. Uvek je I ·J ⊆ I∩J (zaxto?). Dakle, potrebno je dokazati samo
obratnu inkluziju. Kako su I i J koprosti, to postoje x ∈ I i y ∈ J
tako da va�i x+ y = 1. Neka je z ∈ I ∩ J proizvoǉan element. Tada je

z = z · 1 = z · (x+ y) = z · x+ z · y.
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Kako x ∈ I i z ∈ J , to je z ·x ∈ I ·J (radimo sa komutativnim prstenima,
pa je z · x = x · z. Tako�e i z · y ∈ I · J , pa zakǉuqujemo da i z pripada
preseku I ∩ J . �

Pitaǌe: Qemu odgovara rezultat iz napomene u sluqaju celih bro-
jeva?

Jasno je da se prethodni rezultat generalixe na proizvoǉan konaqan
proizvod ideala. Razmislite kako se prethodna Kineska teorema za
komutativne prstene mo�e formulisati imaju�i u vidu prethodno
dokazano.
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