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Pa�ǉiv qitalac bi mogao da primeti da smo za sada dokazali
postojaǌe Silovǉevih p-podgrupa, kao i podgrupa reda p (ukoliko
prost broj p deli red grupe G). No, mada smo mi priqali o svim
p-podgrupama date grupe, ipak nismo eksplicitno pokazali da postoje
p-podgrupe svih mogu�ih redova. Npr. ako je |G| = p5m, gde p ne deli
m, mi znamo da u G postoje podgrupe reda p i reda p5. Ali, da li za-
ista postoje podgrupe reda p2, p3 i p4? Odgovor je naravno potvrdan,
a dokaza�emo i vixe od toga.

Pre svega, uvedimo neke neophodne pojmove.
Za opadaju�i niz podgrupa

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm,

grupe G ka�emo da je normalan niz ukoliko je Gi+1/Gi za sve i = 0,m− 1.
Ovaj niz je Abelov ukoliko je normalan i ukoliko je Gi/Gi+1 Abelova
grupa za sve i = 0,m− 1. On je cikliqan ukoliko je normalan i ukoliko
je Gi/Gi+1 cikliqna grupa za sve i = 0,m− 1.

Definicija 1 Grupa G je rexiva ukoliko postoji Abelov niz

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm,

za koji je Gm = {e}.

Primetimo da je rexiva grupa jedna generalizacija Abelove grupe.
Profiǌeǌe niza

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm,

je niz koji se dobija ,,umetaǌem” novih podgrupa izme�u ve� pos-
toje�ih u nizu. Va�i slede�i stav.

Stav 2 Neka je G konaqna grupa. Tada za svaki Abelov niz

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm,

postoji profiǌeǌe, koje je cikliqan niz.
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Dokaz. Ovo zapravo nije texko dokazati. Sve se svodi na slede�e.
Neka je G grupa i H ǌena normalna podgrupa tako da je G/H konaqna
komutativna grupa. Tada postoji cikliqan niz podgrupa

G = G0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hk = H. (∗)

Umetaǌem ovakvih nizova izme�u svake dve grupe u poqetnom nizu,
dobija se tra�eno cikliqno profiǌeǌe.

Doka�imo egzistenciju navedenog cikliqnog niza. Zapravo dokazu-
jemo da postoji cikliqan niz koji poqiǌe grupom G′ = G/H i zavr-
xava se trivijalnom grupom. ,,Podizaǌem” ovog niza do grupe G za-
vrxavamo dokaz. Radimo indukcijom po redu grupe G′. Uzmimo ma
koji element x′ ∈ G′. Ukoliko je G′ = 〈x′〉, dokaz je gotov. U suprot-
nom, grupa G′/〈x′〉 je konaqna komutativna grupa maǌeg reda od G′. Po
induktivnoj pretpostavci, postoji cikliqan niz

G′/〈x′〉 = K ′′0 ⊃ K ′′1 ⊃ · · · ⊃ K ′′l ,

pri qemu je K ′l = {〈x′〉} trivijalna podgrupa od G′/〈x′〉 (xta je neutral
u koliqniqkoj grupi?). Nala�eǌem inverznih slika podgrupa ovog
niza pri kanonskom epimorfizmu p : G′ → G′/〈x′〉, dobijamo normalan
niz

G/H = G′ = K ′0 ⊃ K ′1 ⊃ · · · ⊃ K ′l , (∗∗)

za koji je K ′i/K
′
i+1
∼= K ′′i /K

′′
i+1, a to su sve cikliqne grupe. Naravno,

grupa K ′l je cikliqna sa generatorom x′(= xH). Nala�eǌem inverznih
slika pri kanonskom epimorfizmu π : G→ G/H(= G′) podgrupa u nizu
(∗∗) dobijamo tra�eni cikliqan niz (∗). �

Napomena. U ovom dokazu koristimo slede�i rezultat: ako je f :K →
L epimorfizam grupa i ako su L1 i L2 podgrupe od L pri qemu je L1/L2,
onda je i f−1[L1] / f−1[L2] i f−1[L2]/f−1[L1] ∼= L2/L1. Doka�imo ga.

Da bismo pojednostavili zapis, uvedimo oznake Ki = f−1[Li]. Neka
su x ∈ K2 i y ∈ K1 proizvoǉni elementi. Treba proveriti da xyx−1 ∈
K1 = f−1[L1]. No, f(xyx−1) = f(x)f(y)f(x)−1. Kako y ∈ K1 = f−1[L1], to
f(y) ∈ L1, a kako je L1 / L2, to i f(x)f(y)f(x)−1 ∈ L1, xto je i trebalo
pokazati. Primetimo da ovde nismo koristili qiǌenicu da je f ,,na“.

Za dokaz tra�enog izomorfizma K2/K1
∼= L2/L1, posmatrajmo kom-

poziciju restrikcije homomorfizma f na K2 i prirodnog epimorfizma
p:L2 → L2/L1:

K2

f |K2−→ L2
p−→ L2/L1.

Oznaqimo je sa g. Jasno je da je g ,,na“ (poxto su oba homomorfizma
u kompoziciji takva), dok je tako�e lako proveriti da je Ker(g) = K1.
Prva teorema o izomorfizmu zavrxava dokaz. �

Slede�i stav razrexava prethodno spomenuta nerazjaxǌena pi-
taǌa.
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Stav 3 Svaka p-grupa je rexiva.

Dokaz. Neka je G jedna p-grupa. Radimo indukcijom po redu grupe.
Svaka p-grupa ima netrivijalan centar. Grupa G/Z(G) je tako�e p-
grupa i ǌen red je maǌi od reda grupe G. Po induktivnoj hipotezi,
postoji Abelov niz podgrupa

G/Z(G) = G′0 ⊃ G′1 ⊃ · · · ⊃ G′m = {Z(G)}.

Podizaǌem ovog niza pomo�u kanonskog epimorfizma dobijamo Abelov
niz

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm = Z(G).

Kako je Z(G) Abelova grupa, to mo�emo dodati trivijalnu grupu na
kraj, xto pokazuje da je grupa G rexiva. �

Zaxto ovaj stav razrexava ranije postavǉena pitaǌa? Kako je
svaka p-grupa rexiva, to svaka p-grupa ima i cikliqan niz. No, svaka
cikliqna grupa ima (taqno) jednu podgrupu za svaki delilac reda te
grupe. To znaqi da zapravo za svaku p-grupu G postoji opadaju�i niz
normalnih podgrupa

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ {e}.

pri qemu je Gi/Gi+1 cikliqna grupa reda p (razmislite zaxto). No,
tada sledi da, ako je |G| = pn, onda je |Gi| = pn−i, te u p-grupi postoje
podgrupe svih mogu�ih redova. Rezultat za proizvoǉnu konaqnu grupu
dobijamo primenom qiǌenice da Silovǉeva p-podgrupa uvek postoji.

Slede�i stav je veoma va�an u primenama teorije grupa na problem
rexivosti algebarskih jednaqina.

Stav 4 Grupa Sn nije rexiva ako je n ≥ 5.

Dokaz. Podsetimo se dva poznata rezultata:

1. [Sn,Sn] = An

2. Ako je H normalna podgrupa grupe G i G/H komutativna, onda
je [G,G] ⊆ H.

Pretpostavimo da je n ≥ 5 i da je Sn rexiva grupa. Posebno, to znaqi
da postoji normalna podgrupa H od Sn takva da je Sn/H Abelova. No,
prema 2. to znaqi da [Sn, Sn] ⊆ H, a prema 1. da je An ⊆ H. Dakle, ako
je Sn/H netrivijalna, mora biti H = An.

Doka�imo da je za n ≥ 5: [An, An] = An. Ovo zapravo nije texko
dokazati. Naime,

(abc)(cde)(abc)−1(cde)−1 = (adc),
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gde su a, b, c, d, e me�usobno razliqiti. Dakle, svaki 3-cikl mo�emo do-
biti kao komutator neka druga dva 3-cikla, pa, kako je An generisano
3-ciklima, dobijamo da je [An, An] = An.

Sada je jasno zaxto Sn ne mo�e biti rexiva. Naime, Abelov niz
poqiǌe sa: Sn ⊃ An i postavǉa se pitaǌe kako ga nastaviti. Ako je
K normalna podgrupa od An takva da je An/K Abelova grupa, onda
[An, An] ⊆ K, no, kako je [An, An] = An, to mora biti K = An i ne
mo�emo nastaviti nax niz. Kako An nije komutativna, dobijamo da Sn

nije rexiva grupa. �

Grupe Sn za n ≤ 4 jesu rexive. Ukoliko je n = 4, onda je Abelov
niz dat sa: S4 ⊃ A4 ⊃ V ⊃ {(1)}, poxto je Klajnova grupa V Abelova.
Ostali sluqajevi su jox lakxi. Qiǌenica da su ove grupe rexive
omogu�ava rexavaǌe jednaqina drugog, tre�eg i qetvrtog stepena ,,u
radikalima“, ali to je priqa za kasnije.

Uradimo za kraj nekoliko primera.

Primer 5 Svaka grupa reda pq, gde su p i q prosti brojevi, je rexiva.

Rexeǌe. Naravno, jedino je zanimǉiv sluqaj kada je p 6= q (zaxto?).
No, i on je lak. Neka je |G| = pq i p < q. Na osnovu Koxijeve teoreme,
u grupi G postoji element x reda q. Ako je H podgrupa generisana sa
x, onda je [G : H] = p, a kako je p najmaǌi prost broj koji deli red
grupe G, H mora biti normalna. Stoga Abelov (zapravo i cikliqan)
niz: G ⊃ H ⊃ {e} pokazuje da je grupa G rexiva. ♣

Primer 6 Svaka grupa reda p2q, gde su p i q prosti brojevi, je rexiva.

Rexeǌe. I ovde imamo nexto novo samo ako je p 6= q.

1. p > q. Ako sa sp oznaqimo broj Silovǉevih p-podgrupa od G,
onda znamo da je sp ≡ 1 (mod p) i da sp | q. No, ako je sp = q, onda
p | (q − 1), xto nije mogu�e, jer je p > q. Stoga je sp = 1 i jedina
Silovǉeva p-podgrupa je normalna. Ako je oznaqimo sa H, dobijamo
Abelov niz: G ⊃ H ⊃ {e}. Naime, G/H je reda q, pa je cikliqna, a H
je, kao grupa reda p2 komutativna.

2. p < q. Znamo da je sq ≡ 1 (mod q) i da sq | p2. Ukoliko je sq = 1,
postupamo kao u prethodnom sluqaju. Pretpostavimo da je sq 6= 1.

a) sq = p. Tada q | (p− 1), xto nije mogu�e, jer je q > p.

b) sq = p2. To znaqi da q | (p2 − 1), tj. q | (p − 1)(p + 1). Kako
je q prost broj, to q | (p − 1), ili q | (p + 1). Poxto je q > p, mora
biti q | (p+ 1), ali i to je mogu�e jedino u sluqaju da je q = p+ 1. S
obzirom da su p i q prosti brojevi, mora biti p = 2, q = 3. Dakle,
naxa grupa G je reda 12. Osim toga, s3 = 4. Ukoliko je s2 = 1, dobijamo
Abelov niz, stoga pretpostavǉamo da je s2 = 3. Neka su H1, H2, H3, H4

Silovǉeve 3-podgrupe. Kako je Hi ∩ Hj = {e}, za i 6= j, to dobijamo
da je |H1 ∪H2 ∪H3 ∪H4| = 4 · 2 + 1 = 9. Neka su K1,K2,K3 Silovǉeve
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2-podgrupe. S obzirom da je |Ki| = 4, to u K1 ∪K2, sem neutrala, ima
bar jox 4+4−2 = 6 elemenata. Tako smo dobili da u naxoj grupi ima
bar 15 elemenata. Kako je ona reda 12, to smo doxli do kontradikcije
i time je dokaz zavrxen. ♣

Primer 7 Svaka grupa reda 2pq, gde su p i q prosti brojevi, je rexiva.

Rexeǌe. Jasno je da imamo nexto novo samo ukoliko su p i q razli-
qiti neparni prosti brojevi. Neka je p < q.

Ukoliko je sp = 1, ili sq = 1, sve je jasno. Naime, tada je jedna
od Silovǉevih podgrupa normalna, te je i proizvod te Silovǉeve
podgrupe i Silovǉeve podgrupe, koja odgovara drugom prostom broju
tako�e podgrupa, a kako je indeksa 2, ta podgrupa je normalna. Tako
dobijamo Abelov niz: G ⊃ HK ⊃ H ⊃ {e} (gde smo sa H i K oznaqili
odgovaraju�e Silovǉeve podgrupe). Dakle, u daǉem pretpostavǉamo
da je sp 6= 1 i sq 6= 1. Kako je p < q, mora biti sq = 2p (zaxto?).
Neka su H1, . . . ,H2p Silovǉeve q-podgrupe. U ǌihovom uniji ima (sem
neutrala) 2p(q − 1) elemenata. Kako je sp > 1 po pretpostavci, to
ima bar q Silovǉevih p-podgrupa. Oznaqimo ih sa K1, . . . ,Kq. U
ǌima sem neutrala ima q(p − 1) elemenata. Zakǉuqujemo da u uniji
H1∪. . .∪H2p∪K1 . . .∪Kq ima 2p(q−1)+q(p−1)+1 elemenata. Ostavǉamo
qitaocima za ve�bu da doka�u da je 2p(q− 1)+ q(p− 1)+1 > 2pq, te smo
tako dobili kontradikciju. ♣
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