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[Masgpue uurasan O0u MOrao mga TPUMETH A CMO 33 Cana JOKA3AJU
nocrojame CUIOBBEBUX P-TIOArPYyIa, KAO0 U moArpymna pena p (yKOIUKO
npoct 6poj p meau pexn rpyme G). Ho, mMana cMO My mpuyaam O CBUAM
p-moArpynaMa gaTe Ipylie, UIaK HICMO €KCILIMIUTHO IOKA3aJIU [a IIOCTOje
p-moarpyte csux mMoryhux pemosa. Hmp. ako je |G| = p°m, rue p we nenm
m, Mu 3HaMO ga y G mocToje moarpyme pexa p u pena p°. Axau, ma nu 3a-
ucTa mocToje moarpytme pena p?, p> u p*? Omrosop je HapaBHO IOTBPIAH,
a gokaszahemo u Bume onx Tora.

IIpe cBera, yBenuMo HeKe HEOIXOIHE IIOjMOBE.

3a omamajyhu HU3 moarpymna

G:GODGlj"'DGmn

rpyme G KaskeMo Ia je HopManaH H13 yKoIuko je G;41<4G; 3a ce ¢ = 0,m — 1.
Osaj Hu3 je ABenos yKOIMKO je HOpMaJaH u yKoauko je G;/Giy1 AbGenosa
rpyna 3a cee ¢ = 0,m — 1. OH je ynknnuaH yKOJIMKO je HOPMAJAH U YKOJIKO
je G;/G;y1 murnnuHa rpyna 3a cse i = 0,m — 1.

Hepunumuja 1 pyna G je pewmsa ykonnko noctoju Abenos Hu3
G=GyDG1 D DG,
3a koju je G, = {e}.

[Mpumerumo na je pemwmBa rpyna jemHa resepaiusanuja Abesoe rpyie.
Mpodurere HU3A
G:GQDGlj"'DGm,

je HEM3 Koju ce mobuja ,ymeTrameM’ HOBUX moarpyma mamMeby Beh moc-
Tojehux y uuzdy. Bawu cienehu cras.

CraB 2 Heka je G koHauHa rpyna. Tapga 3a ceaku ABenos HuU3
G:GQDGlD"'DGm,

MOCTOjN Npodusetbe, KOje je LMKINYAH HU3.



ITorka3. OBo 3ampaBo Huje Temko nokasatu. Cse ce cBoau Ha ciuenehe.
Hera je G rpyna u H mena HopmaaHa moarpyna tako na je G/H ronauna
KOMYTATHWBHA I'pymna. lamga MOCTOjU MUKINYAH HU3 MOATPYIa

G=GyDH D---DHp,=H. (%)

YMerameM OBakBUX HU30Ba u3Mely cBake mBe Tpyle y MOYETHOM HU3Y,
noburja ce TPaKEHO MUKINYHO IPOQULEHE.

JTOKasKMMO €r3UCTeHIM]y HaBedeHOT UKJINYHOT HU3a. 3alpaBo JoKa3y-
jeMo [a MOCTOjU IUKIMYAH HU3 KOoju mouume rpymoM G' = G/H u 3aBp-
maBa ce TpuBHujasHOM rpymnoMm. ,llommsamem” oBor muza mo rpyme G 3a-
BpIIaBaMoO IOKa3. PamumMo mHAyROWjoM 1o pexy rpyme G'. Y3mumo ma
koju enement ' € G'. Yromuko je G' = (2'), moras je roTos. Y cympor-
HOM, rpyna G'/(z’) je komauna koMmyTaTuBHA Irpymna Mamer pena on G'. Ilo
WHIYKTUBHO] TMPETIOCTABIM, TOCTOjU NUKINYAH HU3

G/y=Kj DK/ D> DK/,

npu uemy je K] = {(2')} rpusnjanuna noarpyna ox G'/(z’) (mra je meyrpasn
y KOam4HWUKOj rpymm?). HanakemeM NMHBEP3HMX CIMKA IOArPYNA OBOT
HU3a IpU KAHOHCKOM emmmopousmy p : G — G'/{(z'), nobujamo mopmaman
HU3

G/H=G =K),>K{D>-DK], (%)

i
rpyna K| je muknnuna ca remeparopom z'(= xH). HanasmemeM MHBEP3HUX
CAMEKA TPU KAHOHCKOM emmMopdusmy 7 : G — G/H(= G’) moarpyna y Husy
(%) mobumjamMo TpasKeHWM MUKINYAH HU3 (). O

3a koju je Ki/K; , = K|'/K{ |, a 10 cy cBe muknuune rpyne. Hapasuo,

Hamomena. Y oBomMm mokasy kopuctuMmo ciaenehwu pesynrar: ako je f: K —
L ennmopdusam rpyna u ako ¢y Ly n Ly noarpyne on L npu uemy je L1<Lqg,
ouma je u fULq] < f7 [ Lo] m fYLa]/f7[L1] & Lo/Ly. Ilokasumo ra.

Ila 6ucMo mojeaHOCTABUIN 3amuc, yeaumo osHake K; = f~1[L;]. Hera
cy x € Ky u y € K, npousBosHU eneMentu. Tpeba mposepuru ma xyzr ! €
Ky = f~U[Li]. Ho, f(zya) = f(2)f(y)f(2)"). Kaxo y € K1 = f~[L4], 10
f(y) € Ly, a xaxo je Ly < Ly, To u f(x)f(y)f(z)~! € Ly, mro je m Tpebamo
nmokaszaTu. IIpruMeTuMo Ia OBle HUCMO KOPUCTUIU YMEEHUIYy Oa je f ,,Ha“.

3a mokas Tpaskenor uzoMmopduama Ko/Ky = Lo/Ly, mocmarpajMo KoM-
O3UIM]y pecTpurnuje xomomopusma f va Ko 1 npupoaHOr enuMoppr3Ma
p: Lo — Lo/Ly:

Ko py P L)L
Osnaummo je ca g. Jacuo je ma je g ,Ha® (momTo cy o6a xoMoMOpdu3Ma
y KOMIIO3UIMjU TaKBa), IOK je Takobhe maxo nposeputu na je Ker(g) = K;.
IIpBa Teopema 0 M3oMOpOU3MY 3aBpIIaBa ITOKA3. o

Cnenmehu craB paspemaBa TpPeTXOTHO CIIOMEHYTa HEpa3jalllheHa IIh-
Tama.



Cras 3 Ceaka p-rpyna je pewwuea.

IToka3. Heka je G jemma p-rpyma. PamuMo wMHIyKIUjoM IO pemxy rpyle.
Csaka p-rpyna umMa Herpusujasan nenrap. ['pyma G/Z(G) je Takobe p-
rpyna u meH pen je mawmu on pena rpyme G. Ilo mHAYKTUBHO] XumoTesu,
moctoju AGesoB HU3 TOArPyIa

G/Z(G)=G,>GD>---DG, ={Z(G)}.

[Momu3amem oBor Hu3a moMohy KAHOHCKOT enuMopduaMa qobujamo AbGeaos
HU3

G=GyD>G1 D DG, =2ZG).

Kako je Z(G) AGenoBa rpymna, TO MOKEMO NOAATUA TPUBUjAIHY TPYILYy HA
Kpaj, mTo mokasyje ma je rpymna G pemusa. O

3amTo OBaj CTaB pa3pemiaBa paHuje mocrasibeHa nurama? Kako je
CBaKa p-Tpylla pemuBa, TO CBaKa p-rpyna uMa u nukiandas Hu3. Ho, cBaka
IUKJINYHA Fpyna uMa (TavHo) jeqHy HOATDPYILY 3a CBAKM NEJIWJIALl PDEAa Te
rpymne. To 3Haum na 3ampaBo 3a cBaky p-rpyny G mocroju onanajyhu Hus
HOPMaJIHUX IOArPYyIa

G:GoDGlDGQD”'D{e}.

npu demy je G;/G;y1 nurauuna rpyna pena p (pasmucaure 3amro). Ho,
Tama caemu ma, ako je |G| = p", ouma je |G;| = p" 7', Te y p-rpymm mocroje
noarpyne csux moryhwux pemosa. Pe3ysnTar 3a mpou3BObHY KOHAUHY TPYILY
nobujamo mpuMmeHoM yumeHune qa CuiioB/meBa p-IOATPyNa YBEK MOCTOjU.

Cunenehu craB je BeoMa BaskaH y IpUMEHAMa TEOPUje IPya Ha npobJieM
PEeNIMBOCTU aJIre0apPCKUX jeTHaunHA.

Cras 4 [pyna S,, Huje pewmBsa ako je n > 5.

Ioka3s. IlogceTumo ce aBa mMo3HATA pPE3yITATA:
1. [S,,S,] = A,

2. Axo je H mopmanna noarpyna rpyne G u G/H koMyTaTuUBHA, OHIA
je [G,G] C H.

[MpernocraBumo ma je n > 5 u na je S, pemusa rpyna. [loceGHO, TO 3HAUM
& MOCTOoju HopMaJHa nonrpyna H ox S, taksa na je S,,/H AGenosa. Ho,
npema 2. To 3Haun ma S, S,] C H, a npema 1. na je A, C H. Ilarme, ako
je S, /H umerpusujanna, mopa butu H = A,,.

Hokaskumo na je 3a n > 5: [A,, A,] = A,. OBo 3ampaBo Huje TemKO
mokasaTu. Hawmme,

(abe)(cde)(abe) ™ (cde) ™! = (adc),



rme cy a,b,c,d, e mehycobuo paznuuurtu. Jlakiae, cBaKU 3-IMUKI MOKEMO 10-
OuTU Kao KOMYyTaTOp HEKa Apyra IBa 3-IUKJa, a, Kako je A, remepucano
3-nukauma, nobujamo na je [An, An] = A,.

Cana je jacHO 3amTo S, He MOxke O6utu pemmsa. Hawnme, AGenoB HU3
nounme ca: S, D A, u mocrapiba ce MUTAKE€ KAKO I'a HACTAaBUTU. AKO je
K mopmasma moarpymna onm A, Ttaksa na je A,/K AGenosa rpymna, omma
[An, Ay] C K, Ho, rako je [A,, A,] = A,, 10 mopa Gutu K = A, u He
MO;KEMO HACTABUTU Haml HU3. Kako A, Huje komyTaTuBHa, mobujaMo ma S,
HUje pemuBa I'pyna. O

I'pyue S, 3a n < 4 jecy pemuBe. Ykoauko je n = 4, ouna je AGesos
Hu3 mat ca: Sy O Ay DV D {(1)}, nomro je Knajuosa rpyma V' AGenosa.
Ocranu ciyvajeBu cy jom gakmu. YwumeHuna na Cy OBe TPyIe peluBe
omoryhasa pemaBame jenHauurHa Apyror, Tpehier u 4eTBpTOr CTEeneHa .,y
pamukaauMa“, aJum TO je mpudya 3a KacHUje.

Y pamuMo 3a Kpaj HEKOJIUKO IpUMEpPA.
IIpumep 5 Ceaka rpyna pefa pq, rie cy p u g npoctu Bpojesn, je pewmea.

Pememe. HapasHo, jequHo je 3aHMMIbUB cayuaj kazxa je p # ¢ (3amro?).
Ho, n ou je nak. Heka je |G| =pg u p < q. Ha ocuoBy Komujese teopeme,
y rpymu G mocToju exeMeHT x pena q. Axo je H moarpyma reHepucana ca
x, ouma je [G : H|] = p, a Kako je p HajMamy OPOCT OPOj KOJU HEIU Pet
rpyune G, H mopa Guru Hopmassa. Crora AGenoB (3anpaBo M LUKJIMYAH)
mu3: G D H D {e} nokasyje ma je rpyna G pemwusa. &

IIpumep 6 Csaka rpyna pefa p2q, rae cy p u ¢ npoctu 6pojesu, je pelumea.

Pememe. V1 oBre nMaMo HEmTO HOBO CaMO aKO je P # q.

1. p > q. Axo ca s, ozHaunmo 6poj CumiosieBux p-noarpyna ox G,
oHIa 3HaMO Ha je s, =1 (modp) m ma s, | ¢ Ho, ako je s, = ¢, onna
p | (¢ — 1), mro muje moryhe, jep je p > ¢. Crora je s, = 1 u jenuna
Cunosmesa p-moarpymna je HopMasna. Ako je ozmaummo ca H, mobujamo
Abenos mu3: G D H D {e}. Haume, G/H je pena ¢, na je nuknuuna, a H
je, Kao rpyma pena p° KOMyTATUBHA.

2. p<gq. 3namo ma je s, =1 (mod q) u na s, | p*>. Yromnuxo je s, =1,
IOCTYIIaMO Kao y IPeTXOJHOM ciaydajy. IIpernocraBumo na je s, # 1.

a) s =p. Tana q| (p — 1), mwro uuje moryhe, jep je ¢ > p.

6) s, = p>. To smaum na q | (p> — 1), tj. ¢| (p—1)(p +1). Karo
je q mpoct 6poj, To q | (p — 1), mnm ¢q | (p + 1). Homro je ¢ > p, Mopa
outu q | (p+ 1), anu u To je moryhe jenuno y cayuajy ma je g=p+1. C
0b63upoMm ma cy p u ¢ npoctu O6pojeBu, mopa butu p = 2, ¢ = 3. Iaxkie,
vama rpyna G je pena 12. Ocum Tora, s3 = 4. YKOIUKO je so = 1, nobujamo
AGenoB HU3, cTOra ImpeTmocTraBbaMo na je So = 3. Hera cy Hy, Ho, H3, Hy
Cunosimese 3-moarpyme. Kako je H; N Hj = {e}, 3a i # j, To mobujamo
na je |[HHUHy UHs UHy| =4-241=29. Hera cy K1, Ko, K5 Cunosmese



2-moarpyne. C o63upom ma je |K;| =4, o y K; U K», cem HeyTpasa, uMa
Oap jom 444 —2 = 6 enemenara. Taxko cMo mobmIM Ja y HAIIOj IPyIN UMa
bap 15 ememenara. Kako je ona pena 12, To ¢MO IOMIIN 0 KOHTPA,IUKIA]E
U TUME je IOKa3 3aBPIIEH. &

IIpumep 7 Ceaka rpyna pefa 2pq, rie cy p v g npoctu B6pojeBu, je pelnsa.

Pememe. JacHO je ma mMaMO HEIITO HOBO CAMO YKOJUKO Cy p U ¢ Pa3iu-
4yuTy HemapHU npoctu OpojeBu. Heka je p < q.

Yromuko je s, = 1, mau s; = 1, cBe je jacmo. Hamme, Tana je jemua
on CunnoBibeBuX mOArpyna HOpMasHa, Te je m npoms3Boxn te CuioBineBe
noarpyne u CunoBiseBe MOArpyIme, KOja OACOBApa APYIOM IPOCTOM Opojy
Takobhe moarpyma, a Kako je MHIOEKCa 2, Ta MOArPyNa je HOopMaJHa. Tako
nobujamo Abesos Huz: GO HK D H D {e} (rme cmo ca H nu K oszauuin
omrosapajyhe Cunosmese noarpyme). Jlakmie, y majbeM IPETIOCTABIHLAMO
na je s, # 1 u s, # 1. Kako je p < ¢, Mopa Gutu s, = 2p (3amro?).

Heka cy Hi,..., Hs, CuioBimese g-moarpyme. Y HBUXOBOM YHUjU nMa (ceM
Heyrpana) 2p(q — 1) emememara. Kako je s, > 1 mo mpermocraBmu, TO
nva 6ap ¢ CmimoBmweBux p-moarpyma. Osmaummo ux ca Ki,...,K, Y

BuMa ceM HeyTpaaa uMma ¢(p — 1) ememenara. 3arbydyjeMo na y yHUjU
HyU...UH,UK; .. .UK, mva 2p(g—1)+¢(p—1)+1 enemenara. OcraBibamo
unTaonuMa 3a BexkOy ma moraxky na je 2p(g—1)+q(p—1)+1 > 2pq, e cmo
TaKO MOOUIM KOHTDPAIUKIM]Y. &



