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Neka je G grupa i H neka ǌena podgrupa. Uoqimo skup X svih
podgrupa od G konjugovanih sa H.

X = {gHg−1 : g ∈ G}.

Na ovom skupu G dejstvuje konjugovaǌem:

g · (xHx−1) := (gx)H(gx)−1.

Jasno je da je ovo dejstvo tranzitivno (ima samo jednu orbitu), dok
je stabilizator podgrupe H podgrupa od G, koja se zove normalizator
podgrupe H i oznaqava sa N(H):

N(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H}.

Svojstva normalizatora data su u slede�em stavu.

Stav 1 1. H / N(H).

2. Ako je K ≤ G i H /K, onda je K ⊆ N(H).

3. Ako je K ≤ N(H), onda je KH ≤ G, H /KH i KH/H ∼= K/(H ∩K).

Dokaz. 1. Ovo direktno sledi iz definicije normalizatora.

2. Pretpostavimo da je K podgrupa od G takva da je H /K i k ∈ K.
Kako je H / K, to je kHk−1 = H, a to upravo znaqi da je k ∈ N(H).
Dakle, K ⊆ N(H).

3. Jasno je da e ∈ KH. Neka x, y ∈ KH. To znaqi da je x = kh i
y = k1h1, za neke k, k1 ∈ K i h, h1 ∈ H. Tada je

x−1y = (kh)−1(k1h1) = h−1k−1k1h1.

Kako je zHz−1 = H za sve z ∈ K, to znaqi da je i Hz = zH za sve
z ∈ K. Posebno: h−1(k−1k1) = (k−1k1)h′ za neki h′ ∈ H. Stoga je
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x−1y = (k−1k1)(h′h1), pa x−1y ∈ KH. Zakǉuqujemo da je KH zaista
podgrupa od G. No, H je oqigledno sadr�ana u KH i lako je proveriti
da je H normalna podgrupa od KH. Neka k ∈ K i h ∈ H. Tada:

(kh)H(kh)−1 = k(hHh−1)k−1

= kHk−1 (jer je hH = H = Hh−1)
= H (jer k ∈ N(H)).

Izomorfizam KH/H ∼= K/(H ∩ K) dokazuje se na isti naqin na koji
se dokazuje takav izomorfizam u dokazu druge teoreme o izomorfizmu
(ovo je zapravo jedna opxtija formulacija te teoreme). �

Svaku konaqnu grupu qiji je red stepen prostog broja p zovemo p-
grupa. Setimo se da smo ranije dokazali da svaka netrivijalna p
grupa ima netrivijalan centar. To �emo koristiti u daǉem radu.

Sada �emo dati neke teoreme koje vixe govori o strukturi konaq-
nih grupa, no xto su to dali dosadaxǌi rezultati. Podsetimo se
Koxijeve teoreme: ukoliko p | |G|, gde je p prost broj, onda u G pos-
toji element reda p. Zapravo mo�emo zakǉuqiti dosta vixe od toga o
postojaǌu p-podgrupa u grupi G ukoliko p deli red te grupe.

Definicija 2 Neka je grupa G reda n. Ukoliko je n = prm, gde p ne
deli m (dakle, ukoliko je pr najve�i stepen broja p koji deli red grupe G),
onda podgrupu grupe G reda pr (ukoliko ona postoji) zovemo Silovǉevom
p-podgrupom grupe G.

Ispostavǉa se da Silovǉeva p-podgrupa uvek postoji. To je sadr�aj
slede�e teoreme.

Teorema 3 Neka je G konaqna grupa. Za svaki prost broj p koji deli red
grupe G postoji Silovǉeva p-podgrupa te grupe.

Dokaz. Neka je p prost broj i neka p | |G|. Ukoliko je |G| = p, rezultat
je trivijalan. Dokaz izvodimo indukcijom po |G|. Bazu indukcije smo
uradili. Pretpostavimo da je |G| = n i da je tvr�eǌe taqno za sve
grupe sa maǌe od n elemenata. Razmatramo dva sluqaja.

1. U G postoji prava podgrupa H qiji indeks nije deǉiv sa p.
Kako je |H| < |G|, to postoji Silovǉeva p-podgrupa od H. No, najve�i
stepen od p koji deli red grupe G isti je kao i najve�i stepen od p
koji deli |H|: |G| = |H|[G : H], a p ne deli [G : H]. Stoga je Silovǉeva
p-podgrupa od H zapravo i Silovǉeva p-podgrupa od G. Dakle, u ovom
sluqaju ona postoji.

2. Pretpostavimo sada da p deli indeks svake prave podgrupe od G.
Ukoliko G dejstvuje na samoj sebi konjugovaǌem, onda su orbite pri
tom dejstvu klase koǌugovanosti elemenata iz G, a unija jednoqlanih
orbita jednaka je centru te grupe (podsetite se dokaza netrivijal-
nosti centra p-grupe, koji je ura�en u Algebri 1):

|G| = |Z(G)|+ |C1|+ · · ·+ |Ck|,
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pri qemu je Ci = Ω(xi) = [G : Gxi
]. Kako p po pretpostavci deli in-

deks svake prave podgrupe, dobijamo da p | |Ci| za sve i. Zakǉuqujemo da
p | |Z(G)| (posebno: Z(G) 6= {e}). Prema Koxijevoj teoremi, u Z(G) pos-
toji element reda p. Oznaqimo ga sa x. Podgrupa H = 〈x〉 je normalna
u G poxto x ∈ Z(G), pa komutira sa svim elementima iz G. Tada je
|G/H| = n

p < n = |G|. Po induktivnoj hipotezi u G/H postoji Silovl-
jeva p-podgrupa. Oznaqimo je sa K ′. Uoqimo kanonski epimorfizam
π : G → G/H, π(g) = gH. Nije texko proveriti da je K = π−1[K ′]
podgrupa od G (proverite!). No, K sadr�i H (zaxto?) i zapravo
je K/H = K ′ (ukoliko K/H vidimo kao podskup od G/H). Stoga je
|K| = p|K ′| i kako je i |G| = p|G/H|, a K ′ je Silovǉeva p-podgrupa od
G/H, to je K Silovǉeva p-podgrupa od G. �

Napomena 1. U ovom dokazu smo koristili Koxijevu teoremu. No, za-
pravo smo mogli i bez ǌe. Naime, jedino nam je bio potreban rezultat
da svaka konaqna Abelova grupa qiji je red deǉiv sa p (radilo se o cen-
tru grupe G) sadr�i element reda p. A ta se qiǌenica lako dokazuje
pomo�u klasifikacije konaqnih Abelovih grupa, koju smo uradili u
Algebri 1.

Dakle, pokazali smo da Silovǉeve p-podgrupe uvek postoje. Pre
nego xto nastavimo, doka�imo jednu tehniqku lemu.

Lema 4 Neka p-grupa H dejstvuje na konaqnom skupu X. Tada je

|XG| ≡ |X| (mod p),

gde je sa XG oznaqen skup fiksnih taqaka od G:

XG := {x ∈ X : (∀g ∈ G)(g · x = x)}.

Dokaz. Kako je red orbite jednak indeksu stabilizatora elementa te
orbite, i kako je grupa koja dejstvuje jedna p-grupa, to je broj ele-
menata u svakoj nejednoqlanoj orbiti deǉiv sa p. Unija jednoqlanih
orbita je zapravo skup fiksnih taqaka XG. Dakle,

|X| = |XG|+ |Ω1|+ · · ·+ |Ωk|

. gde p | |Ωi| za sve i = 1, k. Sledi da je |X|− |XG| zaista deǉivo sa p.�

Teorema 5 Neka je G konaqna grupa.

1. Svaka p-podgrupa od G sadr�ana je u nekoj Silovǉevoj p-podgrupi od G.

2. Sve Silovǉeve p-podgrupe od G su me�usobno konjugovane.

3. Broj Silovǉevih p-podgrupa od G kongruentan je sa 1 po modulu p.

4. Broj Silovǉevih podgrupa deli red grupe G.
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Dokaz. 1. Neka je H neka p-podgrupa od G i P Silovǉeva p-podgrupa.
Razmotrimo najpre sluqaj kada je H ⊆ N(P ). Prema dokazanom stavu
dobijamo da je HP podgrupa od G (zapravo je HP podgrupa od N(P )
– razmislite zaxto) i [HP : P ] = [H : H ∩ P ]. Ukoliko je [H : H ∩
P ] 6= 1, s obzirom da je H jedna p-podgrupa, dobijamo da je i HP
jedna p-podgrupa i da je |HP | > |P |, xto nije mogu�e s obzirom da je
P Silovǉeva p-podgrupa. Zakǉuqujemo da je [H : H ∩ P ] = 1, te je
H = H ∩ P , pa je H ⊆ P . Dakle, u ovom sluqaju smo dobili tra�eni
rezultat.

Posmatramo sada skup S svih konjugata od P . Neka G dejstvuje na S
konjugovaǌem. Dobijamo da je |S| = [G : N(P )] (pogledajte poqetak pre-
davaǌa i prisetite se da je broj elemenata u orbiti indeks stabiliza-
tora). Kako je P ⊆ N(P ) i P je Silovǉeva p-podgrupa, to [G : N(P )]
nije deǉivo sa P (ukoliko H ⊆ K ⊆ G, to je [G : H] = [G : K] · [K : H]
za konaqnu grupu G i ǌene podgrupe K i H – dokaz kasnije!), te ni |S|
nije deǉivo sa p.

Neka sada H dejstvuje na S konjugovaǌem. Na osnovu leme, |S| ≡
|SH | (mod p). Kako p ne deli |S|, to p ne deli ni |SH |. To posebno
znaqi da SH 6= ∅. Neka je Q ∈ SH . To znaqi da je hQh−1 = Q, pa je
H ⊆ N(Q). Na osnovu prvog dela dokaza, zakǉuqujemo da je H ⊆ Q.
Kako je Q podgrupa konjugovana podgrupi P , ona je i sama Silovǉeva
p-podgrupa (ima isti broj elemenata kao i P ), a to znaqi da je zaista
p-podgrupa H sadr�ana u nekoj Silovǉevoj p-podgrupi Q.

2. Ovo smo zapravo ve� dokazali. Naime, ako u prethodnom dokazu
za H uzmemo neku Silovǉevu p-podgrupu, vidimo da smo dokazali da
je H ⊆ Q(= xPx−1). Kako je |H| = |P |, to dobijamo da je H = xPx−1.
Dakle, S je zapravo skup svih Silovǉevih p-podgrupa.

3. Neka je ponovo H neka Silovǉeva p-podgrupa, koja dejstvuje na S
konjugovaǌem. Svakako H ∈ SH . Pretpostavimo da K ∈ SH . To znaqi
da je hKh−1 = K za sve k ∈ H, pa je H ⊆ N(K). Na osnovu prvog dela
dokaza dobijamo da je H ⊆ K, pa mora biti H = K. Dakle, SH = {H}.
Tada, pomo�u leme, dobijamo da je |S| ≡ 1 (mod p) xto i zavrxava
dokaz.

4. Broj Silovǉevih podgrupa jednak je indeksu normalizatora
bilo koje od ǌih, te stoga deli red grupe G. �

Napomena 2. U dokazu smo koristili slede�i rezultat. Ako je K
podgrupa od H konaqnog indeksa [H : K] i H podgrupa od G konaqnog
indeksa [G : H], onda je

[G : K] = [G : H] · [H : K].

Doka�imo ga.
Pre svega, neka je [G : H] = m i [H : K] = n. Pokaza�emo da je

[G : K] = mn. Kako je [G : H] = m, to postoje elementi g1, g2, . . . , gm ∈ G
takvi da je

G = g1H t g2H t . . . t gmH. (1)
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Tako�e postoje i elementi h1, h2, . . . , hn ∈ H za koje je

H = h1K t h2K t . . . t hnK. (2)

Zamenom (2) u (1), dobijamo

G = g1h1K ∪ g1h2K ∪ . . .∪ g1hnK ∪ . . .∪ gmh1K ∪ gmh2K ∪ . . .∪ gmhnK. (3)

Ako poka�emo da su skupovi u navedenoj uniji razliqiti (podsetimo
se da su razliqiti koseti obavezno disjunktni), dokaz �e biti zavr-
xen. No, zaista je tako. Naime, pretpostavimo da je

gihjK = gkhlK, (4)

za neke indekse i, j, k, l. Tada je i

gihjKH = gkhlKH,

a kako je KH = H (zaxto?), to mora biti

gihjH = gkhlH,

pa je
giH = gkH.

No, to je mogu�e jedino ako je i = k. Mno�eǌem (4) sleva sa g−1
i

dobijamo
hjK = hlK,

no to je mogu�e jedino ako je j = l.

Napomena 3. Neka je |G| = prm, gde p ne deli m. Ako sa sp oz-
naqimo broj Silovǉevih p-podgrupa, onda, na osnovu prethodne teo-
reme, znamo da je sp ≡ 1 (mod p) i da sp | |G|. No, iz qiǌenice sp ≡ 1
(mod p) sledi da sp | m.
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