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Videli smo da su od posebnog znaqaja za teoriju raxireǌa poǉa
oni elementi koji su algebarski nad datim poǉem.

Definicija 1 Za raxireǌe E poǉa F ka�emo da je algebarsko raxireǌe
ako je svaki element iz E algebarski nad F .

Za raxireǌe E poǉa F ka�emo da je konaqno raxireǌe ukoliko je
E konaqno dimenzionalni prostor nad F .

Stav 2 Svako konaqno raxireǌe je algebarsko.

Dokaz. Neka je [E : F ] = n. To znaqi da je E n-dimenzionalni prostor
nad poǉem F . Uzmimo proizvoǉni element α ∈ E i poka�imo da je on
algebarski nad F . Kako je dimenzija prostora jednaka n, to je skup od
n+ 1 vektora {1, α, . . . , αn} sigurno linearno zavisan skup vektora, tj.
postoje a0, . . . , an ∈ E takvi da je

a01 + a1α+ · · ·+ anα
n = 0,

no, to upravo znaqi da je p(α) = 0, gde je p(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n ∈

F [X]. Dakle, element α je algebarski nad F . �
Ukoliko je E1 konaqno raxireǌe poǉa F , a E2 konaqno raxireǌe

poǉa E1, onda je naravno E2 i jedno raxireǌe poǉa F .

Stav 3 Ako su F , E1 i E2 poǉa kao u prethodnoj reqenici, onda je E2 konaqno
raxireǌe poǉa F i va�i

[E2 : F ] = [E2 : E1][E1 : F ].

Dokaz. Neka je [E1 : F ] = n i [E2 : E1] = m. Kako je dimenzija E1

kao vektorskog prostora nad poǉem F jednaka n, to postoji neka baza
[α1, . . . , αn]. Sliqno, neka je [β1, . . . , βm] baza vektorskog prostora E2

nad poǉem E1. Doka�imo da proizvodi αiβj, i = 1, n, j = 1,m qine
bazu prostora E2 nad poǉem F .
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Linearna nezavisnost. Pretpostavimo da je

m∑
j=1

n∑
i=1

cijαiβj = 0,

za neke cij ∈ F . Neka je dj =
∑n
i=1 cijαi, j = 1,m. Elementi dj su iz

poǉa E1 i za ǌih va�i:
m∑
j=1

djβj = 0.

Kako je [β1, . . . , βm] baza za E2 nad E1, to mora biti dj = 0 za sve
j ∈ {1, . . . ,m}. No, kako je [α1, . . . , αn] baza za E1 nad poǉem F , to iz∑n
i=1 cijαi = 0, za j = 1,m sledi da je cij = 0 za i = 1, n, j = 1,m.
Generatrisa. Neka je γ ∈ E2. Kako je [β1, . . . , βm] baza za E2 nad E1,

to postoje rj ∈ E1 takvi da je

γ =
m∑
j=1

rjβj .

No, kako je [α1, . . . , αn] baza za E1 nad F to za svako j ∈ {1, . . . ,m}
postoje sij za koje je

rj =
n∑
i=1

sijαi.

Konaqno dobijamo da je

γ =
m∑
j=1

n∑
i=1

sijαiβj .

�

U primerima iz prethodne lekcije dokazivali smo da su neki ele-
menti algebarski nad datim poǉem tako xto smo nalazili polinome,
koje oni ponixtavaju, tj. koristili smo direktno definiciju. To
ponekad nije lako. Potra�ite uostalom sami polinom, koji ponix-
tava element i

√
3 + 3
√

2. Zapravo, to se mo�e izbe�i. A evo i kako.
Ve� smo se upoznali sa raxireǌima oblika E(α). No, ako β 6∈ E(α),

mo�e se formirati i raxireǌe E(α)(β), koje se kra�e oznaqava sa
E(α, β). Ukoliko su α i β algebarski nad E, onda su stepeni raxireǌa
[E(α) : E] i E(β) : E] konaqni, a takav mora biti i E(α, β) : E(α)]
(zaxto?). Stoga je, na osnovu prethodnog stava, [E(α, β) : E] konaqan
broj, te je raxireǌe E(α, β) poǉa E algebarsko, te je svaki element
iz E(α, β), algebarski nad E. Posebno, to su i elementi α+ β, α · β i
sliqno.

Opxtije, imamo i raxireǌa E(α1, . . . , αn). No, veoma je zanimǉiv
slede�i rezultat koji nam ka�e da u sluqaju algebarskih raxireǌa
poǉa Q situacija nije toliko komplikovana koliko izgleda.
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Teorema 4 (Teorema o primitivnom elementu) Svako konaqno raxireǌe E
poǉa Q je oblika Q(α), za neko α ∈ E.

Element α je taj primitivni element raxireǌa E. Ovu teoremu
ne�emo dokazivati, uradi�emo neke primere.

Primer 5 Na�i primitivni element korenskog poǉa polinoma X4 −X2 −
2 ∈ Q[X].

Drugim reqima, treba na�i korensko poǉe K datog polinoma i ele-
ment α ∈ K za koji je K = Q(α). Faktoriximo nax polinom nad Q
korix�eǌem metoda kompletiraǌa kvadrata:

X4 −X2 − 2 =
(
X2 − 1

2

)2

− 1
4
− 2 =

(
X2 − 1

2

)2

−
(

3
2

)2

=

=
(
X2 − 1

2
− 3

2

)(
X2 − 1

2
+

3
2

)
=
(
X2 − 2

) (
X2 + 1

)
=

= (X −
√

2)(X +
√

2)(X − i)(X + i),

gde je i naravno imaginarna jedinica. Dakle, korensko poǉe K je
poǉe K = Q(

√
2, i). Mi treba da na�emo α za koje je Q(

√
2, i) = Q(α).

Pokuxajmo da doka�emo da se za α mo�e uzeti element α =
√

2 + i.
Jasno je da je Q(α) ⊆ Q(

√
2, i). Obratna inkluzija je netrivijalna.

Naravno, dovoǉno je da doka�emo da npr.
√

2 ∈ Q(α), poxto iz toga
neposredno sledi da i i ∈ Q(α), a time i tra�eno. Jednakost

α =
√

2 + i,

,,podignimo” na tre�i stepen. Dobijamo

α3 = 2
√

2 + 6i− 3
√

2− i = −
√

2 + 5i = 5(
√

2 + i)− 6
√

2.

Dakle,
α3 − 5α = 6

√
2,

pa je
√

2 =
1
6
(α3 − 5α) ∈ Q(α).

♣

Primer 6 Neka je K korensko poǉe polinoma X4 − 24X2 + 4 ∈ Q[X].
a) Pokazati da je K = Q(

√
5,
√

7).
b) Odrediti α ∈ C tako da je K = Q(α).
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Postupimo kao u prethodnom primeru.

X4 − 24X2 + 4 = (X2 − 12)2 − 144 + 4
= (X2 − 12)2 − 140

= (X2 − 12)2 − (2
√

35)2

= (X2 − 12− 2
√

35)(X2 − 12 + 2
√

35)

= (X2 − (12 + 2
√

35)(X2 − (12− 2
√

35),

te dobijamo X4 − 24X2 + 4 = (X −
√

12 + 2
√

35)(X +
√

12 + 2
√

35)(X −√
12− 2

√
35)(X +

√
12− 2

√
35). Prema tome, dobijamo da je

K = Q
(√

12 + 2
√

35,
√

12− 2
√

35
)
.

Jedan savet: uvek kada dobijete ovakav rezultat, nije loxe pomno�iti
ova dva korena i videti xta se dobija. Primenimo taj savet u ovom
sluqaju. √

12 + 2
√

35 ·
√

12− 2
√

35 =
√

144− 140 =
√

4 = 2.

Dakle, mo�emo da zakǉuqimo da, ako je α =
√

12 + 2
√

35, a β =
√

12− 2
√

35,
onda je α ·β = 2, pa je β = 2

α ∈ Q(α). Zakǉuqujemo da je K = Q(α). Tako
smo naxli primitivni element i uradili primer pod b)!

Drugi savet: kada imate koren poput ovoga:
√

12 + 2
√

35, proverite
da mo�da ne mo�ete da ga ,,prepoznate”. Xta to znaqi? U ovom
sluqaju, pojavǉuje se koren iz broja oblika p+ q

√
s gde su p, q, s celi

brojevi. Da li je mo�da taj koren zbir (ili razlika) dva korena iz
nekih celih brojeva? Kako je 35 = 5·7, name�e se da izraqunamo koliko
je (
√

5 +
√

7)2. Dobijamo

(
√

5 +
√

7)2 = 5 + 2
√

35 + 7 = 12 + 2
√

35,

tj. bax ono xto imamo. Dakle, α =
√

5 +
√

7 (primetimo da je β =√
7 −
√

5), te je K = Q
(√

5 +
√

7
)
. Mi treba da poka�emo da je K =

Q
(√

5,
√

7
)
. To nije texko, postupi�emo kao u prethodnom primeru.

α =
√

5 +
√

7
α3 = 5

√
5 + 15

√
7 + 21

√
5 + 7

√
7

α3 = 26
√

5 + 22
√

7
22α = 22

√
5 + 22

√
7

α3 − 22α = 4
√

5
√

5 =
α3 − 22α

4
∈ Q(α)

√
7 = α−

√
5

√
7 =

26α− α3

4
∈ Q(α).
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Naravno, mogli smo to da uradimo i drugaqije. Poxto smo ve� pre-
poznali da je β =

√
7−
√

5, onda samo treba pokazati da je

Q
(√

5 +
√

7,
√

7−
√

5
)

= Q
(√

5,
√

7
)
,

a to je naravno vrlo jednostavno.
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