
ALGEBRA 1
Grupe

Direktan proizvod grupa; Lagran�ova teorema

Zoran Petrovi�

16. novembar 2011.

Jedan od naqina na koji od ve� postoje�ih grupa mo�emo formirati
nove grupe je direktan proizvod grupa.

Definicija 1 Neka su (G1, ∗1), (G2, ∗2), . . . , (G1, ∗n) grupe. Definixemo
direktan proizvod (P, ∗) ovih grupa sa:

• P := G1 ×G2 × · · ·Gn;

• (g1, g2, . . . , gn) ∗ (g′1, g
′
2, . . . , g

′
n) := (g1 ∗1 g′1, g2 ∗2 g′2, . . . , gn ∗n g′n).

Nije texko proveriti da je (P, ∗) zaista grupa. Naime, asocijativnost
se lako proverava, dok je neutralni element e ∈ P dat sa:

e = (e1, e2, . . . , en),

gde je ei neutralni element u grupi Gi. Tako�e je jasno xta je inverzni
element:

(x1, x2, . . . , xn)−1 = (x−1
1 , x−1

2 , . . . , x−1
n ).

Pogledajmo za poqetak neke jednostavne primere.

Primer 2 Grupa Z2 × Z3 je cikliqna grupa.

Primetimo najpre da je skup nosaq strukture Z2 × Z3, skup

{(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2)}.

Da bismo pokazali da je grupa cikliqna, moramo na�i element, koji je
generixe, tj. element reda 6. Nije texko uveriti se da je jedan takav
element, element (1, 1):

(1, 1) + (1, 1) = (1 +2 1, 1 +3 1) = (0, 2);
(1, 1) + (1, 1) + (1, 1) = (1 +2 0, 1 +3 2) = (1, 0);

(1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) = (1 +2 1, 1 +3 0) = (0, 1);
(1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) = (1 +2 0, 1 +3 1) = (1, 2);

(1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) + (1, 1) = (1 +2 1, 1 +3 2) = (0, 0).
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Ostavǉamo qitaocima da provere da li je jox neki element generator
ove grupe. ♣

Primer 3 Grupa Z2 × Z2 nije cikliqna grupa.

Skup nosaq je skup {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. No, nije texko uveriti se
da je svaki element u ovom skupu, osim neutrala, reda 2:

(0, 1) + (0, 1) = (0 +2 0, 1 +2 1) = (0, 0);
(1, 0) + (1, 0) = (1 +2 1, 0 +2 0) = (0, 0);
(1, 1) + (1, 1) = (1 +2 1, 1 +2 1) = (0, 0).

♣
Prirodno se postavǉa pitaǌe: za koje m,n ≥ 2 je grupa Zm × Zn

cikliqna grupa? Odgovor na ovo pitaǌe daje slede�i stav.

Stav 4 Grupa Zm × Zn je cikliqna ako i samo ako je NZD(m,n) = 1.

Dokaz.
=⇒: Pretpostavimo da je NZD(m,n) = d > 1. Poka�imo da tada grupa
Zm × Zn ne mo�e biti cikliqna. Neka je r = mn

d < mn. Poka�imo da
je

x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
r

= 0,

za sve x ∈ Zm×Zn. Neka je x = (s, t), proizvoǉan element grupe Zm×Zn.
Dakle, znamo da je s ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} i t ∈ {0, 1, . . . , n− 1} i da va�i:

s+ · · ·+ s︸ ︷︷ ︸
m

= 0, t+ · · ·+ t︸ ︷︷ ︸
n

= 0.

No, tada je

s+ · · ·+ s︸ ︷︷ ︸
r

= (s+ · · ·+ s)︸ ︷︷ ︸
m

+ · · ·+ (s+ · · ·+ s)︸ ︷︷ ︸
m︸ ︷︷ ︸

n
d

= 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸
n
d

= 0,

kao i

t+ · · ·+ t︸ ︷︷ ︸
r

= (t+ · · ·+ t)︸ ︷︷ ︸
n

+ · · ·+ (t+ · · ·+ t)︸ ︷︷ ︸
n︸ ︷︷ ︸

m
d

= 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸
m
d

= 0.

Odavde sledi da je
(s, t) + · · ·+ (s, t)︸ ︷︷ ︸

r

= 0,

te je red svakog elementa u grupi Zm × Zn najvixe r, dakle maǌi od
mn, te grupa ne mo�e biti cikiqna.
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⇐=: Pretpostavimo da je NZD(m,n) = 1. Doka�imo da je element
(1, 1) generator grupe Zm × Zn, tj. da je red tog elementa jednak mn.
Oznaqimo sa r red elementa (1, 1). Dakle,

(1, 1) + · · ·+ (1, 1)︸ ︷︷ ︸
r

= (0, 0).

To znaqi da je
1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

r

= 0

u grupi Zm, iz qega sledi da m | r, kao i

1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
r

= 0

u grupi Zn, iz qega sledi da n | r. Dakle, NZS(m,n) | r. No, kako su
m i n uzajamno prosti, to je NZS(m,n) = mn i zakǉuqujemo da mn | r.
Dakle, red elementa (1, 1) u grupi Zm × Zn je bar mn te zakǉuqujemo
da je ta grupa cikliqna. �

Napomena: U sluqaju da je grupa G komutativna, tj. da za sve x, y ∈ G
va�i: xy = yx, uobiqajeno je za oznaku operacije u grupi koristiti
oznaku +. U tom sluqaju oznaka mx, gde je m ∈ Z odgovara oznaci xm.
Npr.

6x = x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
6

.

Kako je svaka cikliqna grupa reda n izomorfna grupi Zn, to za-
kǉuqujemo da je direktan proizvod cikliqne grupe reda m i cikliqne
grupe reda n cikliqna grupa (reda mn) ako i samo ako su m i n uza-
jamno prosti. Primetimo da se u ovom tvr�eǌu implicitno ,,krije“
slede�i rezultat: ako je G ∼= G′ i H ∼= H ′, onda je G × H ∼= G′ × H ′.
Razmislite kako biste ovo dokazali.

Indukcijom nije texko pokazati da va�i slede�i rezultat. Ako su
m1,m2, . . . ,mn par po par uzajamno prosti, onda imamo izomorfizam
grupa

Zm1m2···mn
∼= Zm1 × Zm2 × · · · × Zmn .

Osim xto se konstrukcija direktnog proizvoda mo�e iskoristiti
za dobijaǌe novih grupa od starih, ona se mo�e upotrebiti i za ispi-
tivaǌe strukture neke date grupe. Naime, korisno je znati da je neka
grupa izomorfna direktnom proizvodu nekih drugih grupa. U tu svrhu
koristan je slede�i stav.

Stav 5 Neka je G grupa, a H i K podgrupe grupe G za koje va�i:

1. G = H ·K;
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2. za sve x ∈ H i sve y ∈ K: xy = yx;

3. K ∩H = {e}.

Tada je G ∼= H ×K.

Dokaz. Napomenimo najpre da je H ·K = {h · k : h ∈ H, k ∈ K}.
Definixemo funkciju f : H ×K → G sa:

f(h, k) := hk.

Doka�imo da je f izomorfizam grupa. Pre svega, kako je G = H ·K,
jasno je da je f ,,na“. Da bismo dokazali da je homomorfizam, moramo
proveriti da va�i slede�e:

za sve h, h′ ∈ H i sve k, k′ ∈ K : f((h, k) · (h′, k′)) = f(h, k) · f(h′, k′),

tj. da za sve h, h′ ∈ H, k, k′ ∈ K:

hh′kk′ = hkh′k′.

No, kako po pretpostavci elementi iz H i elementi iz K me�usobno
komutiraju, to navedena jednakost jeste ispuǌena.

Ostaje da proverimo da je f ,,1–1“. Pretpostavimo da je

f(h, k) = f(h′, k′).

To znaqi da je
hk = h′k′,

odnosno
(h′)−1h = k′k−1.

No, kako (h′)−1h pripada podgrupi H, a k′k−1 podgrupi K, to smo
dobili element iz H ∩K, a ta podgrupa je trivijalna. Zakǉuqujemo
da mora biti (h′)−1h = e i k′k−1 = e, te sledi da je h = h′ i k = k′, tj.
(h, k) = (h′, k′). �

Radi ilustracije primene ove teoreme, uradimo dva primera.

Primer 6 D6
∼= D3 × Z2.

Dakle, u grupi D6 treba na�i jednu podgrupu izomorfnu sa D3 i
jednu izomorfnu sa Z2 qiji je presek trivijalan, a elementi me�u-
sobno komutiraju. Grupa D6 je grupa simetrija pravilnog xestougla,
dok je grupe D3 grupa simetrija jednakostraniqnog trougla. Gde se u
pravilnom xestouglu ,,krije“ jednakostraniqni trougao? Nije texko
videti da, ako su temena pravilnog xestougla A,B,C,D,E, F , dijago-
nale AC,CE,EA obrazuju jednakostraniqni trougao. Rotacija xesto-
ugla za ugao 2π/3, tj. rotacija ρ2, jeste simetrija tog trougla. Ako
za σ uzmemo osnu refleksiju oko prave koja sadr�i dijagonalu BE,
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onda se lako mo�emo uveriti da je podgrupa H = {ε, ρ2, ρ4, σ, σρ2, σρ4},
izomorfna grupi D3. Ako za grupu K uzmemo grupu generisanu elemen-
tom ρ3, tj. ako je K = {ε, ρ3}, to lako proveravamo da je H ·K = D6. Osim
toga, element ρ3 komutira sa svim elementima iz H (σρ3 = ρ−3σ = ρ3σ,
pa zapravo ρ3 komutira sa svim elementima iz D6). Kako je H ∩K =
{ε}, na osnovu prethodnog stava zakǉuqujemo da je D6

∼= H × K, tj.
D6
∼= D3 × Z2. ♣

Primer 7 Ako je G konaqna grupa qiji je svaki element sem neutrala reda
2, onda je G izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih grupa reda 2.

Doka�imo najpre da je grupa u kojoj je svaki element reda 2 komuta-
tivna. Neka su a i b proizvoǉni elementi iz G. Po pretpostavci je
a2 = e, b2 = e, (ab)2 = e. Odavde sledi da je

(ab)2 = a2b2,

tj.
abab = aabb,

xto, posle skra�ivaǌa daje

ab = ba.

Neka je x1 6= e proizvoǉan element grupe G, razliqit od neutrala.
Posmatrajmo podgrupu H1 generisanu tim elementom. Ona je reda 2
poxto je element reda x1 reda 2. Ukoliko je H1 = G, dokaz je zavrxen.
U suprotnom, izaberimo element x2 ∈ G \H1 i neka je K2 = 〈x2〉. Tada
je H2 = H1 ·K2 = {e, x1, x2, x1x2} jedna podgrupa grupe G (proverite!).
Podgrupe H1 i K2 ispuǌavaju uslove prethodnog stava (zaxto?), te
dobijamo da je H2

∼= H1 ×K2. Ukoliko je H2 = G, dokaz je zavrxen. U
suprotnom, biramo element x3 ∈ G \ H2 i posmatramo podgrupu K3 =
〈x3〉. Kao i u prethodnom sluqaju H3 = H2 · K3 je podgrupa grupe G
i H3

∼= H2 × K3
∼= H1 × K2 × K3. Ovakav postupak mora se zavrxiti

poxto je grupa G konaqna, a |Hk| = 2k. Stoga dobijamo da je za neko n
ispuǌeno G ∼= H1×K2× · · · ×Kn, a svi ovi faktori su cikliqne grupe
reda 2. ♣

Podsetimo se da smo uveli pojam reda grupe i reda elementa. U
sluqaju cikliqne grupe, red same grupe jednak je redu elementa koji
generixe tu grupu. Prirodno je postaviti pitaǌe o vezi izme�u reda
elementa i reda konaqne grupe i u sluqaju da grupa nije cikliqna.
Jox opxtije, kakva je veza izme�u reda konaqne grupe i reda neke
ǌene podgrupe? Ispostavǉa se da je odgovor jednostavan i sada �emo
se time pozabaviti.

Definicija 8 Ako je H ≤ G i x ∈ G, skup

xH = {x · h : h ∈ H},
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naziva se levi koset podgrupe H u grupi G. Analogno, skup

Hx = {h · x : h ∈ H},

naziva se desni koset.

Kako e ∈ H, koset xH (Hx) sadr�i element x. U opxtem sluqaju
xH 6= Hx. Npr. ako je G = D3 i H = {ε, σ}, onda je

Hρ = {ρ, σρ} 6= {ρ, ρσ} = ρH,

poxto je ρσ = σρ2. Skup svih levih koseta podgrupe H u G oz-
naqava�emo sa G/H, a svih desnih koseta sa H\G. Kao xto smo videli,
levi koset, koji sadr�i element x, ne mora biti jednak desnom kosetu
koji sadr�i taj element, pa je u opxtem sluqaju G/H 6= H\G. U nared-
nim lekcijama vide�emo kada su ovi skupovi jednaki, ali to je druga
priqa. Za sada samo mo�emo da zakǉuqimo da postoji bijekcija izme�u
ǌih koja levom kosetu xH pridru�uje desni koset Hx.

Stav 9 Va�i slede�e:

1. xH = yH ako i samo ako je x−1y ∈ H;

2. ako je xH 6= yH, onda je xH ∩ yH = ∅.

Dokaz.
1. =⇒: Pretpostavimo da je xH = yH. To posebno znaqi da y ∈ xH, tj.
postoji h ∈ H za koji je y = xh. No, tada je h = x−1y, pa zakǉuqujemo
da x−1y ∈ H.
⇐=: Neka x−1y ∈ H. Pretpostavimo da z ∈ xH. Dakle, z = xh, za

neko h ∈ H. Tada je z = x(x−1y)(x−1y)−1h = y((x−1y)−1h), no, kako je
H podgrupa od G i x−1y ∈ H, to i (x−1y)−1h ∈ H, pa zakǉuqujemo da
z ∈ yH. Obratno, ako z ∈ yH, onda postoji h′ ∈ H, takav da je z = yh′.
Tada je z = x((x−1y)h′), a kako je x−1y ∈ H i kako je H podgrupa od G,
to z ∈ xH. Zakǉuqujemo da je xH = yH ukoliko x−1y ∈ H.

2. Pretpostavimo da je xH ∩ yH 6= ∅. To znaqi da za neke h, h′ ∈ H
va�i: xh = yh′. Odavde sledi da je x−1y = h(h′)−1, a kako je H ≤ G, to
h(h′)−1 ∈ H. Na osnovu prethodno dokazanog, sledi da je xH = yH. �

Dakle, razliqiti levi koseti ma koje podgrupe H su disjunktni.
Kako svaki element x le�i u kosetu xH, to zakǉuqujemo da va�i
slede�i stav.

Stav 10 Neka je G grupa i H ≤ G. Tada je G disjunktna unija razliqitih
levih koseta podgrupe H.

Definicija 11 Ukoliko je skup levih koseta G/H beskonaqan, ka�emo da
je podgrupa H beskonaqnog indeksa u grupi G. Ukoliko je taj skup konaqan,
onda se indeks podgrupe H u grupi G, u oznaci [G : H], definixe kao broj
elemenata u G/H, tj. [G : H] je broj razliqitih levih koseta podgrupe H u
grupi G.
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Napomena: Kako postoji bijekcija izme�u G/H i H\G, to je [G : H]
tako�e i broj razliqitih desnih koseta H u G. Osim toga, beskonaqna
grupa mo�e sadr�ati podgrupe konaqnog indeksa. Na primer, pod-
grupa od Z generisana elementom 3 je indeksa 3 (proveriti ovo).

Teorema 12 (Lagran�ova teorema) Neka je G konaqna grupa i H ≤ G.
Tada je

|G| = |H| · [G : H].

Posebno, red podgrupe H, deli red grupe G.

Dokaz. Kako je grupa G konaqna, to je oqigledno G konaqna unija
levih koseta podgrupe H, tj. za neke x1, . . . , xk ∈ G va�i:

G = x1H t x2H t · · · t xkH,

pri qemu je k = [G : H]. No, |xH| = |yH| za sve x, y ∈ G. Naime,
funkcija f :xH → yH definisana sa: f(xh) = yh zadaje bijekciju
izme�u ova dva skupa (proverite ovo). Stoga je |G| = |H| · k = |H| · [G :
H]. �

Navedimo neke posledice Lagran�ove teoreme.

Posledica 13 Red svakog elementa konaqne grupe deli red te grupe.

Dokaz. Neka je G konaqna grupa i x ∈ G. Jasno je da red elementa
x mora biti konaqan. Osim toga, ω(x) = |〈x〉|, a prema Lagran�ovoj
teoremi |〈x〉| | |G|. �

Posledica 14 Svaka grupa prostog reda je cikliqna.

Dokaz. Neka je |G| = p, gde je p prost broj. Ako je x bilo koji element
iz G razliqit od neutrala, onda je ω(x) 6= 1 i ω(x) | p. Zakǉuqujemo
da je ω(x) = p, te je 〈x〉 = G. �

Posledica 15 Ako je G konaqna grupa i x ∈ G, onda je x|G| = e.

Dokaz. Prisetimo se da je xm = e ako i samo ako ω(x) | n. Kako
ω(x) | |G|, rezultat sledi. �

U skupu Zn = {0, 1, . . . , n− 1}, gde je n ≥ 2 mo�emo uvesti operaciju
·n (mno�eǌe po modulu n). Naravno, u odnosu na ovu operaciju Zn ne
qini grupu. Posmatrajmo stoga slede�i skup.

Φ(n) := {k : 1 ≤ k < n,NZD(k, n) = 1}.

Va�i slede�i stav.

Stav 16 Za sve n ≥ 2, (Φ(n), ·n) je komutativna grupa.

Dokaz. Najpre treba proveriti da li mno�eǌe po modulu n zaista
zadaje binarnu operaciju na skupu Φ(n), tj. da li je ispuǌeno slede�e:
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ako x, y ∈ Φ(n) onda x ·n y ∈ Φ(n).

Ukoliko je NZD(x, n) = 1 = NZD(y, n), onda je i NZD(x ·y, n) = 1. Naime,
dobro nam je poznato slede�e:

NZD(a, b) = 1 akko postoje p, q ∈ Z tako da je ap+ bq = 1.

Dakle, postoje p, q ∈ Z za koje je xp + nq = 1, kao i p′, q′ ∈ Z za koje je
yp′ + nq′ = 1. Mno�eǌem ove dve relacije, dobijamo da je

xy(pp′) + n(qyp′ + xpq′ + nqq′) = 1,

te mora biti NZD(x · y, n) = 1. S obzirom da je

x · y ≡ x ·n y (mod n),

to je i NZD(x ·n y, n) = 1.
Poznato nam je da je operacija ·n asocijativna i komutativna. Osim

toga, 1 ∈ Φ(n), pa postoji i neutralni element za ovu operaciju. No,
svaki element iz Φ(n) zaista ima inverz. Naime, ako x ∈ Φ(n), onda
postoje p, q ∈ Z za koje je xp+ yq = 1. Ako sa p̄ oznaqimo element iz Zn,
koji je kongruentan elementu p po modulu n, onda je p̄ ∈ Φ(n) i osim
toga je x ·n p̄ = 1. �

Red grupe Φ(n) oznaqavamo sa ϕ(n). Ova funkcija ϕ zove se Ojlerova
funkcija.

Posledica 17 (Ojlerova teorema) Neka je n ≥ 2 i x ceo broj, uzajamno
prost sa n, onda je

xϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Dokaz. Kako je x uzajamno prost sa n, to je x kongruentan po modulu
n nekom broju x̄ ∈ Φ(n). No, |Φ(n)| = ϕ(n) i na osnovu Posledice ??
znamo da u grupi Φ(n) va�i jednakost x̄ϕ(n) = 1. To zapravo znaqi da
je xϕ(n) kongruentno sa 1 po modulu n. �

U sluqaju da je p prost broj, oqigledno je da je ϕ(p) = p− 1. Stoga
dobijamo jox jednu posledicu Lagran�ove teoreme.

Posledica 18 (Mala Fermaova teorema) Ako je p prost broj, koji ne
deli ceo broj x, onda je

xp−1 ≡ 1 (mod p).
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