
ALGEBRA 1
Grupe

Grupe permutacija

Zoran Petrovi�

9. novembar 2011.

U ovoj lekciji obra�ujemo veoma znaqajan primer grupe — grupu
permutacija (grupu simetrija).

Definicija 1 Neka je X neprazan skup. Posmatrajmo skup SX zadat sa:

SX = {π:X → X | π je bijekcija }.

Tada je SX = (SX , ◦), gde je sa ◦ oznaqena operacija kompozicije funkcija,
jedna grupa i zovemo je grupom permutacija skupa X.

Elemente grupe SX zovemo i permutacijama skupa X. Ako postoji
bijekcija izme�u X i Y , onda su odgovaraju�e grupe permutacija
izomorfne.

Stav 2 Ako postoji bijekcija izme�u X i Y , onda je SX
∼= SY .

Dokaz. Neka je g:X → Y bijekcija. Definiximo f :SX → SY sa:

f(π) := g ◦ π ◦ g−1.

Jasno je da je g ◦ π ◦ g−1 jedna permutacija skupa Y ukoliko je π per-
mutacija skupa X. Osim toga, ako je σ ∈ SY , onda je f(g−1 ◦ σ ◦ g) = σ,
te je f ,,na“. Jasno je da je f i ,,1–1“. Treba samo proveriti da je
f(ρ ◦ π) = f(ρ) ◦ f(π), ukoliko ρ, π ∈ SX . Uqinimo to:

f(ρ ◦ π) = g ◦ (ρ ◦ π) ◦ g−1 = (g ◦ ρ ◦ g−1) ◦ (g ◦ π ◦ g−1) = f(ρ) ◦ f(π).

Dakle, f zaista uspostavǉa izomorfizam izme�u SX i SY . �

Ukoliko je X = {1, 2, . . . , n}, onda umesto S{1,2,...,n} pixemo kra�e Sn.
Na osnovu prethodnog stava, svaka konaqna grupa permutacija nekog
skupa izomorfna je jednoj od grupa Sn. Stoga se sada koncentrixemo
na grupu Sn.
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Poqnimo jednim primerom. Neka je n = 9 i permutacija σ ∈ S9

zadata je sa:

σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 5 3 8 2 7 1 6 9

)
.

Mo�emo li ovu permutaciju nekako jednostavnije zapisati? Element
1 slika se u 4, 4 u 8, 8 u 6, 6 u 7, a 7 u 1. Nekako smo ,,zatvorili krug“:

1 7→ 4 7→ 8 7→ 6 7→ 7 7→ 1.

Zapiximo to ovako: (14867). Preciznije, (14867) oznaqava permutaciju
skupa {1, 2, . . . , 9} u kojoj se 1 slika u 4, 4 u 8, 8 u 6, 6 u 7, a 7 u 1, dok
se ostali elementi slikaju sami u sebe. Kako se ostali elementi ne
pojavǉuju u ovom zapisu, a slikaju se sami u sebe, to se (14867) mo�e
videti i kao element grupe Sn za ma koje n ≥ 8. Ovakva permutacija
naziva se ciklus ili cikl du�ine 5. Permutacija u kojoj

a1 7→ a2 7→ · · · 7→ ak−1 7→ ak 7→ a1,

pri qemu su elementi ai razliqiti, oznaqava se sa (a1a2 . . . ak), zove se
ciklus du�ine k (ili k-cikl).

Vratimo se permutaciji σ. Prvi element koji nismo ,,pokupili“
do sada je element 2. Vidimo da

2 7→ 5 7→ 2.

Dakle, dobijamo novi cikl (25), koji je du�ine 2. Cikli du�ine 2 zovu
se i transpozicije (samo dva elementa zamene svoja mesta). Vidimo da
se preostali elementi 3 i 9 ne pomeraju pri permutaciji σ: 3 7→,
odnosno 9 7→ 9. To se mo�e zapisati i u obliku ciklusa du�ine 1:
(3), odnosno (9). No, to su, po naxoj definiciji, zapravo identiqne
permutacije (3 se slika u 3, a ostali tako�e sami u sebe!), te ih qesto
i ne pixemo. Proverimo da li je

σ = (14867)(25).

Ovde treba napomenuti da znak za kompoziciju ◦ najqex�e ne�emo
pisati. Osim toga, podsetimo qitaoca da su ovo funkcije, te ova
oznaka znaqi da prvo deluje (25), a potom (14867). Nije texko prove-
riti da gorǌa jednakost zaista va�i. Ovako smo naxu permutaciju
prikazali o obliku proizvoda disjunktnih ciklusa (ciklusi (a1a2 . . . ak)
i (b1b2 . . . bl) su disjunktni ukoliko su {a1, a2, . . . , ak} i {b1, b2, . . . , bl}
disjunktni skupovi). Zapravo va�i slede�a teorema.

Teorema 3 Svaka permutacija iz Sn mo�e se na jedinstven naqin, do na
redosled faktora, predstaviti u obliku proizvoda disjunktnih ciklusa.

Ovu teoremu ne�emo dokazivati. Primetimo da va�i slede�e. Uko-
liko su ciklusi ρ i π disjunktni, onda je ρπ = πρ. To nije texko
direktno proveriti analiziraju�i gde se slikaju pojedini elementi.
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Ukoliko pak ciklusi nisu disjunktni, oni ne moraju da komutiraju:

(12)(23) = (123), (23)(12) = (132).

Primetimo da je

(a1a2 . . . ak) = (a2 . . . aka1) = · · · = (ak . . . a1a2 . . . ak−1).

U konkretnom sluqaju k = 4:

(a1a2a3a4) = (a2a3a4a1) = (a3a4a1a2) = (a4a1a2a3).

U vezi sa ovim, prirodno se postavǉa pitaǌe koliko u Sn ima
razliqitih ciklusa du�ine k, gde je k ≤ n. Na to pitaǌe nije texko
odgovoriti. Naime, najpre je potrebno iz skupa od n elemenata izab-
rati ǌih k. To se mo�e izvesti na

(
n
k

)
naqina. Ti elementi se me-

�usobno mogu pore�ati u ciklus du�ine k na k! naqina. No, videli smo
da neke od tih permutacija zapravo zadaju isti ciklus. Preciznije,
od datih k elemenata mo�e se formirati k!

k = (k − 1)! razliqitih
ciklusa. Dakle, razliqitih ciklusa du�ine k u Sn ima

(
n
k

)
(k − 1)! =

n(n−1)···(n−k+1)
k . Naravno, ovo se mo�e dokazati i na druge naqine.

Razmislite kako.
Pozabavimo se malo raqunaǌem sa ciklusima. Najpre, lako je

proveriti da je, ako su a, b, c me�usobno razliqiti, (ab)(bc) = (abc).
Opxtiji rezultat je slede�i. Ako su a1, a2, . . . , ak+l me�usobno razli-
qiti onda je:

(a1a2 . . . ak)(akak+1 . . . ak+l) = (a1a2 . . . ak+l),

za sve k ≥ 2, l ≥ 1. Koriste�i ovaj rezultat, lako se pokazuje da je
svaki ciklus proizvod transpozicija:

(a1a2)(a2a3) · · · (ak−1ak) = (a1a2 . . . ak).

Kako je svaka permutacija proizvod ciklusa to zakǉuqujemo da va�i
slede�i stav.

Stav 4 Svaka permutacija iz Sn mo�e se predstaviti u obliku proizvoda
transpozicija.

Ovde treba ista�i da predstavǉaǌe nije jedinstveno. Npr.

(12)(23)(34) = (14)(13)(12).

Ono xto jeste jedinstveno je parnost broja transpozicija koje se po-
javǉuju u faktorizaciji date permutacije. Taj rezultat tako�e ne�emo
dokazivati. Uka�imo samo da permutacije koje se mogu predstaviti
u obliku proizvoda parnog broja transpozicija zovemo parne per-
mutacije, dok se permutacije koje se predstavǉaju u obliku neparnog
broja transpozicija zovu neparne permutacije. Skup svih parnih per-
mutacija oznaqava se sa An i va�i slede�i stav.
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Stav 5 Za svako n > 2 je An 6 Sn i |An| = n!
2 .

Dokaz. Kako je identiqna permutacija oqigledno parna (zaxto?), to je
An 6= ∅. Osim toga, ako su σ i π parne permutacije, to je i σπ−1 parna
permutacija. Naime, ako je σ = τ1τ2 · · · τ2k, a π = φ1φ2 · · ·φ2l, predstav-
ǉaǌe ovih permutacija u obliku proizvoda parnog broja transpozi-
cija to je σπ−1 = τ1τ2 · · · τ2kφ2l · · ·φ2φ1 predstavǉaǌe u obliku proizvoda
parnog broja transpozicija (pojasniti ovu posledǌu jednakost).

Da bismo odredili red podgrupe An, izaberimo bilo koju trans-
poziciju τ . Tada mo�emo definisati funkciju Φ:An → Sn \ An sa:
Φ(π) := τπ. Nije texko uveriti se da je Φ bijekcija. Rezultat odavde
sledi (proveriti da je Φ bijekcija i objasniti kako se dobija tra�eni
rezultat). �

Ako je π ∈ Sn i (a1a2 . . . ak) jedan k-cikl tada je

π(a1a2 . . . ak)π−1 = (π(a1)π(a2) . . . π(ak)).

Ovo se lako mo�e proveriti. Spomenimo uzgred da je

(a1a2 . . . ak)−1 = (akak−1 . . . a1).

Videli smo da je grupa Sn generisana transpozicijama. To je
priliqno veliki generatorni skup. Zapravo se mogu na�i znatno jed-
nostavniji skupovi generatora za Sn.

Stav 6 Grupa Sn generisana je:

1. transpozicijama (12), (13), . . . , (1n);

2. transpozicijama (12), (23), (34), . . . (n− 1, n);

3. permutacijama (12) i (123 . . . n).

Dokaz.
1. Lako se mo�e proveriti da je (ab) = (1a)(1b)(1a). Dakle, sve trans-
pozicije se mogu dobiti pomo�u navedenih.

2. Dovoǉno je pokazati da mo�emo da dobijemo sve transpozicije
oblika (1a) za 2 ≤ a ≤ n. Naravno, (12) je ve� na spisku! Evo kako
dobijamo (13):

(13) = (12)(23)(12).

Sada kada imamo (13) nije texko dobiti i (14):

(14) = (13)(34)(13).

Uoqavamo pravilnost:

(1, k + 1) = (1k)(k, k + 1)(1k).
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Na ovaj naqin dobijamo sve transpozicije za koje znamo da generixu
Sn. Stoga i poqetne transpozicije generixu Sn.

3. Podsetimo se formule: π(a1 . . . ak)π−1 = (π(a1) . . . π(ak)) (veoma pa�ǉiv
qitalac je mo�da primetio da se ova formula krije i u identitetu
(13) = (12)(23)(12)). Ukoliko je π = (12 . . . n) dobijamo

(12 . . . n)(12)(12 . . . n)−1 = (23).

Kada smo dobili (23), nije nam texko da dobijemo i (34):

(12 . . . n)(23)(12 . . . n)−1 = (34).

Uoqavamo pravilnost:

(12 . . . n)(k, k + 1)(12 . . . n)−1 = (k + 1, k + 2),

za 1 ≤ k ≤ n − 2. Tako dobijamo sve transpozicije za koje znamo da
generixu Sn, pa prema tome zakǉuqujemo da i date dve permutacije
tako�e generixu Sn. �

Primetimo da parnost k-cikla zavisi od k. Zapravo je k-cikl
parna permutacija ako i samo ako je k neparan (pogledajte kako smo
k-cikl predstavili u obliku proizvoda transpozicija). To posebno
znaqi da je svaki cikl du�ine tri (tricikl!) jedna parna permutacija.
Va�i slede�i stav.

Stav 7 Ako je n ≥ 3, onda je An generisana ciklusima du�ine 3.

Dokaz. Ovo zapravo nije texko dokazati. Ukoliko je n = 3 i ne-
mamo xta da dokazujemo. Naime, S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}
((1) predstavǉa identiqnu permutaciju). Dakle, ovde je zapravo A3 =
{(1), (123), (132)}. Pretpostavimo stoga da je n ≥ 4. Kako je, prema
prethodnom stavu, skup {(12), (13), . . . , (1n)} jedan skup generatora grupe
Sn, to se i svaki element iz An mo�e predstaviti u obliku proizvoda
ovih elemenata. No, kako je u pitaǌu element iz An, on je predstavǉen
u obliku proizvoda parnog broja takvih transpozicija. Grupixu�i
ih dve po dve, dobijamo da je dovoǉno da poka�emo da se permutacije
oblika (1a)(1b), gde je a 6= b mogu predstaviti u obliku proizvoda cik-
lusa du�ine 3. No, zapravo je (1a)(1b) = (a1)(1b) = (a1b)! Dakle, to je
ve� ciklus du�ine 3. Ovim je dokaz zavrxen. �

Pozabavimo se sada pitaǌem odre�ivaǌa reda elemenata iz Sn.
Direktnom proverom se dobija da je ω((a1 . . . ak)) = k. Kako se svaka
permutacija mo�e predstaviti u obliku proizvoda disjunktnih cik-
lusa, to bi moralo biti korisno za odre�ivaǌe reda proizvoǉne per-
mutacije. Dokaza�emo jedan opxti stav.

Stav 8 Neka je G proizvoǉna grupa i a, b ∈ G su takvi da je:

1. ω(a) = m, ω(b) = n;
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2. ab = ba;

3. 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}.

Tada je ω(ab) = NZS(m,n).

Dokaz. Kako je ab = ba, to je za svaki k ∈ N: (ab)k = akbk. To se lako
dokazuje indukcijom. Radi kra�eg zapisa uvedimo oznake: s = ω(ab),
t = NZS(m,n). Osim toga, t = mt1 = nt2. Kako je

(ab)t = atbt = amt1bnt2 = (am)t1(bn)t2 = et1et2 = e,

to dobijamo s | t.
S obzirom da je s = ω(ab),

e = (ab)s = asbs.

Dobijamo da je as = (bs)−1. No, as ∈ 〈a〉, a (bs)−1 ∈ 〈b〉 te smo dobili
element iz preseka 〈a〉∩〈b〉. Kako je ovaj presek trivijalan, mora biti
as = e i (bs)−1 = e, tj. bs = e. No, s obzirom na to da je m = ω(a) i
n = ω(b), sledi da m | s i n | s. Imaju�i u vidu da je t = NZS(m,n),
dobijamo da t | s. Zakǉuqujemo da je s = t. �

Iz ovog rezultat mo�emo dobiti dve posledice.

Posledica 9 Ako su σ i τ disjunktni ciklusi iz Sn, onda je ω(στ) =
NZS(ω(τ), ω(σ)).

Dokaz. Da bismo primenili prethodni stav, dovoǉno je pokazati da
je 〈τ〉 ∩ 〈σ〉 = {(1)}. Pretpostavimo da je π ∈ 〈τ〉 ∩ 〈σ〉. Neka je σ =
(a1 . . . ak, a τ = (b1 . . . bl. Neka je i ∈ {1, . . . , n} proizvoǉan element. Ako
i 6∈ {a1, . . . , ak}, s obzirom da je π = σs, za neko s, mora biti π(i) = i.
Ako pak i ∈ {a1, . . . , ak}, onda i 6∈ {b1, . . . , bl}, te s obzirom da je π = τ t, za
neko t, mora biti π(i) = i. Zakǉuqujemo da je π identiqna permutacija,
te je presek trivijalan. �

Slede�i rezultat je generalizacija prethodnog.

Posledica 10 Ako je π = σ1 · · ·σk predstavǉaǌe permutacije π u obliku
proizvoda disjunknih ciklusa, onda je ω(π) = NZS(ω(σ1), . . . , ω(σk)).

Iskoristimo upravo dokazano na jednom primeru.

Primer 11 a) Ispitati da li u S7 postoji element reda 12.
b) Ispitati da li u S7 postoji element reda 8.

a) Element (1234)(567) je na osnovu prethodnih rezultata reda 12.
b) Pitaǌe se svodi na slede�e. Da li broj 8 mo�e biti najmaǌi
zajedniqki sadr�alac brojeva maǌih od ǌega? Da to nije mogu�e,
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mo�e se proveriti jednostavnom analizom. Ostavǉamo qitaocima da
se u to ubede.

Mi smo se do sada bavili cikliqnim, diedarskim i grupama per-
mutacija. Da li se mo�da neke od ovih grupa podudaraju? Nije texko
videti da su grupe S2 i A3 cikliqne grupe (reda 2 odnosno 3). Mnogo
je zanimǉivija slede�a qiǌenica:

D3
∼= S3.

Naime, grupa D3 je grupa simetrija jednakostraniqnog trougla. Oz-
naqimo temena tog trougla brojevima 1, 2 i 3. Svaka simetrija trougla
indukuje jednu permutaciju skupa svih temena, a time i skupa {1, 2, 3}.
Nije texko uveriti se koja permutacija odgovara kojoj simetriji troug-
la. Preporuqujemo qitaocima da nacrtaju crte� i sami odrede nave-
dene simetrije.

Slede�i primer je jox interesantniji.

Primer 12 Grupa rotacionih simetrija pravilnog tetraedra izomorfna je
grupi A4.

I ovde je dobro temena tetraedra numerisati brojevima od 1 do 4.
Svaka rotaciona simetrija indukuje permutaciju skupa temena. Tako
dobijamo funkciju iz grupe simetrija tetraedra u grupu A4 (uverite
se da dobijamo samo parne permutacije). No, ta funkcija ne samo da
je bijekcija, nego je i izomorfizam, poxto je u oba sluqaja operacija
u grupi zapravo kompozicija preslikavaǌa.

Primer 13 Grupa rotacionih simetrija kocke izomorfna je grupi S4.

razmotrimo najpre koliko ima rotacionih simetrija kocke. Kako
kocka ima 6 strana, to za svaki par strana postoje tri netrivijalne
rotacije kocke oko osa koje prolaze kroz centre naspramnih strana.
Rotacije su za π/2, π i 3π/2. Tako dobijamo 9 rotacija.

Kocka ima i 4 dijagonale i oko svake dijagonale postoje dve netriv-
ijalne rotacije — za uglove od 2π/3 i 4π/3. Dakle, dobijamo jox 8
rotacija.

Kocka ima i 12 ivica. Postoji 6 rotacija za π oko osa koje prolaze
kroz sredixta naspramnih ivica kocke.

Ukupno smo dobili 9+8+6+1 = 24 rotacije (dodali smo i identiqnu
transformaciju).

Svaka od rotacija permutuje dijagonale kocke. Tako se svaka rota-
cija mo�e videti i kao permutacija skupa od 4 elementa. Sve one
su razliqite, a ima ih 24 koliko i elemenata grupe S4. S obzirom
da su u oba sluqaja grupne operacije kompozicija funkcija dobijamo
da je tra�ena grupa simetrija izomorfna grupi S4. Preporuqujemo
qitaocima da detaǉnije prouqe ovaj primer i provere koje rotacije
odgovaraju kojim elementima iz S4.
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Za kraj ove lekcije doka�imo jednu jednostavnu, ali veoma va�nu
teoremu, koja pokazuje zaxto grupe permutacija imaju znaqajno mesto
u teoriji grupa.

Teorema 14 (Kejlijeva teorema) Svaka grupa G izomorfna je nekoj pod-
grupi grupe SG.

Dokaz. Ako je g ∈ G, sa Lg:G→ G oznaqimo bijekciju definisanu sa:

Lg(x) := g · x.

Jasno je da je Lg bijekcija poxto je Lg ◦ Lg−1 = idG(= Le). Dakle,
(Lg)−1 = Lg−1 . Osim toga:

Lg ◦ Lh = Lg·h.

Dakle, vidimo da je G′ = {Lg : g ∈ G} jedna podgrupa grupe SG.
Funkcija f :G→ G′ definisana sa f(g) = Lg ostvaruje izomorfizam

izme�u G i G′. �

U sluqaju da je grupa konaqna dobijamo slede�u posledicu.

Posledica 15 Svaka konaqna grupa reda n izomorfna je nekoj podgrupi
grupe Sn.
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