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Cikliqne grupe; izomorfizmi grupa
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Videli smo da je {ε, ρ, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5} jedna podgrupa grupe D6. Prime-
timo da je u ovoj grupi svaki element oblika ρk za neki ceo broj k.
Grupe sa ovim svojstvom nazivaju se cikliqne grupe.

Definicija 1 Grupa G je cikliqna grupa ukoliko postoji element x ∈ G
takav da je svaki element iz G oblika xm za neki ceo broj m, odnosno

G = {xm : m ∈ Z}.

Takav element zovemo generator cikliqne grupe.

U skladu sa definicijom grupe generisane nekim podskupom, cik-
liqna grupa je ona grupa koja je generisana jednoqlanim podskupom,
tj. jednim elementom. Ukoliko �elimo da istaknemo da je G cikliqna
grupa qiji je generator a, onda to pixemo ovako: G = 〈a〉.

Grupa rotacija pravilnog n-tougla, je tako�e cikliqna grupa i
ona je generisana rotacijom za ugao 2π/n. Navedimo jox neke primere
cikliqnih grupa.

• Zn = (Zn,+n) je cikliqna grupa generisana elementom 1. Ovde je
+n sabiraǌe po modulu n, a Zn = {0, 1, . . . , n− 1}, gde je n ≥ 2.

• Cn = {z ∈ C : zn = 1} je tako�e cikliqna grupa u odnosu na
mno�eǌe kompleksnih brojeva. To je grupa svih n-tih korena
iz jedinice i generisana je elementom e2iπ/n(= cos 2π

n + i sin 2π
n ).

Generator te grupe se zove i primitivni n-ti koren iz jedinice.

• (Z,+) je cikliqna grupa generisana elementom 1.

Primetimo da postoje i cikliqne grupe sa konaqno mnogo eleme-
nata, kao i cikliqne grupe sa beskonaqno mnogo elemenata. Zapravo
za svaki prirodan broj n ≥ 1 postoji cikliqna grupa sa n elemenata
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(u sluqaju da je n = 1 dobijamo trivijalnu grupu qiji je jedini ele-
ment neutral). Prirodno se postavǉa pitaǌe: da li su dve cikliqne
grupe sa istim brojem elemenata suxtinski razliqite? Ispostavǉa
se da je odgovor negativan — svake dve cikliqne grupe sa istim bro-
jem elemenata su izomorfne, ali �e vixe reqi o tome biti u narednim
lekcijama.

Uvodimo sada pojam reda grupe i reda elementa grupe.

Definicija 2 Ako je grupa G konaqna onda broj ǌenih elemenata zovemo
red grupe i oznaqavamo sa |G|. U sluqaju da je grupa beskonaqna, ka�emo da
je ona beskonaqnog reda.

Neka je a element neke grupe. Ukoliko ne postoji prirodan broj n ≥ 1
za koji je an = e, ka�emo da je element a beskonaqnog reda. Ukoliko takav
element postoji, onda je red elementa a, u oznaci ω(a) zadat sa:

ω(a) := min{m ≥ 1 : am = e}.

Stav 3 Red ma kog elementa neke grupe jednak je redu podgrupe generisane
tim elementom.

Dokaz. Ukoliko je element a beskonaqnog reda, onda je ak 6= al za sve
k 6= l. Naime, ako je ak = al za neke k i l pri qemu je k > l, onda je
ak−l = e, a k− l ≥ 1, xto protivreqi pretpostavci da je a beskonaqnog
reda. No, iz qiǌenice da je ak 6= al za k 6= l sledi da je podgrupa 〈a〉
beskonaqna.

Dakle, element beskonaqnog reda generixe beskonaqnu podgrupu.
Obratno, ako je podgrupa generisana elementom a beskonaqna onda ele-
ment a mora biti beskonaqnog reda. Pretpostavimo da je ω(a) = n ≥ 1.
Tvrdimo da je tada

〈a〉 = {e, . . . , an−1}

i da su svi ovi elementi razliqiti. Naime, svaki element iz 〈a〉 je
oblika am za neki ceo broj m. Podelimo sa ostatkom m sa n. Dobijamo
da je m = qn+ r, gde je 0 6 r < n. Tada je

am = (an)qar = eqar = ar ∈ {e, . . . , an−1}.

Zakǉuqujemo da je 〈a〉 = {e, . . . , an−1}. Ukoliko bi bilo ar = as za
neke 0 6 r < s < n, onda bi va�ilo i as−r = e, a to nije mogu�e, jer
je 0 < s − r < n, a n = ω(n). Zakǉuqujemo da su svi ovi elementi
razliqiti, te je red te podgrupe zaista n, a to je i red elementa a.�

Stav 4 Ako je element a beskonaqnog reda i m 6= 0, onda je i am beskonaqnog
reda. Ukoliko je ω(a) = n i m 6= 0 onda je

ω(am) =
n

NZD(m,n)
.
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Dokaz. Prvi deo tvr�eǌa se lako dokazuje. Naime, ako je (am)r = e,
onda je i amr = e, pa bi i a bio konaqnog reda. Dokaz drugog dela je
te�i.

Neka je d = NZD(m,n). Tada je m = m1d i n = n1d, pri qemu su m1

i n1 uzajamno prosti. Mi treba da doka�emo da je ω(am) = n1.

(am)n1 = amn1 = am1dn1 = am1n = (an)m1 = em1 = e.

Pretpostavimo da je k > 0 takav da je (am)k = e. Treba da poka�emo
da je n1 6 k. Dakle, amk = e i an = e (poxto je n = ω(a)). Postoje celi
brojevi q i r takvi da je mk = qn+ r, gde je 0 6 r < n. Dobijamo da je
amk = (an)qar, te sledi da je ar = e. No, n = ω(a) i 0 6 r < n, pa mora
biti r = 0. Dakle, n | mk. Dobijamo dn1 | dm1k, pa n1 | m1k. Kako su
m1 i n1 uzajamno prosti dobijamo da n1 | k, pa mora biti n1 6 k, xto
se i tra�ilo. �

Napomena. Primetimo da se u ovom dokazu ,,krije” i dokaz slede�eg
rezultata: ako je n red elementa a, onda za svaki l ∈ Z va�i

al = e ako i samo ako n | l.

Kako je ovaj rezultat od posebnog znaqaja, da�emo i ǌegov kompletan
dokaz.

• Pretpostavimo da je n = ω(a) i da je al = e. Podelimo l sa n.
Dobijamo da je l = qn+ r, gde je 0 6 r < n. No, tada je

e = al = aqn+r = (an)q · ar = eq · ar,

te dobijamo da je ar = e. Kako je 0 6 r < n = ω(a), to je mogu�e
jedino ako je r = 0. Dakle, n | l.

• Neka n | l. Tada je l = qn, za neki ceo broj q i dobijamo

al = aqn = (an)q = eq = e.

Primer 5 Odrediti red elementa 18 u grupi Z120.

Rexeǌe. Kako je 1 generator grupe Z120,

18 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
18

i NZD(18, 120) = 6, to je red elementa 18 jednak 120
6 = 20. ♣

Doka�imo sada teoremu o podgrupama cikliqne grupe.

Teorema 6 1) Svaka podgrupa cikliqne grupe i sama je cikliqna.
2) Ako je G cikliqna grupa konaqnog reda n i ako k | n, onda postoji taqno
jedna podgrupa H grupe G, koja je reda k.

3



Dokaz. 1) Neka je G = 〈a〉 i H 6 G. Ako je H = {e}, nemamo xta da
dokazujemo. U suprotnom neka je s = min{n > 0 : an ∈ H}. Pokaza�emo
da je H = 〈as〉. Kako je as ∈ H, to je i (as)m ∈ H za sve m ∈ Z, pa je
〈a〉 ⊆ H.

Pretpostavimo da x ∈ H. Kako je G cikliqna grupa, to je x = ak za
neki ceo broj k. Tada postoje celi brojevi q i r za koje je k = qs + r,
pri qemu je 0 6 r < s. Dakle, r = k− qs i dobijamo ar = ak(as)−k. Kako
je ak = x ∈ H i as ∈ H, to sledi da ar ∈ H. No, 0 6 r < s i po izboru
broja s mora biti r = 0. Dakle, x = ak = (as)q ∈ 〈as〉.

2) Kako je ω(a) = n i k | n, to je prema prethodnom stavu ω(an/k) = k i
podgrupa H, generisana elementom an/k je reda k. Pretpostavimo da
postoji jox jedna podgrupa H1 istog reda k. Kako je prema ve�dokazanom
podgrupa H1 cikliqna, onda je H1 = 〈al〉. Kako je ω(al) = |H1| = k, to je
(al)k = e. Dakle, akl = e, a ω(a) = n, pa dobijamo da n | kl. Kako k | n,
dobijamo da n

k | l, te je l = n
k l1 za neko l1. No, tada je al = (an/k)l1 ∈ H

i H1 ⊆ H. Kako je |H1| = k = |H|, to je H1 = H i tra�ena podgrupa je
zaista jedinstvena. �

Primer 7 Odrediti jedinstvenu podgrupu H reda 6 u grupi Z18.

Rexeǌe. Kako je 18/6 = 3, to je tra�ena podgrupa H generisana ele-
mentom 3 i H = {0, 3, 6, 9, 12, 15}. Napiximo i tablicu sabiraǌa u toj
podgrupi.

+18 0 3 6 9 12 15
0 0 3 6 9 12 15
3 3 6 9 12 15 0
6 6 9 12 15 0 3
9 9 12 15 0 3 6

12 12 15 0 3 6 9
15 15 0 3 6 9 12

♣

Uporedite ovu tablicu sa tablicom sabiraǌa u grupi Z6.

+6 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

Evidentno je da ove tablice vrlo sliqno izgledaju. To nije sluqajno.
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Pre�imo sada na pojam izomorfizma grupa.

Definicija 8 Neka su (G, ·) i (H, ∗) grupe. Ka�emo da su ove grupe izomorfne
ukoliko postoji bijekcija f :G→ H takva da je za sve x, y ∈ G:

f(x · y) = f(x) ∗ f(y).

Bijekcija iz ove definicije zove se izomorfizam grupa G i H. Qi-
ǌenicu da je grupa G izomorfna grupi H zapisujemo ovako: G ∼= H.

Ukoliko je e neutral u G, a ε neutral u H i f :G→ H izomorfizam,
va�i slede�e:

• f(e) = ε;

• f(x−1) = f(x)−1.

Naime, f(e) = f(e · e) = f(e) ∗ f(e), te sledi da je f(e) = ε. Sliqno,
ε = f(e) = f(x·x−1) = f(x)∗f(x−1), pa zakǉuqujemo da je f(x−1) = f(x)−1.

Stav 9 Ako je f :G → H izomorfizam grupa, onda je i f−1:H → G, tako�e
izomorfizam.

Dokaz. Jasno je da f−1 : H → G postoji, poxto je f bijekcija. Treba
pokazati da je f−1(u∗v) = f−1(u) ·f−1(v) za sve u, v ∈ H. Kako je f ,,na“,
to postoje x i y tako da je u = f(x) i v = f(y). No, tada je

f−1(u ∗ v) = f−1(f(x) ∗ f(y)) = f−1(f(x · y)) =

= (f−1 ◦ f)(x · y) = idG(x · y) = x · y = f−1(u) · f−1(v).

�
Izomorfizam quva red elementa u grupi.

Stav 10 Ako je f :G→ H izomorfizam i x ∈ G, onda je ω(f(x)) = ω(x).

Dokaz. Razmotrimo najpre sluqaj kada je x beskonaqnog reda. Poka�i-
mo da je i f(x) tako�e beskonaqnog reda. U suprotnom, je (f(x))n = ε
za neko n > 0. No, tada je f(xn) = f(e), a kako je f ,,1–1“ zakǉuqujemo
da je xn = e, xto protivreqi pretpostavci da je x beskonaqnog reda.
Zakǉuqujemo da da je i f(x) beskonaqnog reda.

Neka je n = ω(x). Tada je f(x)n = f(xn) = f(e) = ε, pa dobijamo
da je i f(x) konaqnog reda m i da m | n. No, xm = (f−1(f(x)))m =
f−1(f(x)m) = f−1(ε) = e, pa n | m. Dakle, m = n. �

Napomena. Ovde smo iskoristili ranije dokazani rezultat da je za
element z neke grupe ispuǌeno: zm = e ako i samo ako ω(z) | m.

Zapravo, dve izomorfne grupe su potpuno identiqne po svojim al-
gebarskim svojstvima; jedino se mogu razlikovati po prirodi svojih
elemenata.

U prethodnoj lekciji dosta pa�ǌe posve�eno je cikliqnim grupama.
Ispostavǉa se da va�i slede�a teorema.
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Teorema 11 Svaka cikliqna grupa izomorfna je ili grupi Z ili grupi Zn
za neko n ≥ 1.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je G beskonaqna cikliqna grupa. To
znaqi da postoji element a ∈ G takav da je

G = {am : m ∈ Z}.

Osim toga, xk 6= xl ukoliko je k 6= l. U ovom sluqaju definiximo
f : Z → G sa: f(m) = am. Jasno je da je f bijekcija (zaxto?). Treba
samo proveriti da je f(m + n) = f(m) · f(n) za sve m,n ∈ Z. No, to je
zapravo ranije navedeno svojstvo: am+n = am · an. Zakǉuqujemo da je
u ovom sluqaju G ∼= Z.

Pretpostavimo da je G konaqna cikliqna grupa, tj. da je za neki
element a ∈ G

G = {e, a, . . . , an−1},

za neki prirodan broj n ≥ 2 (sluqaj n = 1 je jednostavan, tu dobijamo
samo trivijalnu grupu {e}). Dokaza�emo da je u ovom sluqaju G ∼= Zn.
Definixemo funkciju f : Zn → G sa: f(k) := ak. Kao i u prethodnom
sluqaju, jasno je da je f bijekcija. Treba samo pokazati da je

f(k +n l) = f(k) · f(l).

Podsetimo se da je, za k, l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}:

k +n l =
{

k + l, k + l < n
k + l − n, k + l ≥ n.

Ukoliko je k + l < n, dobijamo da je

f(k) · f(l) = ak · al = ak+l = f(k + l) = f(k +n l).

U sluqaju da je k + l ≥ n,

f(k)·f(l) = ak·al = ak+l = a(k+nl)+n = ak+nl·an = ak+nl·e = ak+nl = f(k+nl).

Dakle, f je zaista izomorfizam i zakǉuqujemo da je Zn ∼= G. �

Sada znamo da je jedinstvena podgrupa reda 6 u grupi Z18, qiju smo
tablicu sabiraǌa ranije zapisali, izomorfna grupi Z6, xto objaxn-
java sliqnost ǌihovih tablica sabiraǌa.
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