
ALGEBRA
Komutativni prsteni sa jedinicom

Zoran Petrovi�

Deveto predavaǌe

U ovoj lekciji prelazimo na izuqavaǌe algebarskih struktura sa
dve binarne operacije, koje obiqno zovemo sabiraǌe i mno�eǌe. Pre-
�imo na definiciju osnovnog objekta, koji �emo ovde prouqavati.

Definicija 1 Komutativan prsten sa jedinicom je struktura (A,+, ·) za
koju va�i

• (A,+) je Abelova grupa;

• (A, ·) je komutativan monoid;

• Za sve x, y, z ∈ A va�i: x · (y + z) = x · y + x · z.

Neutral za sabiraǌe (operaciju + u prstenu) u komutativnom prstenu
A oznaqavamo sa 0 (ili ponekad, zbog preciznosti, sa 0A) i zovemo
nulom prstena A, dok neutral za mno�eǌe (operaciju · u prstenu) oz-
naqavamo sa 1 (ili ponekad, zbog preciznosti, sa 1A) i zovemo jedinicom
prstena A.

Svi prsteni, sa kojima u daǉem budemo radili, bi�e komutativni
prsteni sa jedinicom i kratko �emo ih zvati prsteni. U svakom
prstenu A, za svaki element a ∈ A, va�i: a · 0A = 0A. Evo kako to
mo�emo pokazati:

a · 0A = a · (0A + 0A) = a · 0A + a · 0A.

Korix�eǌem qiǌenice da je (A,+) Abelova grupa, dobijamo da je

0A = a · 0A.

Ukoliko bi u prstenu A va�ilo: 0A = 1A (primetimo da nigde nismo
zahtevali da je nula prstena razliqita od ǌegove jedinice), dobili
bismo da za svako a ∈ A va�i:

a = a · 1A = a · 0A = 0A,

pa bi bilo A = {0A}. Takav prsten nazivamo nula prsten. U daǉem
�emo uvek pretpostaviti da je 0A 6= 1A.
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Primetimo jox da je u svakom prstenu ispuǌeno: −a = (−1A) · a.
Naime,

a+(−1A)·a = 1A ·a+(−1A)·a = a·1A+a·(−1A) = a·(1A+(−1A)) = a·0A = 0A,

te sledi da je zaista (−1A) · a = −a. Na sliqan naqin se dokazuju i
drugi identiteti poput, na primer, (−a) · b = −(a · b), (−a) · (−b) = a · b
itd.

Struktura (A, ·) je monoid, pa u ǌoj neki elementi mogu imati in-
verz. Jasno je da to ne mo�e biti 0, poxto je 0 · a = 0 6= 1 za svaki
element a ∈ A. Stoga je prirodno posmatrati sve one elemente iz
A \ {0} koji imaju inverz u odnosu na mno�eǌe. Skup svih takvih
elemenata oznaqava�emo sa U(A). Jasno je da je (U(A), ·) jedna komu-
tativna grupa i zva�emo je grupom invertibilnih elemenata prstena.
Dakle, kada ka�emo da je neki element prstena invertibilan, mislimo
na invertibilnost u odnosu na operaciju mno�eǌa, poxto u odnosu na
sabiraǌe svaki element sigurno ima svoj suprotni element. Ukoliko
je U(A) = A \ {0}, prsten A je poǉe.

Navedimo neke primere komutativnih prstena sa jedinicom:

• Z;

• Zn = (Zn,+n, ·n);

• R;

• Q;

• C.

Naravno da +n i ·n oznaqavaju operacije sabiraǌa i mno�eǌa po mo-
dulu n. Primetimo da su posledǌa tri prstena zapravo poǉa, dok
prvi to sigurno nije, a drugi za neke n jeste, a za neke n nije. Zapravo
va�i slede�e.

U(Zn) = Φ(n) (pogledajte ranija predavaǌa).

Dakle,
Zn je poǉe ako i samo ako je n prost broj.

Va�an primer prstena qini i prsten polinoma sa koeficijentima
u nekom komutativnom prstenu sa jedinicom A i neodre�enom X, tj.
prsten A[X]. Mi se ne�emo detaǉno baviti konstrukcijom navedenog
prstena, prihvati�emo ga kao skup svih formalnih izraza oblika
a0 + a1X + · · ·+ anX

n, pri qemu ai ∈ A, za sve i, a sabiraǌe i mno�eǌe
se izvodi kao xto izvodimo sabiraǌe i mno�eǌe polinoma sa kojima
smo radili u sredǌoj xkoli. Dakle,

A[X] = {a0 + a1X + · · ·+ anX
n : n ∈ N, ai ∈ A}.
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No, za razliku od polinoma iz sredǌe xkole, neka pravila prestaju
da va�e. Na primer, podsetimo se pojma stepena polinoma. Ukoliko
je p = a0 +a1X+ · · ·+anX

n, pri qemu je an 6= 0, onda je stepen polinoma
p bax n. Taj polinom p je moniqan ukoliko je tu an = 1. U sredǌoj
xkoli smo navikli da je stepen proizvoda dva polinoma jednak zbiru
ǌihovih stepena:

deg (ab) = deg a+ deg b,

gde je sa deg a oznaqen stepen polinoma a. No, posmatrajmo primer dva
polinoma iz Z6[X]. Neka je a = 2 + 3X, a b = 1 + 2X. Tada je

a · b = (2 + 3X) · (1 + 2X) = 2 +X.

Primetimo da su operacije u prstenu Z6 sabiraǌe i mno�eǌe po mo-
dulu 6, te kako je 2 ·6 3 = 0 i sl. dobijamo navedeni rezultat. Fenomen,
koji se ovde pojavio sastoji se u tome da proizvod dva nenulta ele-
menta ipak mo�e biti jednak 0.

Definicija 2 Za element a 6= 0, komutativnog prstena sa jedinicom A,
ka�emo da je pravi deliteǉ nule u A ukoliko postoji b ∈ A \ {0} takav da je
a · b = 0.

Stav 3 U poǉu nema pravih deliteǉa nule.

Dokaz. Pretpostavimo da u poǉu F postoje pravi deliteǉi nule, tj.
da postoje a i b takvi da je a 6= 0 i b 6= 0, a da je a · b = 0. Kako je a 6= 0,
a u poǉu svaki element razliqit od nule ima inverz, postoji element
a−1 za koji va�i a−1 · a = 1. Tako dobijamo da je

0 = a−1 · 0 = a−1 · (a · b) = (a−1 · a) · b = 1 · b = b,

xto protivreqi pretpostavci b 6= 0. �

Definicija 4 Komutativan prsten sa jedinicom u kome nema pravih delite-
ǉa nule zovemo oblast celih ili domen.

Dakle, na osnovu prethodnog stava, svako poǉe je domen, no ima i dome-
na koji nisu poǉa. Na primer, Z je domen koji nije poǉe. Zanimǉiv
je slede�i rezultat.

Stav 5 Svaki konaqan domen je poǉe.

Dokaz. Pretpostavimo da je A konaqan domen i da je a ∈ A\{0}. Treba
pokazati da a ima inverz. U tu svrhu, posmatrajmo funkciju La:A→ A
definisanu sa La(x) = a · x, za x ∈ A. Ova funkcija je ,,1–1”. Naime,
ako je La(x) = La(y), onda je a · x = a · y, pa je a · (x − y) = 0. Kako je
A domen, a a ∈ A \ {0}, mora biti x− y = 0, tj. x = y. No, svaka ,,1–1”
funkcija koja slika konaqan skup u ǌega samog mora biti bijekcija.
Zakǉuqujemo da je La bijekcija, pa postoji a′ tako da je La(a′) = 1, tj.
postoji a′ ∈ A za koji je a · a′ = 1, te a ima inverz. �
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Definicija 6 Element a ∈ A je regularan ukoliko iz a · x = a · y sledi da
je x = y.

Dakle, regularni elementi su oni elementi ,,sa kojima mo�emo skra-
titi” neke jednakosti. Primetimo da su invertibilni elementi oba-
vezno i regularni, ali da regularni elementi ne moraju biti in-
vertibilni. Naime, jasno je da u Z svaki element razliqit od nule
regularan, a da samo 1 i −1 imaju inverz u Z. No, stav 5 nije texko
uopxtiti.

Stav 7 U svakom konaqnom prstenu svaki regularan element je invertibi-
lan.

Uputstvo: Pogledajte dokaz stava 5. �

Dakle, svaki element u konaqnom prstenu je ili deliteǉ nule ili
invertibilan. Ukoliko skup svih deliteǉa nule u prstenu A oznaqimo
sa Z(A), ovaj rezultat mo�emo kratko zapisati i na slede�i naqin.
Ako je A konaqan komutativan prsten sa jedinicom onda je

A = Z(A) t U(A).

Kao xto u teoriji grupa imamo pojam podgrupe neke grupe, tako i
u teoriji komutativnih prstena sa jedinicom imamo pojam potprstena
sa jedinicom.

Definicija 8 Neka su (A,+, ·) i (B,+′, ·′) komutativni prsteni sa jedini-
com pri qemu je B ⊆ A. Ukoliko je za sve x, y ∈ B ispuǌeno:

x+ y = x+′ y, x · y = x ·′ y

i 1A = 1B , onda je B jedan potprsten sa jedinicom prstena A.

Primetimo da tako�e va�i i 0A = 0B, no ta se qiǌenica mo�e izvesti
iz preostalih, xto nije taqno za jednakost 1A = 1B. Na primer, neka
je A = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} i B = {(0, 0), (1, 0)}, gde su operacije
definisane po koordinatama, a na svakoj koordinati su sabiraǌe,
odnosno mno�eǌe po modulu 2. Tada B jeste komutativan prsten sa
jedinicom, no jedinica u B je element (1, 0), a jedinica u A je (1, 1).
Stoga B nije potprsten sa jedinicom prstena A.

Va�niji od pojma potprstena je pojam ideala.

Definicija 9 Neka je A komutativan prsten sa jedinicom i I neprazan
podskup od A. Tada je I ideal u A ukoliko

1. za sve x, y ∈ I: x+ y ∈ I;

2. za sve a ∈ A i x ∈ I: a · x ∈ I.
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Primetimo da 0 ∈ I za svaki ideal I. Naime, kako je I neprazan,
to postoji x ∈ I. No, tada je i 0 = 0 · x ∈ I. Oznaka I / A oznaqava da
je I ideal u A.

Sa idealima se mogu vrxiti operacije sabiraǌa i mno�eǌa kao i
sa elementima.

Definicija 10 Neka su I i J ideali prstena A.

1. I + J := {x+ y : x ∈ I, y ∈ J};

2. I · J := {x1y1 + · · · + xnyn : xi ∈ I za sve i = 1, n, yj ∈ J za sve j =
1, n, i sve n ≥ 1}.

Direktna provera pokazuje da su I+J i I ·J zaista ideali u prstenu A.
Primetimo da je I · J zapravo najmaǌi ideal koji sadr�i sve mogu�e
proizvode elemenata iz I sa elementima iz J .

Kao i u sluqaju podgrupa, presek dva ideala I∩J jeste ideal, dok je
ǌihova unija I∪J ideal ako i samo ako je jedan od tih ideala sadr�an
u drugom. Zapravo, ako posmatramo samo operaciju sabiraǌa, prime-
timo da su ideali podgrupe grupe (A,+), a znamo da iz qiǌenice da
je unija dve podgrupe podgrupa, sledi da je jedna od ǌih sadr�ana u
drugoj. Drugi smer se lako proverava.

Navedimo neke primere.

Primer 11 Ako je A komutativan prsten sa jedinicom i a ∈ A proizvoǉan
element, onda je

〈a〉 := {r · a : r ∈ A},

ideal. Ovaj ideal naziva se glavni ideal generisan elementom a.

Kako je r · a+ s · a = (r + s) · a, kao i s · (r · a) = (sr) · a, vidimo da je 〈a〉
zaista ideal u prstenu A. ♣

Primer 12 Svaki ideal u Z je oblika 〈m〉 za neki prirodan broj m.

Neka je I / Z. Kako je (I,+) podgrupa grupe (Z,+), to na osnovu
prethodnog znaǌa o podgrupama grupe Z, dobijamo da je I = 〈m〉. ♣

Napomena: Ideal 〈m〉 oznaqava se i sa mZ (skup svih celobrojnih
umno�aka broja m).

Primer 13 Neka su m i n pozitivni celi brojevi. Odrediti:

〈m〉 · 〈n〉, 〈m〉+ 〈n〉, 〈m〉 ∩ 〈n〉.

Pre svega, 〈a〉 · 〈b〉 = 〈ab〉 va�i u svakom prstenu i za sve elemente a i
b (proverite!). Stoga je 〈m〉 · 〈n〉 = 〈mn〉. Na osnovu definicije:

〈m〉+ 〈n〉 = {mx+ ny : x, y ∈ Z}.

5



Kako mi znamo da je 〈m〉+ 〈n〉 sigurno glavni ideal, potrebno je samo
odrediti koji je ǌegov generator. No, nije potrebno mnogo razmixǉa-
ti o tome. Iz gorǌe jednakosti se prosto name�e da je

〈m〉+ 〈n〉 = 〈d〉,

gde je d = NZD(m,n). Pre svega, dobro nam je poznato da uvek postoje
p, q ∈ Z za koje je mp + nq = d. Stoga, d ∈ 〈m〉 + 〈n〉, pa mora biti i
〈d〉 ⊆ 〈m〉 + 〈n〉. No, kako d | m i d | n, to postoje m1 i n1 takvi da je
m = dm1 i n = dn1. Ukoliko je mx+ny proizvoǉan element iz 〈m〉+〈n〉
dobijamo:

mx+ ny = dm1x+ dn1y = d(m1x+ n1y),

te zakǉuqujemo da mx+ ny ∈ 〈d〉, te je zaista 〈m〉+ 〈n〉 = 〈d〉.
Odredimo jox i 〈m〉 ∩ 〈n〉. Primetimo da x ∈ 〈m〉 ∩ 〈n〉 ako i samo

ako m | x i n | x. No, to upravo znaqi da je 〈m〉 ∩ 〈n〉 = 〈NZS(m,n)〉. ♣

Primer 14 U prstenu Z[X] postoji ideal koji nije glavni.

Posmatrajmo ideal I generisan sa dva elementa 2 i X, I = 〈2, X〉
(oznaka 〈S〉 oznaqava najmaǌi ideal (koji uvek postoji jer je presek
ma koje kolekcije ideala ideal) koji sadr�i skup S; u sluqaju da je
S = {x1, . . . , xn} pixemo 〈x1, . . . , xn〉, umesto 〈{x1, . . . , xn}〉). Ovaj ideal
sigurno nije glavni. Naime, pretpostavimo da je

〈2, X〉 = 〈a(X)〉,

za neki polinom a(X). Kako je 2 ∈ 〈a(X)〉, to mora biti 2 = a(X) · b(X)
za neki polinom b(X). To znaqi da je a(X) konstantan polinom. No, iz
qiǌenice da X ∈ 〈a(X)〉, sledi da a(X) | X, pa mora biti a(X) = 1, ili
a(X) = −1. To bi znaqilo da je 1 = 2p(X) + Xq(X) za neke polinome
p(X), q(X) ∈ Z[X]. No, zamenom 0 umesto X dobijamo da je tada 1 =
2p(0), te bi sledilo da 1

2 ∈ Z. Zakǉuqujemo da navedeni ideal nije
glavni. ♣

Primer 15 Neka je K ma koje poǉe. Tada je svaki ideal u prstenu K[X]
glavni.

U dokazu �emo koristiti qiǌenicu da za polinome a(X) i b(X) iz
K[X] za koje je b(X) 6= 0 postoje i jednoznaqno su odre�eni polinomi,
q(X) i r(X) takvi da je

a(X) = q(X)b(X) + r(X), r(X) = 0 ili deg r(X) < deg b(X).

Ovo je poznato euklidsko deǉeǌe polinoma, ili deǉeǌe sa ostatkom,
sa kojim smo upoznati u sredǌoj xkoli (doduxe samo za realne, odnosno
kompleksne polinome, ali �emo samo takve sluqajeve u primenama i
razmatrati).
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Neka je I / K[X]. Ukoliko je I = {0}, jasno je da je I glavni ideal
generisan elementom 0. Pretpostavimo stoga da je I 6= {0}. Neka je
µ moniqan polinom najmaǌeg stepena koji se nalazi u I. Taj polinom
sigurno postoji poxto je I ideal. Doka�imo da je I = 〈µ〉. Posmatraj-
mo proizvoǉni element a ∈ I. Na osnovu rezultata navedenog gore,
postoje polinomi q i r (qitalac sigurno prime�uje da ponekad poli-
nome oznaqavamo sa a(X), a ponekad i samo sa a, kao i da proizvod dva
elementa u prstenu ponekad pixemo bez oznake operacije mno�eǌa)
takvi da je a = qµ+ r, pri qemu je stepen polinoma r maǌi od stepena
polinoma µ, ili je r = 0. Kako a, µ ∈ I, dobijamo da je r = a−qµ tako�e
iz I. No, ukoliko je r 6= 0, mno�eǌem inverzom vode�eg koeficijenta
od r dobili bismo da se u I nalazi moniqan polinom stepena maǌeg od
stepena polinoma µ xto protivreqi izboru polinoma µ. Zakǉuqujemo
da mora biti r = 0, tj. da µ | a, te da a ∈ 〈µ〉, qime je dokaz zavrxen.♣

Primer 16 Neka je K poǉe i I / K. Tada je I = {0}, ili je I = K.

Pretpostavimo da je I ideal u K i da je I 6= {0}. To znaqi da ideal
I sadr�i neki element x 6= 0. Ukoliko je a ma koji element iz K,
dobijamo da i a pripada idealu I. Naime, kako je I ideal, a x 6= 0, to
postoji x−1 i element (ax−1) ·x mora pripadati idealu I, a jasno je da
je taj element jednak elementu a. ♣

Primer 17 Neka je A ma koji komutativan prsten sa jedinicom i u ∈ U(A).
Tada je 〈u〉 = A.

Dokaz se izvodi na isti naqin kao u prethodnom primeru. ♣

Pre�imo sada na pojam homomorfizma prstena.

Definicija 18 Neka su (A,+, ·) i (B,+′, ·′) dva komutativna prstena sa
jedinicom. Funkcija f :A → B je homomorfizam prstena ukoliko je f(1A) =
1B i ukoliko za sve x, y ∈ A va�i:

f(x+ y) = f(x) +′ f(y) i f(x · y) = f(x) ·′ f(y).

Primer 19 Funkcija ρn: Z→ Zn zadata sa ρn(x) := ρ(x, n), gde je sa ρ(x, n)
oznaqen ostatak pri deǉeǌu x sa n, je jedan homomorfizam prstena.

Ovaj homomorfizam �emo iskoristiti da opixemo ideale u prstenima
Zn, no pre toga �emo navesti neke opxte rezultate o homomorfizmima.

Definicija 20 Neka je f :A → B homomorfizam komutativnih prstena sa
jedinicom. Jezgro homomorfizma f , u oznaci Ker(f) definixe se sa:

Ker(f) := {x ∈ A : f(x) = 0B}.

Stav 21 Neka je f :A → B homomorfizam komutativnih prstena sa jedini-
com. Tada va�i:

7



a) Ker(f) / A;

b) ako je J / B onda je f−1[J ] / A;

v) ako je I / A i f ,,na”, onda je f [I] / B.

Dokaz.

a) Neka x, y ∈ Ker(f). Tada je

f(x+ y) = f(x) +′ f(y) = 0B +′ 0B = 0B ,

pa x+ y ∈ Ker(f).
Ukoliko je x ∈ Ker(f) i a ∈ A:

f(a · x) = f(a) ·′ f(x) = f(a) ·′ 0B = 0B ,

te a · x ∈ Ker(f).

b) Neka je J ideal u B i x, y ∈ f−1[J ]. To znaqi da je f(x) ∈ J i
f(y) ∈ J . Kako je J ideal, zakǉuqujemo da i f(x+ y) = f(x) +′ f(y) ∈ J .
Dakle, x+ y ∈ f−1[J ].

Tako�e, ukoliko je x ∈ f−1[J ] i a ∈ A, dobijamo da je f(a ·x) = f(a) ·′
f(x) ∈ J , poxto f(x) ∈ J , a J je ideal. Zakǉuqujemo da a · x ∈ f−1[J ].

v) Neka su u, v ∈ f [I]. To znaqi da je u = f(x) i v = f(y) za neke x, y ∈ I.
Kako je I ideal, to je x+ y ∈ I, a kako je u+′ v = f(x) +′ f(y) = f(x+ y),
zakǉuqujemo da je u+′ v ∈ f [I].

Ukoliko je u ∈ f [I], a b ∈ B, s obzirom da je po pretpostavci f ,,na”,
dobijamo da postoji a ∈ A tako da je b = f(a). Osim toga je u = f(x) za
neko x ∈ I. Kako je I ideal, a·x pripada I, pa je b·′u = f(a)·f(x) = f(a·x)
iz f [I]. �

Primetimo da je, kao i u sluqaju homomorfizma grupa, Ker(f) =
{0A} ako i samo ako je homomorfizam f injektivan.

U opxtem sluqaju direktna slika ideala ne mora biti ideal. Na
primer, jasno je da funkcija i: Z → Q definisana sa i(x) = x za sve
x ∈ Z, jeste homomorfizam (to je inkluzija prstena celih brojeva u
poǉe racionalnih brojeva). No,

i[〈2〉] = {2m : m ∈ Z},

a to oqigledno nije ideal u Q, poxto su, na osnovu ranije dokazanog,
jedini ideali u Q: {0} i Q.

Primer 22 Neka je n ≥ 2 ceo broj. Tada je svaki ideal u Zn glavni.

Iskoristi�emo homomorfizam ρn: Z→ Zn, koji je i ,,na”. Neka je J/Zn.
Tada je ρ−1

n [J ] / Z. Na osnovu strukture ideala prstena Z, znamo da
postoji m ≥ 0 takav da je ρ−1

n [J ] = 〈m〉. No, tada je

J = ρn[ρ−1
n [J ]] = ρn[〈m〉] = 〈ρn(m)〉.
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Primetimo da jednakost J = ρn[ρ−1
n [J ]] sledi iz qiǌenice da je ρn ,,na”,

dok je jasno da je f [〈a〉] = 〈f(a)〉 za svaki epimorfizam (homomorfizam
koji je ,,na”) f i svaki element a (poka�ite da je ovo taqno!). ♣

Napomena. Mo�da je qitalac primetio da smo ovaj rezultat mogli da
doka�emo kao i u sluqaju prstena celih brojeva. Naime, svaki ideal u
Zn je i podgrupa cikliqne grupe, pa je time i sama cikliqna. A znamo
kako izgledaju cikliqne podgrupe grupe Zn. U ovom dokazu samo treba
obratiti pa�ǌu na qiǌenicu da je svaka podgrupa od Zn zaista ideal
(u sluqaju prstena Z, to je trivijalno ispuǌeno, poxto se mno�eǌe
elementima iz Z zapravo svodi na sabiraǌe (uz eventualno mno�eǌe
sa −1 koje odgovara tra�eǌu suprotnog elementa)). Qiǌenica da je
to ispuǌeno i za Zn zahteva mali dokaz. Razmislite malo o tome.

Primer 23 Navesti primer komutativnog prstena sa jedinicom i podgrupe
aditivne grupe tog prstena, koja nije ideal.

Posmatramo prsten A = Z2×Z2. Ovde su operacije definisane po koor-
dinatama i zapravo je A direktan proizvod prstena Z2 i Z2 (ponovite
pojam direktnog proizvoda algebri). Skup {(0, 0), (1, 1)} je podgrupa
aditivne grupe tog prstena, ali nije ideal poxto element (1, 0)·(1, 1) =
(1, 0) ne pripada tom skupu, a (1, 1) mu pripada. ♣

Primer 24 Na�i sve ideale u prstenu Z12.

Znamo da su svi ideali u ovom prstenu glavni. Tako�e znamo da je
svaki element u Z12 ili deliteǉ nule ili invertibilan. Kako svaki
invertibilan element generixe, prema jednom od ranije navedenih
primera, ceo prsten, ostaje da se vidi koje ideale generixu deliteǉi
nule. Primetimo da je m ∈ Z12 deliteǉ nule ako i samo ako 2 | m ili
3 | m (zaxto?). Stoga je

Z(Z12) = {0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10}.

Primetimo da, poxto je 5 ∈ U(Z12) i 10 = 5 ·12 2 imamo da je 〈10〉 = 〈2〉
(razmislite kako se ovo mo�e generalisati). Tako�e je 9 = −3 =
(−1) · 3, pa je i 〈9〉 = 〈3〉. Dobijamo da je i 〈8〉 = 〈4〉.

S druge strane, 〈2〉 6= 〈4〉. Naime, pretpostavimo da 2 ∈ 〈4〉. Tada
bi postojao m ∈ Z12 takav da je 2 = 4 ·12 m. To bi znaqilo da postoji
ceo broj q takav da je 2 = 4m+ 12q. Deǉeǌem sa 2 dobili bismo da je
1 = 2m+ 6q za neke cele brojeve m i q xto svakako nije mogu�e. Kako
je oqigledno 4 ∈ 〈2〉, to dobijamo da je 〈4〉 ⊂ 〈2〉 (ideal generisan sa 4
je pravi podskup ideala generisanog sa 2). Na sliqan naqin se dobija
da je 〈6〉 ⊂ 〈3〉. Qitaocima ostavǉamo da se uvere da su svi razliqiti
ideali prstena Z12 slede�i:

〈0〉, 〈2〉, 〈3〉, 〈4〉, 〈6〉,Z12

U daǉem �emo pretpostaviti da su svi ideali sa kojima radimo
pravi, tj. da nisu jednaki celom prstenu.
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Definicija 25 Neka je I / A. Na A definixemo relaciju kongruencije po
modulu I sa:

a ≡ b (mod I) akko a− b ∈ I.

Proverimo da je ova relacija zaista kongruencija.

Refleksivnost. Kako je a− a = 0 ∈ I, to je zaista a ≡ a (mod I) za sve
a ∈ A.

Simetriqnost. Neka je a ≡ b (mod I). To znaqi da a− b ∈ I, no, mno�e-
ǌem sa (−1) dobijamo da b − a = (−1)(a − b) pripada I, pa je b ≡ a
(mod I).

Tranzitivnost. Neka je a ≡ b (mod I) i b ≡ c (mod I). Dakle, a− b ∈ I i
b− c ∈ I. No, tada je i

a− c = (a− b) + (b− c) ∈ I,

te je a ≡ c (mod I).

Slagaǌe sa +. Neka je a ≡ a′ (mod I) i b ≡ b′ (mod I). Dakle, a− a′ ∈ I
i b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

(a+ b)− (a′ + b′) = (a− a′) + (b− b′) ∈ I.

Slagaǌe sa ·. Neka je a ≡ a′ (mod I) i b ≡ b′ (mod I). Dakle, a− a′ ∈ I i
b− b′ ∈ I. Dobijamo da je

a · b− a′ · b′ = (a · b− a′ · b) + (a′ · b− a′ · b′) = (a− a′) · b+ a′ · (b− b′) ∈ I.

Primetimo da je klasa ekvivalencije elementa a zapravo skup

a+ I = {a+ x : x ∈ I}.

Skup klasa ekvivalencije oznaqavamo sa A/I. Na osnovu prethodnog
dobijamo da je struktura (A/I,+, ·) jedan komutativan prsten sa je-
dinicom gde su operacije + i · definisane sa:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I, (a+ I) · (b+ I) := (a · b) + I.

Naravno da neke od ovih zagrada ne�emo uvek zapisivati.
Kao i u sluqaju grupa, va�e i teoreme o izomorfizmima za prstene.

Navex�emo samo prvu.

Teorema 26 (Teorema o izomorfizmima za prstene) Neka je f :A→ B homo-
morfizam komutativnih prstena sa jedinicom. Tada je f̃ :A/Ker(f) → Im(f)
zadato sa:

f̃(a+ Ker(f)) := f(a)

izomorfizam komutativnih prstena sa jedinicom.
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Dokaz. Proverimo najpre da je f̃ dobro definisano. U tu svrhu, neka
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To znaqi da a−b ∈ Ker(f), tj. da je f(a) = f(b).
Zakǉuqujemo da je f̃ zaista dobro definisano.

Proverimo da je f̃ homomorfizam.

f̃((a+ Ker(f)) + (b+ Ker(f))) = f̃((a+ b) + Ker(f)) = f(a+ b) =

= f(a) + f(b) = f̃(a+ Ker(f)) + f̃(b+ Ker(f)).

f̃((a+ Ker(f)) · (b+ Ker(f))) = f̃((a · b) + Ker(f)) = f(a · b) =

= f(a) · f(b) = f̃(a+ Ker(f)) · f̃(b+ Ker(f)).

Jasno je da je f̃ ,,na”. Ostaje da se proveri da je f̃ ,,1–1”.

f̃(a+ Ker(f)) = f̃(b+ Ker(f)) =⇒ f(a) = f(b)
=⇒ f(a− b) = 0
=⇒ a− b ∈ Ker(f)
=⇒ a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

Proverimo jox i da f̃ slika jedinicu prstena u jedinicu prstena:

f̃(1A + Ker(f) = f(1A) = 1B .

Zakǉuqujemo da je f̃ zaista jedan izomorfizam komutativnih prstena
sa jedinicom. �

Primer 27 Neka je I / A. Tada je p:A→ A/I jedan epimorfizam. ♣

Primer 28 Za sve n ≥ 1 va�i: Z/nZ ∼= Zn.

Homomorfizam ρn: Z → Zn, dat ranije, je ,,na”, a osim toga Ker(ρn) =
nZ, te rezultat sledi. ♣

Ve� smo u prethodnoj lekciji naveli pojam direktnog proizvoda
dva prstena, a i poznat nam je opxti pojam direktnog proizvoda alge-
bri, no ipak dajmo i tu definiciju.

Definicija 29 Neka su (A1,+1, ·1), . . . (An,+n, ·n) komutativni prsteni sa
jedinicom. Na Dekartovom proizvodu

A = A1 × · · · ×An,

zadajemo strukturu komutativnog prstena sa jedinicom sa:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) := (a1 +1 b1, . . . , an +n bn)

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) := (a1 ·1 b1, . . . , an ·n bn)
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Primetimo da je 0A = (0A1 , . . . , 0An
) i 1A = (1A1 , . . . , 1An

).

Stav 30 Neka sum1, . . . ,mn pozitivni celi brojevi za koje je: NZD(mi,mj) =
1 za sve i 6= j. Tada je

Z/(m1 · · ·mn)Z ∼= (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ).

Dokaz. Definiximo homomorfizam

f : Z→ (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ)

sa:
f(x) = (x+m1Z, . . . , x+mnZ).

Ostavǉamo qitaocima da provere da je f zaista homomorfizam. Odre-
dimo jezgro ovog homomorfizma. Neka je x ∈ Ker(f). To znaqi da je
f(x) = (m1Z, . . . ,mnZ), tj. to znaqi da x ∈ m1Z, . . . , x ∈ mnZ. Dakle,
u jezgru se nalaze oni celi brojevi, koji su deǉivi svim brojevima
m1, . . . ,mn. Kako su mi uzajamno prosti to jezgro qine umnoxci od
m1 · · ·mn, tj.

Ker(f) = (m1 · · ·mn)Z.

Dobijamo da je
Z/(m1 · · ·mn)Z ∼= Im(f).

No, kako je Z/mZ ∼= Zm, to je

|Z/(m1 · · ·mn)Z| = m1 · · ·mn = |(Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ)|.

Zakǉuqujemo da f mora biti ,,na”. Time smo dobili tra�eni izomor-
fizam. �

Posledica 31 (Kineska teorema o ostacima) Neka sum1, . . . ,mn pozitivni
celi brojevi koji su par po par uzajamno prosti i x1, . . . , xn proizvoǉni celi
brojevi. Tada postoji ceo broj x takav da je

x ≡ x1 (mod m1)

x ≡ x2 (mod m2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ xn (mod mn)

Ako je x′ neki drugi ceo broj koji zadovoǉava navedeni sistem kongruencija,
onda je

x ≡ x′ (mod m1 · · ·mn).
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Dokaz. Posmatrajmo element

(x1 +m1Z, . . . , xn +mnZ) ∈ (Z/m1Z)× · · · × (Z/mnZ).

Kako je homomorfizam f , iz dokaza prethodne teoreme, ,,na”, to postoji
x ∈ Z koji se slika u navedeni element, tj. postoji x ∈ Z za koji je

x+m1Z = x1 +m1Z, . . . , x+mnZ = xn +mnZ,

no, to upravo znaqi da je

x ≡ x1 (mod m1), . . . , x ≡ xn (mod mn).

Ukoliko je x′ drugi ceo broj koji zadovoǉava navedene kongruencije,
to znaqi da je f(x) = f(x′), tj.

x− x′ ∈ Ker(f) = (m1 · · ·mn)Z,

kao xto je i tvr�eno. �

Stav 32 Ako su prsteni A i B izomorfni, onda je (U(A), ·) ∼= (U(B), ·)

Dokaz. Jasno je da se invertibilni elementi pri svakom homomor-
fizmu slikaju u invertibilne elemente. Naime, ako je a ∈ U(A), to
znaqi da postoji a′ takav da je a · a′ = 1A. No, tada je f(a) · f(a′) =
f(a · a′) = f(1A) = 1B, pa i f(a) ima inverz.

Prema tome, f [U(A)] ⊆ U(B) za svaki homomorfizam f :A → B.
Ukoliko je f izomorfizam i b ∈ U(B), to postoji a ∈ A takav da
je f(a) = b. No, element b ima inverz, pa je b · b′ = 1B za neki
b′ ∈ B. Element b′ je slika nekog elementa a′: f(a′) = b′. No, tada je
f(a ·a′) = f(a) ·f(a′) = b · b′ = 1B, te kako je f ,,1–1”, mora biti a ·a′ = 1A

te a ima inverz. Zakǉuqujemo da f uspostavǉa bijekciju izme�u U(A)
i U(B). Kako je f homomorfizam, dobijamo tra�eni izomorfizam. �

Stav 33 Va�i jednakost: U(A1 × · · · ×An) = U(A1)× · · · × U(An).

Dokaz. Neka je a = (a1, . . . , an) ∈ A1 × · · · ×An. Tada

a ∈ U(A1 × · · · ×An) ⇐⇒ postoji b ∈ A : a · b = 1
⇐⇒ postoje bi ∈ Ai t. d. ai · bi = 1 za sve i

⇐⇒ a1 ∈ U(A1), . . . , an ∈ U(An)
⇐⇒ a ∈ U(A1)× · · · × U(An).

�

Teorema 34 Ako su m1, . . . ,mn par po par uzajamno prosti pozitivni celi
brojevi, onda je

Zm1···mn
∼= Zm1 × · · · × Zmn

i
ϕ(m1 · · ·mn) = ϕ(m1) · · ·ϕ(mn),

gde je ϕ Ojlerova funkcija.
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Dokaz. Kako je Zm
∼= Z/mZ, to prvi rezultat sledi iz stava 6. Osim

toga, ϕ(m) = |U(Zm)|, te rezultat za Ojlerovu funkciju sledi iz stava
8 i stava 9. �

Grupe U(Zn) imaju zanimǉivu strukturu, no mi se ǌima ne�emo
detaǉno baviti. No, ipak �emo, zbog primena, dokazati da je za svaki
prost broj p grupa U(Zp) cikliqna. Zapravo, dokaza�emo opxtiji
rezultat, ali pre toga moramo da doka�emo nexto u vezi Abelovih
grupa.

Stav 35 Neka je A Abelova grupa reda m i neka za svako d, koje deli m,
postoji najvixe d elemenata a ∈ A za koje je da = 0. Tada je grupa A cikliqna.

Dokaz. Doka�imo najpre slede�i rezultat, koji je i sam po sebi za-
nimǉiv: ∑

d|m

ϕ(d) = m.

Posmatrajmo cikliqnu grupu G reda m. Kao xto znamo, ona ima taqno
jednu podgrupu reda d za svaki d koji je delilac broja m. Osim toga,
cikliqna grupa reda d ima taqno ϕ(d) generatora. Sledi da u cik-
liqnoj grupi reda m ima taqno ϕ(d) elemenata reda d (svaki element
reda d generixu istu podgrupu grupe G) za svako d koje deli m. Stoga
jednakost sledi.

Vratimo se naxoj grupi A. Oznaqimo sa ψA(d) broj elemenata reda
d u A. Svaki element x ∈ A je nekog reda d, gde d | m. To znaqi da je∑

d|m

ψA(d) = m.

S druge strane, ako je ψA(d) > 0, onda u grupi A postoji element a,
koji je reda d. Posmatrajmo podgrupu A′ generisanu tim elementom.
U ǌoj ima d elemenata i za svako z ∈ A′ va�i dz = 0. To znaqi da su
svi elementi x ∈ A za koje je dx = 0 sadr�ani u podgrupi A′. Dakle,
svaki element reda d u A je sadr�an u cikliqnoj podgrupi A′, koja
je reda d. No, mi znamo da u cikliqnoj grupi reda d ima taqno ϕ(d)
generatora, tj. elemenata reda d. Zakǉuqujemo da va�i slede�e: ako
je za neko d, koje deli m, ψA(d) > 0, onda je za to d: ψA(d) = ϕ(d). S
obzirom da je ∑

d|m

ϕ(d) = m =
∑
d|m

ψA(d),

zakǉuqujemo da je za sve d, koji dele m ispuǌeno ψA(d) = ϕ(d). To
posebno znaqi da je i ψA(m) = ϕ(m) > 0, pa u A ima elemenata reda m,
te je grupa A zaista cikliqna. �

Teorema 36 Neka je F poǉe i G konaqna podgrupa grupe (F \ {0}, ·). Tada je
G cikliqna grupa.
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Dokaz. Poka�imo najpre da svaki polinom p(X) iz F [X] stepena n
ima najvixe n nula u poǉu F . Dokaz se izvodi indukcijom po stepenu
polinoma p(X).

Za n = 1 nema xta da se dokazuje, jasno je da polinom ima taqno
jednu nulu u F .

Pretpostavimo da je n > 1 i da je tvr�eǌe taqno za sve polinome
stepena maǌeg od n. Ako polinom p(X) nema nijednu nulu u poǉu
F , onda je tvr�eǌe ispuǌeno. Pretpostavimo da p(X) ima neku nulu
a ∈ F . Euklidsko deǉeǌe polinoma p(X) polinomom X − a daje:

p(X) = (X − a)q(X) + r,

gde je r = 0, ili je to konstantan ne-nula polinom. No, s obzirom da
je p(a) = 0, dobijamo da je r = 0. Stoga je p(X) = (X−a)q(X). Polinom
q(X) je stepena n−1 i po indukcijskoj hipotezi ima najvixe n−1 nulu
u F . Kako je svaka nula polinoma p(X) ili jednaka a ili je neka nula
polinoma q(X) zakǉuqujemo da p(X) ima najvixe n nula u F .

Pre�imo sada na dokaz naxe teoreme. Teoremu �emo dokazati tako
xto �emo se uveriti da grupa G ispuǌava uslove prethodnog stava
(jasno je da je G komutativna grupa). S obzirom da ovde koristimo
multiplikativnu notaciju, treba da poka�emo da za svaki d koji deli
red grupe G, u grupi G ima najvixe d elemenata a za koje je ad = 1 .
No, G ⊂ F i element a ∈ G za koji je ad = 1 u G(tj. u F ) je zapravo nula
polinoma Xd− 1 iz F [X]. Ovo je polinom stepena d i prema prethodno
dokazanom, on ima najvixe d nula u F . Zakǉuqujemo da su uslovi
za primenu prethodnog stava ispuǌeni te dobijamo da je G cikliqna
grupa. �

Dakle, dokazali smo da je svaka konaqna podgrupa multiplikativne
grupe poǉa cikliqna. Istaknimo jox jednom da se radi o konaqnim
podgrupama. Naravno da multiplikativna grupa proizvoǉnog poǉa F ,
tj. grupa (F \ {0}, ·) ne mora biti cikliqna! Npr. (R \ {0}, ·), (C \ {0}, ·)
sigurno nisu cikliqne (ti skupovi su neprebrojivi!).

Pogledajmo kako mo�emo iskoristiti qiǌenicu da je (Zp \ {0}, ·p)
cikliqna grupa. Pre svega, uvedimo terminologiju.

Definicija 37 Ma koji generator grupe (Zp \ {0}, ·p) zove se primitivni
koren modulo p.

Stav 38 Neka je r ma koji primitivni koren modulo p. Tada je sa:

indr(a) = x akko rx = a,

definisan izomorfizam indr: (Zp \ {0}, ·p)→ (Zp−1,+p−1).

Dokaz. Ovaj stav je zapravo samo preformulacija i preciziraǌe
tvr�eǌa da je grupa (Zp \ {0}, ·p) cikliqna.
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Kako je r primitivni koren modulo p, to za svako a ∈ Zp\{0} postoji
taqno jedno x ∈ Zp−1 za koje je rx = a. Naime, r je generator navedene
grupe, pa je svaki element u toj grupi neki stepen od r. Kako ta grupa
ima p− 1 elemenata, to x ∈ Zp−1. Mi treba da proverimo da li je indr

homomorfizam, tj. da li je

indr(a ·p b) = indr(a) +p−1 indr(b),

za sve a, b ∈ Zp \ {0}. Neka je x = indr(a) i y = indr(b). Dakle, rx = a i
ry = b. Tada je

a ·p b = rx ·p ry = rx+y.

S obzirom na qiǌenicu da je ω(r) = p− 1, to je

rx+y = rx+p−1y,

pa dobijamo da je
a ·p b = rx+p−1y,

te je
indr(a ·p b) = x+p−1 y = indr(a) +p−1 indr(b).

Dakle, indr je zaista homomorfizam, a da je bijekcija sledi iz qi-
ǌenice da je ω(r) = p− 1. �

Primer 39 Na�i sve primitivne korene modulo 13.

Za poqetak potra�imo bar jedan primitivni koren. Poqnimo od 2:

21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 3, 25 = 6, 26 = 12, 27 = 11, 28 = 9

29 = 5, 210 = 10, 211 = 7,

dok je, naravno, 20 = 1. Dakle, zaista je 〈2〉 = Z13 \ {0}. Da bismo
naxli sve primitivne korene modulo 13, napravimo tablicu za ind2.

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ind2(a) 0 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6

S obzirom da je 2ind2(a) = a, nije texko izvrxiti proveru.
Ova tablica nam omogu�ava da na�emo i sve ostale primitivne

korene modulo 13. Naime, podsetimo se da va�i slede�e:

Ako je ω(r) = n onda je ω(rm) = n ako i samo ako je NZD(n,m) = 1.

Poxto je u naxem sluqaju ω(2) = 12, to je ω(2m) = 12 ako i samo ako
je NZD(m, 12) = 1, tj. ako i samo ako je m ∈ {1, 5, 7, 11}. Dakle, ostali
primitivni koreni po modulu 13 su: 6(= 25), 11(= 27) i 7(= 211). ♣

Primer 40 Rexiti kongruenciju

x5 ≡ 7 (mod 13).
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Ve� znamo da je 2 primitivni koren po modulu 13. Primenom ind2 na
datu kongruenciju dobijamo da je

5y ≡ 11 (mod 12),

gde smo sa y oznaqili ind2(x) ∈ Z12. Tako smo primenom ind2 jednu kon-
gruenciju petog stepena sveli na linearnu, koja se lako mo�e rexiti.
S obzirom da je 5 ·12 5 = 1, dobijamo da je

y ≡ 7 (mod 12).

Dakle, kako je y = ind2(x), dobijamo da je

x ≡ 11 (mod 13).

♣
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