
ALGEBRA
Konaqno generisane Abelove grupe

Zoran Petrovi�

Osmo predavaǌe

Abelove, ili komutativne, grupe su one grupe u kojima svaka dva
elementa komutiraju, tj. za svaka dva elementa x i y Abelove grupe
G va�i: xy = yx. Qesto se, a to �emo i mi uraditi, u sluqaju da se
razmatraju Abelove grupe, za operaciju u grupi koristi oznaka +, a
za neutral 0.

Kao xto se se�amo, diedarska grupa Dn mo�e se zadati sa dva
generatora r i s izme�u kojih va�e relacije:

s2 = e, rn = e, sr = rn−1s.

Znamo da ta grupa ima slo�enu i zanimǉivu strukturu. Pretpostavimo
da sada razmatramo Abelovu grupu zadatu sa dva generatora r, i s i
relacijama

2s = 0, nr = 0, s + r = (n− 1)r + s.

Vidimo da nam posledǌa relacija daje (n− 2)r = 0, a iz te relacije i
druge relacije dobijamo da je 2r = 0. Sada razlikujemo dva sluqaja.

1. n = 2k + 1: Tada, iz 2r = 0 i (2k + 1)r = 0, dobijamo da je r = 0.
Dakle, dovoǉan je zapravo samo jedan generator s i za ǌega va�i
2s = 0. Vidimo da je data grupa izomorfna grupi Z2.

2. n = 2k: Vidimo da je tada relacija nr = 0 posledica relacije
2r = 0, te zapravo imamo grupu sa dva generatora r i s i dve relacije
2r = 0 i 2s = 0. Zakǉuqujemo da je grupa o kojoj se radi izomorfna
grupi Z2 × Z2.

Napomena: Zapravo je grupa koju smo razmatrali nixta drugo do
Abelizacija diedarske grupe, pa smo dobili rezultat, koji smo i
oqekivali.

Vidimo da smo bez ve�ih problema bili u mogu�nosti da identi-
fikujemo o kojoj se grupi zapravo radi samo na osnovu generatora
i relacija me�u ǌima. To je tako u sluqaju proizvoǉne Abelove
grupe sa konaqno mnogo generatora. Ispostavǉa se da je svaka konaqno
generisana Abelova grupa izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih
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grupa. Naravno da ovako nexto ni pribli�no ne va�i za proizvoǉne
grupe!

Uvedimo jox neku terminologiju karakteristiqnu za Abelove grupe.
Ako su B, C podgrupe Abelove grupe A, neka je

B + C := {b + c : b ∈ B, c ∈ C}.

Zapravo je B + C najmaǌa podgrupa grupe A, koja sadr�i kao svoje
podgrupe i podgrupu B i podgrupu C. Prirodno je zvati je sumom
podgrupa B i C. Ukoliko za te podgrupe va�i i B∩C = {0}, govorimo
o direktnoj sumi podgrupa, u oznaci B⊕C. Kao i kod vektorskih pros-
tora, u sluqaju direktne sume svaki element te sume se na jedinstven
naqin mo�e prikazati u obliku zbira jednog elementa iz B i jednog
elementa iz C. Opxtije, ukoliko su B1, . . . , Bn podgrupe Abelove grupe
A, onda se definixe ǌihova suma B1 + · · ·+ Bn sa:

B1 + · · ·+ Bn := {b1 + · · ·+ bn : bi ∈ Bi za sve i = 1, n}.

Ova suma je direktna ukoliko se svaki element iz te sume na taqno
jedan naqin mo�e predstaviti u navedenom obliku. Ekvivalentno,
suma je direktna ukoliko za sve i = 2, n va�i:

(B1 + · · ·+ Bi−1) ∩Bi = {0}.

Nije texko uveriti se da je

B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Bn
∼= B1 ×B2 × · · · ×Bn,

gde naravno B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Bn oznaqava direktnu sumu. Izomorfizam

f : B1 ×B2 × · · · ×Bn → B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Bn

dat je sa: f(b1, b2, . . . , bn) = b1 + b2 + · · ·+ bn.
Pre nego xto pre�emo na opxti sluqaj, pozabavi�emo se najpre

pojmom slobodne Abelove grupe (sa konaqno mnogo generatora).

Definicija 1 Neka je F Abelova grupa i x1, . . . , xn ∈ F . Tada je F slo-
bodna Abelova grupa sa sistemom slobodnih generatora [x1, . . . , xn] ukoliko
za svaku Abelovu grupu A i elemente a1, . . . , an ∈ A postoji taqno jedan ho-
momorfizam f : F → A za koji je f(xi) = ai za sve i = 1, n.

Ovo bi trebalo da nas podseti na stav o odre�enosti linearnog pre-
slikavaǌa iz predmeta Linearna algebra (linearno preslikavaǌe je
u potpunosti zadato kada je zadato na baznim vektorima).

Primetimo najpre da me�u slobodnim generatorima ne sme biti
nikakvih relacija. Drugim reqima, va�i slede�i stav.

Stav 2 Ako je F slobodna Abelova grupa sa sistemom slobodnih generatora
[x1, . . . , xn] i ako je

m1x1 + · · ·+ mnxn = 0,

za neke mi ∈ Z, onda mora biti m1 = · · · = mn = 0.
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Dokaz. Pretpostavimo da bar jedan od mi nije jednak nuli. Neka je
to npr. m2. Uoqimo Abelovu grupu Z i element 1 ∈ Z. Po definiciji
slobodne Abelove grupe, postoji taqno jedan homomorfizam f : F → Z
takav da je f(x2) = 1 i f(xi) = 0 za sve i 6= 2. No, to znaqi da se
element m1x1 + · · ·+ mnxn, koji je po pretpostavci jednak 0 u F , slika
u element m2 6= 0 u Z. Ova kontradikcija nam pokazuje da su svi mi

jednaki nuli. �

Navedeni stav pojaxǌava terminologiju—grupa je slobodna zato
xto ima generatore me�u kojima ne postoje veze (kao u pesmi: ,,Osta�u
slobodan, ne�u se vezati, va�no je samo . . . ”).

Ispostavǉa se da su dve slobodne Abelove grupe sa istim brojem
slobodnih generatora izomorfne.

Stav 3 Neka je F slobodna Abelova grupa sa sistemom slobodnih generatora
[x1, . . . , xn] i F ′ slobodna Abelova grupa sa sistemom slobodnih generatora
[x′1, . . . , x

′
n]. Tada je F ∼= F ′.

Dokaz. Na osnovu definicije slobodne Abelove grupe, postoji taqno
jedan homomorfizam f : F → F ′ i taqno jedan homorfizam g: F ′ → F za
koje je f(xi) = x′i i g(x′i) = xi za sve i = 1, n. No, tada je za sve i = 1, n,
(g ◦ f)(xi) = xi i (f ◦ g)(x′i) = x′i. Kako i identiqni homomorfizmi
idF , odnosno idF ′ imaju ista svojstva, to, na osnovu jedinstvenosti,
zakǉuqujemo da je

g ◦ f = idF , f ◦ g = idF ′ .

Odavde sledi da je F ∼= F ′. �

Stav 4 Grupa Zn je slobodna Abelova grupa sa slobodnim sistemom genera-
tora

[(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)].

Dokaz. Treba pokazati da su ispuǌeni navedeni uslovi iz defini-
cije. U tu svrhu, neka je A proizvoǉna Abelova grupa i a1, . . . , an ∈ A.
Tada je homomorfizam f : Zn → A zadat sa:

f(m1, m2, . . . ,mn) := m1a1 + m2a2 + · · ·+ mnan.

Nije texko proveriti da je f zaista homomorfizam. Osim toga

f(1, 0, . . . , 0) = m1, f(0, 1, . . . , 0) = m2, · · · , f(0, 0, . . . , 1) = mn.

Naravno, jasno je i da je ovo jedini naqin da se zada tra�eni homo-
morfizam. �

Dakle, svaka slobodna Abelova grupa sa konaqnim sistemom gene-
ratora izomorfna je jednoj od grupa Zn za neko n ≥ 1. Va�i i vixe
od toga.

Stav 5 Ako je Zr ∼= Zs, onda je r = s.
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Dokaz. Pretpostavimo da je r ≤ s. U dokazu �emo koristiti znaǌe
Linearne algebre. Naime, primetimo da se u grupi Zs nalaze i ele-
menti kanonske baze vektorskog prostora Rs, tj. vektori

e1 = (1, 0, . . . , ), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , es = (0, 0, . . . 1).

To znaqi da su svi navedeni bazni vektori celobrojne linearne kom-
binacije od r vektora

f(1, 0, . . . , 0), f(0, 1, . . . , 0), . . . , f(0, 0, . . . , 1),

gde je f izomorfizam koji postoji po pretpostavci. To znaqi da tih r
vektora qini generatrisu prostora Rs koji je dimenzije s. No, znamo
da ne mo�e maǌe od s vektora generisati vektorski prostor dimenzije
s. Stoga mora biti r ≥ s. Kako smo pretpostavili da je r ≤ s, dobijamo
da je r = s. �

Da rezimiramo. Svaka slobodna Abelova grupa sa konaqno mnogo
generatora izomorfna je taqno jednoj od grupa Zn za neko n ≥ 1.
Posebno, dve slobodne Abelove grupe sa konaqno mnogo generatora
su izomorfne ako i samo ako imaju isti broj generatora.

Pozabavimo se sada podgrupama slobodnih Abelovih grupa. U
sluqaju grupe sa jednim generatorom, tj. beskonaqne cikliqne grupe,
odgovor nam je dobro poznat. Svaka podgrupa slobodne grupe sa jednim
slobodnim generatorom x je generisana elementom nx za neko n ≥ 0.
Sluqaj u kome imamo vixe generatora je znatno slo�eniji.

Poxto �emo u dokazima koji slede qesto prelaziti sa jednog sis-
tema generatora na drugi, korisno je izdvojiti slede�u lemu.

Lema 6 Ako je [x1, x2, . . . , xn] sistem slobodnih generatora i t2, . . . , tn ∈ Z,
onda je i

[x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn, x2, . . . , xn]

sistem slobodnih generatora.

Dokaz. Kako je jasno da se generatori iz prvog sistema na jedinstven
naqin mogu izraziti preko generatora iz drugog sistema, to rezultat
neposredno sledi. �

Pre�imo na glavni rezultat o podgrupama slobodnih Abelovih
grupa sa konaqno mnogo generatora.

Teorema 7 Neka je F slobodna Abelova grupa sa n slobodnih generatora i
R podgrupa od F . Tada postoji sistem slobodnih generatora [x1, x2, . . . , xn]
grupe F i nenegativni celi brojevi d1, d2, . . . , dn za koje je

R = 〈d1x1〉 ⊕ 〈d2x2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈dnxn〉,

pri qemu di | di+1 za sve i = 1, n− 1.
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Napomena. Pre dokaza ove teoreme, potrebno je ista�i da je mogu�e
da neki od brojeva di budu jednaki 0. No, tu se podrazumeva da ako je
neki dk jednak 0, to su i svi di za i ≥ k (poxto di | di+1 — jox mo�emo
da ,,podnesemo” da napixemo da 0 | 0, ali da 0 deli neki broj razliqit
od 0 zaista nema nikakvog smisla!).

Dokaz teoreme. Dokaz izvodimo po broju n, tj. po broju slobodnih
generatora grupe.

n = 1. U ovom sluqaju je sve jasno kao xto smo ve� napomenuli.

Pretpostavimo da je n > 1 i da je tvr�eǌe taqno za slobodne grupe
sa maǌe od n generatora. Naravno, ukoliko R = {0}, nemamo xta da
dokazujemo, tada su svi di jednaki nuli, a i sistem slobodnih genera-
tora je ma koji. Pretpostavimo stoga da je R netrivijalna podgrupa.
Broj d1 zadajemo sa:

d1 := min{m1 > 0 : za neki sistem slobodnih generatora

[x1, . . . , xn] i neke m2, . . . ,mn ∈ Z, m1x1 + · · ·+ mnxn ∈ R}.
Da pojasnimo malo kako smo zadali d1. Posmatramo sve mogu�e sis-
teme slobodnih generatora (obratite pa�ǌu na qiǌenicu da razma-
tramo sistem, dakle ure�enu n-torku, a ne skup — kao i u Linearnoj
algebri baza je ure�ena n-torka vektora, a ne samo skup vektora) i
sve linearne kombinacije elemenata tog sistema, koje pripadaju pod-
grupi R. Kako je podgrupa netrivijalna, to za svaki sistem postoji
bar jedna netrivijalna linearna kombinacija u toj podgrupi. Osim
toga, kako je R podgrupa, sa svakim svojim elementom sadr�i i ǌegov
suprotan element te stoga ima linearnih kombinacija sa pozitivnim
koeficijentima. Tako�e, permutovaǌem qlanova sistema posti�emo
da je bax prvi koeficijent pozitivan. U svakom sluqaju, d1 jeste
dobro definisan pozitivan ceo broj.

Poka�imo najpre da postoji bar jedan sistem slobodnih generatora
[y1, . . . , yn] takav da d1y1 ∈ R.

Na osnovu definicije d1, postoji neki sistem slobodnih generatora
[x1, . . . , xn] i celi brojevi m2, . . . ,mn tako da

d1x1 + m2x2 + · · ·+ mnxn ∈ R.

Doka�imo da tada d1 | mi za sve i = 2, n. Pretpostavimo da to nije
taqno i neka npr. d1 ne deli m2. To znaqi da postoje celi brojevi q i
r za koje va�i:

m2 = d1q + r, 0 < r < d1.

Tada je

d1x1 + m2x2 + · · ·+ mnxn = d1x1 + (d1q + r)x2 + · · ·+ mnxn

= d1(x1 + qx2) + rx2 + · · ·+ mnxn

= rx2 + d1(x1 + qx2) + · · ·+ mnxn.
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Na osnovu Leme 6, sistem [x2, x1 + qx2, . . . , xn] je tako�e sistem slo-
bodnih generatora (zaxto?), a prvi koeficijent u prikazu jednog ele-
menta iz R u tom sistemu je maǌi od d1, koji je po pretpostavci naj-
maǌi takav. Zakǉuqujemo da d1 | mi za sve i = 2, n. To znaqi da je
mi = d1ti za sve i = 2, n i neke ti ∈ Z. Dakle,

d1(x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn) ∈ R.

Tra�eni sistem je [x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn, x2, . . . , xn].
Dakle, pokazali smo da za bar jedan slobodan sistem generatora

[y1, y2, . . . , yn] element d1y1 pripada R. Neka je R1 = 〈y2, . . . , yn〉 ∩ R,
gde je sa 〈y2, . . . , yn〉 naravno oznaqena podgrupa od F koju generixu
y2, . . . , yn. Tvrdimo da je tada

R = 〈d1y1〉 ⊕R2.

Najpre je
〈d1y1〉 ∩R2 ⊆ 〈y1〉 ∩ 〈y2, . . . , yn〉 = {0},

poxto su y1, y2, . . . , yn slobodni generatori i me�u ǌima nema netri-
vijalnih veza. Stoga je suma 〈d1y1〉 + R1 zaista direktna. Da bismo
pokazali da je ta suma jednaka R, uzmimo ma koji element x ∈ R. To
znaqi da je za neke mi ∈ Z:

x = m1y1 + m2y2 + . . . + mnyn.

Ukoliko m1 nije deǉiv sa d1, postoje q1 i r1 takvi da je m1 = d1q1 + r1,
pri qemu je 0 < r1 < d1. No, tada

r1y1 + m2y2 + . . . + mnyn = x− qd1y1 ∈ R,

a kako je 0 < r1 < m1, to protivreqi izboru d1. Dakle, zaista d1 | m1,
te je m1 = q1d1. Dobijamo da je

x = q1(d1y1) + (m2y2 + · · ·+ mnyn) ∈ 〈d1y1〉+ R1.

Kako je R1 podgrupa slobodne Abelove grupe sa maǌe od n gene-
ratora, po induktivnoj hipotezi sledi da za neki slobodan sistem
generatora [z2, . . . , z2] te slobodne grupe i neke di ≥ 0 takve da di | di+1

za i = 2, n− 1 va�i

R1 = 〈d2z2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈dnzn〉.

Dakle, zaista je

R = 〈d1y1〉 ⊕ 〈d2z2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈dnzn〉

za neki slobodan sistem generatora [y1, z2, . . . , zn] slobodne grupe F .
Ostaje samo da se poka�e da je d1 | d2. No, postupamo kao i ranije.
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Ukoliko d1 ne deli d2, zapixemo d2 u obliku d2 = qd1 + r, gde je 0 <
r < d1. Kako je

d1y1 + d2z2 + · · ·+ dnzn ∈ R,

to dobijamo
rz2 + d1(y1 + qz2) + · · ·+ dnzn ∈ R,

a kako je 0 < r < d1 i [z2, y1 + qz2, . . . , zn] jedan sistem slobodnih gene-
ratora, to smo dobili kontradikciju s obzirom na izbor broja d1.
Dakle, zaista d1 | d2 i dokaz je zavrxen. �

Iskoristi�emo prethodno dobijenu teoremu o podgrupama slobodne
grupe za dokaz qiǌenice da je svaka konaqno generisana Abelova grupa
izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih grupa.

Teorema 8 Neka je A konaqno generisana Abelova grupa. Tada postoje pozi-
tivni celi brojevi d1, . . . , dk i prirodan broj s takvi da di | di+1 za sve
i = 1, k − 1 i da je

A ∼= Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
× Zs. (1)

Dokaz. Kako je A konaqno generisana, to postoji konaqno mnogo eleme-
nata a1, . . . , an ∈ A tako da je A = 〈a1, . . . , an〉. Neka je F slobodna grupa
sa n generatora x1, . . . , xn. Na osnovu definicije slobodne grupe i qi-
ǌenice da su ai generatori grupe A, dobijamo da postoji epimorfizam
f : F → A zadat sa f(xi) = ai za i = 1, n (podsetimo se da je epimor-
fizam zapravo homomorfizam koji je ,,na”). Na osnovu prve teoreme o
izomorfizmu grupa sledi da je F/R ∼= A, gde je R = Ker(f). Na osno-
vu teoreme o podgrupama slobodne grupe, sledi da postoje slobodni
generatori y1, y2, . . . , yn grupe F i nenegativni celi brojevi di takvi
da je R = 〈d1y1〉 ⊕ 〈d2y2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈dnyn〉. Kako je F = 〈y1〉 ⊕ 〈y2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈yn〉
(zaxto?) to dobijamo

A ∼= F/R ∼= (〈y1〉 ⊕ 〈y2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈yn〉)/(〈d1y1〉 ⊕ 〈d2y2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈dnyn〉)

∼= (〈y1〉 × 〈y2〉 × · · · × 〈yn〉)/(〈d1y1〉 × 〈d2y2〉 × · · · × 〈dnyn〉)
∼= 〈y1〉/〈d1y1〉 × 〈y2〉/〈d2y2〉 × · · · × 〈yn〉/〈dnyn〉

Kako je 〈yi〉 ∼= Z za sve i = 1, n, to dobijamo da je

〈yi〉/〈diyi〉 ∼=

 Z, di = 0
{0}, di = 1
Zdi

, di ≥ 2

Tra�eni rezultat sledi. �

Napomena. U sluqaju da je di = 1, grupa Zdi
je zapravo trivijalna

grupa i te grupe i ne pixemo u faktorizaciji tako da je prirodno
zahtevati da je di ≥ 2 u formuli (1) za sve i.
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Prethodna teorema ustanovǉava da se svaka konaqno generisana
Abelova grupa mo�e predstaviti u obliku proizvoda cikliqnih. U
kojoj meri je taj prikaz jedinstven? Na to pitaǌe nam odgovor daje
slede�a teorema.

Teorema 9 Pretpostavimo da je

Zd1 × · · · × Zdk
× Zr ∼= Ze1 × · · · × Zel

× Zs,

pri qemu je di ≥ 2, ej ≥ 2 za sve i, j; di | di+1, kao i ej | ej+1 za sve i, j. Tada
je k = l, di = ei za sve i i r = s.

Dokaz ove teoreme ne�emo davati. Napomenimo samo da se brojevi
di nazivaju i invarijantni deliteǉi, a prikaz u obliku proizvoda
normalna forma.

Vratimo se na sam poqetak ove lekcije. Videli smo kako smo bez
ve�ih problema, na osnovu skupa generatora i relacija koje me�u
ǌima va�e, uspeli u tom jednostavnom primeru da identifikujemo
o kojoj se Abelovoj grupi radi, odnosno uspeli smo da je prika�emo
u obliku direktnog proizvoda cikliqnih grupa. Opiximo ukratko
postupak u opxtem sluqaju.

Pretpostavimo da je Abelova grupa A zadata generatorima x1, . . . , xn

i relacijama
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

Xta ovo zapravo znaqi? Nixta drugo do da je A zadato kao koliq-
nik slobodne grupe F sa n slobodnih generatora i ǌene podgrupe R
generisane elementima

∑
j aijxj, za i = 1, m. Naravno da se prirodno

pojavǉuje matrica 
a11 a12 · · · a1n

a11 a12 · · · a1n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn


Teorema koju smo dokazali zapravo ka�e da se ova matrica elemen-
tarnim transformacijama na vrstama i kolonama mo�e svesti na ma-
tricu [dij ] tako da je dij = 0 za sve i 6= j i da dii | di+1,i+1 za sve i.
Dozvoǉene transformacije su:

• Mno�eǌe vrste ili kolone sa −1

• Dodavaǌe vrsti (koloni) druge vrste (kolone) pomno�ene nekim
celim brojem

Rad sa vrstama meǌa relacije me�u generatorima, dok rad sa kolonama
meǌa generatore.

8


