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Sedmo predavaǌe

Zapoqnimo ovu lekciju slede�om definicijom.

Definicija 1 Neka je G grupa i X neprazan skup. Pod dejstvom grupe G
na skupu X podrazumevamo homomorfizam ϕ: G→ SX .

Dakle, ovaj pojam i nije nepoznat qitaocima. Ve� smo u prethod-
noj lekciji koristili ovakve homomorfizme u pojedinim primerima.
Postoji drugi, ekvivalentan naqin, zadavaǌa dejstva grupe na skupu.

Definicija 2 Neka je G grupa i X neprazan skup. Pod dejstvom grupe G
na skupu X podrazumevamo funkciju Θ: G×X → X za koju va�i:

a) Θ(e, x) = x, za sve x ∈ X;

b) Θ(g, Θ(h, x)) = Θ(gh, x) za sve x ∈ X i g, h ∈ G.

Nije texko uveriti se da su ove definicije ekvivalentne. Naime,
ako je ϕ: G → SX zadat homomorfizam, funkciju Θ: G × X → X, koja
zadovoǉava tra�ene uslove zadajemo sa

Θ(g, x) := ϕ(g)(x).

Kako je ϕ homomorfizam, to je ϕ(e) = idX , pa je

Θ(e, x) = ϕ(e)(x) = idX(x) = x.

Tako�e je

Θ(gh, x) = ϕ(gh)(x) = (ϕ(g) ◦ ϕ(h))(x) = ϕ(g)(ϕ(h)(x)) =

= ϕ(g)(Θ(h, x)) = Θ(g, Θ(h, x)).

Obratno, ako je zadata funkcija Θ: G × X → X, koja ima navedena
svojstva, homomorfizam ϕ: G→ SX definixe se sa

ϕ(g)(x) := Θ(g, x).
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Ostavǉamo qitaocima da provere da je tako zaista dobijen jedan ho-
momorfizam ϕ: G→ SX .

Umesto Θ(g, x) qesto �emo pisati g ·x. Svojstva funkcije Θ se tada
zapisuju ovako:

a) e · x = x, za sve x ∈ X;

b) (gh) · x = g · (h · x), za sve g, h ∈ G i x ∈ X.

Naravno, ne treba ,,mexati“ ovu oznaku sa oznakom operacije u grupi
G (operaciju u grupi qesto ne�emo ni pisati, kao xto smo i do sada
radili u mnogim sluqajevima). U vezi sa dejstvom grupe pojavǉuju se
dva znaqajna pojma.

Definicija 3 Neka grupa G dejstvuje na nepraznom skupu X. Orbita ele-
menta x ∈ X, u oznaci Ω(x), definixe se sa:

Ω(x) := {g · x : g ∈ G}.

Stabilizator elementa x ∈ X, u oznaci Σx, definixe se sa:

Σx := {g ∈ G : g · x = x}.

Navedimo neke primere dejstva grupe na skupu.

Primer 4 Neka je X = R2, a G = Z2. Tada je dejstvo grupe G na skupu X
zadato sa:

0 · (x1, x2) = (x1, x2), 1 · (x1, x2) = (−x1,−x2).

Orbita elementa (x1, x2) ∈ R2 je

Ω(((x1, x2)) = {(x1, x2), (−x1,−x2)}.

Primetimo da je jedino orbita elementa (0, 0) jednoqlana, dok su sve
ostale dvoqlane. ♣

Primer 5 Neka je X = C, a G = Cn (gde je n ≥ 2). Tada je dejstvo grupe G
na X zadato sa:

g · x := gx.

Podsetimo se da je Cn = {z ∈ C : zn = 1}. Dakle, Cn ⊆ C i navedeno
dejstvo zaista jeste definisano. Orbita svakog kompleksnog broja
z 6= 0 je

Ω(z) =
{

e
2kπi
n z : 0 ≤ k < n

}
,

dok je
Ω(0) = {0}.

Dakle, svaka orbita ima ili n elemenata, ili 1 element. ♣
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Primer 6 Neka je G proizvoǉna grupa i H neka ǌena podgrupa. Tada je
zadato dejstvo G na G/H sa:

g · (aH) := (ga)H.

U ovom sluqaju orbita ma kog elementa jednaka je celom skupu X. Za
dejstvo koje ima samo jednu orbitu ka�emo da je tranzitivno. ♣

Primer 7 Neka je G proizvoǉna grupa i H neka ǌena podgrupa. Dejstvo
grupe H na skupu G zadato je sa:

h · x := hx.

Jasno je da je orbita elementa x ∈ G jednaka desnom kosetu Hx. ♣

Primer 8 Neka je G bilo koja grupa i X = G. Dejstvo G na G zadato je sa:

g · x = gxg−1.

Primetimo da se u ovom sluqaju orbite poklapaju sa klasama kon-
jugacije, dok se stabilizatori elemenata iz G poklapaju sa central-
izatorima tih elemenata. ♣

Ve� je iz definicije, a posebno iz ovih primera, jasno da se prirodno
mo�e uvesti relacija ekvivalencije na skupu na kome dejstvuje neka
grupa tako da se klase ekvivalencije poklapaju sa orbitama. Izme�u
ostalog dobijamo da je X disjunktna unija razliqitih orbita.

Slede�i stav povezuje orbitu nekog elementa i ǌegov stabiliza-
tor.

Stav 9 Neka je X neprazan skup i neka grupa G dejstvuje na X. Tada je
Σx ≤ G za svako x ∈ X. Osim toga, postoji bijekcija izme�u G/Σx i Ω(x).

Dokaz. Kako je e · x = x, vidimo da e ∈ Σx. Ukoliko g ∈ Σx, to je
g · x = x. Tada je i

g−1 · x = g−1 · (g · x) = (g−1g) · x = e · x = x,

pa zakǉuqujemo da i g−1 pripada stabilizatoru elementa x. Ako su
g, h ∈ Σx, to je

(gh) · x = g · (h · x) = g · x = x,

pa gh ∈ Σx. Tako smo pokazali da je Σx ≤ G.
Bijekciju f : G/Σx → Ω(x) zadajemo sa

f(g Σx) := g · x.
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Proverimo najpre dobru definisanost funkcije f .

g Σx = h Σx =⇒ h−1g ∈ Σx
=⇒ (h−1g) · x = x

=⇒ h−1 · (g · x) = x

=⇒ h · (h−1 · (g · x)) = h · x
=⇒ (hh−1) · (g · x) = h · x
=⇒ e · (g · x) = h · x
=⇒ g · x = h · x.

Jasno je da je f ,,na“. Ostaje samo da se proveri da je f ,,1–1“.

g · x = h · x =⇒ h−1 · (g · x) = h−1 · (h · x)
=⇒ (h−1g) · x = (h−1h) · x
=⇒ (h−1g) · x = e · x
=⇒ (h−1g) · x = x

=⇒ h−1g ∈ Σx
=⇒ g Σx = h Σx.

�

Primenom ovog rezultata u sluqaju konaqne grupe, dobijamo slede�u
posledicu.

Posledica 10 Ukoliko konaqna grupa G dejstvuje na nepraznom skupu X,
onda red orbite ma kog elementa deli red grupe G. �

Primer 11 Na�i primer dejstva grupe Z6 za koje postoje orbite svih mogu�ih
redova.

Posmatra�emo dejstvo grupe Z6 na R6 zadato sa:

n · (x0, . . . , x5) = (xn+60, . . . , xn+65).

Na primer, 2 · (x0, x1, x2, x3, x4, x5) = (x2, x3, x4, x5, x0, x1). Tada

|Ω((1, 2, 3, 4, 5, 6))| = 6, |Ω((1, 2, 3, 1, 2, 3))| = 3,

|Ω((1, 2, 1, 2, 1, 2))| = 2, |Ω((2, 2, 2, 2, 2, 2))| = 1.

Proverite ovo! ♣

Iskoristimo do sada dobijene rezultate za dokaz Koxijeve teo-
reme.

Dokaz Koxijeve teoreme. Dakle, neka je G konaqna grupa i p prost
broj koji deli red grupe G. Treba dokazati da u G postoji element
reda p. U tu svrhu, neka je H = 〈a〉 neka cikliqna grupa reda p i

X = {(x1, x2, . . . , xp) ∈ Gp : x1x2 · · ·xp = e}.
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Primetimo pre svega da je |X| = |G|p−1. Naime, x1, . . . , xp−1 mogu biti
ma koji elementi grupe G, a tada je xp = (x1 · · ·xp−1)−1. Stoga p | |X|.
Dejstvo grupe H na X zadato je sa:

a · (x1, x2, . . . , xp) := (x2, . . . , xp, x1).

Dakle, dejstvo odgovara cikliqnom permutovaǌu date p-torke. Prime-
timo da je dovoǉno zadati dejstvo generatora poxto je H cikliqna
grupa (zaxto?). Kako red orbite ma kog elementa deli red grupe H,
zakǉuqujemo da je red ma koje orbite ili 1 ili p. Primetimo da je
orbita elementa (e, e, . . . , e) jednoqlana. Kako je X disjunktna unija
razliqitih orbita, tj.

X = Ω1 t Ω2 t · · · t Ωk,

za neke orbite Ω1, . . . , Ωk, i kako postoji bar jedna jednoqlana orbita
zakǉuqujemo da mora postojati bar jox jedna takva. Naime, ukoliko
je npr. Ω1 jedina jednoqlana orbita, dobili bismo jednakost

|G|p−1 = 1 + p(k − 1).

No, ovo nije mogu�e poxto p | |G|. Neka je Ω2 = {(x1, x2, . . . , xp)} jed-
noqlana orbita razliqita od {(e, e, . . . , e)}. Tada mora biti

a · (x1, x2, . . . , xp) = (x1, x2, . . . , xp),

tj.
(x2, . . . , xp, x1) = (x1, x2, . . . , xp).

Dobijamo da je x1 = x2 = · · · = xp. Oznaqimo taj element sa g. Po
pretpostavci, g 6= e, a osim toga, kako (g, g, . . . , g) ∈ X, mora biti
gp = e. Zakǉuqujemo da je g tra�eni element reda p. �

Videli smo da je broj elemenata u orbiti nekog elementa jednak
indeksu stabilizatora. Da li postoji veza izme�u stabilizatora dva
elementa iz iste orbite? Va�i slede�i stav.

Stav 12 Neka grupa G dejstvuje skupu X. Ako su elementi x i y iz iste
orbite, onda su ǌihovi stabilizatori konjugovane podgrupe.

Dokaz. Po pretpostavci postoji element g ∈ G takav da je y = g · x.
Poka�imo da je

Σy = g Σx g−1.

⊆: Neka je h ∈ Σy. Kako je y = g · x, to je x = g−1 · y. Dobijamo

(g−1hg) · x = g−1 · (h · (g · x)) = g−1 · (h · y) = g−1 · y = x.

Dakle, g−1hg ∈ Σx, pa h ∈ g Σx g−1.
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⊇: Neka je h ∈ Σx. Tada je

(ghg−1) · y = g · (h · (g−1 · y)) = g · (h · x) = g · x = y.

Dakle, g Σx g−1 ⊆ Σy. �

Neka G dejstvuje na X i neka je g element iz G. Skup svih fiksnih
taqaka elementa g, u oznaci Xg zadaje se sa:

Xg := {x ∈ X : g · x = x}.

Primetimo da va�i slede�e:

x ∈ Xg ⇐⇒ g ∈ Σx.

Stav 13 Neka G dejstvuje na X. Ako su elementi g i h konjugovani, onda
postoji bijekcija izme�u skupova Xg i Xh.

Dokaz. Neka je g = khk−1. Definiximo funkciju f : X → X sa f(x) =
k · x. Poka�imo da f uspostavǉa bijekciju izme�u Xh i Xg.

x ∈ Xh ⇒ h · x = x⇒ g · f(x) = g · (k · x) = k · (h · (k−1 · (k · x)))

= k · (h · ((k−1k) · x)) = k · (h · (e · x)) = k · (h · x) = k · x = f(x).

Dakle, f
[
Xh
]
⊆ Xg. No, ako y ∈ Xg, nije texko proveriti da k−1 · y ∈

Xh (proverite!), dok je oqigledno f(k−1 · y) = y. Stoga dobijamo da f
zaista uspostavǉa tra�enu bijekciju. �

Formula koja odre�uje broj razliqitih orbita je veoma korisna u
raznim primenama. Dajemo je u okviru naredne teoreme.

Teorema 14 Neka konaqna grupa G dejstvuje na konaqnom skupu X. Tada je
broj razliqitih orbita jednak broju

1
|G|

∑
g∈G
|Xg| .

Dokaz. Oznaqimo tra�eni broj razliqitih orbita sa k. Dakle,

X = Ω1 t · · · t Ωk,

gde su Ωi razliqite orbite. Posmatrajmo skup E zadat sa

E = {(g, x) ∈ G×X : g · x = x}.

,,Prebroja�emo“ elemente u E na dva naqina. Primetimo najpre da je

E =
⊔
g∈G
{g} ×Xg.
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Dakle,
|E| =

∑
g∈G
|Xg| . (1)

S druge strane,
E =

⊔
x∈X

Σx × {x}.

Prema tome,

|E| =
∑
x∈X

Σx =
k∑
i=1

∑
x∈Ωi

|Σx|.

Kako elementi iz iste orbite imaju konjugovane stabilizatore, to
je |Σx| = |Σy| ukoliko su x i y u istoj orbiti. Izaberimo po jedan
element xi iz svake od orbita Ωi. Dobijamo

|E| =
k∑
i=1

∑
x∈Ωi

|Σxi | =
k∑
i=1

|Ωi||Σxi | =
k∑
i=1

[G : Σxi ]|Σxi | =
k∑
i=1

|G| = k|G|. (2)

Iz (1) i (2) tra�eni rezultat sledi. �

Za kraj navodimo jedan primer primene upravo dokazane formule.

Primer 15 Temena, sredixta ivica i te�ixta strana pravilnog tetraedra
treba obojiti korix�eǌem tri boje. Pokazati da ima ukupno 400707 naqina
na koji se to mo�e izvesti.

Ovo zapravo uopxte nije texko pokazati, ma koliko to u poqetku iz-
gledalo. Razmotrimo najpre problem malo pa�ǉivije. Recimo da �e-
limo da temena tetraedra obojimo sa dve boje, npr. plavom i crvenom,
ali tako da je jedno teme obojeno plavom bojom, a ostala crvenom.
Jasno je da je to mogu�e uraditi na samo jedan naqin. Naime, treba
imati u vidu da temena nemaju nikakve dodatne oznake. Prema tome,
bilo koje od ǌih obele�imo plavom bojom, a onda sva ostala crvenom.
Ako bismo nax tetraedar zarotirali, dobili bismo samo drugaqiji
raspored temena, ali to je taj isti tetraedar!

Evo kako �emo postupiti pri rexavaǌu zadatka. Oznaqimo sva
temena brojevima 1, 2, 3 i 4. Oznaqimo ivicu qija su krajǌa temena a
i b sa [a, b] (pri qemu je a < b). Na kraju, oznaqimo stranu na kojoj
su temena a, b i c sa [a, b, c] (pri qemu je a < b < c). Dakle, ukupno
imamo 4+6+4 taqke koje �elimo da obele�imo sa tri boje. Neka je X
skup svih mogu�ih obojenih oznaqenih tetraedara (sa ovako oznaqenim
temenima, ivicama i stranama) sa tri boje kao u uslovima primera.
Vidimo da je |X| = 314. To naravno nije tra�eni odgovor. Naime,
mnogi od ovih obojenih tetraedara sa oznaqenim temenima, ivicama i
stranama, zapravo predstavǉaju jedan te isti obojeni tetraedar, samo
posmatran iz razliqitih uglova (da se tako izrazimo).
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U naxem pojednostavǉenom primeru bojeǌa temena sa dve boje tako
da je jedno teme obojeno plavom, a ostala crvenom, dobili bismo 4 ra-
zliqita oznaqena tetraedra (u zavisnosti od toga koje od oznaqenih
temena smo obojili plavom bojom), a zapravo postoji samo jedno bo-
jeǌe, poxto temena nisu oznaqena u postavci zadatka. Svaki od ovako
obojenih tetraedara se rotacijom mo�e prevesti u bilo koji drugi.
Tako postupamo i pri rexavaǌu postavǉenog zadatka. Naime, pos-
matramo dejstvo grupe rotacija tetraedra na skupu X i interesuje
nas broj razliqitih orbita, poxto su tetraedri iz iste orbite samo
razliqiti polo�aji jednog te istog obojenog tetraedra.

Grupa rotacija pravilnog tetraedra je grupa A4. Po formuli izve-
denoj u prethodnoj teoremi, broj razliqitih orbita je

1
|A4|

∑
π∈A4

|Xπ|.

Prisetimo se da je |Xg| = |Xh| ukoliko su elementi g i h konjugovani.
Dakle, dovoǉno je pri primeni gorǌe formule posmatrati samo po
jedan element iz svake klase konjugacije. Kako su klase konjugacije u
grupi A4:

{(123), (124), (134), (234)};

{(132), (142), (143), (243)};

{(12)(34), (13)(24), (14)(23)};

{(1)},

to dobijamo da je broj razliqitih orbita jednak

1
12

(
|X(123)| · 4 + |X(132)| · 4 + |X(12)(34)| · 3 + |X(1)| · 1

)
.

Odredimo |X(123)|. Teme 4 mo�e biti obojeno bilo kojom bojom. Ako
je teme 1 obojeno nekom bojom, onda tom bojom mora biti obojeno i
teme 2 i teme 3 poxto navedena rotacija tetraedra prevodi teme 1
u teme 2, teme 2 u teme 3, a teme 3 u teme 1, a mi posmatramo skup
fiksnih taqaka pri dejstvu (123). Sliqno, ako je sredixte ivice [1, 2]
obojeno nekom bojom, onda tom istom bojom mora biti obojeno i sre-
dixte ivice [2, 3] i sredixte ivice [1, 3]. Isto to va�i i za ivice
[1, 4], [2, 4] i [3, 4]. Te�ixte strane [1, 2, 3] mo�e biti obojeno ma kojom
bojom, ali te�ixta strana [1, 2, 4], [1, 3, 4] i [2, 3, 4] moraju biti obojena
istom bojom. Dobijamo da je

|X(123)| = 3︸︷︷︸
teme 4

· 3︸︷︷︸
temena 1,2,3

· 3︸︷︷︸
ivice [1,2],[1,3],[2,3]

· 3︸︷︷︸
ivice [1,4],[2,4],[3,4]

·

· 3︸︷︷︸
strana [1,2,3]

· 3︸︷︷︸
strane [1,2,4],[1,3,4],[2,3,4]

= 36.
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Potpuno analogno dobijamo da je |X(132)| = 36. S obzirom da je X(1) =
X, odredimo jox i |X(12)(34)|. U ovom sluqaju, temena 1 i 2 moraju biti
obojena istom bojom, kao i temena 3 i 4. Sredixte ivice [1, 2], kao i
ivice [3, 4] mo�e biti obojeno ma kojoj bojom, dok sredixta ivica [1, 4]
i [2, 3] moraju biti obojena istom bojom, kao i sredixta ivica [1, 3]
i [2, 4]. Te�ixta strana [1, 2, 3] i [1, 2, 4] moraju biti obojena istom
bojom, kao i sredixta strana [1, 3, 4] i [2, 3, 4]. Dobijamo da je

|X(12)(34)| = 3︸︷︷︸
temena 1,2

· 3︸︷︷︸
temena 3,4

· 3︸︷︷︸
ivica [1,2]

· 3︸︷︷︸
ivica [3,4]

·

· 3︸︷︷︸
ivice[1,4],[2,3]

· 3︸︷︷︸
ivice [1,3],[2,4]

· 3︸︷︷︸
strane [1,2,3],[1,2,4]

· 3︸︷︷︸
strane [1,3,4],[2,3,4]

= 38.

Dakle, broj razliqitih orbita (tj. obojenih tetraedara) je

1
12
(
36 · 4 + 36 · 4 + 38 · 3 + 314 · 1

)
= 400707.

♣
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