
ALGEBRA 1
Grupe

Normalne podgrupe, koliqniqke grupe,

homomorfizmi i teoreme o izomorfizmima

Zoran Petrovi�

Xesto predavaǌe

U sluqaju da je H ≤ G razmatrali smo skup G/H, skup svih levih
koseta podgrupe H u grupi G. Ispostavǉa se da se u nekim sluqaje-
vima na ovom skupu mo�e zadati struktura grupe.

Uvedimo najpre slede�u definiciju.

Definicija 1 Neka je G grupa i x, y ∈ G. Element y je konjugovan elementu
x ukoliko postoji g ∈ G za koji je y = gxg−1.

Nije texko uveriti se da je na ovaj naqin definisana jedna relacija
ekvivalencije. Naime, svaki element je konjugovan sam sebi: x =
exe−1. Ako je y konjugovan elementu x, tj. ako je y = gxg−1, onda je i x =
(g−1)y(g−1)−1, pa je x konjugovan elementu y. Proveru tranzitivnosti
ostavǉamo qitaocima. Klase ekvivalencije pri ovoj relaciji nazi-
vaju se i klase konjugacije.

Definicija 2 Podgrupa H grupe G je normalna ukoliko je H unija nekih
klasa konjugacije. Ako je H normalna podgrupa od G onda pixemo:

H / G.

Stav 3 Neka je H ≤ G. Slede�i uslovi su ekvivalentni:

1. H / G;

2. za sve g ∈ G: gHg−1 ⊆ H;

3. za sve g ∈ G: gH = Hg.
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Dokaz.

1 =⇒ 2. Neka su g ∈ G i h ∈ H proizvoǉni. Element ghg−1 je konjugat
elementa h ∈ H. Kako je H normalna podgrupa, ona je unija klasa
konjugacije, pa samim tim mora da sadr�i celu klasu konjugacije ele-
menta h. Stoga je i ghg−1 ∈ H.

2 =⇒ 3. Neka je g ∈ G proizvoǉan element. Doka�imo da je gH ⊆ Hg.
Posmatrajmo element h ∈ H. Na osnovu 2, ghg−1 ∈ H, pa je ghg−1 = h′

za neko h′ ∈ H. No, tada je i gh = h′g ∈ Hg, pa zakǉuqujemo da je
gH ⊆ Hg. Obratno, uoqimo element hg ∈ Hg. Element g−1h(g−1)−1 na
osnovu 2 pripada H, pa je g−1h(g−1)−1 = h1 za neko h1 ∈ H. Stoga je
hg = gh1 ∈ gH, te je Hg ⊆ gH.

3 =⇒ 1. Pretpostavimo da je C neka klasa konjugacije za koju je
C ∩ H 6= ∅. Treba dokazati da je C ⊆ H. Uzmimo element h ∈ C ∩ H.
Tada je svaki element iz C oblika ghg−1 za neki g ∈ G. No, kako je
po 3, gH = Hg, to je gh = h′g za neko h′ ∈ H, pa je ghg−1 = h′gg−1 = h′.
Zakǉuqujemo da ghg−1 ∈ H. Dakle, zaista je C ⊆ H. �

Primetimo da, u sluqaju da je H / G, va�i jednakost gHg−1 = H.

Stav 4 Svaka podgrupa indeksa 2 je normalna.

Dokaz. Neka je H ≤ G i [G : H] = 2. To znaqi da je za svaki element
a 6∈ H iz G ispuǌeno:

G = H t aH.
No, tako�e je i

G = H tHa.
Kako je aH ∩ H = ∅, mora biti aH ⊆ Ha. No, iz istih razloga je
Ha ⊆ aH. Zakǉuqujemo da je aH = Ha za sve a ∈ G \ H. Ako pak
a ∈ H, onda je aH = H (H je podgrupa, pa je proizvod ma koja dva
elementa iz H u H; osim toga, ako je h ∈ H proizvoǉan element, onda
je h = a(a−1h) ∈ aH), a tako�e je i Ha = H. Dakle, i u ovom sluqaju
va�i jednakost aH = Ha, pa je H / G. �

Definicija 5 Neka je G grupa. Definixemo centar grupe G, u oznaci
Z(G) sa:

Z(G) := {g ∈ G : (∀x ∈ G)(xg = gx)}.

Stav 6 Z(G) je podgrupa grupe G.

Dokaz. Kako je ex = xe za sve x ∈ G, to e ∈ Z(G). Pretpostavimo da g
pripada centru. To znaqi da je gx = xg za sve x ∈ G. No, tada sledi da
je i g−1x = xg−1 za sve x ∈ G, te g−1 ∈ Z(G). Konaqno, ako g, h ∈ Z(G)
i x ∈ G, onda je

(gh)x = g(hx) = g(xh) = (gx)h = (xg)h = x(gh),
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te gh ∈ Z(G). �

Primer 7 Va�i slede�e:

1. za sve n ≥ 2: An / Sn;

2. za svaku grupu G: {e} / G;

3. za svaku grupu G: G / G;

4. za svaku grupu G: Z(G) / G;

5. za sve n ≥ 3: 〈ρ〉 / Dn.

U sluqaju da su X i Y podskupovi od G, definixemo X · Y sa:

X · Y := {x · y : x ∈ X, y ∈ Y }.

Stav 8 Skup svih levih koseta normalne podgrupe H grupe G qini jednu
grupu u odnosu na upravo definisano mno�eǌe podskupova od G.

Dokaz. Neka su aH i bH proizvoǉni koseti. Doka�imo da je, pri
uslovu da je H / G,

(aH) · (bH) = (ab)H.

Ovo nije texko dokazati. Naime, primetimo da je HH = H. Jasno
je da je HH ⊆ H (proizvod dva elementa iz H tako�e je u H poxto je
H podgrupa od G). Osim toga, kako e ∈ H, dobijamo H = eH ⊆ HH.
Dobijamo:

(aH) · (bH) = a(Hb)H = a(bH)H = (ab)(HH) = (ab)H.

Ovde smo koristili qiǌenicu da je H /G i asocijativnost mno�eǌa.
Sada nije texko pokazati da je (G/H, ·) grupa. Naime,

((aH) · (bH)) · (cH) = ((ab)H) · (cH) =

= ((ab)c)H = (a(bc))H = (aH) · ((bc)H) = (aH) · ((bH) · (cH)).

Jasno je da je H = eH neutral:

(aH) ·H = (aH) · (eH) = (ae)H = aH,

kao i
H · (aH) = (eH) · (aH) = (ea)H = aH.

Inverz elementa aH je a−1H:

(aH) · (a−1H) = (aa−1)H = eH = H;

(a−1H) · (aH) = (a−1a)H = eH = H.
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Ovako dobijena grupa zove se koliqniqka grupa grupe G po normalnoj
podgrupi H. Ubudu�e, kada govorimo o grupi G/H podrazumevamo
da je H normalna podgrupa od G i da je mno�eǌe koseta definisano
na navedeni naqin. Naravno, qesto ne�emo pisati neke nepotrebne
zagrade i znak mno�eǌa.

Definicija 9 Grupa G je prosta ukoliko su ǌene jedine normalne podgrupe
G i {e}.

Ukoliko grupa G nije komutativna, to ne mora biti ni ǌena koliq-
niqka grupa. Ipak ima sluqajeva u kojima koliqniqka grupa jeste
komutativna, a sama grupa to nije.

Definicija 10 Ako su x, y ∈ G, definixemo komutator elemenata x i y, u
oznaci [x, y] sa:

[x, y] := x−1y−1xy.

Primetimo da je xy = yx akko [x, y] = e. Podgrupu grupe G gener-
isanu komutatorima oznaqavamo sa [G,G] i zovemo komutatorska pod-
grupa od G.

Stav 11 a) Komutatorska podgrupa je normalna podgrupa.
b) Ako je H / G, onda je G/H komutativna ako i samo ako je [G,G] ⊆ H.

Dokaz. a) Proizvod dva komutatora ne mora biti komutator, ali
inverz ma kog komutatora jeste komutator:

[x, y]−1 = (x−1y−1xy)−1 = y−1x−1(y−1)−1(x−1)−1 = y−1x−1yx = [y, x].

U svakom sluqaju, mi posmatramo podgrupu generisanu komutatorima
i treba da poka�emo da je ona normalna. Svaki element podgrupe
generisane nekim skupom X je skup svih mogu�ih proizvoda elemenata
iz X i ǌihovih inverza. Kako je inverz komutatora i sam komuta-
tor, to je svaki element iz komutatorske grupe proizvod komutatora.
Stoga, neka su g, x1, y1, . . . , xn, yn proizvoǉni elementi grupe G. Tada
je

g[x1, y1][x2, y2] · · · [xn, yn]g−1 = (g[x1, y1]g−1)(g[x2, y2]g−1) · · · (g[xn, yn]g−1)

No,

g[x, y]g−1 = gx−1y−1xyg−1 = (gx−1g−1)(gy−1g−1)(gxg−1)(gyg−1) =

= (gxg−1)−1(gyg−1)−1(gxg−1)(gyg−1) = [gxg−1, gyg−1],
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te dobijamo

g[x1, y1] · · · [xn, yn]g−1 = [gx1g
−1, gy1g

−1] · · · [gxng
−1, gyng

−1] ∈ [G,G].

b) ⇒: Pretpostavimo da je grupa G/H komutativna. To znaqi da
je za sve x, y ∈ G ispuǌeno:

xH · yH = yH · xH.

Drugim reqima,
xyH = yxH,

pa mora biti
(yx)−1(yx) ∈ H,

te
[x, y] = x−1y−1xy ∈ H.

Dakle, komutator ma koja dva elementa je u H, pa zakǉuqujemo da je
[G,G] ⊆ H.

⇐: Pretpostavimo da je [G,G] ⊆ H. Treba pokazati da je grupa G/H
komutativna. Neka su x, y ∈ G proizvoǉni elementi. Po pretpostavci
[x, y] ∈ H, tj. x−1y−1xy ∈ H. To znaqi da je (yx)−1(xy) ∈ H, pa mora
biti (yx)H = (xy)H, tj. (yH) · (xH) = (xH) · (yH). Zakǉuqujemo da je
G/H komutativna grupa. �

Grupa G/[G,G] naziva se Abelizacija grupe G i oznaqava sa GAb

(komutativne grupe se zovu i Abelove grupe). Poneki put je pogodno za
ispitivaǌe da li su dve grupe izomorfne pre�i na ǌihove Abelizacije,
zato xto va�i slede�i stav.

Stav 12 Ako je G ∼= H onda je i GAb ∼= HAb.

Neka je f :G → H izomorfizam. Tada je f([x, y]) = [f(x), f(y)], xto se
lako mo�e ustanoviti. Odavde sledi da

f [[G,G]] ⊆ [H,H]. (1)

Definiximo funkciju
f̃ :GAb → HAb,

sa:
f̃(x[G,G]) := f(x)[H,H].

Pokaza�emo da je f̃ dobro definisana funkcija, koja ostvaruje izomor-
fizam izme�u G/[G,G] i H/[H,H].

Dobra definisanost: Neka je

x[G,G] = y[G,G].
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Treba pokazati da je

f(x)[H,H] = f(y)[H,H].

No, kako je x[G,G] = y[G,G], mora biti x−1y ∈ [G,G], pa na osnovu (1)
sledi da f(x)−1f(y) = f(x−1y) ∈ [H,H]. Dakle, zaista je

f(x)[H,H] = f(y)[H,H].

f̃ je ,,na”: Neka je z[H,H] proizvoǉan element iz HAb. Kako je f ,,na”, to
postoji x ∈ G za koji je f(x) = z. No, tada je f̃(x[G,G]) = f(x)[H,H] =
z[H,H], pa je f̃ zaista ,,na”.

f̃ je ,,1–1”: Ako je
f̃(x[G,G]) = f̃(y[G,G]),

to znaqi da je
f(x)[H,H] = f(y)[H,H],

pa je
f(x−1y) ∈ [H,H].

Drugim reqima, za neke z1, u1, . . . , zn, un ∈ H je

f(x−1y) = [z1, u1] · · · [zn, un].

Kako je f ,,na”, to postoje x1, y1, . . . , xn, yn ∈ G takvi da je

f(x1) = z1, . . . , f(xn) = zn, f(y1) = u1, . . . , f(yn) = un.

To znaqi da je

f(x−1y) = [f(x1), f(y1)] · · · [f(xn), f(yn)] = f([x1, y1] · · · [xn, yn]).

Kako je f ,,1–1”, mora biti

x−1y = [x1, y1] · · · [xn, yn].

Sledi da x−1y ∈ [G,G], pa je x[G,G] = y[G,G] i zakǉuqujemo da je i
funkcija f̃ ,,1–1”.

f̃ se sla�e sa operacijama:

f̃((x[G,G]) · (y[G,G])) = f̃((xy)[G,G]) = f(xy)[H,H] = (f(x)f(y))[H,H] =

= (f(x)[H,H])(f(y)[H,H]) = f̃(x[G,G])f̃(x[G,G]).

Zakǉuqujemo da je f̃ zaista izomorfizam. �

Primer 13 Za sve n ≥ 2: SAb
n
∼= Z2.
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Pokaza�emo da je [Sn,Sn] = An za sve n ≥ 2. Jasno je da je π−1σ−1πσ
parna permutacija za svake dve permutacije π i σ (zaxto?). Prema
tome, [Sn,Sn] ⊆ An.

Sluqaj n = 2 je trivijalan. Pretpostavimo stoga da je n ≥ 3.
Doka�imo da svaki cikl du�ine 3 pripada [Sn,Sn]. Kako ti cikli
generixu An, dobi�emo da je [Sn,Sn] = An. No,

(abc) = (ab)(bc) = (ab)(ac)(ab)(ac) = (ab)−1(ac)−1(ab)(ac) = [(ab), (ac)].

Kako je [Sn : An] = 2, to je grupa Sn/An reda 2 i kao takva je izomorfna
grupi Z2. ♣

Primer 14 Za sve l ≥ 2:

1. (D2s)Ab ∼= Z2 × Z2;

2. (D2s−1)Ab ∼= Z2.

Pokaza�emo najpre da je [Dn,Dn] = 〈ρ2〉. Proverimo sve sluqajeve:

1. [ρk, ρl] = ε;

2. [σρk, ρl] = (σρk)−1(ρl)−1(σρk)ρl = σρkρ−lσρkρl = ρ−kρlρk+l = ρ2l;

3. [ρk, σρl] = (ρk)−1(σρl)−1ρk(σρl) = ρ−kσρlρkσρl = ρ−kρ−lρ−kρl = ρ−2k;

4. [σρk, σρl] = (σρk)−1(σρl)−1σρkσρl = σρkσρlσρkσρl = ρ−kρlρ−kρl =
ρ2l−2k.

Vidimo da je zaista [Dn,Dn] = 〈ρ2〉. Sada se razlikuju sluqajevi kada
je n parno, odnosno neparno. Naime, ako je n = 2s− 1, red elementa ρ2

je n (zaxto?), pa je 〈ρ2〉 = 〈ρ〉. Stoga je [D2s−1,D2s−1] = 〈ρ〉 i zaista je
(D2s−1)Ab ∼= Z2.

U sluqaju n = 2s, red elementa ρ2 je s i

(D2s)Ab = {〈ρ2〉, σ〈ρ2〉, ρ〈ρ2〉, σρ〈ρ2〉}.

Ovo je grupa sa 4 elementa u kojoj je svaki element reda 2 (proveriti
ovo!), pa na osnovu ranijih rezultata (a mo�e i direktno), dobijamo
da je (D2s)Ab ∼= Z2 × Z2. ♣

Doka�imo na kraju jox jedan stav, koji nam daje karakterizaciju
grupa odre�enog reda.

Stav 15 Ako je p neparan prost broj, onda je svaka grupa reda 2p ili cik-
liqna ili je izomorfna grupi Dp.

Dokaz. Neka je G grupa reda 2p. Na osnovu Koxijeve teoreme, u grupi
G postoji element x reda p i element y reda 2. Kako red elementa deli
red grupe, to y 6∈ 〈x〉. Stoga je

G = 〈x〉 t y〈x〉 = {e, x, . . . , xp−1, y, yx, . . . , yxp−1}.
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Red elementa yx mo�e biti 2, p ili 2p (yx 6= e). Ukoliko je ω(yx) = 2p,
grupa G je cikliqna.

Poka�imo da ω(yx) 6= p. Pretpostavimo da je ω(yx) = p. Tada
dobijamo (raqunamo u grupi G/〈x〉 — podgrupa 〈x〉 je normalna poxto
je indeksa 2):

〈x〉 = e〈x〉 = (yx)p〈x〉 = (yx〈x〉)p = (y〈x〉)p = yp〈x〉.

Dakle, yp ∈ 〈x〉. Kako je p neparan broj, a ω(y) = 2, mora biti y ∈ 〈x〉,
xto nije taqno. Dobili smo kontradikciju, te mo�emo zakǉuqiti da
ω(yx) 6= p. Ostaje sluqaj ω(yx) = 2. Tada dobijamo da je (yx)2 = e,
pa je yxyx = e iz qega sledi da je yx = x−1y. S obzirom da je xp = e
i y2 = e, vidimo da se izomorfizam izme�u G i Dp mo�e ostvariti
pridru�ivaǌem y 7→ σ, x 7→ ρ. �

Ve� smo upoznati sa pojmom izomorfizma grupa. Opxtiji pojam je
pojam homomorfizma.

Definicija 16 Neka su (G, ·) i (H, ∗) grupe. Funkcija f :G → H je homo-
morfizam ukoliko za sve x, y ∈ G va�i:

f(x · y) = f(x) ∗ f(y).

Dakle, izomorfizam je onaj homomorfizam koji je i bijekcija. Prime-
timo da se lako pokazuje, na isti naqin kao i u sluqaju izomorfizma,
da se pri svakom homomorfizmu neutral grupe G slika u neutral
grupe H, a inverz elementa iz grupe G u inverz ǌegove slike u grupi
H (podsetite se tog dokaza). Kako homomorfizam ne mora biti bijek-
cija, prirodno je ispitati u kojoj meri dati homomorfizam ,,odstupa”
od izomorfizma. Va�an pojam u vezi sa tim je i pojam jezgra homomor-
fizma.

Definicija 17 Neka je f :G → H homomorfizam grupa. Jezgro homomor-
fizma f , u oznaci Ker(f) definixe se sa:

Ker(f) := {g ∈ G : f(g) = eH},

gde je sa eH oznaqen neutral u H.

Stav 18 Jezgro svakog homorfizma f :G→ H je normalna podgrupa grupe G.

Dokaz. Kako je f(eG) = eH , to eG ∈ Ker(f), pa Ker(f) 6= ∅. Pret-
postavimo da x, y ∈ Ker(f). Treba pokazati da x−1y ∈ Ker(f). No,

f(x−1y) = f(x)−1 ∗ f(y) = e−1
H ∗ eH = eH ,

te zaista x−1y ∈ Ker(f). Dakle, dokazali smo da je Ker(f) ≤ G.
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Da bismo pokazali da je jezgro normalna podgrupa, posmatrajmo
proizvoǉne elemente x ∈ Ker(f) i g ∈ G. Tada je

f(gxg−1) = f(g) ∗ f(x) ∗ f(g)−1 = f(g) ∗ eH ∗ f(g)−1 = eH ,

te zakǉuqujemo da je gKer(f)g−1 ⊆ Ker(f), za sve g ∈ G, te je zaista
Ker(f) / G. �

Stav 19 Homomorfizam grupa f :G→ H je ,,1–1” ako i samo ako je

Ker(f) = {eG}.

Dokaz.
=⇒: Pretpostavimo da je f ,,1–1” i neka x ∈ Ker(f). To znaqi da je

f(x) = eH = f(eG).

Kako je f ,,1–1”, mora biti x = eG. Zakǉuqujemo da je Ker(f) = {eG}.
⇐=: Neka je Ker(f) = {eG}. Pretpostavimo da je f(x) = f(y). To znaqi
da je

f(x−1y) = f(x−1) ∗ f(y) = f(x)−1 ∗ f(y) = e−1
H ∗ eH = eH ,

pa je x−1y ∈ Ker(f) = {eG}. Dobijamo da je x = y, te zakǉuqujemo da
je f ,,1–1”. �

Ukoliko je Ker(f) = {eG}, ka�emo i da je jezgro trivijalno. Ako je
f ,,1–1” homomorfizam, ka�emo i da je f monomorfizam.

Definicija 20 Slika homomorfizma f :G→ H, u oznaci Im(f), definixe
se sa:

Im(f) := {y ∈ H : (∃x ∈ G)y = f(x)}.

Dakle, slika homorfizma je zapravo obiqna slika funkcije f .

Stav 21 Ako je f :G→ H homomorfizam, onda je Im(f) ≤ H.

Dokaz. Kako je eH = f(eG), to Im(f) 6= ∅. Pretpostavimo da y1, y2 ∈
Im(f). To znaqi da postoje x1, x2 takvi da je f(x1) = y1 i f(x2) = y2.
No, tada je

y−1
1 ∗ y2 = f(x1)−1 ∗ f(x2) = f(x−1

1 x2) ∈ Im(f).

�
Primetimo da slika homomorfizma ne mora biti normalna podgrupa
od H. Naime, ako je H ≤ G onda je slika od H pri inkluziji (koja je
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homomorfizam) sama podgrupa H i ako ona nije normalna, to nam daje
tra�eni primer.

Homomorfizam, koji je ujedno i ,,na”, zovemo epimorfizam. Osnovni
primer epimorfizma je slede�i. Neka je G grupa i H ma koja ǌena
normalna podgrupa. Tada je sa p(a) = aH zadat jedan epimorfizam
p:G→ G/H. Naravno, jasno je da je p ,,na”. Osim toga

p(ab) = (ab)H = (aH)(bH) = p(a)p(b),

te je p i homomorfizam.
Navedimo sada prvu teoremu o izomorfizmima za grupe.

Teorema 22 Neka je f :G→ H homomorfizam grupa. Tada f indukuje izomor-
fizam f̃ :G/Ker(f)→ Im(f) definisan sa: f̃(xKer(f)) := f(x).

Dokaz. Poka�imo najpre da je f̃ dobro definisana funkcija. Naime,
neka je xKer(f) = yKer(f). To znaqi da x−1y ∈ Ker(f). Dakle, f(x−1y) =
eH , pa je f(x) = f(y), te je f̃(xKer(f)) = f̃(yKer(f)). Funkcija f̃ je
homomorfizam:

f̃ ((xKer(f))(yKer(f))) = f̃((xy) Ker(f)) = f(xy) = f(x) ∗ f(y) =

= f̃(xKer(f)) ∗ f̃(yKer(f)).

Iz definicije homomorfizma f̃ , oqigledno je da je Im(f̃) = Im(f).
Ostaje da se poka�e da je f̃ ,,1–1”. tj. da je Ker(f̃) trivijalno.

Pretpostavimo da xKer(f) ∈ Ker(f̃). To znaqi da je f̃(xKer(f)) = eH .
Iz definicije f̃ , sledi da x ∈ Ker(f), te je xKer(f) = Ker(f). �

Navedimo neke primere primene ove teoreme.

Primer 23 Ako sa ρ(x, n) oznaqimo ostatak pri deǉeǌu celog broja x prirod-
nim brojem n ≥ 2, onda je sa f(x) = ρ(x, n) definisan homomorfizam grupa
f : Z→ Zn, koji indukuje izomorfizam Z/nZ ∼= Zn.

Preporuqujemo qitaocima da se sami uvere u navedeni rezultat.

Primer 24 Ako sa V oznaqimo podgrupu grupe S4 datu sa:

V = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)},

onda je V / S4 i S4/V ∼= S3.

Ve� nam je poznato da je V normalna podgrupa (zaxto to znamo?).
Ostaje da se na�e tra�eni izomorfizam. U tu svrhu, ako je X =
{(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, definiximo homomorfizam f : S4 → SX sa:

f(π)(x) = πxπ−1,
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za x ∈ X. Kako je V / S4, jasno je da je πxπ−1 ∈ V , za sve x ∈ X ⊂ V .
No, ne mo�e biti πxπ−1 = (1), jer bi tada bilo x = (1), xto nije taqno.
Dakle, f(π) zaista pripada SX . Proverimo da li je f homomorfizam:

f(σπ)(x) = (σπ)x(σπ)−1 = σ(πxπ−1)σ−1 = f(σ)(πxπ−1) = f(σ)(f(π)(x)).

Dobijamo da je f(σπ) = f(σ) ◦ f(π), te je f zaista homomorfizam.
Odredimo jezgro homomorfizma f . Pre svega, kako je V komuta-

tivna, to je V ⊆ Ker(f) (zaxto?). Poka�imo da va�i i obratno, tj. da
je zapravo Ker(f) = V . Pretpostavimo da π ∈ Ker(f). To znaqi da je π
permutacija iz S4 za koju va�i:

π(12)(34)π−1 = (12)(34), (2)
π(13)(24)π−1 = (13)(24), (3)
π(14)(23)π−1 = (14)(23). (4)

Pretpostavimo da je π(1) = 1. Kako je π(12)(34)π−1 = (π(1)π(2))(π(3)π(4)),
iz pretpostavke da je π(1) = 1 i jednakosti (2), sledi da je

(1π(2))(π(3)π(4)) = (12)(34).

Vidimo da mora biti π(2) = 2 i π(3) ∈ {3, 4}. Ukoliko je π(3) = 3,
dobijamo da je π = (1) ∈ V . Pretpostavimo da je π(3) = 4. To znaqi da
je zapravo π = (34). No, to bi znaqilo da je

π(13)(24)π−1 = (π(1)π(3))(π(2)π(4)) = (14)(23),

xto je u suprotnosti sa (3). Dakle, pretpostavka da je π(1) = 1,
dovodi do zakǉuqka da je π identiqna permutacija, te da π pripada
V . Na isti naqin se pokazuje da, ukoliko je π(k) = k za bilo koje k,
mora biti π = (1).

Pretpostavimo da π nema fiksnu taqku . Sada mo�emo, bez gubitka
opxtosti, pretpostaviti da je π(1) = 2. Iz (2) dobijamo

(2π(2))(π(3)π(4)) = (12)(34).

Oqigledno da mora biti π(2) = 1 i π(3) ∈ {3, 4}. Kako π nema fiksnu
taqku, dobijamo da je π(3) = 4 i π(4) = 3, tj. π = (12)(34) ∈ V .

Na ovaj naqin smo pokazali da je Ker(f) = V . Prva teorema o
izomorfizmima ka�e da je tada

S4/Ker(f) ∼= Im(f),

tj. da je koliqniqka grupa S4/V izomorfna jednoj podgrupi od SX .
No, |S4/V | = 24/4 = 6 = |SX |. Zakǉuqujemo da mora biti Im(f) = SX i
dobijamo izomorfizam S4/V ∼= SX

∼= S3. ♣

Navedimo sada jedan stav, koji se dokazuje pomo�u navedene teoreme
(mada ga mi ne�emo davati).
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Stav 25 Ako je H podgrupa grupe G takva da je [G : H] = p, pri qemu je p
najmaǌi prost broj koji deli red grupe G, onda je H / G.

Napomena: Kao i uvek, vrlo je va�no da se u tvr�eǌe ne unosi nexto
qega u ǌemu nema! Dakle, uopxte se ne tvrdi da za svaku grupu G
uopxte postoji podgrupa H indeksa kao u stavu. No, ako postoji, onda
je ona normalna.

Primer 26 Svaka grupa reda 15 je cikliqna.

Na osnovu Koxijeve teoreme postoji element x reda 3 i element y reda
5. Podgrupa H = 〈y〉 je stoga indeksa 3 i na osnovu prethodnog stava
ona je normalna. Stoga je

xyx−1 = yr (5)

za neko r ∈ {1, 2, 3, 4}. Ukoliko je r = 1, onda na standardan naqin
dobijamo da je G ∼= 〈x〉 × 〈y〉 ∼= Z3 × Z5

∼= Z15. Poka�imo da ostale
mogu�nosti za r nisu mogu�e. Ako (5) pomno�imo sleva sa x i zdesna
sa x−1, dobijamo

x2yx−2 = xyrx−1 = (xyx−1)r = (yr)r = yr2
. (6)

Mno�eǌem (6) sleva sa x i zdesna sa x−1 dobijamo

x3yx−3 = yr3
. (7)

No, s obzirom da je x3 = e iz (7) dobijamo

y = yr3
, (8)

tj.
yr3−1 = e. (9)

Dakle, s obzirom da je ω(y) = 5, mora biti 5 | r3− 1. No, lako se mo�e
proveriti da 5 ne deli nijedan od brojeva 23 − 1, 33 − 1, 43 − 1. ♣

Druga i tre�a teorema o izomorfizmima ukǉuquju u svoju formu-
laciju dve podgrupe date grupe G.

Teorema 27 (Druga teorema o izomorfizmima) Neka je G grupa, H ≤ G i
K / G. Tada je HK ≤ G, H ∩K /H i

HK/K ∼= H/H ∩K.
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Dokaz. Pre svega, treba pokazati da je HK ≤ G. Kako e ∈ H ∩K, to
je e = ee ∈ HK, pa HK 6= ∅. Pretpostavimo da su x i y elementi iz
HK. Dakle, postoje elementi h, h′ ∈ H i k, k′ ∈ K takvi da je x = hk,
y = h′k′. Tada je

x−1y = k−1h−1h′k′ = k−1((h′)−1h)−1k′ =

=

∈H︷ ︸︸ ︷
((h′)−1h)−1

∈K︷ ︸︸ ︷((h′)−1h)︸ ︷︷ ︸
∈H

k−1︸︷︷︸
∈K

((h′)−1h)−1


︸ ︷︷ ︸

∈K

k′ ∈ HK.

S obzirom da je K /G, to je i K /HK. Definiximo funkciju f :H →
HK/K sa: f(h) = hK. S obzirom da je

f(hh′) = (hh′)K = (hK)(h′K) = f(h)f(h′),

f je homomorfizam.
Doka�imo da je f ,,na”. Neka je xK proizvoǉan element iz HK/K.

Dakle, za neko h ∈ H i k ∈ K, x = hk. Tada je

xK = (hk)K = h(kK) = hK = f(h),

pa je f zaista ,,na”.
Odredimo jezgro homomorfizma f . Uzmimo proizvoǉni element h ∈

H. Tada h ∈ Ker(f) ako i samo ako je f(h) = K (K je neutral u HK/K).
S obzirom da je f(h) = hK, dobijamo da je h ∈ Ker(f) ako i samo
ako h ∈ K, tj. Ker(f) = H ∩ K. Prva teorema o izomorfizmima daje:
H/Ker(f) ∼= Im(f), tj. H/H ∩ K ∼= HK/K. Primetimo da H ∩ K / H
sledi iz qiǌenice da je H ∩K jezgro nekog homomorfizma. �

Primer 28 Neka su m,n ≥ 2 prirodni brojevi. Primeniti drugu teoremu
o izomorfizmima na grupe Z, mZ i nZ.

Druga teorema o izomorfizmima daje

(mZ + nZ)/nZ ∼= mZ/(mZ ∩ nZ).

Neka je d = NZD(m,n), a s = NZS(m,n), tada je

mZ + nZ = dZ, mZ ∩ nZ = sZ.

Dakle,
dZ/nZ ∼= mZ/sZ.

Grupa dZ izomorfna je grupi Z pri izomorfizmu f : Z→ dZ datom sa
f(x) = dx. Neka je n = dn′. Pri izomorfizmu f , podgrupa n′Z slika se
na podgrupu nZ. Drugim reqima, imamo izomorfizam

dZ/nZ ∼= Z/n′Z.
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Znamo da je sd = mn, pa je n′ = n/d = s/m. Zapravo je grupa mZ/sZ
izomorfna grupi Z/n′Z. ♣

Teorema 29 (Tre�a teorema o izomorfizmima) Neka su H i K normalne
podgrupe grupe G za koje je H ⊆ K. Tada je K/H / G/H i

(G/H)/(K/H) ∼= G/K.

Dokaz. Definiximo funkciju f :G/H → G/K sa f(gH) = gK. Ova
funkcija jeste dobro definisana poxto iz pretpostavke da je gH = g′H
sledi da je g−1g′ ∈ H, a kako je H ⊆ K, to iz g−1g′ ∈ H sledi da
g−1g′ ∈ K, pa je gK = g′K. Oqigledno je da je f jedan epimorfizam.
Odredimo jezgro od f .

gH ∈ Ker(f) akko gK = K akko g ∈ K.

Vidimo da je Ker(f) = K/H. Rezultat se sada dobija primenom prve
teoreme o izomorfizmima. �

Primer 30 Neka su prirodni brojevi m,n ≥ 2 takvi da m | n. Primeniti
tre�u teoremu o izomorfizmima na: Z, mZ i nZ.

Naravno, nZ je podgrupa od Z generisana elementom n. Kako m | n,
to je nZ ⊆ mZ. Dakle, na osnovu tre�e teoreme o izomorfizmima,
dobijamo

(Z/nZ)/(mZ/nZ) ∼= Z/mZ.

Kao i u ranije navedenom primeru,

mZ/nZ ∼= Z/dZ,

gde je d = n/m. Mi znamo da je svaka cikliqna grupa reda n izomorfna
sa Zn i Zn

∼= Z/nZ. Osim toga, za svaki delilac reda cikliqne grupe,
postoji taqno jedna podgrupa te grupe tog reda. Ukoliko je G cikliqna
grupa reda n i d | n, onda postoji taqno jedna podgrupa H grupe G,
koja je reda d i tada je G/H ∼= Zm, gde je m = n/d. ♣

14


