
ALGEBRA 1
Grupe

Osnovni pojmovi i primeri

Zoran Petrovi�

Tre�e predavaǌe

Grupe su jedan od centralnih objekata u ovom kursu i nekoliko
nedeǉa �e biti posve�eno upravo ǌima. Pojam grupe se mo�e uvesti
na dva ekvivalentna naqina.

Definicija 1 Grupa je algebarska struktura (G, ·), gde je G neprazan skup,
a · binarna operacija na skupu G, za koje va�i:

1. za sve x, y, z ∈ G: (x · y) · z = x · (y · z);

2. postoji e ∈ G tako da je za svaki x ∈ G ispuǌeno: x · e = x = e · x;

3. za svaki x ∈ G postoji x̄ ∈ G tako da je x · x̄ = e = x̄ · x.

Definicija 2 Grupa je algebarska struktura (G, ·,′ , 1), gde je G neprazan
skup, · binarna operacija na skupu G, ′ unarna operacija na skupu G i 1
izabrani element iz G, za koje va�i:

1. za sve x, y, z ∈ G: (x · y) · z = x · (y · z);

2. za sve x ∈ G: x · 1 = x = 1 · x;

3. za sve x ∈ G: x · x′ = 1 = x′ · x.

Poka�imo da su ove definicije ekvivalentne.
Ako je (G, ·,′ , 1) grupa u smislu druge definicije onda je tra�eni

element e iz prve definicije zapravo 1, dok je za x ∈ G tra�eni ele-
ment x̄ zapravo x′. Dakle, to je dosta jednostavno. Nexto je slo�enije
pokazati kako se na osnovu strukture iz prve definicije dobija struk-
tura iz druge.

Pretpostavimo da je struktura (G, ·) grupa u smislu prve defini-
cije. Primetimo da je element e (koji se zove neutral grupe), iz ove
definicije, jedinstveno odre�en. Naime, pretpostavimo da postoji
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i element e′ koji zadovoǉava iste uslove kao i e. Tada dobijamo da
je e · e′ = e′ poxto je e neutral, ali je i e · e′ = e poxto je e′ neu-
tral. Dakle, e = e′. Za izabrani element, koji nam treba u drugoj
definiciji uzimamo element e.

Da bismo imali definisanu unarnu operaciju ′ na skupu G, koja
zadovoǉava uslove iz druge definicije, poka�imo da je za dati ele-
ment x ∈ G element x̄ (koji se zove inverz elementa x) jedinstveno
odre�en. To se pokazuje na sliqan naqin kao i jedinstvenost neutrala.
Pretpostavimo da, osim x̄, postoji i element x̃, koji zadovoǉava iste
uslove. Tada je x̃ · (x · x̄) = x̃ · e = x̃, no tako�e je x̃ · (x · x̄) = (x̃ · x) · x̄ =
e · x̄ = x̄ i dobijamo da je x̃ = x̄. Dakle sa: x′ := x̄, pri qemu je x̄
jedinstveni element iz prve definicije, dobijamo dobro definisanu
unarnu operaciju, koja zadovoǉava svojstva iz druge definicije.

Ubudu�e �emo qex�e koristiti prvu definiciju, pri qemu �emo
znak operacije · qesto izostavǉati (dakle pisa�emo xy, a ne x · y), a
i umesto ,,data je grupa (G, ·)“, pisa�emo kratko ,,data je grupa G“.
Osim toga, inverz elementa x obiqno �emo zapisivati ovako: x−1.

Doka�imo sada neka jednostavna svojstva koja slede iz aksioma
grupe. Uvedimo najpre jednu pomo�nu oznaku. Proizvod

∏n
i=1 xi (gde

xi ∈ G) definixemo rekurentnom formulom

n∏
i=1

xi := e, ako je n = 0,

n+1∏
i=1

xi :=
n∏
i=1

xi · xn+1, za n ≥ 0.

Posebno, ako je x1 = x2 = · · · = xn = x, umesto
∏n
i=1 x pixemo xn.

Qesto �emo umesto
∏n
i=1 xi pisati (x1 · · ·xn).

• Za svako n ≥ 2 i svako r, za koje je 1 ≤ r < n va�i:

(x1 · · ·xr) · (xr+1 · · ·xn) = (x1 · · ·xn).

Ovo zapravo znaqi da zagrade mo�emo proizvoǉno da postav-
ǉamo, pa ih mi qesto ne�emo ni pisati. Rezultat se bez texko�a
dokazuje indukcijom po n. U sluqaju da su svi xi jednaki dobijamo
da je za sve m,n ∈ N: xmxn = xm+n.

• Za svaki x ∈ G :
(x−1)−1 = x

Ovaj rezultat sledi iz jedinstvenosti inverza. Naime, i ele-
ment x i element (x−1)−1 zadovoǉavaju uslove za inverz elementa
x−1, pa su stoga jednaki.

2



• Za sve x, y ∈ G:
(xy)−1 = y−1x−1.

Obratite pa�ǌu na redosled faktora! Proverimo da li je
y−1x−1 inverz elementa xy:

(y−1x−1)(xy) = y−1(x−1x)y = y−1ey = y−1y = e,

(xy)(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 = xex−1 = xx−1 = e.

• Svaka jednaqina oblika

ax = b (∗)

ima taqno jedno rexeǌe u G. To je taqno i za jednaqinu oblika

xa = b.

Nije texko proveriti da je a−1b jedno rexeǌe jednaqine (∗):

a(a−1b) = (aa−1)b = eb = b.

Rexeǌe je jedinstveno jer iz ax1 = ax2 sledi da je a−1ax1 =
aa−1x2, tj. ex1 = ex2, pa mora biti x1 = x2.

• Za sve a, x ∈ G i n ≥ 1:

(axa−1)n = axna−1.

Dokaz se izvodi indukcijom po n.

Ako je n = 1, onda je tvr�eǌe trivijalno taqno. Pretpostavimo
da je tvr�eǌe taqno za n i doka�imo ga za n+ 1.

(axa−1)n+1 = (axa−1)n(axa−1) = axna−1axa−1︸ ︷︷ ︸
induktivna hipoteza

= axnxa−1 = axn+1a−1.

Stepen elementa xm mo�e se definisati i za negativne m:

x−n := (x−1)n, za n ≥ 1.

Naravno, ako je n = 0 uzimamo x0 = e. Za ve�bu dokazati da va�i:

• Za svako x ∈ G i svako n ≥ 1: x−n = (xn)−1.

• Za svako x ∈ G i sve m,n ∈ Z: xmxn = xm+n.

• Za svako x ∈ G i sve m,n ∈ Z: (xm)n = xmn.
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Pre�imo sada na primere grupa. Prvi i najjednostavniji primeri
grupa su primeri grupa koje formiraju brojevi. To su grupe (Z,+),
(Q,+), (R,+), (C,+), a tako�e i (Q \ {0}, ·), (Q+, ·), (R \ {0}, ·), (R+, ·),
kao i (C \ {0}, ·). Naravno, ovde su + i · uobiqajene operacije sabi-
raǌa i mno�eǌa brojeva, dok su sa Q+ (R+) oznaqeni svi pozitivni
racionalni (realni) brojevi. No, naravno da pojam grupe nije uveden
zbog grupa koje qine brojevi.

Posmatrajmo neki pravougaonik, koji nije kvadrat. Sem identiqne
transformacije, on ima jox samo tri simetrije: dve osne reflek-
sije (u odnosu na ose koje su simetrale naspramnih stranica) i jednu
centralnu refleksiju (u odnosu na centar pravougaonika). Jasno je
da kompozicija te dve osne refleksije daje centralnu. Oznaqimo ovu
grupu i ǌene elemente sa

V = {ε, σ1, σ2, ρ},

gde je sa ε oznaqena identiqna transformacija, σ1 i σ2 su osne re-
fleksije, a ρ centralna refleksija. Nije texko sastaviti tablicu
mno�eǌa u ovoj grupi.

◦ ε σ1 σ2 ρ
ε ε σ1 σ2 ρ
σ1 σ1 ε ρ σ2

σ2 σ2 ρ ε σ1

ρ ρ σ2 σ1 ε

Primetimo da za svaki element x ove grupe va�i: x2 = ε i da je grupa
komutativna. Kasnije �emo videti da iz prve qiǌenice sledi i druga.
Grupa V zove se i Klajnova grupa.

Pre�imo sada na slo�enije primere.
Posmatrajmo neki pravilni mnogougao u ravni i potrudimo se da

na�emo koje sve on simetrije ima. U tu svrhu, za poqetak, nije loxe
posmatrati neki konktretan sluqaj i mi �emo se koncentrisati na dva
primera. Na pravilni petougao i pravilni xestougao.

Simetrije koje postoje u ravni su: translacije, rotacije, osne re-
fleksije i klizaju�e refleksije. Ako qitalac nije quo za klizaju�e
refleksije, to mu nixta ne�e smetati. Naime, klizaju�a refleksija
je kompozicija jedne translacije i jedne osne refleksije, pa je do-
voǉno pogledati xta se dexava sa translacijama i osnim refleksi-
jama. Jasno je da translacije ne dolaze u obzir kao simetrije nekog
mnogougla. Sliqno se mogu izbaciti i sve rotacije sem one oko centra
mnogougla. Naravno, ne dolaze u obzir ni sve rotacije oko centra mno-
gougla. U sluqaju pravilnog n-tougla, u ,,igri“ su samo rotacije za
uglove oblika 2kπ/n. Tako dobijamo n razliqitih rotacija, odnosno
simetrija pravilnog n-tougla. Dakle, u sluqaju pravilnog petougla
imamo 5 rotacija, dok u sluqaju pravilnog xestougla imamo 6 rotacija
(ne zaboravimo da je rotacija za ugao 2nπ/n, odnosno rotacija za
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ugao 2π zapravo identiqna transformacija). Xto se tiqe osnih re-
fleksija, tu je dobro razlikovati sluqaj petougla i xestougla. U
sluqaju petougla, imamo pet osnih refleksija i to oko pravih koje
prolaze kroz jedno teme i sredixte naspramne stranice. U sluqaju
pravilnog xestougla imamo tri refleksije u odnosu na prave koje
prolaze kroz naspramna temene i jox tri u odnosu na prave koje pro-
laze kroz sredixta naspramnih stranica. Naravno, preporuqujemo
qitaocu da nacrta odgovaraju�e crte�e.

Oznaqimo sa ρ rotaciju za ugao 2π/n u smeru suprotnom kretaǌu
kazaǉke na qasovniku. Vidimo da su tada sve rotacije oblika ρk za
neki k koji mo�e uzimati vrednosti od 0 do n− 1 (govorimo o pravil-
nom n-touglu). Primetiomo da je ρn = ε. Sa σ oznaqimo bilo koju
od navedenih osnih refleksija. Nije texko proveriti da je svaka
spomenuta refleksija oblika σρk gde je 0 ≤ k < n. Ovde je dobro ra-
zlikovati sluqaj parnog i neparnog n, odnosno jednostavne sluqajeve
pravilnog petougla i pravilnog xestougla. Primetimo da je σ2 = ε.
Posmatrajmo skup

{ε, ρ, . . . , ρn−1, σ, σρ, . . . , σρn−1}.

U odnosu na operaciju kompozicije preslikavaǌa, ovaj skup pred-
stavǉa grupu. Ta grupa ima 2n elemenata, naziva se diedarska grupa
i oznaqava sa Dn.

Proverimo da je ovo zaista grupa. Jasno je da je neutral grupe
identiqno preslikavaǌe ε. Ostaje nam da proverimo dve stvari.

1) Da je kompozicija dobro definisana na gorenavedenom skupu.

2) Da svaki element iz gorenavedenog skupa ima inverz.

Naime, nije jasno zbog qega npr. element ρσ pripada tom skupu.
A i za mnoge druge kompozicije to nije jasno. Ispostavǉa se da je
dovoǉno da se proveri koliko je ρσ; iz tog rezultata �e sve slediti.

Direktnom proverom dobija se da je

ρσ = σρn−1.

Izraqunajmo sada koliko je ρ2σ:

ρ2σ = ρσρn−1 = σρn−1ρn−1 = σρ2n−2 = σρn−2.

Nije texko dobiti i opxti rezultat:

ρkσ = σρn−k.

To se jednostavno dobija, npr. indukcijom po k.
Primetimo da je zapravo ρn−1 = ρ−1. To nam omogu�ava da gorǌe

identitete napixemo na jednostavniji naqin:
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ρσ = σρ−1; ρkσ = σρ−k,

a imamo i
σρk = ρ−kσ.

Sada se mo�e proveriti da je gorǌi skup zatvoren u odnosu na kom-
poziciju preslikavaǌa.

σρkρl =
{

σρk+l, ako je k + l < n
σρk+l−n, ako je k + l ≥ n.

σρkσρl =
{

ρ−k+l, ako je k ≤ l
ρn−k+l, ako je k > l.

ρkσρl =
{

σρ−k+l, ako je k ≤ l
σρn−k+l, ako je k > l.

Naravno da je

ρkρl =
{

ρk+l, ako je k + l < n
ρk+l−n, ako je k + l ≥ n.

Zanimǉivo je napisati celu tablicu mno�eǌa za grupu D6:

◦ ε ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 σ σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5

ε ε ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 σ σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5

ρ ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε σρ5 σ σρ σρ2 σρ3 σρ4

ρ2 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε ρ σρ4 σρ5 σ σρ σρ2 σρ3

ρ3 ρ3 ρ4 ρ5 ε ρ ρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ σρ σρ2

ρ4 ρ4 ρ5 ε ρ ρ2 ρ3 σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ σρ
ρ5 ρ5 ε ρ ρ2 ρ3 ρ4 σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ
σ σ σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 ε ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5

σρ σρ σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ ρ5 ε ρ ρ2 ρ3 ρ4

σρ2 σρ2 σρ3 σρ4 σρ5 σ σρ ρ4 ρ5 ε ρ ρ2 ρ3

σρ3 σρ3 σρ4 σρ5 σ σρ σρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε ρ ρ2

σρ4 σρ4 σρ5 σ σρ σρ2 σρ3 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε ρ
σρ5 σρ5 σε σρ σρ2 σρ3 σρ4 ρ ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ε

Bilo bi dobro da qitaoci ispixu tablice mno�eǌa za grupe D3, D4

i D5. Ako pogledamo ,,gorǌi levi ugao“ navedene tablice, mo�emo da
primetimo da se tu nalazi tablica mno�eǌa u skupu {ε, ρ, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5}.
Zapravo je to jedna podgrupa grupe D6.

Definicija 3 Ako su (G, ·) i (H, ∗) dve grupe, onda je grupa (H, ∗) podgrupa
grupe (G, ·) ukoliko je:

H ⊆ G i x ∗ y = x · y za sve x, y ∈ H.
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Ukoliko je H podgrupa grupe G, to zapisujemo ovako: H ≤ G.
Prisetimo se da smo pojam grupe definisali na dva ekvivalentna

naqina — kao strukturu sa samo jednom binarnom operacijom, odnosno
kao strukturu sa jednom binarnom, jednom unarnom i jednom nularnom
operacijom. Ukoliko se prisetimo pojma podalgebre, znamo xta mora
biti ispuǌeno da bi neka struktura bila podstruktura druge. U
naxem sluqaju, izabrani elementi se moraju poklapati, a tako�e i
inverzi elemenata iz H moraju biti jednaki inverzima tih elemenata
kada se posmatraju kao elementi grupe G. Dakle, ako je e neutral u G,
ε neutral u H, x−1 inverz elementa x ∈ G, x′ inverz elementa x ∈ H,
onda mora biti:

• e = ε;

• za sve x ∈ H: x−1 = x′.

Doka�imo da je to zaista tako. Neka je h ∈ H ma koji element iz H.
Tada va�i:

h ∗ ε = h.

No, tada je i
h · ε = h,

poxto je x · y = x ∗ y za sve x, y ∈ H, a h, ε ∈ H. Mno�eǌem gorǌe
jednakosti sa h−1 dobijamo

h−1 · h · ε = h−1 · h,

a s obzirom da je h−1 · h = e, sledi

e · ε = e,

te je zaista ε = e.
Da bismo dokazali da je za sve x ∈ H ispuǌeno x−1 = x′, napiximo

xta znaqi to da je x−1 inverz elementa x u G i da je x′ inverz elementa
x u H (element x pripada H):

x · x−1 = x−1 · x = e, (1)

x ∗ x′ = x′ ∗ x = ε. (2)

No, s obzirom da x, x′ pripadaju H i da je e = ε, dobijamo da je

x · x′ = x′ · x = e. (3)

Iz (1) i (3) na osnovu jedinstvenosti inverza u grupi dobijamo da
mora biti x′ = x−1.

Navedimo sada jedan koristan stav.
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Stav 4 Neprazan skup H grupe G je podgrupa grupe G u odnosu na restrikciju
operacije iz G ako i samo ako je xy−1 ∈ H za sve x, y ∈ H.

Dokaz. Jasno je da svaka podgrupa zadovoǉava navedeno svojstvo.
Naime, ako su x, y ∈ H, kako je H podgrupa, to i y−1 ∈ H. Osim
toga, operacija u H je zapravo restrikcija operacije u G, pa mora
biti xy−1 ∈ H, poxto x ∈ H i y−1 ∈ H.

Pretpostavimo da je H neprazan skup i da zadovoǉava tra�eni
uslov. Kako je H 6= ∅, to postoji h ∈ H. Tada po pretpostavci i
e = hh−1 ∈ H. Ako je x ∈ H proizvoǉan, iz pretpostavke i qiǌenice
da e ∈ H, sledi da i x−1 = ex−1 tako�e pripada H. Konaqno, ako su
x, y ∈ H, onda po ve� dokazanom, y−1 ∈ H, pa je i xy = x(y−1)−1 ∈ H. �

Stav 5 Ako su H i K podgrupe grupe G, onda je H ∩ K podgrupa grupe G,
dok je H ∪K podgrupa grupe G ako i samo ako je H ⊆ K ili K ⊆ H.

Dokaz. Doka�imo najpre da je presek dve podgrupe tako�e podgrupa.
Kako i H i K moraju sadr�ati neutral, to je H ∩ K 6= ∅. Pret-
postavimo da x, y ∈ H ∩K. To znaqi da x, y ∈ H i x, y ∈ K. Na osnovu
ranije dokazanog, xy−1 ∈ H i xy−1 ∈ K, pa xy−1 ∈ H ∩K. Zakǉuqujemo
da je H ∩K podgrupa grupe G.

Pozabavimo se unijom dve podgrupe. Jasno je da ako je jedna od
ǌih podskup druge, ǌihova unija se poklapa sa jednom od ǌih, te jeste
podgrupa grupe G. Pretpostavimo da je H∪K podgrupa grupe G i neka
H 6⊆ K. Dokaza�emo da je K ⊆ H. Kako H 6⊆ K, to postoji element
h koji jeste u H, a nije u K. Uzmimo proizvoǉni element k ∈ K.
Dokaza�emo da je on u H i time pokazati da je K ⊆ H. Posmatrajmo
element k · h. Kako su i k i h iz K ∪H, a K ∪H je podgrupa grupe G,
to sigurno k · h ∈ K ∪H. No, ako k · h ∈ K, koriste�i qiǌenicu da k
pripada K, dobijamo da je i h = k−1kh iz K, a to nije mogu�e. Dakle,
k · h mora biti u H, pa kako je h ∈ H i k = kh · h−1, to k ∈ H. �

Na sliqan naqin se mo�e pokazati da je presek proizvoǉne fami-
lije podgrupa neke grupe tako�e podgrupa te grupe. Naime, neka su Hi

podgrupe od G, gde i ∈ I. Kako za sve i ∈ I neutral e pripada Hi, to je⋂
i∈I

Hi 6= ∅.

Neka x, y ∈
⋂
i∈I Hi. Tada za sve i ∈ I: x ∈ Hi i y ∈ Hi. Kako su Hi

podgrupe, to xy−1 ∈ Hi, za sve i ∈ I, te zaista xy−1 ∈
⋂
i∈I Hi.

Stoga ima smisla slede�e pitaǌe.

Pitaǌe: Ako je G grupa i X podskup te grupe, da li postoji najmaǌa
podgrupa grupe G, koja sadr�i X (kao svoj podskup)?

Odgovor je potvrdan – to je presek svih podgrupa koje sadr�e X.
Naime, sigurno postoji bar jedna podgrupa grupe G, koja sadrhi X
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(sama grupa G!), pa ima smisla govoriti o preseku. Najmaǌa podgrupa
koja sadr�i X oznaqava se sa 〈X〉 i zove se podgrupa generisana sa
X. Skup X je skup generatora te grupe. Ukoliko je X = ∅, onda
je 〈X〉 = {e}. Ukoliko je X = {a}, onda je 〈X〉 cikliqna podgrupa
generisana elementom a i oznaqavamo je sa 〈a〉.

Vratimo se diedarskoj grupi Dn. Ako je X = {ρ, σ}, xta je 〈X〉?
Jasno je da je zapravo 〈X〉 = Dn. Dakle, grupa Dn je generisana sa dva
generatora.

Ako sa X−1 oznaqimo skup svih inverza elemenata iz X,

X−1 = {x−1 : x ∈ X},

onda nije texko pokazati da je

〈X〉 = {a1 · · · an : n ∈ N, ai ∈ X ∪X−1}.

(u sluqaju da je n = 0, proizvod a1 · · · an je naravno neutral e). Naime,
ako su a1 · · · an i b1 · · · bm proizvodi elemenata iz X ∪X−1, jasno je da
je to i

a1 · · · an · (b1 · · · bm)−1 = a1 · · · an · b−1
m · · · b−1

1 .

Stoga skup sa desne strane gorǌe jednakosti zaista qini podgrupu
u odnosu na restrikciju operacije, a jasno je da svaka podgrupa H za
koju je X ⊂ H mora sadr�ati taj skup kao svoj podskup. Prema tome,
zaista je to najmaǌa podgrupa koja sadr�i skup X kao svoj podskup.

Primetimo na kraju da, mada se Stav 5 mo�e proxiriti u sluqaju
preseka na proizvoǉnu kolekciju podskupova, to se ne mo�e uraditi
za unije. Jednostavan primer nam daje Klajnova grupa V . Naime,
H1 = {ε, σ1}, H2 = {ε, σ2} i H3 = {ε, ρ}, su podgrupe od V i za ǌih
va�i:

V = H1 ∪H2 ∪H3,

a nijedna od ǌih nije sadr�ana u nekoj drugoj od ǌih.
Videli smo da je {ε, ρ, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5} jedna podgrupa grupe D6. Prime-

timo da je u ovoj grupi svaki element oblika ρk za neki ceo broj k.
Grupe sa ovim svojstvom nazivaju se cikliqne grupe.

Definicija 6 Grupa G je cikliqna grupa ukoliko postoji element x ∈ G
takav da je svaki element iz G oblika xm za neki ceo broj m, odnosno

G = {xm : m ∈ Z}.

Takav element zovemo generator cikliqne grupe.

U skladu sa definicijom grupe generisane nekim podskupom, cik-
liqna grupa je ona grupa koja je generisana jednoqlanim podskupom,
tj. jednim elementom. Ukoliko �elimo da istaknemo da je G cikliqna
grupa qiji je generator a, onda to pixemo ovako: G = 〈a〉.

Grupa rotacija pravilnog n-tougla, je tako�e cikliqna grupa i
ona je generisana rotacijom za ugao 2π/n. Navedimo jox neke primere
cikliqnih grupa.
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• Zn = (Zn,+n) je cikliqna grupa generisana elementom 1. Ovde je
+n sabiraǌe po modulu n, a Zn = {0, 1, . . . , n− 1}, gde je n ≥ 2.

• Cn = {z ∈ C : zn = 1} je tako�e cikliqna grupa u odnosu na
mno�eǌe kompleksnih brojeva. To je grupa svih n-tih korena
iz jedinice i generisana je elementom e2iπ/n(= cos 2π

n + i sin 2π
n ).

Generator te grupe se zove i primitivni n-ti koren iz jedinice.

• (Z,+) je cikliqna grupa generisana elementom 1.

Primetimo da postoje i cikliqne grupe sa konaqno mnogo eleme-
nata, kao i cikliqne grupe sa beskonaqno mnogo elemenata. Zapravo
za svaki prirodan broj n ≥ 1 postoji cikliqna grupa sa n elemenata
(u sluqaju da je n = 1 dobijamo trivijalnu grupu qiji je jedini ele-
ment neutral). Prirodno se postavǉa pitaǌe: da li su dve cikliqne
grupe sa istim brojem elemenata suxtinski razliqite? Ispostavǉa
se da je odgovor negativan — svake dve cikliqne grupe sa istim bro-
jem elemenata su izomorfne, ali �e vixe reqi o tome biti u narednim
lekcijama.

Uvodimo sada pojam reda grupe i reda elementa grupe.

Definicija 7 Ako je grupa G konaqna onda broj ǌenih elemenata zovemo
red grupe i oznaqavamo sa |G|. U sluqaju da je grupa beskonaqna, ka�emo da
je ona beskonaqnog reda.

Neka je a element neke grupe. Ukoliko ne postoji prirodan broj n ≥ 1
za koji je an = e, ka�emo da je element a beskonaqnog reda. Ukoliko takav
element postoji, onda je red elementa a, u oznaci ω(a) zadat sa:

ω(a) := min{m ≥ 1 : am = e}.

Stav 8 Red ma kog elementa neke grupe jednak je redu podgrupe generisane
tim elementom.

Dokaz. Ukoliko je element a beskonaqnog reda, onda je ak 6= al za sve
k 6= l. Naime, ako je ak = al za neke k i l pri qemu je k > l, onda je
ak−l = e, a k− l ≥ 1, xto protivreqi pretpostavci da je a beskonaqnog
reda. No, iz qiǌenice da je ak 6= al za k 6= l sledi da je podgrupa 〈a〉
beskonaqna.

Dakle, element beskonaqnog reda generixe beskonaqnu podgrupu.
Obratno, ako je podgrupa generisana elementom a beskonaqna onda ele-
ment a mora biti beskonaqnog reda. Pretpostavimo da je ω(a) = n ≥ 1.
Tvrdimo da je tada

〈a〉 = {e, . . . , an−1}
i da su svi ovi elementi razliqiti. Naime, svaki element iz 〈a〉 je
oblika am za neki ceo broj m. Podelimo sa ostatkom m sa n. Dobijamo
da je m = qn+ r, gde je 0 ≤ r < n. Tada je

am = (an)qar = eqar = ar ∈ {e, . . . , an−1}.

10



Zakǉuqujemo da je 〈a〉 = {e, . . . , an−1}. Ukoliko bi bilo ar = as za
neke 0 ≤ r < s < n, onda bi va�ilo i as−r = e, a to nije mogu�e, jer
je 0 < s − r < n, a n = ω(a). Zakǉuqujemo da su svi ovi elementi
razliqiti, te je red te podgrupe zaista n, a to je i red elementa a.�

Stav 9 Ako je element a beskonaqnog reda i m 6= 0, onda je i am beskonaqnog
reda. Ukoliko je ω(a) = n i m 6= 0 onda je

ω(am) =
n

NZD(m,n)
.

Dokaz. Prvi deo tvr�eǌa se lako dokazuje. Naime, ako je (am)r = e,
onda je i amr = e, pa bi i a bio konaqnog reda. Dokaz drugog dela je
te�i.

Neka je d = NZD(m,n). Tada je m = m1d i n = n1d, pri qemu su m1

i n1 uzajamno prosti. Mi treba da doka�emo da je ω(am) = n1.

(am)n1 = amn1 = am1dn1 = am1n = (an)m1 = em1 = e.

Pretpostavimo da je k > 0 takav da je (am)k = e. Treba da poka�emo
da je n1 ≤ k. Dakle, amk = e i an = e (poxto je n = ω(a)). Postoje celi
brojevi q i r takvi da je mk = qn+ r, gde je 0 ≤ r < n. Dobijamo da je
amk = (an)qar, te sledi da je ar = e. No, n = ω(a) i 0 ≤ r < n, pa mora
biti r = 0. Dakle, n | mk. Dobijamo dn1 | dm1k, pa n1 | m1k. Kako su
m1 i n1 uzajamno prosti dobijamo da n1 | k, pa mora biti n1 ≤ k, xto
se i tra�ilo. �

Napomena. Primetimo da se u ovom dokazu ,,krije” i dokaz slede�eg
rezultata: ako je n red elementa a, onda za svaki l ∈ Z va�i

al = e ako i samo ako n | l.

Kako je ovaj rezultat od posebnog znaqaja, da�emo i ǌegov kompletan
dokaz.

• Pretpostavimo da je n = ω(a) i da je al = e. Podelimo l sa n.
Dobijamo da je l = qn+ r, gde je 0 ≤ r < n. No, tada je

e = al = aqn+r = (an)q · ar = eq · ar,

te dobijamo da je ar = e. Kako je 0 ≤ r < n = ω(a), to je mogu�e
jedino ako je r = 0. Dakle, n | l.

• Neka n | l. Tada je l = qn, za neki ceo broj q i dobijamo

al = aqn = (an)q = eq = e.
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Primer 10 Odrediti red elementa 18 u grupi Z120.

Rexeǌe. Kako je 1 generator grupe Z120,

18 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
18

i NZD(18, 120) = 6, to je red elementa 18 jednak 120
6 = 20. ♣

Doka�imo sada teoremu o podgrupama cikliqne grupe.

Teorema 11 1) Svaka podgrupa cikliqne grupe i sama je cikliqna.
2) Ako je G cikliqna grupa konaqnog reda n i ako k | n, onda postoji taqno
jedna podgrupa H grupe G, koja je reda k.

Dokaz. 1) Neka je G = 〈a〉 i H ≤ G. Ako je H = {e}, nemamo xta da
dokazujemo. U suprotnom neka je s = min{n > 0 : an ∈ H}. Pokaza�emo
da je H = 〈as〉. Kako je as ∈ H, to je i (as)m ∈ H za sve m ∈ Z, pa je
〈a〉 ⊆ H.

Pretpostavimo da x ∈ H. Kako je G cikliqna grupa, to je x = ak za
neki ceo broj k. Tada postoje celi brojevi q i r za koje je k = qs + r,
pri qemu je 0 ≤ r < s. Dakle, r = k− qs i dobijamo ar = ak(as)−q. Kako
je ak = x ∈ H i as ∈ H, to sledi da ar ∈ H. No, 0 ≤ r < s i po izboru
broja s mora biti r = 0. Dakle, x = ak = (as)q ∈ 〈as〉.

2) Kako je ω(a) = n i k | n, to je prema prethodnom stavu ω(an/k) = k
i podgrupa H, generisana elementom an/k je reda k. Pretpostavimo
da postoji jox jedna podgrupa H1 istog reda k. Kako je prema ve�
dokazanom podgrupa H1 cikliqna, onda je H1 = 〈al〉. Kako je ω(al) =
|H1| = k, to je (al)k = e. Dakle, akl = e, a ω(a) = n, pa dobijamo da
n | kl. Kako k | n, dobijamo da n

k | l, te je l = n
k l1 za neko l1. No, tada

je al = (an/k)l1 ∈ H i H1 ⊆ H. Kako je |H1| = k = |H|, to je H1 = H i
tra�ena podgrupa je zaista jedinstvena. �

Primer 12 Odrediti jedinstvenu podgrupu H reda 6 u grupi Z18.

Rexeǌe. Kako je 18/6 = 3, to je tra�ena podgrupa H generisana ele-
mentom 3 i H = {0, 3, 6, 9, 12, 15}. Napiximo i tablicu sabiraǌa u toj
podgrupi.

+18 0 3 6 9 12 15
0 0 3 6 9 12 15
3 3 6 9 12 15 0
6 6 9 12 15 0 3
9 9 12 15 0 3 6

12 12 15 0 3 6 9
15 15 0 3 6 9 12

♣
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Uporedite ovu tablicu sa tablicom sabiraǌa u grupi Z6.

+6 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

Evidentno je da ove tablice vrlo sliqno izgledaju. To naravno nije
sluqajno.
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