
ALGEBRA 1
Elementi opxte algebre

Homomorfizmi, direktni proizvodi i kongruencije

Zoran Petrovi�

Drugo predavaǌe

Neka su A, B i C algebre iste signature:

A = (A, φ1, . . . , φr, a1, . . . , as),
B = (B,ψ1, . . . , ψr, b1, . . . , bs),
C = (C, θ1, . . . , θr, c1, . . . , cs).

Ovde su ai, bj , ck izabrani elementi (konstante), dok su ostalo op-
eracije nenulte du�ine. Naravno, #(φi) = #(ψi) = #(θi)(= ni).

Definicija 1 Funkcija h:A → B je homomorfizam algebre A u algebru B
ukoliko va�i:

• za sve j = 1, s: h(aj) = bj .

• za sve i = 1, r i sve u1, . . . , uni
∈ A:

h(φi(u1, . . . , uni)) = ψi(h(u1), . . . , h(uni)).

Dakle, homomorfizam je ona funkcija jednog skupa nosaqa u drugi,
koja konstante slika u odgovaraju�e konstante, a ,,komutira” sa svim
(odgovaraju�im) operacijama. Kada �elimo da istaknemo da je h:A→
B homomorfizam algebri, pisa�emo: h: A→ B je homomorfizam.

Definicija 2 Neka je h: A→ B homomorfizam.

• Ukoliko je h ,,1–1”, ka�emo da je h monomorfizam.

• Ukoliko je h ,,na”, ka�emo da je h epimorfizam.

• Ukoliko je h ,,1–1” i ,,na”, ka�emo da je h izomorfizam.

• Ukoliko je A = B, ka�emo da je h endomorfizam.

• Ukoliko je h izomorfizam i endomorfizam, ka�emo da je h automor-
fizam.
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Stav 3 Neka su h: A→ B i g: B→ C homomorfizmi. Tada:

a) g ◦ h je homomorfizam.

b) Ako je su g i h monomorfizmi, onda je to i g ◦ h.

v) Ako je su g i h epimorfizmi, onda je to i g ◦ h.

g) Ako je su g i h izomorfizmi, onda je to i g ◦ h.

d) Ako je h izomorfizam, onda je h−1 izomorfizam.

Dokaz. Dokaza�emo samo tvr�eǌa a) i d) (jasno je da ostali rezultati
slede iz osnovnih qiǌenica o funkcijama).

Dokaz za a)

(g ◦ h)(ai) = g(h(ai))
= g(bi) (poxto je h homomorfizam)

= ci (poxto je g homomorfizam).

(g ◦ h)(φi(u1, . . . , uni
) = g(h(φi(u1, . . . , uni

))
= g(ψi(h(u1), . . . , h(uni

)) ( h je homomorfizam)

= θi(g(h(u1)), . . . , g(h(uni
))) (g je homomorfizam)

= θi((g ◦ h)(u1), . . . , (g ◦ h)(uni
)).

Dokaz za d) Znamo da h−1 postoji i da h−1:B → A. Treba pokazati da
je h−1 homomorfizam.

Kako je h(ai) = bi, to je i h−1(bi) = ai.

Neka su v1, . . . , vni
proizvoǉni elementi iz B. Kako je h ,,na”, to

postoje uj iz A takvi da je h(uj) = vj za sve j = 1, ni. Dobijamo

h−1(ψi(v1, . . . , vni
)) = h−1(ψi(h(u1), . . . , h(uni

))
= h−1(h(φi(u1, . . . , uni

))(h je homomorfizam)

= φi(u1, . . . , uni
)

= φi(h−1(v1), . . . , h−1(vni
)).

�
Navedimo neke primere.

Primer 4 Sa R+ oznaqimo skup pozitivnih realnih brojeva. Tada je funkcija
ln: R+ → R homomorfizam grupe (R+, ·,−1 , 1) u grupu (R,+,−, 0) (dobro nam
je poznato da je ln(x · y) = lnx+ ln y, ln(x−1) = −lnx i ln 1 = 0).
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Primer 5 Konjugovaǌe, tj. funkcija g: C → C, zadata sa g(z) = z, pred-
stavǉa automorfizam algebre C = (C,+, ·, 0, 1) (sa C je naravno oznaqen skup
svih kompleksnih brojeva).

Primer 6 Ako je ρn:Z → Zn funkcija koja celom broju pridru�uje ǌegov
ostatak po modulu n (gde je n ≥ 2), onda je tako zadata homomorfizam komu-
tativnog prstena sa jedinicom Z = (Z,+, ·,−, 0, 1) u komutativan prsten sa
jedinicom Zn = (Zn,+n, ·n,−n, 0, 1)

Poka�imo da je ρn zaista homomorfizam. Pre svega, jasno je da je
ρn(0) = 0 i ρn(1) = 1. Proverimo da va�i i

ρn(s+ t) = ρn(s) +n ρn(t), ρn(s · t) = ρn(s) ·n ρn(t), ρn(−s) = −nρ(s).

Pre svega,
s = q · n+ ρn(s), t = q′ · n+ ρn(t),

za jedinstveno odre�ene cele brojeve q i q′ (deǉeǌe sa ostatkom).
Dobijamo da je

s+ t = (q + q′) · n+ (ρn(s) + ρn(t)).

Podsetimo se operacije sabiraǌa po modulu n. Dobijamo da je

ρn(s) + ρn(t) = q′′ · n+ (ρn(s) +n ρn(t)),

za jedinstveno odre�en ceo broj q′′ (naravno da je taj broj u ovom
sluqaju ili 0 ili 1). Zamenom u prethodnu jednaqinu dobijamo da je

s+ t = (q + q′ + q′′) · n+ (ρn(s) +n ρn(t)).

Kako je 0 ≤ ρn(s) +n ρn(t) < n, to na osnovu jedinstvenosti deǉeǌa sa
ostatkom mo�emo da zakǉuqimo da je ρn(s) +n ρn(t) zaista ostatak pri
deǉeǌu broja s+ t sa n, tj. da va�i

ρn(s+ t) = ρn(s) +n ρn(t),

a to je i trebalo dokazati. Na vrlo sliqan naqin se pokazuje da je
i

ρn(s · t) = ρn(s) ·n ρn(t),

Poka�imo za kraj da je ρ(−s) = −ns za sve cele brojeve s. Pre svega,

s = q · n+ ρn(s),

za jedinstveno odre�en ceo broj q. Tada je

−s = (−q) · n+ (−ρn(s)).
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Ukoliko je ρn(s) = 0, to dobijamo da je i ρn(−s) = 0, te je za-
ista ρn(−s) = −nρn(s) (ponovite definiciju unarne operacije −n). U
suprotnom je 0 < n− ρn(s) < n. Dobijamo da je

−s = (−q − 1) · n+ (n− ρn(s)),

gde je −q − 1 ceo broj, a 0 < n− ρn(s) < n. Dakle, n− ρn(s) je ostatak
pri deǉeǌu −s sa n, tj. zaista je ρn(−s) = −ns. ♣

Pozabavimo se sada neqim drugim. Neka za naxe algebre A i B va�i
da je A ⊆ B. Prirodno je tada razmotriti inkluziju skupa A u skup
B, tj. funkciju i:A → B takvu da je i(u) = u za sve u ∈ A. Prirodno
se postavǉa pitaǌe: da li je i homomorfizam? Analizirajmo malo tu
situaciju. Ukoliko je i zaista homomorfizam, onda mora biti i(ak) =
bk za sve k = 1, s a kako je i(ak) = ak, zakǉuqujemo da mora biti ak = bk
za sve k = 1, s. Sliqno, mora biti ispuǌeno i

φk(u1, . . . , unk
) = i(φk(u1, . . . , unk

)) = ψk(i(u1), . . . , i(unk
)) = ψk(u1, . . . , unk

),

za sve uj ∈ A. Dakle, operacije φk i ψk moraju davati isti rezultat
ukoliko su im argumenti iz A. Qesto se kra�e ka�e da je operacija
φk restrikcija operacije ψk.

Definicija 7 Neka je A i B algebre za koje va�i: A ⊆ B. Tada je A
podalgebra algebre B ukoliko je za sve k = 1, s ispuǌeno ak = bk i ukoliko
za sve uj ∈ A i sve i = 1, r va�i: φi(u1, . . . , uni) = ψi(u1, . . . , uni)

Ukoliko je A podalgebra od B, to �emo kra�e zapisivati sa:

A ≤ B.

Primetimo da iz prethodne diskusije sledi da je A ≤ B ako i samo
ako je inkluzija i:A→ B homomorfizam.

Primere nije texko na�i:

Z(= (Z,+, ·, 0, 1)) ≤ Q(= (Q,+, ·, 0, 1)) ≤ R(= (R,+, ·, 0, 1)) ≤ C(= (C,+, ·, 0, 1)),

no primetimo da
Zn 6≤ Z,

jer se operacije ne poklapaju na maǌem skupu.
Jedan va�an primer podalgebre pojavǉuje se na slede�i naqin.

Neka je h: : A → B homomorfizam algebri. Posmatrajmo sliku ho-
momorfizma h:

Im(h) = h[A] = {h(u) : u ∈ A}.

Kako je h(ai) = bi (podsetite se konvencije sa poqetka ove lekcije),
to svi izabrani elementi b1, . . . , bs pripadaju Im(h). Osim toga, neka
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su v1, . . . , vni
proizvoǉni elementi iz Im(h). Tada postoje u1, . . . , uni

,
takvi da je h(u1) = v1, . . . , h(uni

) = vni
. Stoga dobijamo:

ψi(v1, . . . , vni
) = ψi(h(u1), . . . , h(uni

)) = h(φi(v1, . . . , vni
)) ∈ Im(h).

Dakle, restrikcije operacija ψ1, . . . , ψr zadaju operacije na Im(h), a
kako i b1, . . . , bs ∈ Im(h), to je prirodno zadata struktura algebre na
Im(h), koja je qini podalgebrom algebre B. Koristimo oznaku h[A] da
oznaqimo tu podalgebru.

Pre�imo sada na pojam direktnog proizvoda algebri.

Definicija 8 Neka su

A = (A, φ1, . . . , φr, a1, . . . , as)

i
B = (B,ψ1, . . . , ψr, b1, . . . , bs)

dve algebre iste signature σ(A) = σ(B) = (n1, . . . , nr, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

). Direktan

proizvod ovih algebri je algebra

P = (P, ζ1, . . . , ζr, p1, . . . , ps),

gde je P = A×B, pj = (aj , bj), a operacije ζi zadate sa:

ζi((u1, v1), . . . , (uni
, vni

)) := (φi(u1, . . . , uni
), ψ(v1, . . . , vni

)).

Dakle, operacije ζi su zadate ,,po koordinatama”.

Jasno je da je signatura algebre P jednaka signaturi algebra A i
B. Mi �emo se kasnije baviti proizvodima konkretnih algebarskih
struktura, npr. proizvodima grupa, Abelovih grupa, komutativnih
prstena sa jedinicom i sl. i tada �emo se detaǉnije baviti ovim
pojmom. Uradimo za sada samo jedan jednostavan primer.

Primer 9 Posmatrajmo proizvod Abelovih grupa Z3 i Z4. Skup nosaq P je
skup

Z3 × Z4 = {0, 1, 2} × {0, 1, 2, 3}.

Operacija na P je zadata sa:

(m1, n1) + (m2, n2) = (m1 +3 m2, n1 +4 n2),

gde mi ∈ Z3, a nj ∈ Z4. Na primer,

(2, 3) + (1, 2) = (0, 1).

Kasnije �emo videti da postoji izomorfizam ovog proizvoda i grupe Z12.
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Mo�e se definisati i proizvod algebri A1, . . . ,An (za ma koje n):

A1 × · · · × An.

gde se operacije izvode ,,po koordinatama”, no alternativno se taj
proizvod mo�e dobiti i ponovǉenim proizvodima dve algebre (tj. tako
�e se dobiti izomorfne algebre). Npr. algebra A1×A2×A3 izomorfna
je algebri (A1 × A2) × A3 (a tako�e i algebri A1 × (A2 × A3)), no
vixe o tome �e biti reqi kasnije, za konkretne algebarske strukture.
Proizvoǉan direktan proizvod (mo�da i beskonaqno mnogo algebri)∏

i∈I
Ai,

tako�e nije texko definisati, ali ga mi ne�emo razmatrati.
U sluqaju direktnog proizvoda algebri A × B, prirodno se po-

javǉuju dva epimorfizma, projekcije na prvu, odnosno drugu koordi-
natu:

πA : A× B→ A, πA(u, v) = u,

πB : A× B→ B, πA(u, v) = v.

Nije texko proveriti da su to zaista homomorfizmi odgovaraju�ih
algebri koji su oqigledno ,,na”. Ono xto je zanimǉivo u vezi ovih
homomorfizama je slede�a qiǌenica. Za svaku algebru C iste sig-
nature, kao i A i B i sve homomorfizme h: C → A i g: C → B postoji
jedinstveno odre�eni homomorfizam f : C→ A× B za koji va�i:

πA ◦ f = g, i πB ◦ f = h.

Naravno da se homomorfizam f zadaje sa: f(w) = (g(w), h(w)) za w ∈ C.
Nije texko proveriti da se tako dobija jedan homomorfizam. Suxtina
ovog rezultata je u tome da je zadavaǌe homomorfizma u proizvod ek-
vivalentno zadavaǌu homomorfizma u svaku komponentu. Vide�emo
kasnije kako to izgleda na konkretnim primerima grupa i homomor-
fizama.

Definicija 10 Neka je M neka klasa algebri. Ta klasa je

a) zatvorena u odnosu na podalgebre ukoliko va�i:

ako A ∈M i B ≤ A onda i B ∈M;

b) zatvorena u odnosu na homomorfne slike ukoliko va�i:

ako je h: A→ B homomorfizam i A ∈M onda i h[A] ∈M;

v) zatvorena u odnosu na direktne proizvode ukoliko va�i:
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ako za sve i ∈ I Ai ∈M onda i
∏
i∈I Ai ∈M,

Navedimo sada jednu teoremu, koju ne�emo dokazivati, a koja karak-
terixe jednakosne klase algebri (varijetete).

Teorema 11 Neka je M neka klasa algebri. Ta klasa je varijetet ako i
samo ako je zatvorena u odnosu na podalgebre, homomorfne slike i direktne
proizvode.

Pa�ǉiv qitalac nije propustio da primeti da u primeru vari-
jeteta nismo naveli klasu svih poǉa. To naravno nije sluqajno, jer
klasa svih poǉa ne qini varijetet — direktan proizvod dva poǉa nije
poǉe. Naime, ako su E i F , ma koja poǉa onda u proizvodu E×F va�i:

(1E , 0F ) · (0E , 1F ) = (0E , 0F ),

te u tom proizvodu postoje pravi deliteǉi nule, a ǌih nema u poǉima.
Vrati�emo se na ovo kasnije kada budemo prouqavali prstene i poǉa.

Pre�imo sada na pojam kongruencije.

Definicija 12 Neka je

A = (A, φ1, . . . , φr, a1, . . . , as)

neka algebra i ∼ relacija ekvivalencije na skupu nosaqu A. Ta relacija je
kongruencija ukoliko za sve i = 1, r i sve uj , vk ∈ A:

ako je u1 ∼ v1, . . . uni
,∼ vni

onda je i φi(u1, . . . , uni
) ∼ φi(v1, . . . , vni

).

Drugim reqima, ako pri ma kojoj operaciji argumente zamenimo
ekvivalentnim elementima, dobijamo rezultat ekvivalentan poqetnom.
Navedimo neke primere.

Primer 13 Osnovni primer kongruencije je primer kongruencije po modulu
nekog prirodnog broja n (n ≥ 2):

a ≡ b (mod n) ako i samo ako n | (a− b).

Kongruenciju po modulu n qesto �emo oznaqavati i sa ≡n, zbog kratko�e
zapisa.

Nije texko proveriti da je ≡n zaista kongruencija (u gore nave-
denom smislu) algebre Z = (Z,+, ·). Naime, lako se proveri da je to
relacija ekvivalencije. Proverimo da se ,,sla�e sa operacijama”.

Ukoliko je a ≡n b i a1 ≡n b1, onda n | (a− b) i n | (a1 − b1), tj.

a− b = nq i a1 − b1 = nq1,
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za neke cele brojeve q, q1. Tada je

(a+ a1)− (b+ b1) = (a− b) + (a1 − b1) = nq + nq1 = n(q + q1),

pa je zaista (a+ a1) ≡n (b+ b1).

Tako�e,

aa1−bb1 = aa1−ba1+ba1−bb1 = (a−b)a1+b(a1−b1) = nqa1+bnq1 = n(qa1+bq1),

te je ab ≡n a1b1.

Primer 14 Definiximo relaciju ∼ na skupu svih prirodnih brojeva sa:
a ∼ b ako i samo ako se cifre na mestu desetica u dekadnom zapisu ovih
brojeva podudaraju.

Na primer, 134 ∼ 1235, jer je 3 na mestu desetica i kod jednog i kod
drugog broja, dok 3 6∼ 13 poxto u prvom broju imamo 0 na mestu de-
setica (koja se naravno na pixe u sluqaju jednocifrenih brojeva), a
u drugom 3. No, 100 ∼ 3, poxto oba broja imaju 0 na mestu deset-
ica. Jasno je da je ovo jedna relacija ekvivalencije. No, ona nije
kongruencija strukture (N,+, ·). Na primer, 13 ∼ 411 i 258 ∼ 52, ali
13 + 258 = 271, a 411 + 52 = 463, pa (13 + 258) 6∼ (411 + 52).

Kao xto nam funkcije koje slikaju skup nosaq jedne strukture u
skup nosaq druge strukture nisu posebno interesantne ukoliko nisu
i homomorfizmi (jer ne poxtuju strukturu), tako nam i proizvoǉne
relacije ekvivalencije na skupu nosaqu neke algebre nisu naroqito
interesantne (jer ne poxtuju strukturu). Nije neoqekivano da postoji
va�na veza izme�u homomorfizama i kongruencija. Evo jednog veoma
va�nog primera kongruencije.

Definicija 15 Neka su

A = (A, φ1, . . . , φr, a1, . . . , as) i B = (B,ψ1, . . . , ψr, b1, . . . , bs)

dve algebre iste signature i h: A → B homomorfizam. Jezgro ovog homo-
morfizma, u oznaci Ker(h), je kongruencija algebre A, koja se definixe na
slede�i naqin:

(u, v) ∈ Ker(h) def⇐⇒ h(u) = h(v).

Ako se prisetimo se da se binarna relacija definixe kao skup ure-
�enih parova, onda nam ova definicija ne�e izgledati neobiqno (ne
bi bilo bax lepo pisati uKer(h) v, zar ne?). Nije texko proveriti da
je ovo zaista kongruencija. Proveru da je ovo relacija ekvivalencije
mogu qitaoci sami lako da izvedu (a poxto je lako i mogu, onda i
treba!), mi �emo ovde proveriti slagaǌe sa operacijama.

Dakle, neka su uj , vk ∈ A za koje va�i

(u1, v1) ∈ Ker(h), . . . , (uni , vni) ∈ Ker(h).
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Treba pokazati da

(φi(u1, . . . , uni
), φi(v1, . . . , vni

)) ∈ Ker(h),

tj. da je
h(φi(u1, . . . , uni

)) = h(φi(v1, . . . , vni
)).

Proverimo to:

h(φi(u1, . . . , uni)) = ψi(h(u1), . . . , h(uni)) (jer je h homomorfizam)

= ψi(h(v1), . . . , h(uvi)) (jer (uj , vj) ∈ Ker(h) za sve j)
= h(φi(v1, . . . , vni)) (jer je h homomorfizam).

Svaka kongruencija na datoj algebri omogu�ava konstrukciju koliq-
niqke algebre. Upoznajmo se sa tom va�nom konstrukcijom.

Definicija 16 Neka je

A = (A, φ1, . . . , φr, a1, . . . , as),

data algebra i ∼ kongruencija te algebre. Ako sa A/∼ oznaqimo skup svih
klasa ekvivalencije, a sa [u] klasu klasu ekvivalencije elementa u ∈ A, onda
koliqniqku algebru ove algebre po kongruenciji ∼, u oznaci A/∼, zadajemo
sa:

A/∼ = (A/∼,Φ1, . . . ,Φr, [a1], . . . , [as]),

gde su operacije Φi definisane sa:

Φi([u1], . . . , [uni
]) := [φi(u1, . . . , uni

)].

Moramo proveriti dobru definisanost ovih operacija. Naime,
moramo proveriti slede�e:

ako je [u1] = [v1], . . . , [uni
] = [vni

] da li je [φi(u1, . . . , uni
)] = [φi(v1, . . . , vni

)]?

To nije texko proveriti i u proveri se koristi qiǌenica da je ∼
kongruencija. Naime, ako je [u1] = [v1], . . . , [uni ] = [vni ], to zapravo znaqi
da je u1 ∼ v1, . . . , uni ∼ vni . Kako je ∼ kongruencija, sledi da mora biti
φi(u1, . . . , uni

) ∼ φi(v1, . . . , vni
), a to upravo znaqi da je [φi(u1, . . . , uni

)] =
[φi(v1, . . . , vni

)].

Primer 17 Na algebarskoj strukturi Z = (Z,+, ·, 0, 1), zadata je kongru-
encija ≡n, gde je n ≥ 2 prirodan broj. Dobijamo koliqniqku strukturu
Z/≡n = (Z/≡n ,+, ·, [0], [1]). Ovde smo koristili iste oznake za operacije na
koliqniqkoj strukturi kao i na poqetnoj algebri (a to �emo qesto, zbog jed-
nostavnosti zapisa, raditi i kasnije). Operacije na koliqniqkoj strukturi
zadate su sa:

[a] + [b] := [a+ b], [a] · [b] := [a · b].
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Primetimo da postoji taqno n razliqitih klasa ekvivalencije. Naime,
svaki ceo broj m kongruentan je po modulu n taqno jednom od brojeva
iz skupa {0, 1, . . . , n − 1}. To je jasno iz qiǌenice da se on mo�e za-
pisati u obliku m = qn + r, gde su brojevi q i r jedinstveno zadati
pod uslovom da je 0 ≤ r < n. Dakle, Z/≡n = {[0], [1], . . . , [n − 1]}. Kako
se sabiraju i mno�e ove klase? Jasno je o qemu se radi. Ukoliko
[s], [t] ∈ {[0], [1], . . . , [n − 1]}, onda je [s] + [t] ona klasa iz tog skupa, koja
je jednaka klasi [s + t]. Jasno je da to mora biti klasa [s +n t], jer
se zbir s +n t i definixe kao ostatak pri deǉeǌu s + t sa n. Sliqno
je i [s] · [t] = [s ·n t]. Vidimo da zapravo funkcija h:Zn → Z/≡n

za-
data sa: h(s) := [s] ostvaruje izomorfizam struktura Zn i Z/≡n . Tako
smo ustanovili da se sve algebarske strukture Zn mogu dobiti (do
na izomorfizam) kao koliqniqke strukture (pri razliqitim kongru-
encijama) algebarske strukture Z. ♣

Ako je A neka algebra i ∼ kongruencija te algebre, na prirodan
naqin se definixe homomorfizam p: A → A/∼ sa: p(u) := [u], gde je
u ∈ A. Qitaocu ostavǉamo da proveri da je p zaista homomorfizam.
S obzirom da je p i ,,na”, zovemo ga i kanonskim epimorfizmom algebre
A na svoju koliqniqku algebru A/∼.

Za kraj ove lekcije navodimo teoremu o razlagaǌu (dekompoziciji)
homomorfizma.

Teorema 18 Neka su A i B algebre iste signature i h: A → B homomor-
fizam algebri. Tada se homomorfizam h mo�e razlo�iti u obliku slede�e
kompozicije: h = i ◦ h̃ ◦ p, gde je i inkluzija podalgebre h[A] u algebru B,
p kanonski epimorfizam algebre A na svoju koliqniqku algebru A/Ker(h), a

h̃ izomorfizam h̃: A/Ker(h) → h[A] zadat sa: h̃([u]) := h(u). Dakle, slede�i
dijagram komutira.

A B

A/Ker(h) h[A]

-h

?

p

-eh

6

i

Dokaz. Moramo proveriti da li je h̃ dobro definisan i da li je
izomorfizam. Pre svega, neka je [u] = [v]. Treba proveriti da li
je h̃([u]) = h̃([v]), tj. da li je h(u) = h(v), no qiǌenica da je [u] = [v]
nam upravo daje da (u, v) ∈ Ker(h), tj. h(u) = h(v) xto se zapravo i
tra�ilo. Dakle, h̃ jeste dobro definisana funkcija. Jasno je da je h̃
,,na”. Proverimo da li je i ,,1-1”. Pretpostavimo da je h̃([u]) = h̃([v]).
To znaqi da je h(u) = h(v), te (u, v) ∈ Ker(h), pa je zaista [u] = [v].
Ostaje da proverimo da li je h̃ homomorfizam.

h̃(Φi([u1], . . . , [uni
]) = h̃([φi(u1, . . . , uni

)]) po definiciji operacije Φi
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= h(φi(u1, . . . , uni
)) po definiciji funkcije h̃

= ψi(h(u1), . . . , h(uni
)) jer je h homomorfizam

= ψi(h̃([u1]), . . . , h̃([uni
])) po definiciji h̃.

Dakle, h̃ je zaista izomorfizam. Poka�imo jox da dijagram komu-
tira.

(i ◦ h̃ ◦ p)(u) = i(h̃(p(u)))

= i(h̃([u])
= i(h(u))
= h(u).

Ovde smo naravno koristili da je p(u) = [u] i da je i(v) = v za sve
v ∈ h[A], poxto je i inkluzija. Ovim je dokaz zavrxen. �

Primer 19 Uoqimo homomorfizam ρn: Z → Zn, gde je ρn(m) ostatak pri
deǉeǌu m sa n. Primeniti na ǌega teoremu o razlagaǌu homomorfizma.

Jasno je da je homomorfizam ,,na”. Iz teoreme o razlagaǌu homo-
morfizma sledi da je Z/Ker(ρn)

∼= Zn. Odredimo Ker(ρn). Na osnovu
definicije jezgra homomorfizma dobijamo da je (r, s) ∈ Ker(ρn) ako i
samo ako je ρn(r) = ρn(s). Drugim reqima, (r, s) ∈ Ker(ρn) ako i samo
ako r i s imaju isti ostatak pri deǉeǌu sa n. Poka�imo da je to
ekvivalentno sa r ≡n s.

Pre svega, ako je r = qn+ρn(r) i s = q′n+ρn(s) i ako je ρn(r) = ρn(s),
onda je r − s = n(q − q′) i zaista je r ≡n s. Obratno, neka je r ≡n s.
Kako je jasno da je r ≡n ρn(r) (zaxto?), dobijamo, s obzirom da je
≡n relacija ekvivalencije, da je ρn(r) ≡n ρn(s). No i ρn(r) i ρn(s)
su brojevi iz skupa {0, . . . , n − 1}. Ukoliko pretpostavimo da je npr.
ρn(r) ≤ ρn(s) dobi�emo da je 0 ≤ ρn(s)− ρn(r) < n i da n | (ρn(s)− ρn(r)).
To je mogu�e jedino ako je ρn(r) = ρn(s). Dakle, zaista se kongruencija
Ker(ρn) poklapa sa ≡n i iz teoreme o razlagaǌu homomorfizma sledi
da je Z/≡n

∼= Zn, kao xto smo ve� ranije pokazali. ♣
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